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Expansao em fracoes continuas

Neste capitulo veremos que dado qualquer niimero real z existe uma se-
qiiéncia (ay)g>1 de nimeros naturais (em alguns casos esta seqiiéncia pode ser

finita) tal que podemos escrever o nimero z da forma
1
r=ay+ T : (2-1)
a+ ———
as +

1
CL3+—

onde ay é um nimero inteiro. Esta expressao é a expansao (ou representagao)
em fracoes continuas de x, que significa que o nimero x ¢é o limite da seqiiéncia

Dk 1

Ik aq +

as +
CL3+." 1

T 1

ap—1 + —
Qg
Os numeros a; sao chamados os quocientes de x e as fragoes py/qr sdo o0s

convergentes de x. Escreveremos

Pk

=ag+ [a1,...,al.
Ak

Veremos que um numero admite uma tnica representacao em fragoes
continuas. Além disso, um numero é racional se, e somente se, sua expansao
em fragoes continuas é finita. Veremos isto na Secao 2] usando o Algoritmo
da Divisao.

Na Secao 2.2 estudaremos expansoes em fragoes continuas de nimeros
irracionais. A ferramenta para obter a expansao em fragoes continuas de
nimeros do intervalo [0,1) é a Transformacao de Gauss, que serd introduzida
na Secao 221l As imagens de um numero irracional pela transformacao de

Gauss determinam os quocientes de x.

O objetivo da Secao 2.3 é estudar as propriedades dos convergentes
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de um numero real = (o caso interessante ocorre quando x ¢ irracional). A
primeira etapa é estudar as propriedades aritméticas dos convergentes. Isto
é feito na Secao 2.3.1l Estas propriedades serao usadas sistematicamente ao
longo do texto e terao um papel essencial. Na Secao obteremos uma

re-interpretacao dos convergentes usando rotagoes do circulo.

A Sec¢ao 2.3 contém os dois principais resultados do capitulo. O primeiro
(Teorema[2.8)) é que a seqiiéncia dos convergentes de um nimero real z converge
a . O segundo resultado é um reciproco (Teorema [2.12)). O primeiro passo
¢ o seguinte, dada uma seqiiéncia de nimeros naturais (a;);>¢ definimos a
seqliéncia ag + [ay, ..., a], entdo esta seqiiéncia converge a um numero real
x, veja a Proposicao A segunda etapa é ver que a expansao em fragoes
continuas de z é dada exatamente pelos a;. Para provar esta propriedade

usaremos a dindmica simbdlica associada a Transformacao de Gauss (veja a

Secgao 2.3.4]).

2.1
Expansao em fracées continuas de nameros racionais. O Algoritmo de
Divisao

O principal resultado desta secao é o seguinte teorema que segue do

Algoritmo da Divisao:

Teorema 2.1 Um numero x € R € racional se, e somente se, admite uma

expansao em fragoes continuas finita.

Observamos que da prova do teorema decorre que a expansao em fracoes
continuas de um nimero racional é necessariamente tinica (a menos da modi-
ficagao do ultimo termo que veremos mais adiante).

Em primeiro lugar, veremos como a expansao em fragoes continuas em
([2=1)) é obtida quando = é um nimero racional em [0, 1), isto é, x = Z—l, onde
ro,71 € N, rg > r; > 0 e 0os nimeros ry € r; sao primos entre si. Pa?"a isso,

lembraremos o seguinte algoritmo:

Algoritmo da Divisao de Euclides: Dados dois numeros naturais a e b,
a > b, escrevemos

a=bq+p,

onde p e q sao numeros naturais tais que 0 < p < q. Os niumeros p e q estao
unicamente definidos.

Construtivamente, q € o niumero natural definido pela relagoes

bg<a e b(g+1)>a.
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Entao, por construgdo, p = (a—bq) € necessariamente estritamente menor do

que q.

. L~ T .
Usando o Algoritmo da Divisao, dado z = — determinamos de forma
To
Unica numeros naturais a; > 1 e 79 > 0, com 0 < ry < 7y, tais que:

To—= a1 +7’2.

Se ry for zero, o processo termina. Caso contrario, escrevemos, usando nova-

mente o Algoritmo de Divisao,
Ty = QT2 + T3,
onde 0 < r3 < ry < rq, obtendo
ro = a1 (ayre +13) + 1o

Novamente, se r3 for nulo o processo termina, caso contrario, dividimos ry por
r3. O processo continua de forma indutiva e obtemos nimeros inteiros nao

negativos r, dados pela relacao

Tk = Qg1 Tht1 + Thy2,

onde rpo < Tpyip < TRp--- < 11 < 1. Este processo é necessariamente finito.
Portanto, existe um primeiro n tal que r,.1 = 0. Este processo também fornece

a sequencia dos a; onde

To A1 Tn—1
ap = | — |, Qg = | — |, ) ap = ) (2_2>
T T Tn

[

lembramos que |¢| denota a parte inteira de . Observamos que neste processo
os numeros naturais ai, ds, ..., a, € 0s restos ri,ry, ..., T, estao determinados
de forma tnica.

Afirmamos que os nimeros naturais a, determinam a expansao em

fragoes continuas de x:

Para isso escrevemos
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.Z':Ey Tl :T_27 T2:r_37 SR Tnflz o : (2_3>
To 1 T2 Tn—1
Lembrando a defini¢ao dos a; obtemos,
1 1 1 1
—_ = T _— = T e — n— Tn_ 5 — n O
x a; + 1 Tl as + 2, 9 Tn—2 Qp—1 + 1 Tn—l ap +
Portanto,
1 1 o 1
- - T 1
ar+Th ay + T a +
aQ + 2 a2 + *. A 1
+ I
Ap—1 + —

n

Observamos que nosso processo de construcao garante a unicidade da
expansao em fragoes continuas de um numero racional, a menos de uma

modificagao no ultimo termo (uma vez que quando a,, > 1 podemos substitui-lo

por a, — 1 + I) Por exemplo, na representacao acima teriamos

ay + a; +
0,2—{—"- 1 CLZ—{—". 1

O reciproco, se a expansao em fragoes continuas é finita o nimero é
racional, é ébvio. Isto termina a prova do Teorema [2.1] para ntimeros racionais
no intervalo [0, 1).

Finalmente, quando o nimero = nao pertence ao intervalo [0, 1) escolhe-
mos ag € Z tal que y = = — ay € [0,1) e aplicamos o processo anterior ao

, . . . p
nimero racional y € [0,1). Isto mostra que um nimero racional z = = sempre
q

tem uma expansao em fragoes continuas finita,

CL‘:CLO—F 1
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Introduzimos agora a seguinte notacao, dada uma familia de nimeros

ai, G, . .., Ay €SCTEVEMOS
1
a17a27"'7an]: 1
ay +
as + - 1
+
1
ap—1 + —
an
Com esta notacao temos,
x=ag+ [ar,as,...,a,.
Note que neste caso aj,as,...,a, sao nimeros naturais, mas em alguns

casos usaremos a mesma notacao para nimeros que nao sao necessariamente

naturais.

79
Exemplo 1 Vamos expandir a fracdo 28 em fracoes continuas usando o

algoritmo de divisao:

79=2-28423, 28=1-23+5, 23=4-5+3

5=1-34+2, 3=1-2+1, 2=2-1+0.

A partir dessas igualdades obtemos:

79 23 1 1 1
oo oy =2 =2
28 T3 +§ * L2 +1+1
23 23 23
5
=2 L L =2 L
=t T —°7 T~ °F I
1+ — 1+ — 1+ :
442 4+ = 44+ ——
g 0 142
3 3
1 1
+ 1 + 1
1+3 1+ —7
e 14+ =
2 *3
Isto é,
79
22— 24[1,4,1,1,2].

28
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2.2
Expansao em fracoes continuas de nimeros irracionais

Nesta se¢ao introduziremos a transformacao de Gauss que nos permitird
obter a seqiiéncia a; de quocientes de um nimero (irracional) z € [0,1). Em
principio esta associacao é puramente formal, mais adiante veremos que de

fato a seqiiéncia dos convergentes [aq, as, .. ., a,] converge a z.

2.2.1
A transformacao de Gauss. Quocientes e convergentes

Defini¢ao 2.2 A transformacgdio de Gauss T :[0,1) — [0,1) € definida por

L,
I B

0 1

Figura 2.1: A transformagao de Gauss

Observacao 2.3 Um niumero x € irracional se, e somente se, T'(x) € irracio-
nal. Portanto, se x é um nimero irracional entao T™(z) € irracional (logo nao

nulo) para todo n.

Existe a seguinte relagao entre a transformacao de Gauss e o Algoritmo

de Divisao.
Lema 2.4 Se x ¢ racional em [0,1) entdo, com a notagio em (2=3),
T'(z) =T, paratodoj > 1.

Observacao 2.5 O Lema e o Teorema [2.1] implicam que se x € racional
entdao existe n tal que Ty,...,T,, #0 e T, = 0 para todo k > n + 1.
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Prova: Para provar o lema note que se z = r1/ry entao se

To = Q171+ T2

-l

TIIQIQ_PJIE_H:T(@.

™ T T1 x

temos que

Logo,

Suponha agora indutivamente que 77 (z) = T} para 1 < j < n. Se

Tn = Qn4+1 Tn+1 + T'n42

entao
Tn
Apt1 = , .
n+1
Logo,
T o Tn+2 o Tn a o Tn \‘ T'n J
n+l1l — - - Un41 — — — .
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn+1

Por outro lado, pela hipétese de inducao,

Twmw:ﬂrwm:Tam:T(““):T”—{T”J

Tn+1 T'n+1

Portanto, T),,1 = 7" (), o que termina a prova do lema. O

O Lema [2.4] sugere a seguinte notagao,

N

e definimos de forma indutiva

ay(w) = ay(T"(2)). (2-5)

Isto é,

a“@:{ff%ﬁy N>l

Pelas definigoes de T'(x) e a;(x) temos
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Repetindo o processo,

1 1
T(x) = a,(T(x)) + T(T(z)) - as(x) + Tz(w)'

Portanto, indutivamente obtemos

N al(x)—f- -

as(w) + ."_|_ 1
i (2-6)
an-1(w) + an(x) + 1T (x)

= [a1(x), as(x), ..., an,(z) + T™(x)].
Finalmente, quando x é um nimero real qualquer, escolhemos ay € 7Z tal
que x — ag € [0,1). Aplicando o processo anterior para x — ag temos que

1
x =ap(r)+ 1 =

al(:U) +

ap(x) + - 1
_|_

= ap + [a1(2), az(x), ..., an(x) + T"(2)],
onde ag(z) € Z é tal que  — ag € [0,1).
Exemplo 2 A expansio em fracoes continuas de /3 € periddica com
a1 (V3) =1 e a212(V3) =2,

para todo i > 0. FEscrevendo

temos

V3 =ag(V3) +1[1,2,1,2,..].

Veremos que esta expressao significa que a seqiéncia
Ln = a0<\/§) + [CL1<\/§), a2<\/§)7 s 7an(\/§)]

converge para V3.
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De fato, veremos no Teorema .19 que um niimero tem uma expansao
em fragoes continuas periddica se, e somente se, é raiz de um polinomio de
grau dois.

Para obter a expansao de V/3 usaremos a transformacao de Gauss. Como

ap = |V/3] = 1, aplicamos a transformacio de Gauss a y = 2 — ag € [0,1)

a(y) = BJ = {ﬁJ _ {(ﬁ—\/f)?\/lﬁH)J _ {\/3; 1J _,

Y

) = | 75) = W - ﬁ -

1
Y 2

LJ = {@J = [V3+1] =2,

:{ﬁl—lle

Concluimos entdo que a;(y) = az(y) e também que y = T?(y) Portanto,
T(y) = T3(y). Isto garante que as(y) = a4(y). Continuando o processo

indutivamente obtemos que se ¢ > 0 e entao

Il

Il

S
[\
T
[\
~—
<
%/

l=ai1(y) =as3(y) = ... = azis1(y) e 2=as(y) = asy)

Logo, a expansao em fracoes continuas de v/3 é dada por

1
\/5:1+—1:1+[1,2,1,2,...].
1+

24

Definicao 2.6 Denominaremos

— os inteiros ag(x), a1 (z), az(x),. .., a(x),. .. por quocientes de x;

— 0 numero racional ag(z) + [a1(z),az(x),. .., an(x)] por n-ésimo conver-

gente de x.
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O Lema 24l e o Teorema 2.1l implicam que se z é racional entao existe n
tal que

x = ap+ [a1(x),as(x), ..., an(x)].

No Teorema 2.8 provaremos que quando x é irracional a seqiiéncia

r, = ap(x) + [a1(x),az(x), ..., an(x)] =

= ao(l') +
a1<l’> +

ag(z)+ " 1
+

an(@

converge a x quando n tende a infinito.

2.3
Convergentes

Na secao anterior, a cada nimero irracional x € [0, 1) associamos usando
a Transformacao de Gauss, uma seqiiencia de quocientes (a;);>; e definimos a
seqiiencia associada [ay,. .., ax| de convergentes de x. O objetivo desta segao
é provar que, de fato, os convergentes convergem para x, veja o Teorema 2.8

O primeiro passo para provar o Teorema 2.8 é obter uma série de
propriedades aritméticas dos convergentes, isto é feito na Secao 2.3.1l Estas
propriedades aritméticas desempenham um papel fundamental ao longo do
texto.

Na Secao daremos uma interpretacao dinamica e geométrica dos

convergentes usando rotacoes do circulo.

2.3.1
Propriedades aritméticas dos convergentes

Nesta secao veremos que dado um numero real x existe uma represen-
tagao racional p,(z)/gn(z) do n-ésimo convergente ag(x) + [a1(x), ..., a(z)]
de = que verifica as Propriedades (I), (IT), (III), (IV) e (V) abaixo. Veremos
que esta escolha implica que as fragoes p,(z)/q,(z) sao irredutiveis (ver a
Observagao 2.7). A estas fragoes (com certo abuso de notac¢ao) chamaremos
também de convergentes de x. Veremos também que a expansao em fragoes

continuas de p,(x)/q,(x) é dada por ag(x) + [a1(x), as(x), ..., ay(x)].

A seguir fixaremos x e, para simplificar a notacao, escreveremos a;, p; €
¢; no lugar de a;(z), p;(z) e ¢:(z) quando nao for necessério explicitar o = (no

item (IV) esta dependéncia é necessariamente explicita). Temos que os p, € ¢,
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podem ser escolhidos de forma que as propriedades abaixo sejam satisfeitas.

Por convengao, escreveremos
g-1(x) =0, po(x) =ao e pa(r)=qz)=1
(I) Para todo n > 1 se verifica
Pn=0nPn-1tPn-2, € Gn=0nqn-1T1 Gn-2-
(IT) Para todo n > 0,

- Pn + (T”(:E))pn_l
Gn + (T™(2)) Gn1

(III) Para todo n > 0,

n

Pn—149n — Pndn-1 = (_1> .

(IV) Para todo n > 0,
Pn() = gur(T(2)).

(V) Para todo n > 2 se verifica

pn(éE) Z 2(n—2)/2 e qn<x) 2 2(n—1)/2

Observacao 2.7 Note que a Propriedade (III) garante que qualquer divisor
comum de p, e q, deve ser também um divisor de +1. Portanto, os nimeros

Pn € Gn $G0 primos entre si e o convergente p,/q, € irredutivel.

Provaremos apenas a Propriedade (I), as outras seguem de forma anédloga
usando o método de inducdo e sua prova serda omitida (ver referéncia (3)) .

Para provar (I), observamos que Po _ ag € que
qo

1 ajag+1
E:ao_i_[al]:ao_'__:L.
q1 a1 ay

Portanto, podemos escolher
m=aa+l e q=a,

obtendo (I) paran = 1.
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Para n = 2, por definicao, temos

1 Qap Ao a1 + ag + ag
ap + |a1,a2] = ag + = .
0 + [a1, as] 0 1 dyay+ 1

CL1+_
a2

Portanto, podemos escolher
po=apasay +ag+as=as(aag+1)4+ay e g =asa; +1,

obtendo (I) para n = 2.
Agora suponha, indutivamente, que a Propriedade (I) é verdadeira para
todo k menor ou igual do que n,
1 Pk Ok Pr—1 + Dr—2

ap + |Q1,Q2,...,0| = ag + = = .
| | ar + 1 k Ok Qk—1+ Qk—2
1

as + . 1

!

ap—1 + —

ag
Antes de provar (I) para m + 1 necessitamos a seguinte propriedade de
independéncia dos py e gi: 0 método de inducao também implica que para
todo £ < n os numeros inteiros positivos p, e ¢, dependem somente dos
quocientes ag, ai, as,...,ar € sao independentes de aj.;. Para provar essa

afirmacao observamos que, pela hipdtese de inducao,

DPn—1  Qn—1Pn—2 + Pn—3

Gn—1 Ap—14n—2 + Gn-3 ‘

e assim os nimeros inteiros positivos p,_1, ¢,—1 dependem somente dos inteiros

positivos @, 1, Pn_2, Pn—3, @n—2, ¢n—3. Novamente, como

Pn—2  Qn—2Pp-3 + Pn—a

Qn—2 An—9Gn-3 + Gn-a’

temos que os inteiros positivos p,_o, ¢,_2 dependem somente de a,_o, pn_3,
P-4y Gn—3 € Gn_sa. Assim, indutivamente, obtemos a afirmacao.
Agora estamos prontos para provar a Propriedade (I) para n + 1.

Observamos que

ap+ [ar, ..., an, apni1] = ag + T
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e que, pela hipotese de indugao,

1 Dn Qp Pn—1 + Pn—2
ag + |@1,...,0y] = ag + = — = .
[ ' ] 1 qn Qp Gn—1 +qnf2

as + - 1
1

Gp—1 + —
Qp

Assim concluimos que o (n + 1)-ésimo convergente

aop + [ar, ..., Qn, i)
é obtido substituindo na expressao do n-ésimo convergente ag + [ay, ..., a,] o
ndmero a,, por a, + —, isto €,

Ap+1

1
a0+[a1,...,an,an+1]—a0+[al,...,an+ .
CLn—l—l
Observamos que a substituigdo de a,, por (a, + %H) nao altera a definicao
n
dos ai,as,...,a,_1 precedentes. Portanto, como p,_1,Pn—2,@n-1,Gn—2 SA0 in-
dependentes do quociente a,, eles nao se alteram com esta substituicao. Isto

<

1
a()_'_[al)"'vanvan-i-l] :a0+|:a17"'aan+ =
An1

1
(an + ) Pn—1 + Pn—2
(41

p— 1 p—
(an + ) Gn—1 + qn—2
An+1

o Qp Op41 Pn—-1 + Pn—1 + Pn—2 Qn+1 -

Qp Ap41 dn-1 + dn—1 + Gn—2 Qn41

_ An+1 (an Pn-1 + pn72) + Pn—1
Ant1 (an gn—1 + Qn72) + gn—1

Lembrando que pela hipdtese de inducao

Pn = QpPn-1 + Pn—2, n = Qp Q-1+ Qn—2

obtemos
Ap41 Pn + Prn—1

An+1Gn + Gn—1 ‘

ap+ a1, ..., an, Qpi1] =
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Portanto, podemos escolher

Prnt1 = Oni1 Pn + Pn—1, Gn+1 = An+14n + qn—1,

que conclui a prova da Propriedade (I).

Com as propriedades (I), (IT), (I1T), (IV) e (V) podemos provar que dado
um nimero x a seqiiéncia dos niimeros racionais formada pelos seus conver-

gentes converge para o proprio numero x. Isso serd provado na Segao 2.3.3]

2.3.2
Outra interpretacao dos convergentes: Convergentes e rotacoes

Vamos agora dar uma outra explicagao dos convergentes de um nimero
x usando rotacoes do circulo.
Representaremos o circulo unitdrio S' como o conjunto de pontos da

#+2k7) representam o mesmo ponto do circulo).

forma e'®, x € R (isto é, e'® e e'(
A rotagao do circulo de angulo 2 7 ar, que denotaremos por R, (-), se define, na

notacao multiplicativa, como

Observe que se z = e'® entao
RQ(Z) _ Ra(eix) _ 6i(27ra+:n).

Tomaremos x um nimero irracional com expansao em fracoes continuas
dada por [ay, as, .. .].

2w xi

Seja Iy o arco de 1 até o ponto e (ou, usando a forma aditiva Iy

denota o subintervalo [0, z] em [0, 1]).

Como
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temos que a; < 1 < ay + 1, e portanto, a3 x < 1 < (a; + 1) z. Isto significa
que podemos colgcar exatamente a; arcos consecutivos do tamanho do arco
Iy no circulo (usando a forma aditiva, isto corresponde a a; subintervalos
consecutivos de tamanho ).

A partir de agora denotaremos o tamanho de um arco I por s(I).

Seja J; o arco de extremos a;z e 1 (ou, usando a forma aditiva, J; é
o subintervalo [a; z, 1]). Transladaremos este arco a origem obtendo o arco
I =0,1—a;z].

I, Jy

Figura 2.3: Os intervalos I e J;

Assim, como s(I;) = 1 — a; x obtemos

1 8([1) . P1 8(11)

a a q1 a1

Observamos que

o) 1= = —a=T()
Como ] s
as = ay(z) {T(w)J L(IQJ
Entéo,
e
Isto é,

as s(Iy) < s(ly) < (ag + 1) s(1y).

Logo, existem exatamente ay arcos (ou intervalos) de tamanho s(1;) dentro de
1. Como no primeiro caso, comegaremos a por os intervalos a partir da origem.
Seja J o intervalo que resulta ao retirar de Iy os ay intervalos consecutivos de

tamanho /;. Denotaremos por /5 o transladado de J; a origem.
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Figura 2.4: Construcao do intervalo I,

Usando a Propriedade (I) dos convergentes,
s() =z —ay(1—az) =x(l+aza) —as =2 — pa.

Portanto,

__ @ s(1s) _ 1 N s(1s) _ P2 s(1z)
1+(126L1 1+CL2G1 a1+i 1+a2a1 q2 2 .
a2

T

A idéia da construgao é determinar quantos intervalos de tamanho s(/s)
cabem no intervalo I, obter um resto de intervalo J3, translada-lo a origem,
obtendo um intervalo I3 e repetir o processo com os intervalos I, e I3, e assim
sucessivamente.

A construgao ¢é feita indutivamente. Suponhamos ja definidos os arcos
Iy, Ih, ..., I_5. Denominaremos Ji_; o arco de extremos aj_1s(Ix_2) € 0
extremo direito do segmento [;_3. Usando a forma aditiva, J;_1 € o subintervalo
[ax_1 8(I;_2), s(Ix_3)]. Denotaremos por I;_; o transladado de J,_; & origem.
Na notacao aditiva, definimos I_; como o intervalo [0, s(Ix_3) — ag—1 S(Ix—2)].

Vamos provar que

S(Ik_l)
S(Ik_g)

=T Yz), k>2

O caso k = 2 j4 foi visto. Suponha, indutivamente, que

s(Lj-1)

=T""Yz), 2<j<k.
s(1j—2) (@) =/
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Entao, pela definicao de I;_; e pela hipétese de inducao,

S(U-1) _ sUk-3) — ak18Uk—2) _ ${le-s)
s(I—2) $(Iy—2) s(ha)

1 _
= g e =T @)

Estd entao provada a afirmacao.

o= o) = || = | |
(Ir_s
s(Ix_1)

Como

~—

»

temos que ap < < ai + 1. Portanto,

ag S([kfl) < S([k,Q) < (@k —+ 1) S([k,l).

Assim podemos colocar exatamente ap arcos (ou intervalos) de tamanho
s(Ix—1) em I_o. Comegaremos a por os intervalos a partir da origem. Seja
Ji o intervalo que resulta ao retirar de [ 5 os aj intervalos consecutivos de
tamanho s(Ix_1). Denotaremos por I; o transladado de J; a origem, isto é,

Ik = [0, S(Ik_g) — Qg S(Ik_l)]. Temos
S([k) = S(Ik_z) — Q S(Ik_l).
Mostraremos agora que, para todo k& > 1

T Qe — Pk, Kk € par;
s(Ii) =
P — T qr, k é1impar.

Para k=1 e k = 2 ja foi provado.

Suponha, indutivamente, que a afirmacao acima é verdadeira para todo
j,2<j <k

Se k é um ntumero par, temos que k — 2 é par e k — 1 é impar. Portanto,

usando a Propriedade (I) e a hip6tese de indugao,
s(Ix) = 8(Ix—2) —ars(Ix-1) = Tqr—2 — Pr—2 — ak (Pr—1 — T Q1) =

=2 (Qr—2 + ar @e—1) — (Pr—2 + @k Pr—1) = T @ — D
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Analogamente, se k for impar, temos que

S(Ik> = 5<Ik—2> — Qg S(Ik—1> = Pk—2 — T (k-2 — Qg (x qk—1 — pk—1) =

= (pk—z + akpk—l) - (%—2 + ay C]k—l) =Pk — T (qk.

Assim, concluimos a prova da afirmacao.

Logo,
I
x:%+s( k), k ¢é par;
dk dk
s(7,
x:@—ﬁ, k é impar.
dk dk

Se escolhermos ag € Z tal que y = = + ao teremos o mesmo resultado

para um nuimero real y.

2.3.3

Convergéncia

Nesta se¢ao provaremos que os convergentes de um nimero x convergem
para ele (Teorema 2.8). Também veremos, na Proposigao 2.9, que dada qual-
quer seqiiéncia de ntimeros naturais a; a seqiiencia [aq, ..., a,| é convergente.
Este resultado é o primeiro passo para obter a relagao biunivoca entre niimeros

reais e expansoes em fracoes continuas estabelecida no Teorema 2.12]

Teorema 2.8 Dado x real, a sequéncia dos convergentes

pn<m)
Gn ()

= ag + [a1(x), az(x), ..., an(x)]
converge para .

Prova: Primeiro, provaremos o teorema para x € [0,1). Como x esta fixo,
omitiremos (quando possivel) a dependéncia em x. Pela Propriedade (II),

temos
Pt (T(@) P

qn + (Tn(a:)) Gn—1

Assim,

Pn_ Prtn+ (T"(@) pna1) Gn — P Gn — (T"(2) Gn-1) Pn
Gn An (qn + Tn(m) qn71>

_ TH(I) (pn—l qn — Qn—-1 pn)
Gn (Qn + Tn(x) Qn—l)

Entao, usando a Propriedade (II1), pp—1 ¢n — Pn ¢n—1 = (—1)", obtemos
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. & _ Tn(x)(pn—l dn — 4n-1 pn) _ Tn(x) (_1>n
n Gn (qn +T™(2) gn—1) Gn (G + T™(7) ¢n1)
(2-7)
T"(x) 1

G (o T T () au ) @B
Onde a tltima desigualdade segue observando que 0 < T"(x) < 1 e que g, e
Qn—1 Sa0 positivos.

Finalmente, como a seqiiéncia ¢, é mondtona crescente e ¢, > 1 para
todo n > 2 (estas afirmagbes seguem das Propriedades (I) e (V)), fazendo

n — 00, temos que:

1
— & < - 0,
dn n
isto é,
lim Pn =x
n—oo gy

o que termina a prova do teorema para x € [0, 1).
Para z um numero real qualquer basta tomarmos ay € 7Z tal que

y=x —ap € [0,1), completando a prova do teorema. O

J& vimos no Teorema 2.T], como conseqiiéncia do Algoritmo de Divisao,
que todo numero racional tem expansao em fracoes continuas finita. Acabamos
de mostrar que niimeros irracionais possuem expansoes infinitas que convergem
aos mesmos. A seguir provaremos que toda expansao em fracoes continuas
infinita representa (converge para) um nimero irracional. Dessa forma obtemos

uma relacao biunivoca entre a reta e as expansoes em fragoes continuas.

Proposicao 2.9 Considere uma seqiéncia (infinita) a,, n > 1, de nimeros

naturais. Para cada n defina o niumero racional

p
= =ag + [al,&g,...,an].
dn

. n . Pn p . .
Entao a sequencia — converge a uim nuImero rractonal x.
n

Veremos na Proposicao2.15 que, de fato, a expansao em fragoes continuas

do nimero z é dada pelos a,,.

.. wn . Pn
Prova: Em primeiro lugar veremos que a seqiiéncia — ¢é convergente.
n

Lema 2.10 As seqiiéncias de convergentes verificam

Pon+1 . ..
- € monotona decrescente e limitada.

q2n+1

Pon+2 . .
— ———= € mondotona crescente e limitada.

q2n+2
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Portanto, as duas seqiiéncias sao convergentes

+ . DPon . DPont1 _
T =1lim — e lim —— =2".

Prova do Lema: Pela Propriedade (II1), p;_1 ¢; — p; ¢;—1 = (—1)*. Dividindo

esta expressao por ¢; ¢;_1 obtemos,
pic1 pi (1)

= , 1> 1. (2—8)
qi—1 qi qi—14;

Note também que pela Propriedade (1),

Di—2  Di _ Pi—294; — PiGi—2 _
qi—2 qi qi—2 q;

_ Pi—2 (a; ¢i—1 + qi—2) — (a; i—1 + Di—2) Qi—2 _
qi—2 q;

_ Qipi—2qi—1 +Pi—2qi-2 — Qi Pi—1Gi—2 — Pi—2Gi—2 _

qi—2 q;

o (Pic2 o1 — pic1Gi2)  ag (—1)71

qi—2 q; qi—2 q;

onde a tltima igualdade segue usando a Propriedade (IIT). Isto é,

i i a (=171

&_11:“(_>7i22, (2-9)
di—2  Gi 4i—2 qi

Tomando agora i = 2nei =2n+1em (8) ei = 2n+ 1 em ([229) e

observando que os ¢; e 0os a; sao inteiros positivos, obtemos

_ —1)%n 1 _
pznl_@: ( ) _ >0, @<p2n1;
q2n—1 q2n q2n—-142n q2n—192n q2n q2n-1
P2n _ P2nt1 _ (=12t _ -1 <0, DP2n+1 S @;
d2n 42n+1 42n 42 n+1 q2n 42 n+1 42 n+1 don

P2n—1  P2nt1 _ G2n41 (=1)*"  agp >0, Pent1 _ P2no
g2n—1 42n+1 q2n—1 42n+1 q2n—1492n+1 ’ q2n+1 42n—1

Entao,
D2n < P2n+1 < pZn—l'
42n 42n+1 Q2n-1
Analogamente, tomando i = (2n+1)ei = (2n+2) em 28) e i = (2n + 2)

em (2=9), obtemos as seguintes desigualdades:
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-1 2n+1 -1
P2n _ P2nt1 _ (-1) _ <0, P2n+1 S pzn;
q2n q2n+1 q2n 42n+1 q2n q2n+1 q2n+1 q2n
2n+2
2n+1 2 n+2 -1 1 2 n+2 2 n+1
pn+ _pn—l—:( ) _ >0, pn+ <pn+;
42 n+1 42 n+2 q2n+1 42n+2 q2n+1 42n+2 42 n+2 42n+1
P2n  P2ny2  d2n42 (—1)2n+1 _ —Q2p42 <0 Pan+2 S Pan
q2n q2n+2 q2n 42 n+2 42n 42n+2 ’ q2n+2 d2n
Entao,
P2n < P2n+2 < p2n+1.
q2n q2n+2 q2n+1
Isto conclui a prova do lema. 0

Observacao 2.11 De fato, na prova do lema € possivel obter

P2n < Pon+2 <. < Pon+3 < p2n+1.

4on q2n+2 d2n+3 d2n+1

Para isso € suficiente no primeiro passo considerar i =2n ei = (2n+m) na
equacio (2=8) e i = (2n+m) em (2-9), onde m é qualquer nimero impar. Na

sequnda etapa o ractocinio € similar.

A seguir veremos que 7 = z~. Como vimos na prova do Lema 210,

P21 P2 _ (—1)2j _ 1

q2j—1 q2 q2i-142; q25-192j
Assim,

Pojmr _Payf | L )1

q25—1 q2; q2-142; q25-192;

Como a seqiiéncia ¢; é mondtona crescente e ¢; > 1 se ¢ > 2, temos que:

D2j—1 P25 0
q25—1 q2;
quando 7 — oo. Logo,
lim (p—Qj_l - @) = 0.
J=00 \ G251 q2;
Portanto:
'lim%:af:f: lim Py
I (25+1 J=00 (2

Assim concluimos a prova da primeira parte da proposicao: a seqiiéncia de

convergentes é convergente.
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Falta ver, que o limite é um nimero irracional z. Temos que x = 27 = 27,
isto é,
. Di .
r = lim = = lim ag + [a1, ag, ..., a;] = ag + [a1, az, ...].

Vamos mostrar que x é irracional. Para isso note que pelo Lema [2Z.10]

Pai oy B2t

q2i q2i—1

Entao,
0<qg— P2i o P2ist P2i
q2i q2i—1 q2i

E assim, pela Propriedade (III),

P2i—1 DP2i-14G2i — P2iq2i-1
0 < |zga; —pa2il < Q2i_p2i’: =
2i—1 q2i-1
B (_1)21 1
q2i—1 Q2z‘71'

Raciocinando por absurdo, suponhamos que x seja racional, digamos x = —.
a

Entao, multiplicando a desigualdade anterior por a, obtemos

0<|zqia— prial = [bgzi — p2ial < .
q2i—1

Lembramos que a seqiiéncia (g;) é (estritamente) mondtona crescente e ¢; > 1
para todo ¢ > 2. Portanto, podemos escolher ¢ suficientemente grande de forma

que a < g;_1. Isto significa que

0< ’bC]QZ —ina\ < < 1.

q2i—1
Mas isto contradiz o fato de bqo; — po;a € Z. Logo x é irracional. O

Mostraremos na préxima secao que a expansao em fragoes continuas do

nimero x = lim [ay, asg, . .., a,] é dada pelos a;.
n—oo

2.3.4
Dinamica simbdlica da Transformacao de Gauss e expansao em fracoes
continuas

Ja mostramos que dado x um numero real qualquer a sua expansao
em fragoes continuas (dada pelos ag(x)) é finita quando x é racional e
infinita quando z é irracional. Além disto, quando x é irracional a seqiiéncia
ag + [a1(x), ..., ax(x)] converge a x. Falta demonstrar que dada qualquer se-

qiiéncia de nimeros (ay) existe um tinico niimero real x tal que sua expansao em
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fragoes continuas é dada pela seqiiéncia dos ai. Desta forma estabeleceremos
uma relacao biunivoca entre as expansoes em fracoes continuas e a reta real.

Mais precisamente:

Teorema 2.12 Ezistem as sequintes correspondéncias biunivocas dadas pela

expansao em fragoes continuas:

— entre as seqiiéncias finitas e 0s numeros racionais,

{(ag), a; €ENpara 1 <i<neay€Z}—z€Q; v=ag+[a,...,a,l;

— entre as sequéncias infinitas e 0s numeros irracionais,

{(ax), a; ENparai>1eay € Z} — x € [=R\Q; = = ap+|ar,as,...|

Para demonstrar o Teorema [2.12] estudaremos os itinerarios dos pontos
do intervalo [0, 1) pela Transformacao de Gauss via uma dinamica simbélica

com infinitos simbolos. Decomporemos o intervalo [0, 1) em intervalos

1 1
L =|— = kE>1
k |:k+17k)7 = 4

e a cada ponto associaremos uma seqiiéncia ax(z) de forma que ai(x) = m
se T 1(x) € I,,. Veremos que o ntimero [ai(x),...,ar(x)] é precisamente o
k-ésimo convergente de x. Seguem a prova do teorema e os detalhes desta

construcao.

Pela defini¢ao de T', temos que T'(I;) = [0, 1) para todo & > 1. Dados k

e j € N, definimos [ ; como o subconjunto de I, tal que
T(Ik’j) = Ij.

Da monotonia estrita de 7" no intervalo I, e a condic¢ao T'(1) = [0, 1), obtemos
que estes conjuntos estao bem definidos e que sao intervalos nao vazios.
Suponhamos agora, por inducao, que para todo 1 < k < n e para toda
familia de £ ntimeros naturais i1, 49, . . . , %, estao definidos intervalos nao vazios
L, . (que chamaremos de cilindros de ordem k) que verificam as relagoes
L., C I, T L) =Ly e T(iy,00) = L,y

Tyeess colk—1)
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Figura 2.5: Cilindros de segunda ordem

Acabamos de ver que estas relacoes sao verdadeiras para k = 2. A seguir

construiremos intervalos I;, ;. .., tais que
mn _ J—
Ii17~~-7inyin+1 C [i1,...,in7 T (Iil,m,in-v-l) - Iin+1 € T([i1,.--,in+1) - [i27~~~7in+1'
Dados nimeros naturais 41, tg, . . ., i, in+1, consideremos o intervalo I, ; e

observamos que, pela hipétese de inducao,

Tn_l(]il,...,in) =1

n?

portanto,

T"(1,,...0,) = T(L,) = [0,1).

la'~~7in
Como a transformacao T" é estritamente mondtona, raciocinando como no
primeiro passo da inducao, dado I;
que T"(J) = I

.1 €xiste um subintervalo J de I;; ;. tal

1+ Agora é suficiente tomar I;; ;. .., = J. Finalmente,

mn J—
T (Ii1:~'~7in7in+l) - Iin+1'
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Para cada j, 1 < j < n, consideramos a restrigao de T ao intervalo I;, ;. ,

que denotamos por T} ;. Estas transformacoes sao injetivas. Assim temos,

T(1; ) =T(T;" 4, (L)

1yeensbn,int1

n+1) -
T(TZI”M(IMH)) C Tl 4,)- Assim, pela hipétese de indugao,
T'f(n71)<[i

U1yeesin

Observe que como TJ"M(IMH) C I, 4, temos que Tg(n;})(_ﬁ

n+1) C I,,....i,-Considere entao a restrigao de T7 ao intervalo Ly v

que denotaremos por 77 . . Obtemos entao,
25ln

=10,

1:-~~:in7in+1) 12,..0yln,

(1

n+1)'

Por outro lado, pela hipétese de indugao,

n—1 _
T (Lig,insinsn) = Linys-
Isto é,
_ p—(n-1)
Ii27~~’in’in+l - 7—;2,...,7;" (Iin+1)'
Portanto,

_ p—(n-1) _
T(Liy,.inine) = Tigo i Tiy) = Ligiin -

Isto termina a construcao dos intervalos I, . i, -

Observamos que esta construcao implica que para toda familia

11y ,0n,typy1 de nimeros naturais e todo nuimero natural i,,o se verifica

fecho ([i1,---,in,in+1,in+2) C ]i17---,in' (2—10)
Para isto ¢ suficiente lembrar a definicao de I;,

mn
T"(Liy,..insinsasing) = Li
estritamente mondtona, e que o fecho de I;

insini1iings (dado pela relagao

e observar que T™([;, ;) = [0,1), T™ é

esta contido em [0, 1).

n+1 7i7L+2 )

n+1,tn+2

Observacgao 2.13 Dada uma sequéncia iy, de nimeros naturais se verifica

() Zir.ooi # 0
k=1

Para obter esta observagao é suficiente verificar que, pela equagao [2=I0)), se

verifica

m Ii17--~7ik = m fecho (Ii1,~~~7ik+2)'
k=1 k=1

Como a ultima intersecao é de uma familia de compactos encaixados, ela é nao

vazia.
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A seguir relacionaremos os intervalos [ com a expansao em fracoes

11 yeeeyin

continuas.

Proposicao 2.14 Seja x € I, .. Entao o n-ésimo convergente de =,

17i27"'77;

la1(z), ..., an(x)], verifica a;(x) =1i;, para todo j =1,...,n.

Prova: A prova é por inducao. Se x € I;, = [1/(i1+1),1/i1). Pela equagao (24

), temos
oy (z) = EJ — i

Suponhamos agora que a proposicao ¢ verdadeira para todo 1 < k < n.

Consideremos = € I;,, ;. i..,- Como I;, ;.. C I ;. temos ai(z) =
i1,...,an(x) = i,. Por outro lado, pelas propriedades dos intervalos I;, _;,,
temos

T(‘r) S T(]i1,m,in,in+1) - ‘[7:27~~77:n77:n+1'

Portanto, pela hipotese de inducao,
a1 (T(x)) =g, ...,a,(T(x)) = ipe1.
Finalmente, o resultado decorre da equacao (2=5l),
n1(1) = an(T(2)) = int1.

Isto conclui a prova da afirmacao. 0

Pela Proposigao 214] se € I;, 4,4, entdo seu n-ésimo convergente

n

la1(x), az(x), ..., ay(x)] verifica a;(x) =i;, j = 1, ..., n. Isto significa que
Livig. iy C{z € (0,1);4) = a1(x), ia = as(x), ..., in = ay(x)}.

A inclusao em sentido contrario é 6bvia. Assim obtemos que I, esta

yeenslhk

formado pelos ntiimeros em [0, 1) cujo n-ésimo convergente é [ay, as, ..., ay,).

Proposicao 2.15 Dada uma seqiiéncia infinita iy, de nimeros naturais existe
um Unico nimero (necessariamente irracional) x cuja expansio em fragoes

continuas [ay(z), ..., a,(x),...] verifica ay(x) = iy para todo k.

Prova: E suficiente escolher

o
S ﬂ [i17~~-,ik 7£ (Z),
k=1
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lembre a Observacao 213l A unicidade de z segue de
[i1,d2, ...y ix]) = [a1(x), as(z), ... ax(x)] — =,

lembre a Proposicao 214l A irracionalidade segue do fato da expansao ser
infinita (Proposigao 2.14]). O

Corolario 2.16 Fxiste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das
sequéncias infinitas de numeros naturais e o conjunto de niumeros irracionais

do intervalo [0,1) dada pela ezpansio em fragoes continuas:

x — [ay(x), ax(x),. .. a,(x),.. ]

Este corolério é exatamente a segunda parte do Teorema 212, quando esco-

lhemos ag € Z tal que x — ag € [0,1).

Finalmente, faremos alguns comentarios sobre a expansao em fragoes
continuas dos numeros racionais em [0,1) que provam a primeria parte do
Teorema [2.121 Para isto novamente escolhemos ag € Z tal que x — ag € [0, 1).

Afirmamos que dado qualquer nimero racional x € [0,1) existe um
primeiro j > 0, tal que 77(z) = 1/k para algum k > 1. Caso contréario,
pela construcao dos intervalos I;, ;. , existiria uma seqiiéncia infinita i; tal

o
que x € ﬂfuzk Pela Proposi¢ao 214l como = € I;, _,; , sua expansao

k=1
tém no minimo k termos. Como k pode ser escolhido arbitrariamente grande,

temos que a expansao de x ¢é infinita. Portanto, = seria irracional (lembre a
Proposi¢ao 2.9), o que é uma contradigao..

Agora, se + = 1/k temos que x = [ai(x)] = [k]. Suponhamos agora
que z,T(x),...,T?"}(x) ndo sao da forma 1/n, n € N, e que T?(z) = 1/k. A
primeira condicao, T"(z) # 1/n paratodoi = 1,...,j—1etodon € N, implica

que x € I; ; para certos ii,is,...,%;. Portanto, temos determinados os

i
primeiros j termos da expansao em fragoes continuas de x (que sdo exatamente
i1,12,...,1;). Como TV (x) = 1/k, T?(x) = [k]. Finalmente, pela equagao (23,

aj+1(z) = a1 (T7(z)) = k. Isto implica que

T = [il,...,ij,k’}.
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Desta forma obtemos:

FExiste uma correspondéncia biunivoca entre as sequéncias finitas de niumeros

naturais e os numeros racionais dada pela expansao em fracoes continuas.

Esta afirmacao é exatamente a primeira parte do Teorema .12l A prova

deste teorema agora estd concluida.
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