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Introducao

Dado qualquer nimero real = existe uma (tnica) seqiiéncia (ax)r>1 de
nimeros naturais (em alguns casos esta seqiiéncia pode ser finita) tal que o

nimero x pode ser escrito da forma

T = ag + 1 y
@ + ————g—

az + ——

CL3+_

onde ay € um nimero inteiro. Esta expressao é a expansao em fracoes continuas
do numero z, que denotaremos por z = ag + [ay, as, as, . ..|. Isto significa que
o numero x é o limite da seqiiéncia
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Os nimeros a; sao chamados os quocientes de x e as fra¢oes py/qx sdo os
convergentes de x.
O objetivo deste texto é apresentar a teoria de fragoes continuas enfati-

zando os seus aspectos ergddicos e de aproximagao.

Uma das vantagens da expansao em fracoes continuas é que podemos
obter propriedades dos nimeros reais apenas olhando sua expansao em fra-
¢oes continuas. Por exemplo: os niimeros racionais se caracterizam por ter
expansao finita (Teorema 2.]), um numero que é solugdo de uma equagao
algébrica de segundo grau se caracteriza por ter expansao periddica. Outra
vantagem da expansao em fragoes continuas é que podemos construir nimeros

transcendentes que sao bem aproximados por niimeros racionais.

Para representar um ntmero real em fragoes continuas introduziremos a

Transformagao de Gauss. Esta transformacao é uma fungao do intervalo [0, 1)
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nele proprio com infinitas descontinuidades. Os quocientes da expansao em
fragoes continuas de um nimero x estao determinados pela orbita de x pela

transformacao de Gauss que é dada por,
T(x) =

onde [¢| denota a parte inteira de .

Veremos que a transformacao de Gauss possui uma medida ergddica
equivalente a medida de Lebesgue. O Teorema Ergddico de Birkhoff nos
permitird, usando essa medida (chamada medida de Gauss), obter propriedades
sobre a representagao em fragoes continuas de quase todo nimero em [0, 1).
Essas propriedades ergddicas permitem responder a algumas perguntas sobre
os numeros reais em [0, 1).

Por exemplo, nés podemos perguntar quantas vezes aparece um determi-
nado nimero natural n na expansao em fragoes continuas de um niimero real
x. Obviamente, a resposta a esta pergunta depende do niimero z. Ha infinitos
x tais que n nao aparece nunca na sua expansao em fracoes continuas. Porém,
podemos responder a esta questao em termos probabilisticos: para quase todo
nimero x do intervalo [0,1) (isto é, um conjunto de medida de Lebesgue to-
tal) o nimero n aparece com uma determinada freqiiéncia que nao depende
de x (de fato, somente depende de n, a férmula precisa se encontra na Pro-
posigao [B.I3)). A resposta a este tipo de problema exemplifica a aplicacdo da
teoria ergddica ao estudo das fracoes continuas.

Uma outra pergunta que nés podemos fazer é como caracterizar nimeros
com quocientes limitados (isto é, a; < M para todo i > 0) através do seu
tipo de aproximacao por numeros racionais. Essa pergunta ¢ respondida no
Teorema que afirma que ntimeros com quocientes limitados nao admitem
solugoes para a desigualdade

C

xr— - <b—2,

b

‘ a

quando C' é suficientemente pequeno. Também podemos responder a essa per-
gunta em termos probabilisticos: os conjuntos para os quais esta desigualdade
nao tem solugao constituem um conjunto de medida nula (Corolario [G.I8]).
Assim, quase todo nimero x em [0,1) admite infinitas solu¢oes para a desi-
gualdade acima para todo C' > 0.

Responderemos a perguntas deste tipo ao longo do texto. A dissertacao
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esta dividida em sete capitulos que passamos a descrever brevemente.

O Capitulo 2 é dedicado a caracterizacao da expansao em fracoes
continuas dos numeros racionais e irracionais (um numero é racional se, e
somente se, sua expansao em fragoes continuas é finita). Neste capitulo intro-
duziremos a Transformacao de Gauss que é usada para obter a expansao em
fragoes continuas de nimeros do intervalo [0,1) (as imagens de um ndmero
irracional pela transformacao de Gauss determinam os seus quocientes). Es-
tudaremos também os convergentes de um numero real e suas propriedades
algébricas que desempenham um importante papel no nosso estudo. Através
dos convergentes obteremos uma relagao biunivoca entre os ntimeros reais e a

expansao em fragoes continuas.

Dois exemplos interessantes sobre expansao em fragoes continuas sao
dados no Capitulo Bl O primeiro é o numero de ouro (o ndmero cujos
quocientes sao todos iguais a 1), que aparecerd na dissertagdo como um
contra-exemplo importante no Capitulo @l (no contexto de aproximagoes por
racionais). Também obteremos a expansao do nimero de Euler e. Veremos que,
surpreendentemente, a expansao em fragoes continuas do nimero e tem uma

férmula de recorréncia simples: 2 + [1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1,1,...].

No Capitulo M, veremos as leis de aproximacao de nimeros reais por
racionais (aproximagao Diofantina). Um resultado importante deste capitulo
serd que os convergentes de um nimero sao as melhores aproximagoes (por
numeros racionais) dele. Trataremos também da prova do Teorema de Liouvi-
lle, que carateriza os nimeros algébricos como aqueles que nao admitem boas
aproximacoes por nimeros racionais que excedem uma determinada ordem.

Este capitulo sera relacionado com o Capitulo Bl onde obteremos alguns
dos resultados vistos para quase todo ponto em [0, 1) (ponto de vista ergédico).

Finalmente, neste capitulo, veremos a caracterizacao dos nimeros reais
com expansoes peridédicas como os nimeros que sao solugoes de um equagao

quadratica, que tera como um exemplo o niimero de ouro.

Destinaremos o Capitulo [ ao estudo das propriedades topoldgicas (tran-
sitividade, existéncia de érbitas densas, densidade de pontos periddicos) e
ergodicas da transformacgao de Gauss. Definiremos a medida de Gauss, que
¢ uma medida invariante e ergddica pela transformagao de Gauss e equiva-
lente & medida de Lebesgue. A partir dai, usaremos o Teorema de Birkhoff
para provar alguns resultados probabilisticos (como a distribuigao de determi-
nado nimero na expansao em fragoes continuas) sobre a expansao em fragoes

continuas de um conjunto de medida total de niimeros reais.
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Estabeleceremos no Capitulo [f] a relacao entre o shift de Bernoulli e a
transformacao de Gauss. Desta forma re-obteremos as propriedades topologi-

cas da transformacao de Gauss vistas no Capitulo [l

Finalmente, o ultimo capitulo do texto destina-se ao calculo da entro-
pia da transformacao de Gauss. Para esse calculo serao usados dois resulta-
dos importantes, o Teorema de Shannon-McMillan-Breiman e o Teorema de

Kolmogorov-Sinai.

Na medida do possivel, esta dissertacao conterd todas as informacoes
necessarias para sua total compreensao, mas por questao de espaco alguns
resultados bésicos e definigoes da teoria da medida sdo omitidos (veja as
referéncias (11) e (12))). Também enunciaremos sem prova o Teorema Ergddico
de Birkhoff e os Teoremas de Shannon-McMillan-Breiman e de Kolmogorov-

Sinai. Estes resultados podem ser encontrados nas referéncias (6)), (8)) e (9).

Concluirei esta introdugao explicando alguns dos motivos que me levaram
ao tema fracoes continuas. No inicio da dissertacao de mestrado comecei
estudando o texto de Karma Dajani e Cor Kraaikamp (referéncia (1)) sobre
teoria ergddica dos nimeros. Este texto levantou meu interesse sobre aspectos
ergodicos de expansoes de niimeros reais, nao apenas expansao em fragoes
continuas como também as [-expansoes (que envolvem as expansoes n-arias,
onde n é um numero natural). Apés um semindrio no curso de Introdugao
aos Sistemas Dinamicos me motivei a estudar mais sobre as expansoes em
fragoes continuas. Meu interesse me levou ao texto classico sobre fragoes
continuas de A. Ya. Khintchine, que é a principal influéncia e referéncia desta
dissertacao, embora os enfoques da dissertacao e do texto sejam diferentes.
Outras referéncias e influéncias foram aparecendo naturalmente ao longo do

desenvolvimento da dissertacao.
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