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6
O Teorema de Composicionalidade de Coecke

6.1
Introducao ao Teorema

Neste capitulo apresentaremos o principal resultado desta dissertacao:
uma demonstracao simplificada do teorema de Composicionalidade de Coecke.
A apresentacao e a demonstragao original deste teorema sao dadas em ().
A peca chave da nossa simplificacao serda a utilizacao da propriedade de
universalidade do produto tensorial, o que nos permitira considerar quaisquer
estados como estados-produto, ou desemaranhados.

Como vimos no capitulo 2, submeter um estado |®) (n-partido, por
exemplo) a uma medi¢do, nada mais é do que medir uma grandeza observével
do sistema que encontra-se neste estado. Tal grandeza é representada por um
operador linear, digamos A, e o resultado da observacao é sempre um dos
autovalores de A, ou seja, informacao classica. Além disso, pelo Postulado IV,
o estado do sistema apds a medigao é P;|¢), onde P; é o projetor espectral de
A associado ao autovalor a; que foi observado.

Logo, processar a informagcao quantica agregada ao estado |¢) é submeter-
lhe a uma sequéncia de observaveis Ai,...,A,, atuando em subprodutos
tensoriais nos quais sdo nao degenerados (as projecoes espectrais tém posto
1). A cada passo recebemos certa informagao cléssica: o autovalor medido. O

estado final é entao dado por:

|¢> :Pum—l"-P1’¢> ) (6'1)

onde cada P; é a projecao espectral dada pelo autovetor associado ao autovalor
em questao. Assumimos também para os estados quanticos do nosso interesse
que a evolucao unitaria no tempo ¢ trivial, ou seja U = I.

Neste trabalho consideraremos a versao mais simples do teorema, onde
todas as observagoes sao bipartidas. Isso significa que as projecoes sempre
agirao sobre o produto tensorial de dois espagos de Hilbert (H, e H,;) dos n
que formam o espago de estados composto (H1® - - QH, Q- QHp®- - - Q@H,).

De fundamental importancia para a apresentacao do teorema sera a
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construcao de certos diagramas, a qual iniciaremos a seguir.
Cada espaco de Hilbert que compoe o espaco de estados n-partidos sera
representado por uma linha vertical, cuja orientacao temporal é dada de baixo

para cima, como no diagrama (6.1):

tempo

H 1 H}E Hrt

Figura 6.1

Como queremos tratar do processamento de informacao quantica, deve-
mos também representar neste diagrama as diversas projecoes bipartidas que
sao aplicadas ao estado inicial. Assim, se uma projecao P; age sobre H, ® H,,
entao desenharemos um retangulo que cruze as linhas associadas a H, e Hy, €

mais nenhuma outra, como no diagrama (6.2):

B

Hﬂ -1 Hﬂ Hb Hb+ 1

Figura 6.2
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Ao considerarmos entao quatro projegoes, Py, Py, P3, Py (onde o indice de
cada uma representa a ordem temporal em que elas devem ser aplicadas ao

estado), um possivel diagrama é o dado pela figura (6.3):

I I
P

s

tempo

P,
| I
Hy Ha Hs H, Hs

Figura 6.3

Observemos, no entanto, que este nao ¢ o unico diagrama que podemos
construir para representar a aplicacao das quatro projecoes. Por exemplo, P,
age sobre estados pertencentes a Hy ® Hs, enquanto Ps, sobre Hy ® Hs. Como
nao ha espacos de Hilbert em comum, podemos afirmar que o estado obtido
através da sequéncia Py P3P, Py |¢) é o mesmo estado resultante de Py P3Py Py ).
Mais geralmente, quaisquer operadores que nao possuam espacos de Hilbert
em comum nos subprodutos sobre os quais atuam podem comutar, sem que

isto interfira no estado final. Assim, o diagrama (6.4) também ¢é possivel:

I I
Hy

Py

tempo

P,

H 1 Hz H.‘; H-1 H.":

Figura 6.4

E entao é facil ver que o diagrama (6.5), por exemplo, é proibido:
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Py

tempo

P

H,y Ho Hs Hy Hs

Figura 6.5

ja que fizemos duas trocas de projecoes que nao comutam: P; com Ps e P3 com
P;,. Para o exemplo dado pela figura (6.3), qualquer ordem de aplicagao dos

operadores deve entao respeitar a duas regras:

— P, e P3 devem vir sempre depois de Pi;

— P deve vir sempre depois de Ps.

Obviamente, de acordo com a ordem adotada, os instantes de tempo
em que obteremos a informacao classica proveniente de cada medigao serao
alterados. Entretanto, como veremos, isto nao altera o resultado do teorema
de composicionalidade.

Antes de avancarmos em nosso estudo, vamos destacar os conceitos que

ja apresentamos nesta secao:

Definigao (diagramas): O espago de estados H; ® ... ® H,, associado a um
sistema quantico composto é representado por um diagrama que consiste de n
linhas verticais, onde cada uma delas representa um dos n espacos de Hilbert
em questao. A ordem temporal de evolucao de estados no diagrama é dada de

baixo para cima.

Definigao (caixas de projegao): As projegoes bipartidas associadas aos
autovalores obtidos através de medicoes de grandezas observaveis de um
sistema quantico composto sao representadas por retangulos que cruzam duas
verticais (contiguas nos nossos exemplos) nos diagramas descritos acima.
Inicialmente, deve-se dispor as caixas respeitando-se a ordem temporal em que
as medicoes acontecem, mas é também permitido mové-las para cima ou para

baixo, desde que aquelas que compartilhem uma mesma linha nao passem
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umas pelas outras.

O enunciado do teorema de Coecke para o exemplo simples dado pela
figura (6.3) (ou pela figura (6.4), pois j4 vimos que as duas representam
essencialmente o mesmo processo) é o seguinte:

Seja

|61") © |95345) € H1 © (Ha © Hs © Ha @ Hs)

o estado inicial (ou seja, tal que a parte correspondente a Hy é desemaranhada
do resto). Entao, apds a aplica¢ao das proje¢oes Py, Py, P3, Py (sequindo alguma
ordem que ndao desrespeite as restrigoes citadas anteriormente), o estado final
¢ da forma

|¢7534) © [02¥) € (H1® ... @ Hy) @ H5

(ou seja, tal que a parte correspondente a Hs é desemaranhada do resto) onde

|¢gm> =Fyofl30F 0 F4|<Z5Zin> . (6‘2>

Devemos entao definir tais fungoes Fj. Seja |€2;) o vetor que define a
projecao P; = [€;)(€;]. Como esta é uma projegao bipartida, vamos tomar
%) = a®f € Ho ® Hg, onde H, ® Hg é o subproduto sobre o qual P; atua.

Assim, a funcao (antilinear) F; é dada por universalidade assim:

Fi : Ha—>H5
) = {(¢la)|B) (6-3)

a qual depende linearmente de 2;.

E importante também que se note a nao-trivialidade deste teorema. A
ordem das fungoes F; dada em (6-2)) ndo é uma mera arrumacao de fungoes
que comutam. Como vimos, F3 e Fy, por exemplo, nao podem ser trocadas de
lugar. Além disso, pensando num fluxo de informacao quantica que viaje no
tempo e vai sendo alterado por cada operador aplicado, a eq. (6=2)) parece nos
dizer que a informacao viaja de volta no tempo, ja que F, vem depois de Fj e,
Fi, depois de Fy. O modo como esta ordem foi obtida é o assunto da préxima

secao.
6.2
Enunciando o Teorema em Qualquer Arranjo de Projecoes

Vamos agora estabelecer um conjunto de regras para a construcao de

caminhos orientados nos diagramas que descrevemos na secao anterior.
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Definicao (caminhos): Um conjunto de segmentos de reta orientados sobre
diagramas que possuem caixas de projecao é dito um caminho se respeitar o

seguinte:

— o0s caminhos comecam na parte de baixo do diagrama, orientados para
cima;

— suas trajetérias sao sempre sobre as verticais ou sobre as caixas do
diagrama;

— sempre que encontrarem uma caixa de projecao, devem usa-la para passar

a outra vertical que a cruza, e dai orientar o percurso no sentido contrario

aquele antes do encontro;

— os caminhos terminam quando percorrem uma vertical num sentido tal

que nao havera mais nenhum encontro com caixas.

A escolha da primeira linha a ser percorrida é dada plo indice da parte
desemaranhada do estado inicial, e o comeco do trajeto é sempre por baixo.
Assim, depois de passar pelas caixas, o indice do espaco de Hilbert associado a
vertical na qual o caminho termina (por onde ele sai do diagrama) é o mesmo
da parte desemaranhada do estado final.

Voltando entdao ao exemplo da figura (6.3), a hipétese que o teorema
apresenta ¢ de que o estado inicial é da forma [¢}") @ |¢i,-). Logo, nossa
trajetéria deve comecar por H;. Vamos marcar este caminho no diagrama
(6.6):

tempo
.|
-
L )

H,y Hs Hs Hy Hs

Figura 6.6

A partir deste novo grafico podemos verificar que o indice da parte

desemaranhada do estado final |¢2“) é o mesmo da vertical de saida, Hs.
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Uma observagao mais atenta nos faz perceber que a ordem das funcoes
sugerida pelo Teorema de Coecke nada mais é do que a ordem pela qual nosso
caminho atravessa as caixas numeradas do diagrama. Daqui também vé-se
claramente que, de fato, as figuras (6.3) e (6.4) representam o mesmo exemplo,
ja que seus respectivos caminhos encontram as caixas de projecao exatamente
na mesma ordem, o que nao faz com que a conclusao do teorema (que diz
respeito a ordem em que devem ser aplicadas as fungoes para obtermos a
parte livre do estado final) seja entdao alterada. Logo, obteremos sempre o
mesmo resultado desde que consideremos diagramas que respeitem as regras
que enumeramos.

Segue agora o enunciado do teorema que queremos demonstrar:

Teorema de Composicionalidade de Coecke: Dados um diagrama e um
caminho, sejam ¢ = 1 o indice da vertical por onde este comeca, e i = n o
da vertical por onde ele termina. Se as caixas de projecao Pj, j = 1,...,m,
sao numeradas de acordo com a ordem em que o caminho as atravessa, e se o

estado inicial é da forma
1) @ 93 ,)

(ou seja, tal que a parte correspondente a vertical i = 1 é desemaranhada do
resto) entao o estado final (obtido com a aplicagao das projegdes representadas
no diagrama) é dado por

91 1) @ [,

(ou seja, tal que a parte correspondente a vertical ¢ = n é desemaranhada do

resto), onde
’wzut) - Fmmel ‘e Fl‘win> .

Antes de iniciarmos a demonstracao do teorema, vamos apresentar um
exemplo relevante. Seja |¢i") ®@|pit) o estado inicial. Se o diagrama considerado
for o (6.7),
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3
11.1
Py
A
Py
A P,
| |

Figura 6.7

entdo o estado final é da forma |p") @ |p94%), onde

|67) = F5¥ o F{¥ o F1 o Fy|gy") (6-4)

e FP é definida a seguir.

Como H,®Hp ¢ isomorfo a Hz ® H,, garantimos a existéncia de funcoes
que vao na diregao oposta a de F;. Assim como na definicao (6=3)), tomaremos o
vetor |€);) = a® [ € H, ® Hp como aquele que define a projegao bipartida P;.
Logo, podemos escrever estas novas funcoes citadas na conclusao do teorema

CO1mMo:

Ffp : Hg—>Ha
|6) = (¢])]a) -

Estas devem ser utilizadas sempre que os caminhos atravessam as caixas

no sentido contrario ao usual, ou seja, da direita para a esquerda.

6.3
A Demonstracao para um Caso Simples

Nesta secao provaremos o teorema de Coecke para um caso simples,
onde o espaco de estados serd o produto tensorial entre apenas trés espacos
de Hilbert. Este exemplo sera importante para que nos familiarizemos com o
argumento que utilizaremos na préxima secao, onde é dada a demonstracao
para o caso geral, isto é, para estados n-partidos.

Em (5) e (6), Coecke afirma que a conclusdo de seu teorema (ou

seja, a descricdo da parte livre do estado final) é sempre dada por fungoes
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antilineares, F; e F;”. Entretanto, vamos mostrar que existem fun¢oes lineares
que descrevem exatamente os mesmos estados.

Utilizando a propriedade da universalidade do produto tensorial, dado
um estado produto da forma |Q) = |o) ® |B) € H, ® Hg, podemos definir de

maneira unica duas aplicacoes lineares através do seguinte:

go  Ha— Hj
|9) = (o) (B

fo + H, — Hp
(9] = (Bla)]3),

onde x significa que estamos considerando o espaco dual, dos bras.

Para o teorema a ser demonstrado, podemos usar tanto a funcao definida
em (6=3)), como as fungoes definidas em (6-3]), e isto segue do seguinte fato: ao
tomarmos |[A) = |f) ® |v) € Hz ® H,, teremos

(faoga)le) = fal{alg)(B])
= (alo){Bl3)|7)
= Fa({(¢]e)]B))
= (Fro Fo)lo) .
Logo,
Fr0 g0 = Fy o Fo . (6-6)

Assim, utilizando (6=6) podemos, por exemplo, reescrever ([6-2) como:

‘(bEUt) — F2oF3OF10F4|¢§n>
= frog50 fioglei") .

Além disso, assim como F;” | também podemos definir funges f e g

que vao na direcao oposta a f; e g;, respectivamente:

9o = Hp— M,
|6) = (Blo){al ,

o ¢ Hi— Ha
(9] = (9]B)]av) .
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E daf é facil concluir que (6=4)) sera escrita a partir de agora como

|¢(1mt> = f:)(,)p © gZp ofio 92|¢Zin> )

ou seja, novamente o indice op caracteriza as fungoes que devem ser utilizadas
na descricao do estado final caso o caminho passe pelas caixas da direita para
a esquerda.

Um outro ponto importante a ser considerado antes que iniciemos a
demonstracao é o seguinte: além de projecoes, um sistema quantico pode
também sofrer a acao de operadores unitarios, como vimos no capitulo 2,
na secao sobre evolucao de sistemas quanticos isolados. Tais operadores sao
frequentemente unipartidos, e sua representagao sera dada como no diagrama
(6.8):

Figura 6.8

Ou seja, os caminhos atravessam U e V' como se eles nao estivessem ali.
O enunciado do teorema de Coecke para este exemplo é o seguinte: se o estado

5') ©[615"), onde

inicial é da forma [¢)") ® |¢iL), entdo o estado final é
[05“) = U o fro V1o go|o7") (6-7)

Introduziremos a seguir uma ferramenta que nos permitira desconsiderar
a acao destes operadores no estado final.

No inicio deste capitulo, afirmamos que nossa demonstracao é mais
simples do que aquela dada pelo préprio Coecke em (B), devido a utilizagao
da universalidade do produto tensorial. Entretanto, temos um problema no
fato de que os operadores P; = |€2;)(€2;| dependem quadraticamente de |€2;), ja

que a universalidade sé se aplica se a dependéncia for linear. Assim, passamos
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entao a considerar no lugar das projecoes, operadores gerais de posto 1:
Qaa = (9, )A =[A)(Q]

Sabemos que se |A) e [Q2) forem vetores normalizados, entao um operador
deste tipo pode ser escrito como U|[Q)(Q| ou |A)(A|V, onde U e V sao
unitérios. Logo, aplicar operadores gerais de posto 1 a um sistema nada
mais é do que intercalar operadores unitarios entre as projecoes. Ou seja,
se provarmos o teorema de composicionalidade utilizando operadores Q4 q,
teremos automaticamente uma demonstracao para o caso em que unitarios
aparecem explicitamente no estado final, como em ([6-7)). E esta entdo a trilha
que iremos adotar.

Com estes novos operadores, o processamento de informagcao descrito pela

eq.(6=1]) é escrito como:

V) = QmQm—1-..C1l9) , (6-8)

onde @Q; = Qn, 0, = [A:) (.

Agora, utilizando a definicao de produto interno parcial dada no capitulo
3, escrevemos a acao do operador bipartido Qxq (que age em, digamos,
H, ® Hg) sobre o estado |¢) = |a) @ |3) € Ha ® Hp como:

Qrele) = [M){Ql¢)
= [A)(Qe) @ [6)
= A®(Q,a)p
= A®Q|o .

E assim, (6=8) transforma-se em:
V) = Ay @ Qi J A1 @ Q1] Ao @ Q] Ay @ Q4]0

Desta tltima equagao vemos claramente que o estado final, |1), depende
linearmente de |¢) e de cada |A;), e antilinearmente de cada [€2;), o que nos
permite entao evocar a universalidade do produto tensorial, e tomar todos os
vetores (|¢),|A;) e |€2;)) como sendo vetores-produto.

Na secao anterior, definimos que as projecoes eram representadas por

caixas. Levando em consideracao que
Qro=A®Q] (6-9)

representaremos os operadores () também por caixas, mas partidas ao meio: A

ficard em cima e 2 ficard embaixo, como representado na figura (6.9) a seguir.
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(2

Figura 6.9

Iniciaremos agora a demonstracao do teorema de Coecke para um exem-

plo simples. Consideraremos o seguinte processo:

) = Q3Q2Q1[9).

Com ([6=9), escrevemos |¢) como:

1) = A3 ® Q3] Ay @ Qo Ay @ Q1|6 (6-10)

Um diagrama que pode representar este caso é o (6.10):

.‘ll_'g
( 1-.?‘.-5
As i
2,
Ay
4

H 1 H;g H.‘;
Figura 6.10

Como ja vimos que a universalidade pode ser utilizada, vamos tomar

todos os vetores como sendo desemaranhados:

|9) = |é1) ® |p2) ® |03),
Ay = ) @ vy,
;) = loj) @ 7).

Assim, o diagrama (6.10) pode ser reconstruido, originando o diagrama
(6.11):
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fa Ly
T3 p==| T3

fhg === g
? A

Tg fmeadd T
1 === A
0y T1

H 1 Hz H.‘s

Figura 6.11

Com esta ultima figura, é bastante claro que o que temos na verdade sao
trés processos independentes, ja que todos os operadores sao unipartidos. Ou
seja, ja que tomamos como estado inicial um estado produto, o estado final
também é desemaranhado. Além disso, como cada um destes operadores é da

forma (o}, -)p; ou (75, -)v, podemos escrever o estado resultante como:

VY= (02, 01)p2 @ (01, 02)(72, 1) (03, v2)p13 @ (71, 93)(73,01)v3  (6-11)

Entretanto, todos estes produtos internos nada mais sao do que niimeros

complexos. Podemos entao rearrumar a equacao anterior e escrever ¢ como:

Y = (09, 01) (72, 1) (T3, 1) (03, Vo) p2 @ i3 @ v3(o1, P2)(T1, P3) (6-12)

Observemos que os produtos alocados no primeiro fator nao foram esco-
lhidos arbitrariamente: eles sao aqueles provenientes dos segmentos verticais
do caminho que indicamos no diagrama (6.10).

A dltima expressao que obtivemos para o estado final deste processo,
(6-12), pode também ser escrita em termos das funcoes f; e g; que definimos

no inicio desta sessao:
Y = [y 0gq, © fa, ©ga,(P1) ® (A3 @ Qi]das) | (6-13)

onde ¢o3 = P2 @ P3.
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De fato, a primeira parte de (6=12)) é:

(02, 01) (T2, 1) (T3, 1) (03, v2 ) p2 - = (02| P1) (T2 ) (T3|v1) (o3 ]v2) | 112)
= fXZ(<02|¢1><72|M1><73!V1><U3D
= [1, © 9o, ((02|91) (72| 1) 1)
= far 090, © fa, ((o2]¢1)(T2])

= fXZ Oggzi OfA1 0992’¢1> )

e o restante,

ps @ v3(o1, ¢2) (11, ¢3) = ps @ v3(01 @ T1, P2 @ ¢3)
= A3(, ¢23)
= A3 ® Qo3 .

Ou seja, o estado final [¢) é de fato dado por (6=I3)) se os estados |¢pa3),
|A;) e |2;) forem desemaranhados (ja que foi esta a hipdtese utilizada para
chegarmos a esta expressao). Entretanto, o lado direito de eq.(6-I3]) nao deixa
de fazer sentido se os estados |A;) e |€);) forem emaranhados, e depende deles
linear ou antilinearmente. Portanto, utilizando novamente a universalidade,
garantimos que as expressoes (6=10)) e ([6-13)) sdo sempre iguais, e entao definem
exatamente o mesmo vetor, [1). Assim estd completa a demonstracao para este
exemplo simples, ja que a ordem das fung¢oes que devem ser aplicadas a |¢;)
(dada pela primeira parte de ([6-13])) para que obtenhamos o estado final é
exatamente aquela pela qual o caminho atravessa as caixas, como enunciado
pelo teorema de composicionalidade.

Na préxima se¢ao, vamos incrementar o argumento que foi apresentado,
a fim de obtermos finalmente a demonstracao do teorema de Coecke para o

caso de sistemas quanticos associados a espacos de estados n-partidos.

6.4
Demonstracao para o Caso Geral

Na demonstracao do caso particular dada anteriormente, utilizamos
operadores (5 o que agem sobre estados multipartidos |¢) e produzem estados
da forma A ® (2]¢), que nada mais sdo do que estados compostos de dois
fatores desemaranhados: um estado A, que pertence ao estado formado pelo
subproduto tensorial bipartido no qual Qaq atua, e (§2|¢), pertencente ao
subproduto complementar.

Entretanto, queremos agora provar o teorema para diagramas de

tamanho arbitrario, isto €, com n verticais para representar espacos de Hilbert.
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Para isso, a peca fundamental serda descrever um outro procedimento fisico
(diferente de @) que produza os mesmos estados A ® (2]¢).

O primeiro passo é aplicar ao estado |¢) a projegdo P = [Q)(€2|. Como
vimos no capitulo 2, com certa probabilidade obtemos como resultado o
estado |Q2)(€2]¢) ou, utilizando a nota¢ao matemética, Q ® (2]¢). Assim como
na aplicacdo de Qaq, © e (©2]¢) s@o independentes, pertencentes a espacos
diferentes: o primeiro ao subproduto no qual P atua, o segundo ao espaco
complementar.

O préximo passo é aplicar algum procedimento que atue somente no
subproduto mencionado, e que tenha como resultado a destruicao de {2, sem
portanto alterar o estado (€2]¢). Dai, para que finalmente obtenhamos o estado
A® (2] ¢), basta que apliquemos um novo processo independente (ou seja, que
nao perturba Q|¢): a preparacao do estado A. Dessa forma, podemos de fato
afirmar que o sistema encontra-se no estado desejado.

Como a acao de Qo ¢é agora descrita por processos independentes,
vamos representar este operador no diagrama por retangulos com duas partes

separadas, como na figura (6.12):

(2

Figura 6.12

Voltando ao exemplo representado pela figura (6.10), podemos utilizar a

figura (6.12) para redesenhd-lo como no diagrama (6.13):

A
Qs

H 1 Hz H.‘!

Figura 6.13
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E importante notar que o diagrama foi quebrado em pecas desconexas.
Em particular, cada uma delas representa um termo da eq.(6-12)): o processador
de estados que atua no primeiro espaco de Hilbert que compoe o produto
tensorial completo (indicado pelas setas), a operagao (£2;]-) (indicada pelo
caminho tracejado inferior) e a operagao (A3 ® -) (indicada pelo caminho
tracejado superior).

Considerando um diagrama geral, com n verticais, ao utlizarmos estas
caixas partidas, obviamente vamos quebra-lo em partes desconexas. Entre-
tanto, a que mais vai nos interessar é aquela que o caminho sugerido pelo teo-
rema de composicionalidade percorre completamente. Comecando por baixo,
o trajeto segue alternadamente por partes €2 e A, até chegar ao topo do dia-
grama. Isto nos sugere usar a partir de agora a seguinte notacao: em vez de
numerarmos os dois componentes de cada caixa utilizando a ordem temporal
em que os operadores sao aplicados, os indices serao dados somente as partes
que sao realmente atravessadas pelo caminho, e na ordem em que isto acontece.

Além disso, também adotaremos como convencao o seguinte:

Q; € Hay) ® Haj)
e N; € Hpy) @ Ha),

onde a ordem dos indices j = 1,..., k é exatamente a ordem em que o caminho
passa pela caixa em questao.

Sabemos que as tnicas verticais que atravessam apenas uma caixa () sao
a primeira e a ultima do diagrama. Ou seja, em todas as outras, se o caminho
entra depois de ter atravessado uma componente {2;, obrigatoriamente tera que
descer e entrar em uma A;. Analogamente, se passa a percorrer uma vertical
depois de atravessar uma componente A;, vai subir por esta linha e entrar em
uma €2;. Logo, vemos claramente que (§(j) = o/(j) se o caminho é orientado
para baixo, e #'(j) = a(j + 1) se for para cima.

O diagrama (6.14) ajuda a fixar estas idéias:
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A A i
Q; €2 (j41)
v vy
e i
A Ay
1 )’ 4
| | | |

Hatny  Hotny Hagry Hegry Hpg+y
[ [ [

Hatn  Hegn Hagen

Figura 6.14

As componentes que nao receberam indices poderao ser ou nao atraves-
sadas pelo caminho, com indices diferentes daqueles indicados. A ordem tem-
poral neste diagrama sé é fiel em relacao a duas caixas sucessivas.

A partir de agora, a demonstracao em muito se aproximara daquela dada
na secao anterior. J& vimos que a utilizacao dos operadores ()5 o nos permite
evocar a universalidade do produto tensorial para tomar todos os estados §;

e A\; desemaranhados. Sejam entao:

Q;
(§] Aj = )\j ®)\]

Além disso, como pedido no enunciado do teorema, vamos tomar o estado

inicial |¢) na seguinte forma:
¢=p®¢,

onde ¢ € Hy(1) e ¢’ pertence ao subproduto complementar. Vale lembrar que
Ha(1) € representado pela vertical por onde o caminho comega.

Sabemos que o estado final é aquele obtido apds a aplicacao de todos os
operadores ()5 o representados no diagrama, os quais agem sobre diferentes
subprodutos do espago de estados completo. Pelo diagrama (6.14), é facil
ver que todos os fatores deste estado final que estao associados a um espaco
Hp(;) serao multiplicados pelo escalar (@), A;), correspondente ao segmento do

caminho orientado para baixo. J4 os fatores associados a um espaco Hg( )
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(desde que este nao seja representado pela tltima vertical do diagrama) sao
multiplicados por um escalar (w;1, S\j), correspondente ao segmento orientado
para cima. Falta entao apenas tratar da primeira e tltima verticais. A primeira,
associada ao espago Hy(1), ¢ a linha vertical por onde iniciamos o caminho.
Neste caso, o fator escalar é (wy, ¢). J& para a ltima vertical (por onde saimos
do diagrama), o que temos é um fator tensorial i, 0 qual é completamente
independente de todas as outras partes do estado final [¢)) que construimos

até agora. Ou seja, podemos escrever:
p=M®V (6-14)

Ja que todos os escalares citados podem ser movidos livremente entre os
fatores tensoriais, vamos arrumar a expressao obtida para [¢)) de modo que
eles passem todos a multiplicar a parte A\x. Ou seja, se M é o produto de todos

os escalares, entao reescrevemos (6=14]) como:

Y= (M\N)®P ,

onde M = (wl, ¢)(J)1; )\1)(&)2, 5\1) e ((Dk—ly Ak_l)(wk, S\k)

Como feito na secao 6.3, é simples verificar que:

MM, = fa, ©ga, 0.0 fa, 0 ga, () (6-15)

Além disso, agora é bastante Obvio que a parte 1& do estado final
¢ completamente independente dos vetores €2; e A;, j& que estes tltimos
contribuem para o estado final apenas através dos escalares que ja citamos,
os quais foram todos passados para a parte Ae. Isto prova a primeira parte do
teorema de Coecke. A segunda parte (que diz respeito a descri¢ao explicita do
estado final) segue, assim como antes, pela propriedade da universalidade, o
que garante que (6=I0]) realmente descreve a parte desemaranhada do estado

resultante.

6.5
Aplicacao: Teleportacao

No processo de teleportagao descrito no capitulo 5, o sistema considerado
era associado a um espaco de estados representado pelo produto tensorial de
trés espacos de Hilbert, H; ® Ho ® H3. Uma fonte produzia um par emaranhado
pertencente a Hy ® Hs, enquanto o estado do qubit que deve ser teleportado,
por ser completamente independente dos demais, pertence a H;. Ou seja,
as transformagoes que descrevem o processo sao aplicadas a um estado que

tem a parte correspondente a H;p, digamos [¢), desemaranhada do restante.
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Como estado resultante obtemos um que tem como fator independente aquele
correspondente a Hs, que deve ser exatamente igual a [¢). Isto nos sugere
utilizar o teorema de Coecke para descrever tal processo, através de um
diagrama e da composicao de fungoes fq e go, como definidas anteriormente.

O diagrama (6.15) ilustra bem o processo de teleportagao. Vamos esclare-

cer a funcao de cada uma das caixas em seguida.

|

Uz

Py

FPrpr
| |
Hy Hs Hs
Alice Bob

Figura 6.15

A caixa intitulada Pgpr é a primeira projecao a ser aplicada, na ordem
temporal: consiste da preparagdo do par emaranhado da forma |00) + |11)
(descartaremos nesta segao as constantes de normalizagao, mas isso nao altera
a descri¢ao do processo de teleportacao). Sabemos que o primeiro qubit é dado
a Alice, e o segundo a Bob.

Como antes, o estado |¢)) que desejamos teleportar serd escrito como
a|0)q + B|1)s. A tnica pequena mudanca que faremos serd com relacao aos
operadores que Alice aplica a seus qubits: no capitulo 5, afirmamos que ela deve
aplicar as transformagcoes U e H aos qubits que estao em seu poder para medir
um observavel do estado resultante na base {]|00),|01),|10),|11)} e enviar a
Bob a informagao classica que foi obtida. Entretanto, tais transformacgoes nao
sao de fato necessarias, e a teleportacao ainda é realizada se Alice simplesmente
utilizar como base para sua medicao os estados {|00) + |[11),00) — |11), |01) +
|10), |01)—|10)}, e ¢ exatamente esta operagao que esta representada pela caixa
P,. J& o operador unipartido U, é o operador unitario que Bob escolhe para

aplicar a seu qubit depois de ter recebido o resultado da medicao realizada por
Alice.
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Assim, ja que o estado inicial do sistema é
[¥) @ [¢23) = (|0)a + Bl1)a) © (10)al0)s + [1)al1)s) € H1 @ (Ha © Hs),
o teorema de Coecke afirma que o estado final pode ser escrito como:
[$12) @ |@) € (H1 ® H2) @ Hs,

onde |¢) é dado por
‘90> = Ux o fEPR © gx|w>

O que devemos verificar é que, de fato, |p) = [¢). Ou seja, que
Uso fEpro gz = 1.
O vetor que define g, é qualquer um dos quatro da nova base para

medicao que citamos. Assim, vamos toméa-lo de forma geral como
|2) = a|00) 4 b|01) + ¢|10) + d|11).
Logo,

9z|) = galt) = a(0[¥){0] + b{0|¢) (1] + (1Y) (0] + d(1]¥)(1|
= a(a(0]0) + 5(0[1))(0[ 4 b(a(0]0) + B{0[1)){1|
+c(a(1]0) + 5(1[1))(0] + d(a(1|0) + B{1[1)){1]
= aa(0| 4+ ba(l| 4+ ¢B(0| + dB(1]
= (aa+ ¢f){0] + (ba + dB)(1].

Além disso, o vetor que define frpgr é |A) = |00) + |11). Entao,

fePR O gu|¥0) = [faogali)
= (ac +¢f)(0[0)[0) + (b + d3)(1]0}|0)
+(ac + ¢B)(0|1)|1) + (bar + dB)(1]1)|1)
= (aa+ cf)|0) + (ba + dpF)|1).

Para definirmos o operador U,, devemos antes analisar os coeficientes a,
b, c e d. Sejam
o =aa+cf e B =ba+dp.

A parte desemaranhada do estado final até este ponto (ou seja, apds a aplicagao

de g, e fepr) é dada por ’|0) + 5'|1), de modo que:
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(7))

J& que as entradas desta matriz (a qual chamaremos U;) sao os coefi-

cientes do vetor [Q2), temos quatro possibilidades:

10
1. Se ©; =[00) + |11), entao U; = ( 01 );

1 0
2. Se Q5 = |00) — |11), entao Uy = ( 0 1 );

01
3. Se Q3 = |01) + |10), entao Us = ( Lo >;

0 1
4. Se Q4 = |01) — |10), entao Uy = ( Lo )

Ou seja, se ao realizar a medicao de um observavel do sistema na base
{|21), |Q), |23),|24) }, Alice obtiver um autovalor associado a |€21), entao Bob,
ao ser informado deste resultado, deve aplicar a operacao U; a seu qubit (ja
que U,U; = I). O fator independente do estado final, &|0) 4 3|1), serd entéio

dado pelo seguinte:

(5)-0(5) e (5)-(3)

Logo, a parte desemaranhada do estado final de fato é igual a parte
desemaranhada do estado inicial, como queriamos.

Entretanto, Alice pode ainda obter outros trés autovalores: se for associ-
ado a |€2,), entdo Bob deve aplicar Us a seu qubit (pois UyUy = I); se for rela-
cionado a |€23), entao a operagao é Uz (pois UsUs = I); e, finalmente, se o resul-
tado for associado a [€24), entao Bob deve considerar —Uy (pois Uy(—Uy) = I).
Em todos os trés casos, assim como no primeiro, a teleportacao sera realizada,
j& que em qualquer um deles a composicao U, o fgpr o g, = I. Ou seja, o

resultado desejado segue pelo teorema de composicionalidade.
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