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4
Inexisténcia de érbitas do tipo T? x R?

Para provar a inexisténcia de érbitas do tipoT? x R? primeiro procede-
remos como no capitulo anterior, ou seja, comecaremos supondo por absurdo
que exista uma folha que possua um toroT? mergulhado nela, i.e., tenha duas
direcoes {v1,v2} nas quais ela é compacta.

Denotemos por V o espaco bidimensional no espaco do cobrimento da
folha, cujo levantamento forma a parte compacta da orbita. Apos analisar
como este espaco V pode interceptar os sub-espagos canonicos (Y7, Ys) e (Y7, Y3)

conseguimos classificar os seguintes casos:

Primeiro caso: Se
dim{V n (Y,Yo)} = 2 e dm{V n (Y3,Y)} = 0
entdo (Y1,Ys) C V e podemos tomar Vi =Y e V=Y.

Segundo caso: este caso é analogo ao primeiro. Se
dim{Vn (Y1,Y5)} = 0 e dim{V n (Y3, Y)} = 2
entdao (Y3, Y,) C V e podemos tomar Vi =Y; e Vo=Y,.

Terceiro caso: o caso mais geral ¢ quando V' C {(Y1,Y5,Y5,Y))} entdo
podemos tomar Vi = a1Y] + asYo + asYs + a4y e Vo = b1Y] + boYs +
b3Y3 + b,Y; onde os a;,b; € {1,2,3,4} sdo nameros racionais com o0s

vetores (aq,as), (b3, bs) nao nulos.

O espaco V gerado pelos campos {V1, V2}, correspondentes aos vetores
{v1,v9} sdo as dire¢oes onde a folha é compacta. Notemos que a escolha dos
campos V; que geram V foram feitas segundo estas condicoes.

Repare que agora os campos {V1, V,o} nem sempre sdo combinagoes line-
ares das dire¢oes canonicas {Y7, Y2} e {Y3, Y4} respectivamente, (vide os dois
primeiros casos e compare com os casos do capitulo anterior) mas o terceiro
caso pode ser tratado como na demonstragao do ultimo capitulo devido a
que temos as condicoes necessarias para chegar a uma contradigao. Logo o
problema atual seria o de analisar os dois primeiros casos. Analogamente,
veremos que por propriedades topolégicas vamos obter equacoes parecidas as

anteriores e a partir destes dados, a 6rbita, que tem duas diregoes nas quais é
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compacta, devera, ou se deslocar quase horizontalmente, i.e., movimentar-se
na coordenada z1, ou quase verticalmente i.e., movimentarse na coordenadazs,
em relacao as funcgoes que descrevem a holonomia nas dire¢oes nao compactas.

Assim restaram estas possibilidades a serem analisadas.

Devemos tomar em conta que ao falarmos de movimentos verticais (ou
horizontais) nao estamos nos referindo ao significado usual, i.e. 0 movimento
vertical transversal & folha como o usado por N. Saldanha em Sal). Estas

deslocagoes sao de fato com respeito ao plano{zy, 22 }.

4.1
Holonomia de T? x R?

Fixemos o ponto origem p pertencente a variedade M, seja F), a 6rbita
que passa por este ponto e Tg C F, o toro que contém o ponto p e esta
mergulhado na orbita F,. Consideremos os vetores unitarios {vi,v2} e suas
respectivas curvas «;(t) = tv; que fazem parte do grupo fundamental de T4
e tal que seus respectivos levantamentos «;(t) na orbita a partir do ponto p
sao fechadas. Seja {vy, va,v3,v4} uma base para R* contendo os vetores ante-
riores e com a mesma condicao de que cada um dos vetores seja combinacao
linear, com coeficientes racionais, dos vetores canonicos. Temos que as curvas

a;(t) = tv; formam 7 (T?).

Definicao 4.1 Seja p o ponto origem e F, a orbita que contém este ponto e
a qual é compacta no minimo nas duas diregoes{vy,vs}.

Seja T3 o toro mergulhado na drbita F, que contém o ponto p e que
vem a ser o levantamento de T*> x 0 = ({vy,ve}) C R Para cada ponto
T = (y1,%2,0,0, 21, 22) € T2 definimos as curvas o;(x)(t) = tv;+z; t € [0,1];
i=1,2,3,4 em T? x 0, onde T = (y1,92,0,0), e seu respectivo levantamento
vi(z)(t) em T3 C F,.

Agora definamos a aplicagao que descreve a holonomia da folhaF, para
cada ponto (y1,y2,0,0,21,29) de Ta. Com respeito a diregio vj ; j = 3,4,

tem-se:

fo Ty — T;
v fx) =@)1)
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T?,Q € o toro que também estda mergulhado em F, e que vem a ser o

conjunto formado pelos pontos~;(z)(1) para cada x € T3

Em virtude de # ser uma perturbacao Cl-proxima de 6, entdo os

f7; j=23,4s30 Cl-préxima da identidade.

Definigao 4.2 Para cada ponto em T: se faz corresponder sua respectiva

coordenada (z1, z2) da sequinte forma

2 Tg — Proj., ., (T(%)

<y17y270707Z1722> — <Z1722>

onde Proj,, .,(T%) denota a projecio do toro T3 no plano Zy, Zy. Como defi-
nido, cada ponto (y1,Y2,0,0, 21, 22) pertenge a folha F,.

Tomemos as curvas que fazem parte do grupo fundamental do toro
71(T*), denotadas por o;(t) = tv; ; t € [0,1] para i = 1,2 ; estas curvas
estao direcionadas de tal forma que seus respectivos levantamentos na folha

F, a partir do ponto p sao compactas, denotemos a tais levantamentos por
%i(t) = tVi + ¢(tV;)

Agora se caminhamos pela folha nas dire¢oes ndo compactas{Vs, V4 } chegare-

mos a formagao de novas curvas

Yi(t) = tVi+ fP(p(tVy))
Yi(t) = tVi+ fHetVh)

Tanto ~;,7; como 4; sao levantamentos de «; em T3, T? e T3 respectivamente.
Em virtude da orbita ser compacta nas duas direcoes acima entao por
propriedades topologicas podemos obter as seguintes igualdades em integrais

analogas ao capitulo anterior:

0 :/0 [D(F:(t), 3 (X)) = I(va(t), vi()lde—..(1)
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2
Y,
, T, / i
T, v
- = i\
1 T
_—7 0 V.V,
% To a

Figura 4.1: Levantamentos dos «; em F),

E de (1) e (2) resulta (3):

0= / (0, AL8) — I, AONdE o (3)

Estas igualdades para+ = 1,2. Agora se denotamos:

p(tVz) = (211(t), 212(1)) (Vi) = (221(t), z22(1))
Pleh)) = (Eul(t), Z12(1)) P (p(tVa)) = (Zaa(t), Z22(2))
fHeVh)) = (u(t), 212(1)) FHo(tVa)) = (2a1(t), 202(1))

po = (211(0), 212(0)) = (211(1), 212(1)) = (221(0), 222(0)) = (221(1), 222(1))
p1 = (211(0), 212(0)) = (21:(1), Z12(1)) = (221(0), 222(0)) = (Z21(1), Z22(1))
pa = (211(0), 212(0)) = (Z11(1), 212(1)) = (221(0), 222(0)) = (221(1), Z22(1))

e os vetores

w;r = pP1—DPo
Wy = P2 — Po

w3 = P2 —pP1 =W —UW
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Afirmacao 4.3 As aplicacoes 2 e f* definidas para uma vizinhanca B, de p,

que descrevem a holonomia da orbita, ou se deslocam quase horizontalmente

(no eixo z1) ou quase verticalmente (no eizo zo) simultaneamente.

Prova

Primeiro, como no capitulo anterior, analisemos a equagao (1) (A andlise da

equagao (2) é anéloga).

Se wy = (r1,51) e wy = (72, s2) entdo por calculos analogos feitos no capitulo

anterior obtemos que para: = 1,2:

12

/0 35,0 7(8)) — D01, 740 |

v s, v (1) = ﬁ(tviw(tv;))(%(t))} dt

T (FU(E)) = By (4(0)]

[DB=1 (G1(0) — D (G40

_ 1
Dy = D G0 e+ [0 (31 = i)

LI iy 0 = 200 (e

1/01<D2(90);1(w1)>.‘/§ dcdt+/01(D90);1[0] di

rysin2mwz; —ricos2wz 0 0
1yl .
r1cos2mzy  risin2mz; 0 0
o / / | Vi dedt
o Jo 0 0 §18in 2729 —S1 COS 2T2e
0 0 §1C082Tzy  S1Sin 272y

1,1
2m / / W, dcdt
0o Jo

Se os vetores na direcao onde a folha é compacta fossem sempre da forma

Vi = aiY1+aYs+asYs+ aiYs
Vo = 01Y1 4 boYo 4+ b3Ys + bsY)

com (aj,az) e (bs,bs) sendo vetores nao nulos, caimos no caso do capitulo

anterior e assim chegamos a uma contradicao com os mesmos argumentos
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usados no capitulo anterior. Mas ha casos (os dois primeiros) em que 0s campos

nao tém necessariamente esta forma e estes sao descritos a seguir:

(i) O primeiro caso quando

Vi = a1
Vo = bY,

e o vetor wy; =~ (0, s) que indica a diferenca inicial de dislocamento das

funcoes f3 e f4 nas direcoes V3 e Vj respectivamente.

(ii) O segundo caso quando

Vi = aYs
Vo = bYy

e o vetor w; ~ (r,0) que indica a diferenga inicial de dislocamento das

funcoes f3 e fy nas direcoes V3 e Vj respectivamente.

Em ambos os casos deve haver o mesmo tipo de deslocamento, ou seja,

3 4 lad hori 1 i
tanto f° como f* se trasladam quase horizontalmente (1e 0S vetores w; e wy
sao da forma w; ~ (r,0)) ou quase verticalmente (o0s vetores w; e wy sdo da
forma w; ~ (0, s)). Chegamos a estas conclusdes analisando as equagoes (1) e
(2) e, como consequéncia da terceira equagio, analoga as anteriores, podemos

concluir que w3 também tem uma direcao proxima as de w; e wo.

Figura 4.2: w; ~ (r,0) parai=1,2,3


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124792/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0124792/CA

Capitulo 4. Inexisténcia de érbitas do tipoT? x R? 37

Dos casos a analisar vamos escolher o primeiro, i.e., quando f3 e f* se
deslocam quase verticalmente (eixo z3). Para tal caso fixemos um ponto p e
3, f* as funcoes que descrevem a holonomia da folha numa vizinhanca do
ponto, nas dire¢oes nao compactas Y3, Y, (tomadas por escolha ) e onde f!, f?
sao as funcoes que descrevem a holonomia da folha numa vizinhanca do ponto
p nas direcoes nas quais a 6rbita se torna compacta Y7, Ys. Tanto f3 como f4
se deslocam pontualmente com vetor inicial quase vertical (ie. na diregao da
coordenada 2, e infimamente na coordenada z;, tanto para f3 como para f*

simultaneamente).

A partir daqui em vez de denotar como f3, f* as funcoes que descrevem
a holonomia da folha nas direcoes nao compactas, passaremos a denotar estas

por f3, f1, por absoluta conveniéncia.

Definicao 4.4 Dados f3, f4 definamos o conjunto
Cp = {f3" 0 Ji*(p) € By/ks. ky € Z}
que descreve a orbita dep com respeito a fs e fi em B,

Definicao 4.5 Dizemos que uma curva em R? é quase vertical se dados dois

pontos p1,pe da curva, o vetor que une py a py forma un dngulo p(py,p2) tal
que p(p1, p2) € (7/4,37/4) ou p(pr, pa) € (~7/4, —37/4)

Afirmacgao 4.6 O conjunto C, estd contido numa curva topoldgica (ndao
necessariamente suave) L que passa pelo ponto p e, graficamente, é quase

vertical. Além disso a projecdo deste conjunto sobre o eixozy € injetivo.

Prova
Sejam {fs3, f1} os difeomorfismos suaves que definem a holonomia da folha
F, nas dire¢oes {Y3,Yy} respectivamente, numa vizinhanga B, de p ; ie,
fiBy— B,CB,; j=34

Primeiro veremos que nao existem dois pontos de C), tais que estes
tenham as duas zp-coordenadas iguais, ie que nao existam ks, ky, ks, k4 € 7 tais
que mo(f83 o fi4(p)) = 7r2(f§3 o ff“ (p)) em B,. Mas isto se reduz a afirmar que
nao podemos ter mo(f3(p)) = m2(fa(p)) o que nos garante que C), ¢ homeomorfo
a um conjunto contido no eixo zs.

De fato, se ma(f3(p)) = ma(fa(p)) entdao ws = (r3,0) e vimos que pela
equacao integral (3) na afirmagdo nao ocorre este caso.

Um outro caso é quando f3(p) = f*(p) e aqui vamos ter que a folha se
reduz a uma dire¢do ndo compacta, caindo no caso anterior (capitulo 3) ja

analisado.
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Logo podemos dizer que C), esta contido numa curva unidimensional.
O

Observacgao 4.7 1.- Note aqui que nem para todo ks, ky € 7Z temos que

fhso i € B,,. Isto acontece porque B,, ¢ uma pequena vizinhanca aberta
de T2,

Em virtude de 0 ser uma Cl-perturbacao de 0y tanto fs como fi devem
restringir seu deslocamento, em cada ponto, a uma determinada regiaoR
esbocada na figura 4.5. Esta regiao descreve que para todo pontop € B,

entao f*(p) —p € R. Grificamente podemos ver que em geral se satisfaz

fi2ofi(p)—peR ; ¥peC,

sendo isto confirmado pela afirmacao anterior.

Figura 4.3: Regiao R

A escolha do caso nos dd a figura esbogada acima quandow; ~ (0,7).
Note que esta propriedade deve ser satisfeita para qualquer ponto da

orbita, porém aqui a andlise foi centrada no pontop.

2.- No caso em que os pontos de C, estao contidos numa curva unidimensional
e sejam densos em relacao a esta, entao podemos deduzir que esta €
esbocada sequencialmente como mostrada na figura 4.4 curva a partir
do fato de que cada ponto de C, limita-se a uma regico R e assim
se formaram restricoes sequénciais de R como mostrada na figura,

logo na regiao sombreada tende a ficar uma curva unidimensional nao
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necessariamente suave e esta curva € exatamenteC,. Porém nem sempre
acontece este caso pois a projecao de C, no eixo zy pode ter por fecho
um conjunto de Cantor ou um outro conjunto fechado que nao € um

intervalo.

Figura 4.4: Regiao sequéncial

3.- Se observamos bem, f3 e fy devem ser préximos das funcgoes

903(1)) = U+ aszeg onde as,ay € R

pa(v) = v+ ager ag/oy & Q

Estamos colocando az/ay & Q uma vez que supondo o contrdrio, nos
levaria a conclusao de que as orbitas sao compactas e, portanto, nao

existiria folha da forma T? x R2,

4.2
Deducdes e Projecoes

Seja a acao 6 uma C'-perturbagao de 6y e F), a 6rbita de 0 que passa pelo
ponto p pre-fixado. Consideremos esta agao restringida a folha F}, descrita da

seguinte forma:

0, : R — F, ~ (T? x R*) C T* x Bj(e)

Supor que a folha tem duas direcoes compactas facilita a analise desta
aplicacao que simplesmente pode ser considerada como uma aplicagao definida

nas dire¢oes nao compactas {Y3, Y, }. Esta nova aplicagdo vem a definir assim
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uma relacao de equivaléncia da seguinte forma: dados dois pontosp, p’ dizemos

que estes pontos sao equivalentes se satisfazem

< Qp(*a *, 07 O) = p,

/

p~p = 0((*,%0,0),p) =p

E denotaremos a nova aplicacio por ¢ = ~p/<{y3,y4}>

Y R? — T? x Bj(e)

E se agora tomamos a projecao da folha F, nas coordenadas {z1, 22} ou

seja a projecao da aplicagao zZMJ no plano {z1, 22} e a qual denotamos por:

zz/
1 2
L
W\/\N
vV,
172
zz, h | N
AA

Figura 4.5: Aplicacio ¢p

Up : R? — B2(e)

Podemos ver que o fecho de C}, também esta contido na imagem de ﬁp,
a qual ¢ fechada(ie. C,, C Ima),).
A partir de agora em vez de trabalhar com a folha s6 analisaremos

uma secao dela, definida da seguinte forma. Tome a superficieY definida pela
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aplicacao

w : [0,1] x[0,1] — T*
(s, t) +—w(s,t)=sY3+1tY)

Y é um toro bi-dimensional em T*. Levantemos este toro na 6rbita e o resultado

serd a secao S com a qual vamos a trabalhar.

Esta também pode ser vista como a intersecao da 6rbita com o espaco

D= {(07073/373/4721722) | ZiyYi € [0, 1]}

Assim, para o caso que estamos analisando, as 6rbitas de pontos proximos
ao ponto p, projetadas sobre o plano {z1,2:}, estdao contidas em curvas

unidimensionais que graficamente se vem como quase verticais.

Figura 4.6: Curvas quase verticais

Cada uma de estas curvas é topologicamente equivalente a uma reta,
e C, ¢ um subconjunto desta curva. Por continuidade bastard analisar a
dindmica de uma delas (De fato, a analise é sobre os pontos do conjuntoC),

que esta contido na curva).

Em vez de estudar as aplicacoes fs, f4 analisaremos as suas projecoes

sobre o eixo 2, e para isto definiremos o conjunto D, = m2(C),) e as aplicagoes:

9;: Dp — D, gi(ma(p)) = ma(f5(p)) 5 j = 3,4
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Em virtude do conjunto C, estar contido numa curva unidimensional e
sua projecao sobre o eixo 2s ser injetiva, podemos, neste caso, colocar a variavel
z1 em funcao de z9. Nossa idéia é podermos considerar a acao como se esta fosse
de codimensdo 1 ou de R? agindo numa variedade 3-dimensional de variaveis

Y3, Y4, 22 €, para tal caso, definimos a aplicacao seguinte:

koo m(Cy) —  m(Cp)

29— K(22) =2

onde (z1, 22) € C.

Agora para definirmos o numero de translacao, as aplicacoes g3, g4
precisam ser crescentes ou decrescentes em my(C),) logo podemos afirmar o

seguinte.

Afirmacgao 4.8 As aplicagoes g, gs definidas em my(C)) sao crescentes (ou

decrescentes).

Prova
Sejam os difeomorfismos locais f; : B, — B, C B, e suas respectivas
projecoes g; sobre o eixo zy para j : 3,4; estas satisfazendo a igualdade

Ty 0 fj(p) = g; o m2(p). Denotemos por py = m2(p). Primeiro provaremos que se

P2 < g3(p2) < ga(p2)

entao

ga(p2) < ga 0 gs(p2) < 93(]92)

O que de fato é o que nos interessa saber para, assim, podermos definir o
nimero de translagdo. Agora podemos simplesmente provar que seps < g3(p2)
entao g4(p2) < g3 o ga(p2) pois a outra parte da desigualdade tem a mesma
demonstracao.

Vamos supor pelo absurdo que g4(p2) > g3 © g4(p2). Tomemos o vetor
que une os pontos p e f3(p) e chamemos este de v(p, f3(p)). Por resultados
anteriores (argumento de C'' aproximagao), este deve formar um angulo de
quase 7/2 com o eixo z; enquanto sua imagem fi(v(p, f3(p))) = v(fa(p), fa 0
f3(p)) € um vetor que une os pontos fi(p) e f3 o fi(p) formando um angulo
que se encontra entre 0 e —1/27 com o eixo z;. Com isto, chegamos a uma
contradicio pois f; ¢ um difeomorfismo C'-préximo da identidade.

E assim em geral para p', p” € C, com ma(p’) < m2(p”) entdo ma(f;(p')) <
mo(f;(p"”)) para j = 3,4, aqui aplicamos o mesmo raciocinio dos vetores e a

condicao de C'-aproximacao.
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Portanto podemos afirmar que tanto f; como f; sdo crescentes (ou
decrescentes) em C,. Ou seja se p/,p” € D, com p' < p” entdo g;(p') <

g;(p") ; Jj = 3,4 concluindo assim a afirmagao.
[

Vamos definir o nimero de translacao que descreve a dinamica de uma
funcao com respeito a outra. Observe que o ntimero de rotagao ¢ um caso

particular do nimero de translagao.

4.3
Ndmero de Translacao

Seja I un intervalo da reta e ¢g1,9o : I — I’ funcbes proximas da

identidade.

Definicao 4.9 Numero de translacao relativo a duas funcoes Numero
de translacao de g com respeito a g;. Sejam as fungoes g1, gs € xg € I assuma
que

g1 (20) < 20 < ga(w0) < g1(20)

Defina uma sequéncia de pontos comecando por

apg = Xp

—k(n
an+1 = 1 ()092(%)

onde k(n) é o menor inteiro para o qual

20 < 91" 0 ga(an) < g1 (20)

Desde que g1(z9) < g1 0 g2(20) = g2 © g1(0) < g7(x0) e por construgao,
1o < a, < g1(wg), temos g < ga(wg) < ga(a,) < ga0g1(wg) < g?(g) e portanto

k(n) € 0 ou 1. Alem disso, k(n) = 1 se e somente se xg < a,+1 < go(2o).

Seja a sequéncia de fungoes definida da seguinte forma

G = id
G, = g"™ogy0Gu

Esta composicao faz sentido em um subintervalo de I para g; e go. Seja
I, = (97" (o), 97" (x0)). Vamos supor que I, C I é bem defininido para as

fungoes g1, g2 para um n consideravel. Tem-se go(1,,) C I 41-
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Definamos a sequéncia p : N — N por

p(0) = 0
p(n+1) = p(n)+k(n)

logo definamos o nimero de translacao como sendo o limite

. p{n
7(g2, 91, %) = lim Q
n—oo n
Provaremos que este limite existe.
No caso em que g; ' (70) < 70 < g1(z0) < ga(x0) podemos fazer uma

construcao similar invertendo os papeis de g; e go e podemos definir

7(g2, 91, %0) = 1/(7(91, 92, 70))

Agora, se g1 ' (20) < g2(w0) < o < g1(20), definimos

T<927 g1, ZE()) = _7(92_17 g1, IO)

Outros casos sao similares.

Seja Py o conjunto fechado de pontos fixos comuns a g; e go. FEm nosso
caso g1 = g4 € go = g3 € para o caso que estamos analisando, a projecao dos
pontos de C, se encontra na reta zs. Por suposi¢io Pg = () uma vez que a
orbita nao é compacta nas duas direcoes descritas porgs e g4. Se tivessemos
um ponto fixo com respeito a uma das funcoes cairiamos no caso em que a
folha tem 3 direcOes compactas, que foi estudado no capitulo anterior. Agora

mostraremos que o nimero de translagao é bem definido paraps em mo(C)).

Lema 4.10 Seja m2(C,) um conjunto onde estio definidos as fungoesgs e ga.

Eziste o nidmero de translagao 7(gs, ga, p2) para py = mo(p).

Prova

Primeiramente nao esta determinado o tipo de conjunto que émy(C),), 0 qual
pode ser todo um intervalo, pedacos de intervalo ou pontos que formam um

conjunto de Cantor. Porém isto nao serd um empecilho para definir o niimero

de traslagdo. Em m(C)), as fungoes gs e g4 estdo definidas e sdo crescentes.

O que queremos é que estas estejam definidas em um intervalo que contenha

m3(C)p) € se tornem continuas.

Como primeiro passo, vamos prencher o intervalo todo tendo este os

pontos extremos de m2(C,). As fungoes g3 e g4 serdo prenchidas de forma

linear, logo para dados 2 pontos x; e x5 consecutivos de mo(C),) e onde nao
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exista qualquer ponto entre eles, se x € (xg,z1) temos que

9}

G = (o) + 2 () — (o))

SO

Figura 4.7: Continuidade de g;

Onde g; ¢ a funcao que restringida a m(C,) é a funcao ¢; e a qual ¢é
linear nos pontos complementares a C,. Prova-se que estas novas fungoes gs
e g4 comutam portanto satisfazem h = [gs, 4] = Id. Agora provaremos que o

limite existe. Assuma que
1 (o) < w0 < F3(wo) < Ga(o)
E seja ¢ uma conjugacao entre g, e x + 1 dai resultam as aplicac¢oes

Ga(z) = pogiop H(z)=a+1
g3(r) = pogsop '(z)

A aplicagao ¢ esta definida num dominio consideravel e ¢(xy) = 0. Note que
g3(x+1) = g3(x)+1 e em particular gs(1) = g3(0)+1. A defini¢ao de ntimero de
translacdo se aplica a restri¢do para o intervalo [0,1] de g5 ; equivalentemente
seja a aplicacao g3 a unica fungao de grau 1 coincidindo com g3 no intervalo
[0,1] temos que

~

93() = gs(x — [z]) + |z]

e os pontos a, como construidos acima estao todos no intervalo [xg, g4(x0))
e p(a,) estd sempre no intervalo [0,1]. A construgdo de k(n),G,, e p(n) s6
considera valores de g3 no intervalo [zg, §4(x¢)) ou equivalentemente, valores
de g4 no intervalo [0,1). Portanto nao faz diferenca se tomamos g3 ou gs e

7(93, g4, p) € 0 nimero de translacao usual de gs.
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4.4
Demonstracdo da Segunda Afirmacao

Afirmacao 4.11 Sejam as aplicacoes fi1 e fo definidas numa vizinhanca do
ponto p que descrevem a holonomia nas direcoes Yy e Yo onde a folha €
compacta € sejam 11 € ro em Z seus respectivos periodos. Todos 0s pontos

da orbita sao periddicos de periodor, para fi e ry para fs.

Prova
Seja p um ponto pre-fixado, como a folha é compacta em f; e fo entdo existem
T2

1,79 € 7 tais que fi*(p) = f32(p) = p. Seja p’ um outro ponto da orbita entdo
existe um g € G tal que 6(g,p") = 6,(p") = p. Defina a aplicagio

ﬁ;:Q;lofioeg

Esta ¢ uma aplicacao que descreve a holonomia numa vizinhanga do pontop’
-

na direcdo Y; para i = 1,2 e onde também resulta que f7'(p') = f32(p') = p,

ie p/ também tem periodo ri, ro respectivamente.
O

De agora em diante tomaremos como base resultados obtidos por N.
Saldanha (Sal), e feitas as devidas restrigbes para simplesmente analisar a
acao como se R? estivesse agindo em T* (melhor dito na segdo S;); assim,
evitaremos trabalhar com as coordenadas Y7, Y5 nas quais a folha é compacta

e podemos tomar V3, V, como os campos candnicos Y3, Y, respectivamente.

Fixemos um ponto p da folha. Se f3, f4 estao definidas numa vizinhanca
B, de p e denotam os difeomorfismos que descrevem a holonomia da folha nas
direcoes nao compactas neste ponto entao por resultados anteriores, chegamos
que o conjunto C, = {f3* o fi* € B, | ks, k4 € Z} é unidimensional, no sentido
que ele esti contido numa curva topologica unidimensional, e ¢ injetivo com
respeito ao eixo zp. Além disso as aplicagoes f; ; j = 3,4 sdo crescentes (ou
decrescentes) em B, em relagio a sua segunda coordenada logo podemos dizer

de que g3 e g4 s@o crescentes (ou decrescentes) em D,,.

Definigao 4.12 Uma folheacao F, de M ¢ dita aceitdvel se as suas folhas sao
sempre tranzversais aos planos formados pelos vetoreszy, zo. Uma acao € dita

aceitdavel se a correspondente folheacdo € aceitdvel.
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E claro que para qualquer F; (respectivamente é) suficientemente C°-
proximo de F (respectivamente 6) é aceitavel. Uma perturbagio aceitavel 0
de 0 naturalmente define em cada ponto uma bijecio lineard : H — D a
inversa da projecao de 6 sobre H. E claro que para 6 = 9,5 é dado (na base
canonica) por A(z1,22)"!. Além disso, dado um caminho 7 : [a,b] — H e
um ponto (y(a), 2{, 2§) existe para um J suficientemente pequeno, um tnico
caminho 7 : [a,a+0) — M com 7(a) = (y(a), 2¥, z§) cuja imagem esta contida
numa 6rbita de 6. Dizemos que 7 ¢ o levantamento de 7, em outras palavras, a
imagem de 4 deve ficar dentro da mesma folha da folheagao. A razao pela qual
nao podemos definir v para todo o intervalo [a, b] &€ que podem cair pontos fora
da variedade M se |(z1, z2)| for muito grande.

Voltando a A por um momento, existe claramente um r; > 0 tal
que a bola aberta de raio r; ao redor de A(0,0)"! consiste somente de
matrizes inversiveis. Seja €; > 0, €; < ¢, tal que [(21,22)| < € implica que

|(A(z1,22) 7" = (A(0,0) 71 < /2.

Definicao 4.13 Dizemos que uma folheacdo aceitdvel Fi € boa se para todo
v de comprimento menor que 36 e |(z}),23)| < €/2, v pode ser levantado
em todo seu dominio e a curva resultante estd totalmente contida na regiao
|(21, 22)| < e.

Uma acao aceitdvel 0 € boa se se satisfaz as condigoes sequintes:

— Se |(z1,2)| < €1 entdo [9(yy, ..., ya, 21, 22) — (A(0,0)) 7] < 7y

— Para todo v de comprimento menor que 36 e|(zf,23)| < €1/2, v pode ser
levantado em todo seu dominio e a curva resultante estd inteiramente

contida na regiao |(z1, 22)| < €

Definicao 4.14 Dizemos que uma secao € boa se este faz parte de uma

folheacao boa.

Proposicao 4.15 Seja S; uma boa perturbacao da secao compacta Sy tal que
Sy passa pelo ponto p = (0,0, ys, ya, 21, 22) € M € nao compacta. Entao existe

uma reta H' C R? e uma aplicacdo natural
A: H — T?

que leva o ponto (0,0,0,0) no ponto (0,0,y3,y4) e podemos levantar esta

globalmente para uma funcgao

A:H T
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de tal forma que (0,0,0,0) é levado para p

(i) Se H' ¢ irracional (ou seja nao admite uma equagcdo com coeficientes
racionais) entao o fecho da imagem é um toro topoldgicoTy e sua projecao
sobre T? ¢ um homeomorfismo; Ty estd contido na unido de secoes nao

compactas.

(ii) Se H' € racional entdo o supremo e o infimo da interse¢ao da imagem
com cada linha paralela ao eizo z formam dois circulos suaves Ty e T}
(podendo ser identicas) contidas em se¢oes nao compactas e tal que suas

projecoes sobre H' /72 C T? sao difeomorfismos.
Além disso H' € invariante para qualquer outro ponto da mesma folha.

Prova

Primeiro denotemos m3(p) = pe € vamos a supor que se satisfaz:

91 (p2) < p2 < g3(p2) < ga(p2)

Outros casos sao determinanados de maneira analoga como visto na secao
“ntmero de translacao”. Podemos definir a partir destes dados o ntmero de
translagao de g3 em relacdo a g4 e denota-lo por 7(gs, g4, p) = hs.

Agora se consideramos ¢; como o levantamento na reta de g; temos que:

hs =0 < g3(z) =z para algum z

hs =1 & g5(2) = ga(2) para algum z

Claramente o nimero de rotacao de g4 é hy = 1 pela forma como este foi
definido. Este nimero de rotacao é invariante para qualquer ponto da se¢aoS;
da orbita F,.

Figura 4.8: Conjugacao de f;
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De fato, tomemos um ponto ¢ da segdo S' que se encontra na orbita F,
e um outro ponto ¢’ da mesma secao, se este ponto se encontra no mesmo
conjunto C, entao podemos encontrar um curvaw em 71 (T*), tal curva une os
pontos origem e a projecao de g sobre T*. Existe um difeomorfimo L', : C;, — C,
tal que o ponto I',,(q) e T',,(¢) sdo pontos iniciais do levantamento da curvaw

e que satisfazem
fi(@) =Tu-10 fjoTu(q)

E como fungoes conjugadas tém o mesmo ntimero de translacao concluimos no
afirmado.

Agora se o outro ponto, que denotaremos este porq”, nao se encontra no
conjunto C,, podemos tomar o ponto ¢’ proximo a ¢”,sendo que ¢’ se encontra
neste conjunto C, e para o qual existe uma curva A na folha, unindo estes
dois pontos. Tal curva determina que estes pontos tém holonomia conjugada,
portanto tem o mesmo ntimero de translacao mas por argumento anterior,q e
¢ tém o mesmo numero de translacdo entao transitivamenteq e ¢” tém igual

numero de translacgao.

Agora definiremos um subconjunto aberto N C T%, onde acontecer

nossa construcao.

Primeiro levantemos um plano (12,12)* ao redor do ponto origem

(0,0,0,0). Agora tomemos a intersecao deste levantamento com o conjunto

D= {(0>an3ay472’1722) | Yiy Zi € [0, 1]}

O conjunto resultante esta contido na se¢ao S;. Seja N o conjunto de pontos
da se¢ao S; da forma (0,0, ys, y4, k(22), 22) tal que ainda encontram-se pontos
do levantamento com coordenadas zo superiormente e inferiormente.

Definamos o conjunto
H' = ({Ys — h3Y,}) = {t(0,0,1,—h3) | t € R} H' 1 (hs, 1)

Como fungbes conjugadas tém o mesmo numero de translagdo, esta retaH' é
constante sobre a secao & contida na orbita £),.

Agora provaremos que o levantamento de H' esta contido em NN. Defina

Q= {(y3,ya) | =5 < Z hiva|yive] < 1}

i=1,2
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e

B R R

_—————

Figura 4.9: Regiao ()

subconjunto de R%. Este conjunto ¢ uma uniao de quadrados unitarios (definido
pelo lattice Z?). Assim para mostrar que o levantamento de Q esta contido
em N procederemos por inducao sobre a distancia do quadrado a origem.
Por conexidade do conjunto (), é suficiente provar que cada quadrado e seu
consecutivo nao saiam nem para cima nem para baixo de N com respeito a
coordenada z,. Isto segue facilmente das propriedades de niimero de rotacao.

Em detalhes, considere como g3, g4 os levantamentos de g3, g4 respectiva-
mente para R com g4(t) = t+ 1, essas fung¢oes correspondem a os g; levantados
sobre um sistema de coordenadas fixo, mas diferente dosg; e todos definidos
na reta R.

Por exemplo, queremos que o levantamento do quadrado de coordenadas
[(k3 - 17 k4 - 1)7 <k37 k4 - 1)7 (k3 - 17 k4)7 (k37 k4)]

onde ks, ks sdo inteiros e (ks, ks) pertencendo a @), esteja contido em N.

Afirmamos que —6 < g5* o §§*)(0) < 6. De fato, onde temos dois casos:

(i) Se hs é irracional entdo existe uma semi-conjugagao © que satisfaz
©(9;(p2)) = O(p2) + h; logo

95205 (p2) = 95 (p2) + ku
= 0 'o00Bo0 §§3 (p2) + ka
= 6(p2) —+ k’ghg + k’4h4 € [—6, 6]
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(ii) Se h3 é racional entdo existem p, ¢ € Zg tal que hy = p/q. Para ks Existem
Ms,rs € Z com 0 < r3 < q tal que ks = ¢M3 + r3 logo

§l§3 © f]im (p2) = §§3 (p2) + Ky

= 9" (pg) + ky
= G5’ (p2) + pMs + ky

= §3*(p2) — hars + kshs + kshg € [6, 6]

Devido ao fato da ordem de composicao de funcoes pode ser permutada,
expressoes intermediarias também satisfazem as mesmas desigualdades, desde
que os §; comutam. Isto mostra que o levantamento de () esta contido em N e
como H’ esté contido em @), entao o levantamento de H' também esta contido
em N.

Consideremos o levantamento de H' em N e sua projecao sobre TZ.

Temos agora dois casos:

(i) Primeiro caso, quando hs é irracional. Usando o teorema de Poincaré, existe
uma semi-conjugacao entre gs e a correspondente rotacao irracional. (esta
conjugagao pode nao ser injetiva nem suave nem mesmoC'!). Levantando

esta conjugacao temos uma funcao crescente

©: (g5 (p2), 94(p2)) — (—1,1)

satisfazendo

O(93(22)) = O(z2) +hy
O(g4(22)) = O(z) +1

(onde zy = ma(21,22)) e em realidade temos que ©(g;(22)) = O(22) +

h; ; 1 = 3,4. Assim podemos estender © para um dominio maior, digamos

((95") "% (p2), 95° (p2))

e com a ajuda de O, agora podemos definir um toro bidimensional

contido em N .

Definamos a aplicacao ® : N — R, uma func¢ao estrictamente crescente

sobre linhas quase verticais (curvas quase paralelas ao eixozy). Considere
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p = (0,0,93,ys, k(22),22) € N;0 < y; < 1leseja~y:][0,1] - H a linha
reta unindo os pontos (0,0, y3,y4) a (0,0,0,0), Levante v comegando por

p e chegando a um ponto da forma (0, 0,0, 0, x(25), z5). Defina
©(0,0,y3, ya, £(22), 22) = O(23) — hays — hays
A continuidade de ® segue das identidades
O(gi(22)) = O(22) + hs

Seja Ty = ®71({0}), Tp é o fecho do levantamento de H' sobre N.

(ii) No segundo caso quando hjz é racional podemos definir os circulos T} e
T, Para cada (0,0, ys3,y4) na projecao sobre T* do levantamento de H’
para N, considere o conjunto dos correspondentes z; no levantamento
e defina z;7 e z, como o supremo e infimo deste conjunto, respectiva-
mente. Seja T," o conjunto de pontos da forma (0,0, ys,ys, k(25 ), 25 )
e similarmente para 7} . Claramente estes circulos estao contidos em

secoes Nao compactas.

Em qualquer caso a unicidade de H' é facilmente verificada. De fato, qualquer
outra reta que contenha elementos que nao pertencem a H’' seguindo essa
direcao e usando novamente o argumento de ntimero de rotacao, vemos que
estamos “subindo” entdo devemos ou sair de T ou acumularmos numa secao

compacta; em qualquer caso, chegamos a uma contradicao.
0

Agora estamos prontos para dar a definicao de uma de nossas principais
ferramentas. Para cada ponto de p de Ty, T} ou T, a acgio 0 restringida a
se¢ao S induz uma aplicagio linear 7, : H' — R?. O toro Ty naturalmente fica
munido da medida unitaria, ao se levantar a medida unitaria de Lebesgue sobre
T? via projecao. No caso (ii), a medida de Lebesgue uni-dimensional sobre a
projecao vertical de T} pode ser multiplicado por uma constante e levantado
pela projecao para assim dar uma medida unitaria a7;" e T} . Sempre que

integramos sobre os toros o faremos com respeito a essa medida.

Definicao 4.16 Considere a aplicacaot : H' — R? definida da sequinte forma
(i) Se o fecho do levantamento de H' é Ty entio 7(v) = [, 7,p(v)dp

(ii) Se o fecho do levantamento de H' contém T, entio 7(v) = [1+ Tp(v)dp
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onde D' € a imagem de T

Neste sentido para provar que 7 é bem comportado precissamos de uma
interpretacao que seja mais geométrica. Apresentaremos uma funcao auxiliar

¢ que, para cada caso, serd definido da seguinte forma:

(i) Para o primeiro caso o levantamento de H' (o qual estd contido en Tp)
esta contido numa secao, logo numa oOrbita e, portanto, pode ser trazido
de volta para R%. Em outras palavras isto define uma funcdo continua

¢ H' — R? cuja imagem é a pre-imagem de Tj pela acao 0.

(ii) No segundo caso consideremos o levantamento de H' comegando no ponto
(0,0,0,0,K(25), 257) € T] e fazendo o mesmo como anteriormente para

assim definir &.

O seguinte lema relaciona 7 e &.

Lema 4.17 A transformacao linear 7 € injetiva, constante sobre as drbitas e
satisfaz T(v) = limy_o $E(t0).

Prova

Por 0 ser uma boa perturbacao, £ pode ser estendido a uma vizinhanca de
H' de raio 1 em R2. A inclusao em N do levantamento desta vizinhanca e a
compacidade do fecho de IV implicam que £ é uniformemente convergente neste
dominio maior.

Primeiro provaremos a formula para 7. Notemos que
H' = {t(0,0, hy, —h3) | t € R}

é um espaco uni-dimensional e todo vetor é multiplo dev = (0,0, hy, —h3). Note
que &(tv) = fot Tp(s)(v)ds onde p(s) é obtido ao levantarmos sv para Tj ou 15
Comecaremos provando a formula para7. Como para todov de H' é tal que tv é
uma linha densa na projecao vertical deTp ou T}, entao consideremos o campo
de vetores dado por v sobre Tj. Este é unicamente ergédico, com a medida sobre
Ty sendo esta a tnica medida invariante. Pelo Teorema de Birkhoff o limite
acima existe e seu valor é 7(v). Agora para um v em geral da vizinhanga de
H', um argumento similar mostra que o limite também existe e é igual a média
de 7,(v) onde p percorre o fecho da linha tv, um sub-toro. Além disso, a média
sobre o toro original é a média das medias sobre sub-toros paralelos. Se a média
sobre cada toro sao iguais, temos a féormula para um arbitrariov. Portanto é
suficiente mostrar que lim;_.o; 1&(tv) = limy_ 1&(tv + w) para qualquer w :

Esses outros limites correspondem as medias de7,(v) sobre o sub-toro paralelo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124792/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0124792/CA

Capitulo 4. Inexisténcia de érbitas do tipoT? x R? 54

e sao assim conhecidos para existir. A igualdade dos dois limites segue da
uniformidade continua de £ : A distancia entre tv e tv + w é fixo; entre &(tv)
e {(tv 4+ w) é limitado quando ¢ cresce entre $£(tv) e 1&(tv 4+ w) tende a zero.

Consideremos agora dois pontos da mesma se¢ao (e na mesma Orbita);
queremos provar que 7 ¢ o mesmo para esses dois pontos. Sem perda de
generalidade, suponha que entre eles exista uma distancia menor que 1. Tome
um destes pontos para ser o ponto base 0 na discussao acima e sejaw € H
o vector saindo do zero ao outro ponto em consideracao. Chamamos der, a
aplicacao 7 neste segundo ponto. Nos ja tinhamos visto que H' é o mesmo

para ambos pontos. Seja v € H’ arbitrario. Como vimos acima 7(v) =
1
t
a uniformidade continua de £ nos diz que os limites sao iguais. A injetividade

limy .o $€(tv). Similarmente 75(v) = limy_.o $€(tv + w). Como anteriormente,
de 7 segue diretamente da sua defini¢ao: 7 ¢ média de 7,, 7, é a restrigao de
0 para H' e novamente como 6 é boa, ¥ deve cair sempre dentro de uma bola

convexa de transformacodes lineares inversiveis.

O

Teorema 4.18 Seja 0y a acao definida acima ep o ponto origem. Se 0 ¢ uma
C' — d-prozima de 6y para 0 < 6 < R, onde R € tal que ||D*(6p),'|] > 2R

entdo nao existem orbitas do tipo T? x R? para a acao 6.

Demonstracao

Note que o posto de %A(/{(O), 0) é igual ao posto de %A’l(/@(()), 0) (ambas sao
inversiveis). De agora em diante vamos supor que existe uma arbitraria C''-
aproximacao de 8, com uma o6rbita ndo compacta da forma T? x R? passando
por po = (0,0,0,0). A partir daqui chegaremos a uma contradigao.

A matriz %A‘l(m(O), 0) & inversivel, portanto injetiva quando aplicada a
qualquer subespaco de R*.

Para qualquer Cl-aproximacao 6 de 6o, tal que o ponto (0,0,0,0) esta
sobre uma o6rbita ndo compacta da forma T? x R? podemos definir H' de
dimensdo 1 como anteriormente. Por compacidade de S, considere uma
sequéncia 0, de perturbacoes de 0y tal que a C'-distancia a 0, tende a zero e
tal que suas versoes H;, tendem a uma reta fixa Hj. Sejam vy € Hj um vetor
fixo nao nulo, wy = %A_l(/i(()), 0)vg e v, € Hj, vetores nao nulos tendendo a
vo. Sejam T para 0 como T para 6, definido acima. Podemos calcular 74 (vy,)
comecando de (0,0,0,0,x(0),0) ou de (0,0,0,0, f/(x(0),0)), o qual segundo o
lema, nos deve dar o mesmo resultado: chamaremos a esses dois vetores degq,

+
eq .
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Capitulo 4. Inexisténcia de érbitas do tipoT? x R? 55

Agora mostraremos que para k suficientemente grande temos que
(¢ — ¢ )-wo > 0 0 que é a contradi¢ao desejada. Sejam T~ e T* toros como
descritos acima para (0,0, 0,0,0,0) (0,0,0,0, fi(x(0),0)), respectivamente. Te-

mos que g = [+ 7(v)dp, donde gjr.wy = [1.. 7»(v).wodp. Subtraindo teremos

@ —g5)wn = / (e — ) (0) 00 dp

Para nossas Cl-perturbagoes porém, 8%219 é proximo a (A1) (k(0),0) e v
é préoximo a vy. Em outras palavras, a expressao dentro da integral é proximo
de (A71)(x(0),0)(vp).wo = wp.wy e portanto estritamente positivo. Isto conclui
a prova da desigualdade a qual, como tinhamos visto, contradiz o resultado

prévio.
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