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APÊNDICE A 
Distribuições probabilísticas 

As características das descontinuidades podem ser geradas segundo 

distribuições probabilísticas. Essas distribuições estão relacionadas às variáveis 

aleatórias contínuas que podem representar dados escalares ou direcionais. As 

distribuições probabilísticas usadas neste trabalho para geração de dados escalares 

são: distribuição uniforme, distribuição exponencial, distribuição normal e 

distribuição log-normal. Para geração de dados direcionais é utilizada a 

distribuição a distribuição de Fisher. 

A geração de dados aleatórios é geralmente feita por meio de computadores. 

Neste caso, os valores gerados não são números aleatórios, mas sim números 

pseudo-aleatórios (NPA). Os NPA são obtidos através de técnicas que utilizam 

relações matemáticas recursivas determinísticas (Bussab e Morettin, 2004). 

Dentre os vários métodos existentes para geração de NPA, pode-se citar o 

método congruencial e o método dos quadrados centrais (Bussab e Morettin, 

2004). Normalmente, esses métodos são utilizados por diversos pacotes 

aplicativos, estatísticos ou não, para implementar sub-rotinas de geração de NPA. 

Os principais programas computacionais geram NPA segundo uma 

distribuição uniforme. Na realidade, de posse de um número gerado segundo uma 

distribuição uniforme é possível transformar esse número em um outro que siga 

uma outra distribuição probabilística qualquer. Este assunto será tratado nas 

seções seguintes. 

 

A.1. 
Distribuição uniforme 

A distribuição uniforme é a distribuição mais simples para variáveis 

contínuas. A função de distribuição de probabilidade uniforme é dada por: 

( )
ab

xf x −
=

1
  bxa <<    (A.1) 
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Na equação, x é a variável aleatória, b é o limite superior e a é o limite 

inferior. 

A Figura A.1 representa a função dada pela equação A.1. 

 

 

Figura A.1: Distribuição uniforme no intervalo [a, b]. 

 

A distribuição uniforme é a distribuição mais importante, pois é a base para 

geração de números aleatórios segundo qualquer outra distribuição. 

Para geração de um número aleatório segundo a distribuição uniforme, 

primeiro gera-se o número no intervalo [0.0,1.0] e em seguida transforma-se este 

número em um outro dentro de um intervalo desejado [a, b], utilizando a equação 

A.2. 

( )uabauu .−+=     (A.2) 

Na equação, uu é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

uniforme no intervalo de [a, b], e u é um número aleatório gerado a partir de uma 

distribuição uniforme no intervalo [0.0, 1.0]. 

Os parâmetros utilizados para gerar um número aleatório segundo a 

distribuição uniforme são a e b. 

 

A.2. 
Distribuição exponencial 

A função de distribuição de probabilidade exponencial é dada por: 

( ) x
x exf λλ −=   0≥x     (A.3) 

Na equação, x é a variável aleatória, λ é o parâmetro da distribuição. 

A Figura A.2 representa a função dada pela equação A.3. 
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Figura A.2: Distribuição exponencial com λ = 1.0. 

 

A geração de um número aleatório segundo a distribuição exponencial é 

feita pela seguinte expressão: 

( )0.1log.
0.1

+−





−= uue λ

    (A.4) 

Na equação, ue é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

exponencial, e u é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

uniforme no intervalo [0.0, 1.0]. 

O único parâmetro utilizado para gerar um número aleatório segundo a 

distribuição exponencial é λ. 

 

A.3. 
Distribuição normal 

A função de distribuição de probabilidade normal é dada por: 

( ) ( )







 −
−= 2

2

2
exp

2

1
σ

µ

πσ

x
xf x  +∞<<∞− x   (A.5) 

Na equação, x é a variável aleatória, µ é a média e σ é o desvio padrão. 

A Figura A.3 representa a função dada pela equação A.5. 
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Figura A.3: Distribuição normal com µ = 0.0 e σ = 1.0. 

 

A geração de um número aleatório segundo a distribuição normal é feita 

utilizando o método de Box-Müller (1985). Nesse método são gerados dois 

números aleatórios z1 e z2 independentes, por meio das equações A.6 e A.7. Esse 

método considera que a média e o desvio padrão são iguais a 0.0 e 1.0, 

respectivamente. 

( ) ( )211 .0.2cos.ln0.2 uuz π−=    (A.6) 

( ) ( )212 .0.2.ln0.2 usenuz π−=    (A.7) 

Nas equações, z1 e z2 são números aleatórios gerados a partir de uma 

distribuição normal (µ = 0.0 e σ = 1.0), e u1 e u2 são números aleatórios gerados a 

partir de uma distribuição uniforme no intervalo [0.0, 1.0]. 

Qualquer um dos dois números z1 e z2 pode ser escolhido para representar o 

número aleatório gerado segundo a distribuição normal. Neste trabalho utiliza-se a 

equação A.6. 

Quando a média e o desvio padrão são diferentes de 0.0 e 1.0, 

respectivamente, é necessário fazer uma transformação no valor calculado z1. Essa 

transformação é feita pela a seguinte expressão: 

µσ += .1zun      (A.8) 

Na equação, un é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

normal, com média µ e desvio padrão σ. 
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Em resumo, para geração de um número aleatório segundo a distribuição 

normal, primeiro gera-se dois os números segundo a distribuição uniforme, no 

intervalo [0.0, 1.0]. Em seguida calcula-se z1 pela equação A.6. Por fim, caso a µ 

≠ 0.0 ou σ ≠ 1.0, transforma-se z1 em un pela equação A.8. 

Os parâmetros utilizados para gerar um número aleatório segundo a 

distribuição normal são µ e σ. 

 

A.4. 
Distribuição log-normal 

A função de distribuição de probabilidade log-normal é dada por: 

( ) ( ) 



 −−= 2

2 ln
2

1
exp

2.
1

µ
σπσ

x
x

xf x  0≥x   (A.9) 

Na equação, x é a variável aleatória, µ é a média e σ é o desvio padrão. 

A Figura A.4 representa a função dada pela equação A.9. 

 

 

Figura A.4: Distribuição log-normal com µ = 0.0 e σ = 1.0. 

 

A geração de um número aleatório segundo a distribuição log-normal é feita 

pela seguinte expressão: 

( )nl uu exp=     (A.10) 

Na equação, ul é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

log-normal, e un é um número aleatório gerado a partir de uma distribuição 

normal, com média µ e desvio padrão σ. 
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Os parâmetros utilizados para gerar um número aleatório segundo a 

distribuição log-normal são µ e σ. 

 

A.5. 
Distribuição de Fisher 

A distribuição de Von Mises (Evans et al., 2000) representa uma 

distribuição para dados direcionais, bidimensionais, obtida a partir da ampliação 

da distribuição normal. Com base nessa distribuição, Fisher em 1953 (Fisher, 

1953) apresentou uma distribuição para dados esféricos. Essa distribuição, 

denominada distribuição de Fisher, apresenta uma analogia à distribuição 

Gausiana, sendo caracterizada pela sua representação em uma esfera (Mardia, 

1972). 

Fisher (1953) assume que a população de vetores direcionais está distribuída 

aleatoriamente ao redor de uma direção verdadeira, como apresentado na Figura 

A.5. Essa direção corresponde a resultante dos vetores normais aos planos das 

fraturas (R) (ver seção 2.2.2.2). 

 

 

Figura A.5: Representação da orientação verdadeira e de um vetor selecionado 

aleatoriamente. 

 

Fisher também assume, que a probabilidade de um vetor selecionado 

aleatoriamente da população e que ele fazer um ângulo entre θ e θ + dθ com a 

orientação verdadeira, seja definido pela distribuição de probabilidade apresentada 

pela equação A.11. Deve-se ressaltar, entretanto, que essa equação representa uma 

simplificação da distribuição de probabilidade de Fisher, onde a direção de 

mergulho e o mergulho são considerados iguais a zero. Isto significa que a direção 

verdadeira coincide com o eixo z (Adler e Thovert, 1999). 
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( )
KK

K

ee
esenK

P
−−

=
θθ

θ
cos...

    (A.11) 

Na equação acima, θ é o ângulo de divergência da direção verdadeira e K é 

uma medida de dispersão das direções. Essa medida pode ser estimada para uma 

amostra a partir da resultante dos vetores direcionais R e da quantidade de dados 

M de amostras, utilizando a seguinte relação: 

RM
M

K
−
−

=
1

     (A.12) 

Se os dados direcionais são quase paralelos, então a resultante R se 

aproximará de M e em conseqüência K se aproximará ao infinito. No entanto, se 

as direções estão distribuídas de forma aleatória, então R e K serão pequenos 

(Vargas, 2001). 

Quando K apresentar valores maiores que 5 e M apresentar um valor alto, 

então, pode-se usar a seguinte distribuição de probabilidade acumulada (Priest, 

1993): 

( ) ( )1cos1 −−=< θθ KeP     (A.13) 

Invertendo a equação 3.13, tem-se: 

( )[ ]
K
P θ

θ
<−

+≈
1ln

1cos    (A.14) 

Maiores informações sobre a distribuição de Fisher podem ser obtidas em 

(Priest, 1993) e (Adler e Thovert, 1999). 

A geração de um vetor direção aleatório segundo a distribuição de Fisher é 

realizada da seguinte maneira: 

• aplica-se uma matriz de rotação [Q] no vetor resultante normal (R) de 

forma que sua direção torne-se (0, 0, 1), ou seja, que a direção do vetor 

coincide com o eixo z, como mostrado na Figura A.6; 

• gera-se um número aleatório (u) a partir de uma distribuição uniforme no 

intervalo [0.0, 1.0]; 

• gera-se um ângulo aleatório θ pela equação A.15, proveniente da equação 

A.14, usando u gerado no passo anterior; 

• gera-se um novo número aleatório (τ) a partir de uma distribuição 

uniforme no intervalo [0º, 360º], como mostrado na Figura A.7; 
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• determina-se o vetor R’ originado da rotação do vetor R pelos ângulos θ e 

τ, como mostrado na Figura A.7; 

• aplica-se a inversa da matriz de rotação [Q] no vetor R’. 

( )




 −

+=
K

u
Arc

1ln
1cosθ    (A.15) 

 

 

Figura A.6: Rotação no vetor resultante normal. 

 

 

Figura A.7: Geração do ângulo τ e determinação do vetor R’. 

Os parâmetros utilizados para gerar um vetor direção aleatório segundo a 

distribuição de Fisher são R e K. 
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APÊNDICE B 
Gocad 

O programa de pesquisa Gocad (Geological Object Computer Aided 

Design) foi inicializado em 1989 pelo grupo de Ciências Computacionais 

(Computer Science group) da Escola Nacional de Geologia (National School of 

Geology - ENSG) em Nancy, França. Esse projeto está atualmente sendo realizado 

em colaboração com o Instituto Nacional Politécnico de Lorraine (Institut 

National Polytechnique de Lorraine - INPL) e com o Centro de Pesquisa 

Petrográfica e Geoquímica (Centre de Recherches Petrographiques et 

Geochimiques - CNRS), na França. 

O objetivo desse projeto é desenvolver uma nova abordagem de computação 

para modelagem de objetos geológicos. Esta abordagem é especificamente 

adaptada para aplicações geofísicas, geológicas e de engenharia de petróleo. 

O projeto Gocad é controlado pela ASGA (Association Scientifique pour la 

Geologie et ses Applications) e atualmente é mantido por um consórcio 

internacional aberto para todos as companhias ou instituições de pesquisa. Dentre 

as instituições, encontra-se o Tecgraf/PUC-Rio (Tecnologia de Computação 

Gráfica) no Rio de Janeiro, Brasil. 

O Gocad é um programa CAD integrado e geologicamente orientado que 

fornece todas as ferramentas necessárias para construção de modelos de geologia, 

geofísica e engenharia de reservatório. 

O programa é um sistema de modelagem de superfícies e sólidos, sendo 

capaz de representar objetos geométricos, e modelar propriedades espaciais. Ele 

pode ser utilizado na construção de simples superfícies, para interpretação de 

dados pontuais ou para produzir modelos sólidos complexos, com propriedades 

armazenadas em malhas estratigráficas em cada ponto do modelo. O Gocad 

também fornece algumas aplicações internas de geociência como incertezas 

estruturais e incertezas volumétricas. 

O programa pode ser aplicado nas seguintes áreas: 

• Geologia estrutural 
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o Construção de superfícies por pontos e linhas; 

o Construção de modelos 3D por seções 2D; 

o Modelagem de falhas; 

o Dobramento de horizontes e camadas 3D. 

• Geologia do petróleo 

o Poços; 

o Modelagem de canais. 

• Geofísica aplicada 

o Construção de modelos de velocidade tridimensionais usando 

funções discretas ou contínuas definidas dentro de cada camada 

geológica; 

o Algoritmo de traçado de raios para vários tipos de representação 

de meios; 

o Interpretação de sísmica 3D para construção ou edição de 

superfícies; 

o Sísmica 3D. 

• Modelagem de reservatório 

o Métodos geoestatísticos (modelagem de variograma, krigagem, 

simulações estocásticas); 

o Manipulação de propriedades e computação volumétrica. 

• Aplicações em minas 

o Avaliação da geometria e propriedades de corpos complexos de 

minérios. 

 

A Figura B.1 mostra alguns exemplos da aplicação do Gocad nas áreas 

citadas acima. 
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(a)    (b)    (c) 

 

    
(d) (e) 

(a) Geologia estrutural 
(b) Geologia de petróleo 
(c) Geofísica 
(d) Modelagem de reservatório 
(e) Mina 

Figura B.1: Exemplos da utilização do Gocad (adaptado de Gocad, 2005). 
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APÊNDICE C 
Pos3D 

O Pos3D é um programa gráfico interativo para pós-processamento de 

resultados de modelos tridimensionais de elementos finitos. O programa foi 

concebido para visualização de modelos sólidos, mas também trata de modelos de 

superfície. O programa é genérico porque faz o pós-processamento de modelos 

com qualquer tipo de elemento finito sólido e de superfície e considera qualquer 

tipo de análise. A descrição dos elementos e tipo de análise é feita através de um 

arquivo padrão, chamado de arquivo neutro (Neutral File, 2005), que contém 

informações sobre a malha de elementos finitos e dos resultados. O arquivo neutro 

tem um formato extensível e o programa pode facilmente incorporar novos 

elementos implementando apenas as funções que diferenciam o novo elemento 

dos já implementados. 

As principais características do programa são apresentadas abaixo: 

• Leitura de vários tipos de Elementos Finitos (EF). 

• Leitura e visualização de arquivos que tenham grande quantidade de 

resultados, pois o programa utiliza tecnologia de Banco de Dados para 

gerenciar todas as informações. 

• Fácil manipulação do modelo 3D na área de visualização. 

• Editor de gráficos bidimensionais. 

• Ambiente de visualização do modelo em um ambiente Stereo. 

• Animação 3D em ambiente Stereo. 

• Várias formas de visualizar a malha/resultados de EF. 

• Ambiente de cores de malha/resultado de EF configurável. 

• Gráficos de história de análise e resultados ao longo de linhas traçadas no 

modelo. 

• Plano de corte em qualquer posição do modelo, permitindo visualização 

de resultados internos. 

• Animação da história de análise e de plano de corte. 

• Exportação do modelo e de gráficos para arquivo de imagem. 
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• Exportação de animações para arquivo de animação (AVI, por exemplo). 

 

A Figura C.1 apresenta o diálogo princiapal do programa. 

 

 

Figura C.1: Diálogo principal do programa Pos3D. 
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