
6Os Problemas de Classi�
ação: FutMaxO Campeonato Brasileiro é o torneio de futebol mais importanteno Brasil, e possivelmente, o maior no mundo em termos do número deequipes parti
ipamtes. É a
ompanhado por milhões de pessoas, que assistemaos jogos nos estádios, a
ompanham as transmissões de rádio e televisãoe pro
uram nos jornais, no rádio, na televisão e, mais re
entemente, naInternet informações a
er
a do desempenho e das 
han
es de suas equipesfavoritas.As 
ara
terísti
as do torneio que se expõem a seguir 
orrespondemàs do Campeonato Brasileiro de 2002. O torneio está organizado em duasetapas: a etapa de 
lassi�
ação e a etapa eliminatória �nal ou simplesmente�nais. Durante a etapa de 
lassi�
ação, 
ada equipe joga 
ontra todas asdemais equipes uma úni
a vez. As equipes obtêm três pontos por 
adavitória e um ponto por 
ada empate. As equipes são ordenadas em umatabela de 
lassi�
ação pela quantidade de pontos obtida até o momento.Ao �nal da etapa de 
lassi�
ação, as oito primeiras equipes nessa tabela se
lassi�
am para a fase eliminatória �nal. As quatro últimas equipes nessamesma tabela são rebaixadas de 
ategoria e não jogam no 
ampeonatodo ano seguinte. Em 2002 este 
ampeonato foi disputado entre agosto edezembro por 26 das prin
ipais equipes do Brasil. Os 325 jogos da etapa de
lassi�
ação foram divididos em 29 rodadas de 13 ou menos jogos 
ada uma.As rodadas não eram 
ompletas e algumas equipes folgavam em algumasrodadas.O futebol é uma importante atividade e
on�mi
a no Brasil. Umaequipe que não se 
lassi�
a para as �nais perde muito dinheiro e pode serainda forçada a vender seus melhores jogadores para 
obrir suas despesasde manutenção durante este período, quando perde toda a arre
adaçãopor venda de ingressos e direitos televisivos. A imprensa e os tor
edoresespe
ulam e a
ompanham a tabela de 
lassi�
ação todos os dias.O objetivo prin
ipal de todas as equipes é de se 
lassi�
ar entre as oitoprimeiras equipes na tabela de 
lassi�
ação ao �nal da primeira fase. Para
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ação 69as equipes que não podem al
ançar este objetivo, seu segundo objetivo é,pelo menos, não terminar nas últimas quatro posições para se manterem na
ompetição no ano seguinte.A imprensa ofere
e várias estatísti
as para ajudar aos tor
edores aavaliar o desempenho das suas equipes favoritas. Uma das informaçõesé 
hamada de �
han
e de 
lassi�
ação�. Este número forne
e, para 
adaequipe, a probabilidade de se 
lassi�
ar entre os oito primeiros ao �nalda primeira etapa. Embora sem apresentar um modelo probabilísti
o bemde�nido, o 
ál
ulo destas probabilidades está baseado no aproveitamentode 
ada equipe, isto é, na fração de pontos ganhos em relação ao númerode pontos disputados. Desde as primeiras rodadas da primeira etapa,a imprensa informa que qualquer equipe estará 
lassi�
ada se 
onseguiratingir um determinado número de pontos. A estimação de este valor é umaaproximação baseada nas estatísti
as 
orrentes e em informações históri
as.Quando uma equipe atinge este número de pontos, a imprensa anun
iaque a suas 
han
es de 
lassi�
ação são de 100% e que a equipe está �ma-temati
amente 
lassi�
ada�. Freqüentemente, esta informação é in
orreta.Por exemplo, este valor foi avaliado em 41 pontos em 2002. A equipe do SãoPaulo atingiu 43 pontos na rodada 24 no dia 31 de outubro e a imprensaanun
iou que o São Paulo estava �matemati
amente 
lassi�
ado�. Entre-tanto, o modelo desenvolvido neste tese e apresentado a seguir foi 
apaz deprovar fa
ilmente que esta informação não era verdadeira, mostrando uma
ombinação de resultados dos jogos restantes que deixavam o São Paulo foradas oito primeiras posições. Por mais que a probabilidade dessa 
ombinaçãode resultados fosse pequena, seria uma surpresa e uma situação difí
il paraa imprensa se o São Paulo não fosse 
lassi�
ado ao �nal da primeira etapado 
ampeonato.O primeiro problema que se aborda neste 
apítulo da tese é o Problemada Classi�
ação Garantida (PCG). Este problema 
onsiste em 
al
ular oNúmero de Pontos para Classi�
ação Garantida (NCG), que é o menornúmero inteiro tal que se uma determinada equipe obtém NCG ou maispontos ela garante a sua 
lassi�
ação, independentemente do desempenhodas outras equipes. Este número depende do número de pontos de 
adaequipe no momento do 
ál
ulo e dos jogos que ainda serão disputados. Osegundo problema abordado é o Problema da Classi�
ação Possível (PCP),que 
onsiste em 
al
ular o Número de Pontos para Classi�
ação Possível(NCP ). Este é o menor número de pontos que uma determinada equipepre
isa obter para ter alguma 
han
e de se 
lassi�
ar. Este número tambémdepende do número de pontos de 
ada equipe no momento do 
ál
ulo e dos
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ação 70jogos que ainda serão disputados.Nota-se que NCP � NCG para 
ada equipe, a qualquer momento daetapa de 
lassi�
ação. O valor de NCG para uma equipe qualquer nun
apode aumentar de uma rodada para outra, enquanto o valor de NCP nun
apode diminuir. Obter um mínimo de NCG (resp. NCP ) pontos é uma
ondição su�
iente (resp. ne
essária) para a 
lassi�
ação. Uma equipe estámatemati
amente 
lassi�
ada para as �nais se e somente se o número depontos que já obteve, é maior ou igual ao seu NCG. Somente neste pontoa sua 
lassi�
ação pode ser anun
iada sem nenhuma possibilidade de erro.Analogamente, uma equipe pode ser dita matemati
amente des
lassi�
adaquando o número total de pontos que ainda tem que disputar (i.e., onúmero de jogos restantes multipli
ado por três) mais o número de pontos jáobtidos (MNP ) é menor que seu NCP . As formulações usadas na soluçãodestes problemas podem ser fa
ilmente adaptadas para lidar 
om o segundoobjetivo, qual seja, o de não terminar nas quatro últimas posições natabela de 
lassi�
ação. Simplesmente, se 
onsideram os números de pontos,ne
essários e su�
ientes, para �
ar entre as 22 primeiras equipes.Este 
apítulo está organizado da seguinte maneira. Na próxima seção,estuda-se a 
omplexidade dos problemas de 
lassi�
ação e é revisada abibliogra�a sobre problemas similares em esportes 
omo basebol e basquete.A formulação geral dos problemas de 
lassi�
ação é dis
utida na Seção6.2. Os modelos de programação inteira asso
iados aos problemas PCGe PCP são introduzidos na Seção 6.3. Resultados numéri
os, assim 
omodiversos aspe
tos da apli
ação dos modelos ao Campeonato Brasileiro 2002,são dis
utidos na Seção 6.4. As 
on
lusões en
erram o 
apítulo na últimaseção.6.1ComplexidadePara ilustrar o Problema da Classi�
ação Garantida, 
onsidera-seum pequeno exemplo no qual três equipes 
ompetem pelas duas últimasvagas nas �nais. As três equipes são Flamengo, Cruzeiro e Bahia, que têmrespe
tivamente 37, 37 e 36 pontos na tabela de 
lassi�
ação:Equipe PontosFlamengo 37Cruzeiro 37Bahia 36
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ação 71O Flamengo ainda tem que jogar 
ontra Vas
o e Bahia nas últimas duasrodadas, o Cruzeiro 
ontra Grêmio e Santos e o Bahia 
ontra Flamengoe Fluminense. A pergunta é: �qual é o menor número de pontos tal quese o Cruzeiro obtém este número de pontos ou mais ele garante a sua
lassi�
ação em uma das vagas restantes?� É fá
il ver que no 
aso de obtermais seis pontos (ganhando seus dois últimos jogos) o Cruzeiro garante a sua
lassi�
ação. Se o Cruzeiro obtiver mais quatro pontos, ele terá 41 pontosao �nal da etapa de 
lassi�
ação. Dependendo do resultado do jogo entreFlamengo e Bahia, existem três possíveis 
enários para as possíveis melhorespontuações dessas duas equipes: Flamengo 43 e Bahia 39 (o Flamengoven
e o Bahia, que é eliminado), Flamengo 41 e Bahia 40 (o jogo entreFlamengo e Bahia a
aba empatado e o último é eliminado) ou Flamengo40 e Bahia 42 (o Bahia ven
e o Flamengo, que é eliminado). O Cruzeiroestará 
lassi�
ado para as �nais em qualquer destes 
enários. Considera-seagora o que a
onte
e se o Cruzeiro ganha um jogo e perde o outro, obtendo40 pontos. Neste 
aso, se o Flamengo ven
e o Vas
o e o Bahia ganha seusdois jogos restantes, o Bahia terá 42 pontos, o Flamengo 40 e o Cruzeirotambém 40. Flamengo e Cruzeiro a
abariam empatados. O Cruzeiro poderianão se 
lassi�
ar, dependendo da regra de desempate apli
ada. Portanto,NCG = 41 para o Cruzeiro neste 
aso. Este pequeno exemplo ilustra otipo de situação que pode a
onte
er para um número pequeno de equipesdisputando a 
lassi�
ação. O problema é 
ertamente mais 
omplexo e difí
ilde analisar quando há muitas equipes 
ompetindo por vagas nas �nais.Durán [19℄ mostrou que o NCG não é equivalente ao mínimo numerode pontos que uma equipe pre
isa fazer para garantir a sua 
lassi�
ação.Existem situações nas quais uma equipe garante a sua 
lassi�
ação obtendop pontos, mas não a garante obtendo p+1 pontos. Considere-se, por exemplo,uma situação na qual as mesmas três equipes 
ompetem pela última vaganas �nais 
om a seguinte tabela de 
lassi�
ação:Equipe PontosCruzeiro 40Flamengo 37Bahia 37O Flamengo ainda tem que jogar 
ontra Cruzeiro e Vas
o nas últimas duasrodadas, o Cruzeiro 
ontra Flamengo e Bahia e o Bahia 
ontra Fluminensee Cruzeiro. Observa-se fa
ilmente que o Cruzeiro estará 
lassi�
ado obtendoquatro ou mais pontos nas duas últimas rodadas (totalizando pelo menos44 pontos), já que nem Flamengo nem Bahia podem obter mais do que 43
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ação 72pontos. O Cruzeiro não garante a sua 
lassi�
ação obtendo três pontos nasúltimas duas rodadas, porque neste 
aso perderia o jogo 
ontra o Flamengoou o jogo 
ontra o Bahia. A equipe que o ven
er poderia ganhar tambémo jogo restante, �
ando empatada 
om o Cruzeiro em 43 pontos. Portanto,NCG = 44 para o Cruzeiro neste 
aso.Considere-se agora o que a
onte
e se o Cruzeiro obtém mais doispontos, empatando os jogos 
ontra o Flamengo e 
ontra o Bahia e 
hegandoaos 42 pontos. A máxima pontuação possível para Flamengo e Bahia neste
aso é 41 pontos, dado que ao empatar 
om o Cruzeiro a máxima quantidadede pontos que podem obter nas últimas duas rodadas é quatro. Portanto,neste 
aso, a mínima quantidade de pontos 
om a qual o Cruzeiro garantea sua 
lassi�
ação é 42 e este número é diferente do seu NCG, que é 44.Quase todo o trabalho prévio que trata deste tipo de problemas
on
erne à Major League Baseball (MLB) nos Estados Unidos. Segundoa notação de Gus�eld e Martel [32℄, diz-se que a MLB segue a regraf(1; 0)g: dado que um jogo não pode terminar em empate, uma das equipesne
essariamente obterá um ponto e a outra zero. O Campeonato Brasileirosegue a regra f(3; 0); (1; 1)g: se uma equipe ven
e ele ganha três pontos e aoutra zero, se o jogo a
abar empatado ambas equipes ganham um ponto. Osproblemas de 
lassi�
ação são mais fá
eis para torneios que seguem a regraf(1; 0)g do que para aqueles que seguem a regra f(3; 0); (1; 1)g [6℄. Umaoutra 
ara
terísti
a que faz os 
ál
ulos para a MLB mais simples do quepara o Campeonato Brasileiro, é que até alguns pou
os anos atrás, o úni
oobjetivo na MLB era terminar na primeira posição de pequenos grupos de nomáximo seis equipes, o que leva a muitas menos 
ombinações de resultadospossíveis.S
hwartz [56℄ resolveu o problema de determinar se uma equipe estáeliminado na MLB 
om um algoritmo de �uxo máximo. Também para aMLB, Ho�man e Rivlin [35℄ des
reveram 
ondições ne
essárias e su�
ientespara que uma equipe esteja eliminada das k primeiras posições. Robinson[54℄ apresentou um modelo de programação linear inteira para 
al
ular adiferença máxima de pontos que uma equipe pode atingir 
om respeitoà segunda 
olo
ada. M
Cormi
k [40℄ mostrou que de
idir se uma equipeestá eliminada das primeiras k posições é NP-
ompleto. Adler et al. [1℄mostraram 
omo a programação inteira pode ser usada para 
al
ular oNúmero de Pontos para Classi�
ação Garantida e o Número de Pontospara Classi�
ação Possível para a MLB. Wayne [64℄ mostrou que em todomomento na MLB, existe um número de pontos tal que toda equipe estáeliminada da primeira posição se e somente se não puder atingir esse número
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ação 73de pontos ao �nal do 
ampeonato. Gus�eld e Martel [32℄ generalizaram oresultado de Wayne, mostrando que esse número de pontos existe para todo
ampeonato 
om 
ertas 
ara
terísti
as, in
luindo os de futebol que seguem aregra f(3; 0); (1; 1)g. Bernholt et al. [6℄ mostraram que o problema de de
idirse uma equipe está eliminada do primeiro lugar para 
ampeonatos de futebol
om a regra f(3; 0); (1; 1)g é NP-
ompleto. Por 
onseguinte, determinar aeliminação das primeiras k posições é NP-
ompleto (e em 
onseqüên
ia,PCP também).6.2Formulação dos problemasDados n, a quantidade de equipes no 
ampeonato (n = 26 parao Campeonato Brasileiro de 2002, aqui representado por CB02); t 21; 2; : : : ; n, uma equipe espe
í�
a; R, um 
onjunto de duplas, indi
andoas possíveis repartições de pontos 
omo 
onseqüên
ia do resultado de umjogo (por exemplo, R = f(3; 0); (1; 1); (0; 3)g para CB02, isto é, se algumadas equipes ven
e, ela re
ebe 3 pontos e o perdedor 0, e se o jogo terminaempatado ambas as equipes obtêm 1 ponto); um vetor s de n elementos,onde si indi
a a quantidade de pontos já a
umulados pela equipe i a qualquermomento do 
ampeonato; e g, uma matriz quadrada e simétri
a de dimensãon, onde gij indi
a a quantidade de jogos entre as equipes i e j que aindadevem ser jogados (no 
ontexto do CB02, gij = 0 
aso as equipes i e j játenham se enfrentado, ou gij = 1 
aso 
ontrário). De�nem-se:Problema da Classi�
ação Possível (PCP): Determinar o númeromínimo de pontos que a equipe t deve fazer para poder 
lassi�
ar-se entreas k primeiras.Problema da Classi�
ação Garantida (PCG): Determinar onúmero mínimo de pontos tal que se a equipe t obtém essa quantidadede pontos ou mais, ela garante a sua 
lassi�
ação entre as k primeiras.Uma atribuição válida é um 
onjunto de n � (n � 1) triplas A(i; j) =(p1(i; j); p2(i; j); p3(i; j)) de inteiros não negativos asso
iadas a 
ada umdos pares ordenados (i; j) de equipes diferentes, tal que p1(i; j) + p2(i; j) +p3(i; j) = gij, p1(i; j) = p3(j; i) e p2(i; j) = p2(j; i), onde p1(i; j), p2(i; j)e p3(i; j) representam, respe
tivamente, o número possível de vitórias daequipe i sobre a equipe j, o número possível de empates entre as equipes ie j e o número possível de vitórias da equipe j sobre a equipe i entre os gijjogos restantes entre elas.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210682/CA



Otimização em esportes: programação de tabelas e problemas de 
lassi�
ação 74Dada uma atribuição válida, o número total de pontos obtido por 
adaequipe i = 1; : : : ; n ao �nal do 
ampeonato é:pi = si +Xj 6=i 3 � p1(i; j) +Xj 6=i p2(i; j):Para toda atribuição válida no 
ontexto do Problema da Classi�
açãoGarantida, a posição �nal da equipe i = 1; : : : ; n na tabela de 
lassi�
açãoé de�nida 
omo Pi = jfj : 1 � j � n; j 6= i; pj � pigj + 1. Então, o PCG
onsiste em en
ontrar, para 
ada equipe t 2 1; 2; : : : ; n, o menor inteiroNCGt tal que para toda atribuição válida, se pt � NCGt então Pt � k.Similarmente, no 
ontexto do Problema da Classi�
ação Possível, aposição �nal da equipe i = 1; : : : ; n na tabela de 
lassi�
ação é de�nida
omo Pi = jfj : 1 � j � n; j 6= i; pj > pigj + 1. Então, o PCP 
onsiste emen
ontrar, para 
ada equipe t 2 1; 2; : : : ; n, o menor inteiro NCP t tal queexiste uma atribuição válida onde pt = NCP t e Pt � k.A de�nição da posição de uma equipe na tabela de 
lassi�
ação édiferente no 
ontexto dos problemas PCG e PCP. No 
aso do PCG, paraassegurar que a equipe t está 
lassi�
ada qualquer que seja o 
ritério de de-sempate, qualquer outra equipe 
om a mesma pontuação que t é 
onsiderada
omo melhor 
lassi�
ada do que esta. Entretanto, no 
ontexto do PCP, so-mente é 
onsiderada a possibilidade (não a 
erteza) de 
lassi�
ação. Neste
aso, a equipe t tem 
han
es de se 
lassi�
ar ainda que esteja empatada 
omoutras equipes na última vaga. Em 
onseqüên
ia, qualquer outra equipe 
oma mesma pontuação que t é 
onsiderada 
omo pior 
lassi�
ada do que esta.6.3Modelos de programação inteiraA notação de�nida na seção anterior é usada para modelar o Pro-blema de Classi�
ação Garantida 
omo um problema de programação linearinteira.Para 
ada t = 1; : : : ; n, seja NCGt o máximo número de pontos talque existe uma atribuição válida para a qual pt � NCGt e Pt > k. Então,NCGt é o maior número de pontos que a equipe t pode obter e ainda �
ardes
lassi�
ada. Portanto, NCGt = NCGt+1 é o número mínimo de pontostal que se a equipe t obtém essa quantidade de pontos ou mais, ela garantea sua 
lassi�
ação entre as k primeiras. De�nem-se as seguintes variáveis:
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xij = ( 1; se a equipe i ganha da equipe j0; 
aso 
ontrário;yj = ( 1; se pj � pt (i.e., se a equipe t não está à frente da equipe j)0; 
aso 
ontrário.As variáveis xij são binárias porque no CB02 as equipes se enfrentamapenas uma vez. Em um modelo mais geral, as variáveis xij poderiamassumir qualquer valor inteiro positivo em um intervalo mais amplo. Asvariáveis xij e xji servem para modelar o resultado do jogo entre as equipesi e j (xij = 1 se a equipe i ven
e a equipe j, xji = 1 se a equipe j ven
ea equipe i e xij = xji = 0 se as equipes i e j empatam). Assume-se queR = f(3; 0); (1; 1); (0; 3)g.O seguinte modelo de programação linear inteira 
al
ula NCGt, parat = 1; : : : ; n, i.e., o máximo número de pontos a equipe t pode obter e ainda�
ar des
lassi�
ada:

PCG(t) :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

NCGt = máximo ptsujeito a:xij + xji � gij 8 1 � i < j � n (1)pj = sj + 3Pi6=j xji +Pi6=j[gij � (xij + xji)℄8 1 � j � n (2)pt � pj � M(1� yj) 8 1 � j � n; j 6= t (3)Pj 6=t yj � k (4)xij 2 f0; 1g 8 1 � i � n; 1 � j � n; i 6= jyj 2 f0; 1g 8 1 � j � n ; j 6= t:pj � 0 8 1 � j � n:A função objetivo 
onsiste em determinar o maior número de pontosNCGt que a equipe t pode fazer e ainda �
ar des
lassi�
ada. As restrições(1) determinam que só uma equipe pode ganhar 
ada jogo. As restrições (2)estabele
em o número total de pontos obtidos por 
ada equipe ao �nal do
ampeonato. Para 
ada equipe j = 1; : : : ; n, a soma Pi6=j xji dá o númerode vitórias que a equipe j obtém nos jogos ainda não disputados (três pontospor 
ada vitória), enquanto Pi6=j [gij � (xij + xji)℄ 
orresponde ao númerode empates obtidos pela equipe j nos jogos ainda não disputados (um pontopor 
ada empate).Seja M um limite superior para a maior diferença possível entre o
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ação 76número de pontos obtidos por qualquer par de equipes. Dado que no CB02parti
iparam 26 equipes e 
ada uma jogava uma úni
a vez 
om 
ada uma dasdemais, M � 3 �25 = 75 é um limite superior para pt�pj para qualquer par(t; j) de equipes 
om j; t = 1; : : : ; n e j 6= t. As restrições (3) estabele
emque se pj < pt, então yj = 0 (i.e., a equipe t está na frente da equipej na tabela de 
lassi�
ação). A restrição (4) força a equipe t a não estar
lassi�
ado entre as k primeiras (k = 8 para o CB02).PCG(t) determina a quantidade máxima de pontos que a equipe tpode fazer e ainda assim �
ar eliminada das k primeiras posições. Então,pode se dizer que a equipe t está matemati
amente 
lassi�
ada assim quePCG(t) torna-se inviável. Quanto mais ajustado for o limite superior M ,mais rapidamente será obtida a solução do modelo por qualquer resolvedorde problemas de programação linear inteira. Um limite superior de pt � pjmais justo é dado por Mj = st � sj + 3Pi6=t git. Este limite é usado naimplementação.Considera-se agora a formulação 
omo um problema de programaçãolinear inteira do Problema da Classi�
ação Possível para uma equipe t =1; : : : ; n. Seja NCP t o menor número de pontos tal que existe pelo menosuma atribuição válida para a qual pt = NCP t e Pt � k. De�nem-se asseguintes variáveis adi
ionais:zj = ( 1; if pj > pt (i.e., se a equipe j está à frente da equipe t)0; 
aso 
ontrário.O modelo anterior pode ser reformulado para resolver este novoproblema:
PCP(t) :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

NCP t = mínimo ptsujeito a:xij + xji � gij 8 1 � i < j � n (1)pj = sj + 3Pi6=j xji +Pi6=j[gij � (xij + xji)℄8 1 � j � n (2)pj � pt � Mzj 8 1 � j � n; j 6= t (30)Pj 6=t zj � k � 1 (40)xij 2 f0; 1g 8 1 � i � n; 1 � j � n; i 6= jzj 2 f0; 1g 8 1 � j � n ; j 6= t:pj � 0 8 1 � j � n
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ação 77As restrições (3') 
umprem o mesmo papel que as restrições (3) naformulação PCG(t). Obrigam que se pj > pt, então zj = 1 (i.e., a equipe jestá melhor 
lassi�
ada que a equipe t). Neste 
aso, o valorMj que substituiM é dado por Mj = sj � st + 3Pi6=j gij. A restrição (4') estabele
e queexistem no máximo k � 1 equipes melhor 
lassi�
adas que a equipe t natabela de 
lassi�
ação. A inviabilidade de PCP (t) signi�
a que a equipe testá matemati
amente eliminada, i.e., não pode mais se 
lassi�
ar para as�nais.Estes modelos podem ser estendidos para 
onsiderar alguns dos maisusuais 
ritérios de desempate. No 
aso do Campeonato Brasileiro 2002 oprimeiro 
ritério de desempate era o número de vitórias obtidas: para todopar de equipes 
om a mesma quantidade de pontos, 
onsiderava-se melhor
lassi�
ada aquela que tiver obtido mais vitórias. Uma pequena modi�
açãonos modelos pode tratar este 
ritério: substitui-se as restrições (2) porpj = sj + (3 + �)Pi6=j xji +Pi6=j [gij � (xij + xji)℄. Com está modi�
ação,
ada vitória dá 3 + � pontos e não apenas três. Dado que 
ada equipe faz25 jogos, se � < 1=25 a ordem determinada pelo número de pontos não éafetada por esta modi�
ação. Entretanto, se duas equipes obtém a mesmaquantidade de pontos, aquela 
om mais vitórias estará melhor 
lassi�
adado que a outra.6.4ResultadosO Campeonato Brasileiro 2002 
omeçou no 10 de agosto. Os problemasPCP e PCG foram 
onsiderados em dois 
ontextos. No primeiro, 
onsiderou-se a 
lassi�
ação entre as oito primeiras posições, que de�niam as oitoequipes que 
lassi�
avam para as �nais. No segundo 
aso, 
onsiderou-se anão 
lassi�
ação entre as quatro últimas posições, que de�niam as equipesque seriam rebaixadas de 
ategoria no ano seguinte. Não se 
lassi�
ar paraas �nais signi�
a uma grande perda, pois os jogos das �nais são os de maiorinteresse do públi
o e 
om direitos de transmissão mais 
aros. Classi�
ar-se entre os quatro últimos equipes traz enormes di�
uldades para estasequipes, que provavelmente deverão desmantelar suas estruturas devido aorebaixamento e à menor importân
ia dos jogos da segunda divisão.Os modelos PCG(t) e PCP (t) foram resolvidos imediatamente após
ada rodada, para 
ada equipe t = 1; : : : ; n. Dado que 26 equipes parti
i-pavam do 
ampeonato e se pretendia obter os valores de NCG e de NCPnos dois 
ontextos des
ritos a
ima (
lassi�
ação para as �nais, 
om k = 8,
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ação 78Rodada Tempo (s) Rodada Tempo (s) Rodada Tempo (s)1 871.2 11 14.6 21 0.92 856.8 12 16.0 22 0.73 743.4 13 15.6 23 0.74 697.0 14 15.3 24 0.75 710.3 15 1.3 25 0.66 677.8 16 4.7 26 0.57 757.5 17 2.9 27 0.18 457.1 18 2.6 28 <0.19 888.6 19 2.1 29 <0.110 39.7 20 2.1Tabela 6.1: Tempos de pro
essamento para 
al
ular NCG.e não rebaixamento, 
om k = 22), 104 problemas de programação linear in-teira eram resolvidos imediatamente após 
ada rodada. Usou-se o CPLEX5.0 
omo o resolvedor de problemas de programação linear inteira. Os valoresNCG e NCP para 
ada equipe, além de outras estatísti
as, eram imediata-mente disponibilizados no sítio web do projeto FutMax [48℄. Os tempos depro
essamento são altos nas primeiras rodadas do 
ampeonato. Entretanto,após algumas rodadas, e sobretudo perto do �nal da etapa de 
lassi�
ação,quando o interesse pelos resultados dos modelos é máximo, os tempos depro
essamento são de uns pou
os segundos em um pro
essador Pentium IVpadrão. A Tabela 6.1 mostra os tempos de pro
essamento (em segundos)para 
omputar NCG para o Fluminense após 
ada rodada.Diversas matérias sobre o projeto FutMax foram feitas pela imprensabrasileira (jornais, rádio e televisão) desde 2002. Nestas matérias, sempreera dis
utido o uso destes números pela própria imprensa.Os modelos apresentados na Seção 6.3 e o sítio web do projeto FutMaxmostraram sua utilidade várias vezes durante o 
ampeonato. Após a dé
imaprimeira rodada, no dia 15 de setembro de 2002, o treinador do Vas
o daGama, Antonio Lopes, disse em 
onferên
ia de imprensa que sua equipeestaria 
lassi�
ada para as �nais se 
onseguisse ganhar dez dos 14 jogosrestantes. O trabalho desenvolvido dentro do projeto FutMax permitiumostrar que esta a�rmação não era verdadeira e que existia uma 
ombinaçãode resultados dos jogos restantes que deixavam o Vas
o da Gama fora dazona de 
lassi�
ação ainda que ganhasse todos seus jogos restantes.O São Paulo atingiu 43 pontos após a rodada 24 no dia 31 de outubrode 2002. Usando estimações de desempenho, a imprensa anun
iou queesta equipe era a primeira matemati
amente 
lassi�
ada para as �nais.Novamente, a resolução dos modelos mostrou que isto não era verdade. ATabela 6.2 (a) mostra a tabela de 
lassi�
ação após a rodada 24, enquanto
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ação 79que a Tabela 6.2 (b) ilustra um possível 
enário para a tabela de 
lassi�
açãoao �nal da etapa de 
lassi�
ação, pela qual o São Paulo �
aria fora das oitoprimeiras posições e teria sido des
lassi�
ado.Equipe Pt Vt Equipe Pt Vt1 São Paulo 43 13 1 Corinthians 48 142 São Caetano 39 12 2 Fluminense 46 143 Corinthians 38 11 3 Juventude 46 144 Juventude 37 11 4 Coritiba 45 145 Santos 36 10 5 Atléti
o MG 45 146 Atléti
o MG 33 10 6 São Caetano 45 147 Grêmio 33 9 7 Grêmio 45 138 Fluminense 31 9 8 Santos 45 139 Coritiba 30 9 9 São Paulo 45 1310 Ponte Preta 30 9 10 Guarani 40 1211 Goiás 30 8 11 Vitória 38 1112 Vitória 28 8 12 Ponte Preta 32 913 Guarani 28 8 13 Goiás 32 814 Figueirense 27 8 14 Figueirense 29 815 Atléti
o PR 27 7 15 Vas
o 29 816 Portuguesa 26 7 16 Portuguesa 29 717 Bahia 25 7 17 Atléti
o PR 29 718 Interna
ional 25 6 18 Cruzeiro 28 619 Cruzeiro 24 6 19 Interna
ional 27 620 Vas
o 23 7 20 Paraná 26 721 Paraná 23 7 21 Bahia 26 722 Palmeiras 23 5 22 Paysandú 25 723 Paysandú 22 7 23 Flamengo 25 624 Gama 22 6 24 Palmeiras 25 525 Flamengo 22 6 25 Botafogo 25 526 Botafogo 22 5 26 Gama 23 6(a) (b)Tabela 6.2: (a) A tabela de 
lassi�
ação após a rodada 24 e (b) uma possíveltabela de 
lassi�
ação ao �nal da etapa de 
lassi�
ação.As Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 mostram grá�
os ilustrando a evolução doNCG e NCP , no 
ontexto da 
lassi�
ação para as �nais, para três equipes.Além desses números, também é mostrada a evolução do número de pontos(P ) a
umulados após 
ada rodada e o máximo número de pontos (MNP )que a equipe poderia al
ançar se ganhasse todos seus jogos restantes (trêspontos adi
ionais por 
ada um). NCP e P nun
a podem diminuir ao longodo 
ampeonato, enquanto que NCG e MNP nun
a podem aumentar.Uma equipe está matemati
amente 
lassi�
ada para as �nais assim queP � NCG. Analogamente, uma equipe está matemati
amente eliminada
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ação 80das �nais quando MNP < NCP . Uma equipe depende apenas de si mesmapara se 
lassi�
ar para as �nais se MNP � NCG.A Figura 6.1 ilustra que MNP tornou-se menor do que NCG parao Fluminense na rodada 11, mostrando que nesse momento o Fluminensenão dependia de si mesmo: ainda que obtivesse o maior número de pon-tos possível ganhando todos seus jogos restantes, existia pelo menos uma
ombinação de resultados que deixava o Fluminense fora da zona de 
las-si�
ação. Na rodada 25, o número de pontos a
umulados pelo Fluminenseatingiu seu NCP , signi�
ando que tinha uma 
han
e de 
lassi�
ar-se aindaque perdesse todos os jogos restantes.
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Figura 6.1: Fluminense no Campeonato Brasileiro 2002.A Figura 6.2 ilustra os números do Palmeiras. Esta equipe foi eli-minada das �nais e foi uma das equipes 
lassi�
ados nas últimas quatroposições, não parti
ipando da edição 2003 do 
ampeonato. O grá�
o daFigura 6.3 mostra a evolução dos mesmos números para o São Caetano. Estaequipe sempre dependeu de si mesma e garantiu sua vaga nas �nais após arodada 26 (erradamente, a imprensa anun
iou sua 
lassi�
ação matemáti
aapós a rodada 25).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210682/CA



Otimização em esportes: programação de tabelas e problemas de 
lassi�
ação 81

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 29 28 24 20 16 12 8 4 0

rodada

Palmeiras

NCG
NCP

Pontos
MNP

Figura 6.2: Palmeiras no Campeonato Brasileiro 2002.6.5Con
lusõesNeste 
apítulo foi 
onsiderada uma apli
ação de programação inteirapara determinar a situação das equipes parti
ipantes de um 
ampeonatoem relação aos objetivos de 
lassi�
ação. Os dois modelos propostos de-terminam 
ondições ne
essárias e su�
ientes para a 
lassi�
ação de umadeterminada equipe nas primeiras k posições.O sítio web do Projeto FutMax [48℄ 
ontinua a

essível e atualizado.O projeto a
ompanhou todas as edições do Campeonato Brasileiro a partirde 2002. Várias mudanças nas regras do 
ampeonato, assim 
omo algumaspenalidades impostas a determinadas equipes, tornaram ne
essárias algu-mas modi�
ações nos modelos, que se mostraram muito �exíveis. Novosobjetivos, 
omo a 
lassi�
ação para a Taça Libertadores, e novos 
ampe-onatos, 
omo as eliminatórias sul-ameri
anas para a Copa do Mundo naAlemanha, foram e estão sendo a
ompanhados. Novas estatísti
as de inte-resse do públi
o foram disponibilizadas.Como 
onseqüên
ia do trabalho desenvolvido neste 
apítulo, forampubli
ados os artigos [50, 52℄
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Figura 6.3: São Caetano no Campeonato Brasileiro 2002.
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