
5UmModelo de Programação Linear Inteira para o MTTPA resolução exata do Problema do Torneio 
om Viagens foi tratadae.g. em [21, 60℄. A maior instân
ia resolvida de forma exata 
om um úni
opro
essador envolve apenas seis equipes. Easton et al. [21℄ resolveram umainstân
ia 
om oito equipes de uma variante do problema que não 
ontemplaas restrições de não repetição, usando um 
luster 
om 20 pro
essadores em
er
a de quatro dias de pro
essamento.Neste 
apítulo, aborda-se a resolução exata do MTTP para as instân-
ias disponíveis em [59℄, para as instân
ias de teste 
om até seis equipes,modelando-se o problema por programação linear inteira [65℄ e resolvendo-o
om um resolvedor 
omer
ial. A resolução exata de instân
ias de teste rea-listas 
om mais de seis equipes em tempos de pro
essamento razoáveis está,hoje em dia, além do estado da arte do problema.De�nem-se as seguintes variáveis para 1 � t; i; j � n e 1 � q � 2n�1:
xtijq = 8><>: 1; se a equipe t vai da sede da equipe i à sede da equipe jpara jogar na rodada q,0; 
aso 
ontrário.Consideram-se 2n � 1 rodadas em vez das 2n � 2 de todo torneioDRR. Cria-se uma rodada �
tí
ia de índi
e 2n� 1 (que não é propriamenteuma rodada, pois nela não há jogos), onde todas as equipes retornam parasuas próprias sedes. Quando uma equipe i não muda de sede durante duasrodadas 
onse
utivas q � 1 e q (isto é, ela tem dois jogos 
onse
utivos em
asa) 
onsidera-se que ela faz uma viagem �
tí
ia da sede onde está paraesta mesma sede (isto é, xiiiq = 1).
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ação 585.1ModeloDada a matriz de distân
ias, de�ne-se o seguinte modelo de progra-mação linear inteira para o MTTP usando as variáveis de�nidas a
ima:mínimizar 2n�1Pq=1 nPt=1 nPi=1 nPj=1Dijxtijqsujeito a:2n�2Pq=1 nPi=1 xtijq = 1 8 1 � t; j � n; j 6= t (1)2n�1Pq=1 nPi=1 xtitq = n 8 1 � t � n (2)nPt=1;t 6=j nPi=1 xtijq = nPi=1 xjijq 8 1 � q � n� 1; 1 � j � n (3)nPj=1xiij1 = 1 8 1 � i � n (4)nPj=1xtijq = nPj=1xtji;q�1 8 2 � q � 2n� 1; 1 � t; i � n (5)qPs=q�3 nPi=1 xtits <= 3 8 4 � q � n + 2; 1 � t � n (6)qPs=q�3 nPi=1 xtits >= 1 8 4 � q � n + 2; 1 � t � n (7)nPi=1 xtijq = nPi=1 xjit;q�(n�1) 8 n � q � 2n� 2; 1 � t; j � n;j 6= t (8)xtijq 2 f0; 1g 8 1 � t; j; i � n ; 1 � q � 2n� 1A função objetivo minimiza a soma das distân
ias viajadas por todasas equipes ao longo do 
ampeonato. As restrições (1) garantem que todaequipe tem que passar exatamente uma vez pela sede de 
ada uma dasoutras equipes nas rodadas verdadeiras (da primeira rodada até a de número2n � 2). As restrições (2) garantem que toda equipe tem que estar na suaprópria sede exatamente n vezes (n�1 vezes para jogar e uma vez ao retornarao �nal do 
ampeonato ). As restrições (3) garantem que uma úni
a equipeirá jogar na sede de uma segunda equipe se e somente se esta última estiverna sua própria sede nessa rodada, para 
ada uma das rodadas do primeiroturno. Como a tabela é espelhada, o mesmo a
onte
erá no segundo turno.As restrições (4) e (5) podem ser interpretadas 
omo restrições de�uxo. Cada equipe pode ser interpretada 
omo uma unidade de �uxo quesai de sua própria sede, passa pelas sedes de outras equipes e retorna à suasede uma determinada quantidade de vezes. As restrições (4) impõem que
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ação 59toda equipe viaja de sua própria sede para jogar na primeira rodada (oufaz uma viagem �
tí
ia para sua própria sede se tem um jogo em 
asa). Isto
orresponde ao �uxo ini
ial de 
ada equipe. As restrições (5) garantem queuma equipe pode viajar a partir de uma determinada sede se e somente seviajou para essa sede na rodada anterior, o que 
orresponde a uma restriçãode 
onservação de �uxo para 
ada equipe. Estas restrições, junto 
om asde integralidade, garantem que 
ada equipe está em uma úni
a sede em
ada rodada. Como as restrições (1) garantem que 
ada equipe passa pelasede das n � 1 demais equipes exatamente uma vez durante as 2n � 2rodadas verdadeiras, nas restantes n� 1 rodadas verdadeiras a equipe temque jogar em sua própria sede. Em 
onseqüên
ia, as restrições (2) poderiamser substituída por uma restrição que forçasse as equipes a voltar parasuas próprias sedes na rodada 2n � 1. Contudo, resultados experimentaismostraram que o desempenho do resolvedor é melhor quando o modelo éde�nido 
omo a
ima.As restrições (6) garantem que, em qualquer seqüên
ia de quatrorodadas 
onse
utivas, a quantidade de vezes que uma equipe qualquer viajapara sua própria sede é menor ou igual a três, garantindo que nenhumaequipe jogue mais de três jogos 
onse
utivos em 
asa. Analogamente, asrestrições (7) exprimem que, em qualquer seqüên
ia de quatro rodadas
onse
utivas, pelo menos uma vez a equipe viaja para sua própria sede,garantindo que nenhuma equipe jogue mais de três jogos 
onse
utivos forade 
asa. Estas restrições só são ne
essárias para as n � 1 rodadas doprimeiro turno e para as primeiras três rodadas do segundo turno, já quea tabela é espelhada. As três primeiras rodadas do segundo turno têm queser 
onsideradas separadamente, porque nelas poderia haver uma seqüên
iade quatro ou mais jogos 
onse
utivos na mesma 
ondição de jogo, 
omoresultado das atribuições das sedes nas últimas rodadas do primeiro turno.Por último, as restrições (8) impõem que a tabela seja espelhada.Uma equipe joga na sede de uma outra equipe durante o segundo turnodo 
ampeonato se e somente se esta última jogou na sede da primeira narodada 
orrespondente no primeiro turno.Junto 
om as restrições de integralidade, as restrições des
ritas a
imamodelam o MTTP. Contudo, as restrições (1) e (2) podem ser relaxadaspara obter-se uma modelagem alternativa do problema.Observe-se que as restrições de �uxo (4) e (5) forçam toda equipea estar em alguma sede em 
ada rodada e que as restrições (3) obrigama que n=2 equipes joguem fora em 
ada rodada. Em 
onseqüên
ia, emn=2 � (2n � 2) = n � (n � 1) vezes as equipes jogam em sedes de outras
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ação 60equipes 
omo visitantes. Então, ao forçar-se todas as equipes a passarem nomáximo uma vez pela sede de 
ada uma das outras, 
on
lui-se que em todasolução viável do problema todas as equipes têm que passar exatamenteuma vez pela sede de 
ada uma das outras equipes. Portanto, as restrições(1) podem ser relaxadas 
omo abaixo:2n�2Xq=1 nXj=1 xtjiq � 1 8 1 � t; i � n; i 6= t (10):Como em toda solução viável 
ada equipe está em sedes alheias emn� 1 rodadas verdadeiras, ela têm que estar na sua própria sede nas n� 1rodadas verdadeiras restantes. Então, se 
ada equipe é forçada a estar na suaprópria sede em pelo menos n rodadas (entre as verdadeiras e a �
tí
ia) emtoda solução viável, 
ada uma delas estará na sua própria sede exatamenteem n rodadas (em n�1 das verdadeiras e na �
tí
ia). Portanto, as restrições(2) podem ser relaxadas 
omo abaixo:2n�1Xq=1 nXj=1 xtjtq � n 8 1 � t � n (20):
5.2Desigualdades válidasUma desigualdade válida é uma restrição de desigualdade satisfeitapor toda solução viável de um problema de�nido por um modelo deprogramação linear inteira. A inserção de desigualdades válidas em modelosde programação linear altera, positiva ou negativamente, o desempenho dosalgoritmos de bus
a implementados pelos resolvedores.Nesta seção são propostas três famílias de desigualdades válidas parao MTTP. A efetividade destas desigualdades é testada na próxima seção.5.2.1Desigualdades de 
apa
idadeConsiderando-se a seqüên
ia de viagens de 
ada equipe ao longo dotorneio, observa-se que 
ada equipe sai de (e retorna a) sua própria sedeuma determinada quantidade de vezes, visitando em 
ada uma destas saídasum máximo de três sedes. Os trajetos de 
ada equipe podem ser vistos
omo soluções viáveis para um problema de roteamento de veí
ulos (VRP)onde sua própria sede representa o depósito, as outras sedes representam os
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lientes, a demanda de 
ada 
liente é igual a um e a 
apa
idade dos veí
ulosé igual a três.Portanto, toda desigualdade válida para o VRP pode ser usada para
ada equipe no MTTP. Uma família de desigualdades válidas para o VRP éa das 
hamadas desigualdades de 
apa
idade. Essas desigualdades impõemque para todo sub
onjunto de 
lientes, a quantidade de veí
ulos saindodesse sub
onjunto tem que ser maior ou igual do que o resultado dadivisão da soma das demandas de todos os 
lientes neste sub
onjunto pela
apa
idade dos veí
ulos. N = f1; 2 : : : ; ng representa o 
onjunto de equipesque parti
ipam do torneio, então esta família de desigualdades válidas parao MTTP pode ser des
rita da seguinte maneira:2n�1Xq=1 Xi2S Xj =2S xtijq � djSj=3e 8 1 � t � n; S � N; t =2 S; S 6= ;:Estas restrições garantem que a quantidade de trajetos diferentes (umtrajeto 
orresponde a uma seqüên
ia de jogos que uma equipe disputadesde que sai de sua sede até lá retornar pela primeira vez) em que umaequipe visita um determinado 
onjunto de equipes é pelo menos um terçoda 
ardinalidade deste 
onjunto, pois não mais de três equipes podem servisitadas em 
ada trajeto.A di�
uldade 
omputa
ional asso
iada a estas restrições é devida ahaver 2(n�1) � 1 delas. Contudo, 
omo aqui não se pretende resolver omodelo para instân
ias 
om mais de seis equipes, opta-se pela in
lusão dasn �2(n�1)�1 restrições deste tipo no modelo (186 desigualdades para n = 6).5.2.2Desigualdades de mínimo número de viagens por equipePara jogar um número p de jogos 
onse
utivos fora de 
asa e retornarà sua sede, uma equipe pre
isa fazer p+1 viagens (uma para 
hegar na sedede 
ada um dos oponentes e outra para voltar à sua sede). Como uma equipenão pode jogar mais do que três jogos 
onse
utivos fora de 
asa, ela faz ummínimo de 4b(n� 1)=3
 viagens para jogar todos os seus jogos fora de 
asa.Se (n�1) mod 3 6= 0, a equipe deverá fazer mais ((n�1) mod 3)+1 viagenspara jogar 
om as demais equipes que não p�de enfrentar em trajetos detrês sedes. Logo, 
ada equipe tem que fazer pelo menos 4(n�1)=3 viagens se(n� 1) mod 3 = 0 e 4b(n� 1)=3
+((n� 1) mod 3)+1 em 
aso 
ontrário.
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onseqüên
ia, a seguinte família de restrições pode ser a
res
entada aomodelo quando (n� 1) mod 3 6= 0:2n�1Xq=1 nXi=1 nXj=1;j 6=ixtijq � b(n� 1)=3
+ ((n� 1) mod 3) + 1 8 1 � t � n5.2.3Desigualdade de número mínimo de viagensNo 
apítulo anterior mostrou-se que MNV (n) é um limite inferiorpara o número de viagens durante um torneio DRR 
om as restrições doMTTP. Então, é possível a
res
entar ao modelo a seguinte desigualdadeválida a partir do resultado obtido no 
apítulo anterior:2n�1Xq=1 nXt=1 nXi=1 nXj=1;j 6=ixtijq � MNV (n)
5.3Resultados 
omputa
ionaisOs resultados 
omputa
ionais apresentados ao longo deste 
apítuloforam obtidos utilizando-se a versão 9.0 do CPLEX em um 
omputadorPentium IV 
om freqüên
ia de 2 Ghz e 512 Mbytes de memória RAM. Asinstân
ias de teste utilizadas foram 
ir
4, nl4, 
ir
6 e nl6, ou seja, asinstân
ias 
ir
ulares e da MLB 
om até seis equipes. Estas são as maioresinstân
ias que podem ser resolvidas de forma exata em um tempo razoávelno atual estado da arte. Para as instân
ias maiores, foi resolvida apenassua relaxação linear na bus
a de limites inferiores para o 
usto das soluçõesótimas.Para quebrar parte da simetria das instân
ias 
ir
ulares, a
res
enta-sea seguinte restrição aos modelos para a resolução desse tipo de instân
ias:x1111 = 1:Desta maneira, a equipe 1 jogará em 
asa na primeira rodada. Devido àsimetria das instân
ias, a numeração absoluta das equipes não é relevante,pois qualquer equipe pode ser a equipe 1 sempre que a numeração relativa formantida (por exemplo: se a equipe 3 passa a ser a equipe 1, a equipe 4 passaa ser a equipe 2, a equipe 5 a 3 e assim su
essivamente; a equipe 2 passa a ser
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ação 63a equipe n e a equipe 1 a n�1). Ou seja, para toda instân
ia 
ir
ular existepelo menos uma solução ótima na qual a equipe 1 joga em 
asa na primeirarodada. Comprovou-se experimentalmente que os modelos desenvolvidos sãoresolvidos mais rápidamente quando está restrição é in
luída.Os 
ustos das melhores soluções en
ontradas pela heurísti
a apresen-tada no Capítulo 3 são usados 
omo limites superiores. Isto é, todo nó 
ujolimite inferior a ele asso
iado for maior do que o limite superior é 
ortadoda árvore de bus
a mantida pelo resolvedor.Quando a diferença entre o limite inferior e a melhor solução obtida émenor do que um, o algoritmo pode ser interrompido. Neste 
aso, assegura-se que esta última já é a solução ótima, pois 
omo as distân
ias nas instân
iasde teste são todas inteiras, o 
usto de toda solução também é inteiro. Alémdisso, para as instân
ias 
ir
ulares, o algoritmo já pode ser interrompidoquando a diferença entre o limite inferior e a melhor solução obtida formenor do que dois, dado que toda solução viável para essas instân
ias temvalor par.O modelo foi testado 
om as restrições (1) e (2) originais e 
om estasúltimas substituídas pelas restrições (1') e (2'). Avaliou-se também o efeitodos diferentes tipos de desigualdades válidas a
res
entadas às duas versõesdo modelo. Cada versão do modelo é resolvida 
om um limite de tempo deexe
ução de duas horas.As Tabelas 5.1 a 5.4 mostram os resultados numéri
os obtidos paraas instân
ias 
ir
4, nl4, 
ir
6 e nl6, respe
tivamente. Cada uma destastabelas identi�
a 
ada modelo (mod: modelo original; mod': modelo 
omrestrições (1) e (2) substituídas pelas restrições (1') e (2'); mod+
ap: modelooriginal 
om desigualdades de 
apa
idade; mod'+
ap: modelo alterado 
omdesigualdades de 
apa
idade; mod+vxe: modelo original 
om desigualdadesde mínimo número de viagens por equipe; mod'+vxe: modelo alterado 
omdesigualdades de mínimo número de viagens por equipe; mod+v: modelooriginal 
om desigualdade de mínimo número de viagens; e mod'+v: modeloalterado 
om desigualdade de mínimo número de viagens) na primeira
oluna. Na segunda e ter
eira 
olunas, as tabelas mostram o valor darelaxação linear e o tempo de pro
essamento asso
iado em segundos. Aquarta 
oluna apresenta a diferença per
entual entre o limite inferior obtidopelo CPLEX em um tempo máximo de duas horas e o 
usto da solução ótimado problema. A quinta 
oluna forne
e o tempo em segundos ne
essário paraobter e testar a otimalidade da solução obtida. A sexta 
oluna mostra aquantidade de nós visitados pelo algoritmo e a última a quantidade de nósem aberto quando as duas horas de pro
essamento se esgotaram.
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ação 64Modelo Relaxação linear CPLEXValor T(s) Dif. (%) T(s) Visitados Abertosmod 8.0 0.01 - 0.47 11 -mod' 8.0 0.02 - 0.67 15 -mod+
ap 16.0 0.04 - 0.72 8 -mod'+
ap 16.0 0.04 - 0.74 8 -mod+vxe 16.0 0.03 - 0.53 6 -mod'+vxe 16.0 0.03 - 0.71 5 -mod+v 18.0 0.04 - 0.29 0 -mod'+v 18.0 0.04 - 0.66 1 -Tabela 5.1: Resultados 
omputa
ionais para a instân
ia 
ir
4 (
usto dasolução ótima: 20).Modelo Relaxação linear CPLEXValor T(s) Dif. (%) T(s) Visitados Abertosmod 3650.0 0.01 - 0.61 3 -mod' 3650.0 0.01 - 0.59 2 -mod+
ap 8044.0 0.04 - 1.06 19 -mod'+
ap 8044.0 0.05 - 1.53 15 -mod+vxe 5933.0 0.03 - 0.89 21 -mod'+vxe 5933.0 0.02 - 0.58 3 -mod+v 6175.4 0.03 - 0.52 4 -mod'+v 6175.4 0.04 - 0.66 6 -Tabela 5.2: Resultados 
omputa
ionais para a instân
ia nl4 (
usto dasolução ótima: 8276).As instân
ias 
ir
4 e nl4 são pequenas e sua resolução é rápida.Contudo, uma 
omparação dos resultados numéri
os obtidos para estasinstân
ias 
om aqueles obtidos para as instân
ias 
om seis equipes dá umaidéia do grau de explosão 
ombinatória asso
iado ao problema.As Tabelas 5.3 e 5.4 mostram que as desigualdades de 
apa
idade ede viagens por equipe, embora melhorem em muito o valor da relaxaçãolinear do modelo, pioram o desempenho do algoritmo bran
h and boundimplementado pelo CPLEX. Já a desigualdade de número mínimo deviagens, além de melhorar muito o valor da relaxação linear do modelo,ela também melhora signi�
ativamente o desempenho do algoritmo bran
hand bound. Para 
ir
6, o modelo que apresenta melhor desempenho éo original 
om a desigualdade de número mínimo de viagens (mod+v).O tempo de pro
essamento para resolver o modelo 
om a desigualdadeé apenas 28.2% do tempo ne
essário para resolvê-lo sem a desigualdade.Já para a instân
ia nl6, o modelo que é resolvido em menor tempo de
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ação 65Modelo Relaxação linear CPLEXValor T(s) Dif. (%) T(s) Visitados Abertosmod 14.91 0.33 - 5219.3 120880 -mod' 14.91 0.36 - 4901.4 109399 -mod+
ap 60.0 3.89 15.3 7200.0 25307 17918mod'+
ap 60.0 3.54 14.2 7200.0 33904 23040mod+vxe 48.0 2.21 10.1 7200.0 127278 36163mod'+vxe 48.0 1.52 7.7 7200.0 134016 22212mod+v 60.0 2.00 - 1473.9 32830 -mod'+v 60.0 1.85 - 1763.9 34165 -Tabela 5.3: Resultados 
omputa
ionais para a instân
ia 
ir
6 (
usto dasolução ótima: 72).Modelo Relaxação linear CPLEXValor T(s) Dif. (%) T(s) Visitados Abertosmod 3896.8 0.26 - 2309.0 66303 -mod' 3896.8 0.28 - 5554.4 125380 -mod+
ap 22562.0 7.47 11.9 7200.0 44694 29193mod'+
ap 22562.0 3.89 12.4 7200.0 39128 25004mod+vxe 16940.9 1.80 6.8 7200.0 121536 33168mod'+vxe 16940.9 1.44 5.2 7200.0 131001 23667mod+v 20725.3 1.36 - 788.1 16317 -mod'+v 20725.3 1.32 - 466.3 10013 -Tabela 5.4: Resultados 
omputa
ionais para a instân
ia nl6 (
usto dasolução ótima: 26588).pro
essamento é o alterado 
om as restrições (1') e (2') e 
om a desigualdadede número mínimo de viagens (mod'+v). O tempo para resolvê-lo é apenas8.4% daquele ne
essário para resolvê-lo sem a desigualdade.A título de 
omparação, e sempre levando em 
onta que os problemassão diferentes, 
onsidera-se o modelo de programação linear inteira propostopor Tri
k [60℄ para o TTP não-espelhado. Sua formulação é baseada naté
ni
a de geração de 
olunas usada para o problema de seqüen
iamentode tripulações. Cada variável nesse modelo 
orresponde a uma seqüên
iade jogos 
onse
utivos em 
asa ou fora para determinada equipe, 
omeçandoem uma determinada rodada. Como as seqüên
ias de jogos 
onse
utivos em
asa ou fora estão limitadas a no máximo três, a quantidade de variáveis nomodelo 
res
e 
om n5 e não exponen
ialmente, 
omo seria se as seqüên
iasde jogos 
onse
utivos em 
asa ou fora não fossem limitadas. Os resultados
omputa
ionais apresentados em [60℄ foram obtidos em um pro
essador Intelde 3 Ghz 
om 2 Gbytes de RAM e usando a versão 15.20.5 do resolvedor
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ação 66XPRESS-MP. Apenas os resultados para a instân
ia nl6 foram publi
adosnesse artigo [60℄. O algoritmo de bus
a termina após 4136 segundos e 66000nós foram pro
essados.Para as instân
ias maiores, pro
ura-se, neste 
apítulo, obter bonslimites inferiores que permitam avaliar a qualidade das soluções obtidas pelaheurísti
a (as soluções a
hadas pela heurísti
a para as instân
ias 
om atéseis equipes foram sempre ótimas). Limites inferiores para as instân
ias deteste do TTP não-espelhado (que são também válidos para o MTTP) estãodisponíveis em [59℄. Foi resolvida a relaxação linear do modelo alterado parao MTTP 
om todas as desigualdades válidas para as instân
ias de teste 
omaté dez equipes e sem as desigualdades de 
apa
idade para 
ada uma dasdemais instân
ias. As restrições de 
apa
idade não foram in
luídas devidoà sua enorme quantidade.A Tabela 5.5 forne
e nas duas primeiras 
olunas o nome da instân
iae o valor (LS) de sua melhor solução 
onhe
ida para o MTTP (aquelaen
ontrada pela heurísti
a apresentada no Capítulo 3). A ter
eira 
olunaapresenta o valor (RL) da relaxação linear do modelo. A quarta 
olunaapresenta o melhor limite inferior (LI) 
onhe
ido para o MTTP antes destatese (limites do TTP não-espelhado disponíveis em [59℄). A última 
olunaforne
e a diferença por
entual entre a melhor solução 
onhe
ida e o valorda relaxação linear.Instân
ia LS RL LI [59℄ Diferença (%)
ir
8 140 128 128 8.6
ir
10 276 240(*) 220 13.0
ir
12 456 288 384 36.8
ir
14 714 364 588 49.0
ir
16 990 580 832 41.4
ir
18 1358 756 1188 44.3
ir
20 1882 880 - 53.2nl8 41928 38670 39479 7.8nl10 63832 58190(*) 57500 8.8nl12 120655 92931 107483 23.0nl14 208086 137377 182797 34.0nl16 281161 172517 248852 38.6(*) Novos melhores limites inferiores para o MTTPTabela 5.5: Valor da relaxação linear do modelo.Para as instân
ias 
om oito e dez equipes, para as quais foi possívelin
luir as desigualdades de 
apa
idade, o valor da relaxação linear domodelo obteve limites inferiores que �
aram sempre dentro de 13% do valorda melhor solução viável 
onhe
ida. Os limites inferiores obtidos para as
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lassi�
ação 67duas instân
ias 
om dez equipes tornaram-se os melhores limites inferiores
onhe
idos para o problema. Já para as instân
ias maiores, para as quaisnão foi possível in
luir as restrições de 
apa
idade, a diferença per
entualentre o valor da melhor solução 
onhe
ida e o valor da relaxação lineardo modelo �
ou sempre a
ima de 23%, aparentemente 
res
endo para asmaiores instân
ias.5.4Con
lusõesNeste 
apítulo, desenvolveu-se e testou-se um modelo de programaçãolinear inteira para o MTTP. Com este modelo, 
onseguiu-se resolver ins-tân
ias do problema 
om até seis equipes. Apresentaram-se três famíliasde desigualdades válidas, uma das quais surgiu 
omo 
onseqüên
ia dos re-sultados des
ritos no 
apítulo anterior. Mostrou-se empiri
amente que estaúltima é a úni
a das famílias de desigualdades válidas testadas que 
onseguemelhorar o rendimento do algoritmo bran
h and bound do CPLEX.Os modelos resolvidos serviram para mostrar a otimalidade dassoluções a
hadas pela heurísti
a desenvolvida no Capítulo 3 para as ins-tân
ias menores.Para as instân
ias maiores, limites inferiores foram obtidos resolvendo-se a relaxação linear do modelo. Os limites obtidos foram mais justos para asinstân
ias 
om até dez equipes, para as quais foi possível in
luir as restriçõesde 
apa
idade. Os limites obtidos para as maiores instân
ias �
aram muitoabaixo do 
usto da melhor solução 
onhe
ida, o que ilustra a importân
iadas desigualdades de 
apa
idade.
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