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Neste item será apresentada a base matemática das análises desenvolvidas, necessária para o 

melhor entendimento do restante do texto. 

Considere-se o seguinte problema de programação linear na forma padrão, com P restrições 

e Q variáveis e com os coeficientes do lado direito necessariamente não negativos ( 0  b i ≥ , L = 1, 

2,...,P): 

Min F[   função objetivo 

s.a.  $[� �E   restrições tecnológicas     (A.1) 

  [��t���   restrições de não negatividade 

onde, 

 F = vetor de coeficientes de custo, de dimensão Q; 

[ = vetor das variáveis de decisão (variáveis estruturais ou níveis de atividade) a serem 

determinadas, de dimensão Q; 

 $ = matriz de coeficientes tecnológicos, de dimensão P x Q; 

 E = vetor de constantes do lado direito, de dimensão P. 

 

Para este problema são definidos os seguintes conceitos: 

9 Base de uma matriz A de dimensão m x n, onde m < n: 

Se uma matriz $ de dimensão P x Q, onde P < Q, tem Q colunas D1, D2, ..., Dn, das quais P 

colunas Dr, Ds, ..., Dp são linearmente independentes, então a matriz quadrada % = [Dr, Ds, ..., Dp], de 

ordem P, é uma base de $. 

9 Solução Básica: 

Seja $, de dimensão P x Q, uma matriz com Q colunas D1, D2, ..., Dn, dentre as quais as P 

colunas Dr, Ds, ..., Dp são linearmente independentes formando uma base % = [Dr, Ds, ..., Dp], de ordem 

m. Para qualquer E ∈ ℜm, a solução básica de $[ = E, correspondente à base %, é encontrada 

resolvendo-se a equação Dr [r + Ds [s + ... + Dp [p = E, para qualquer [r, [s, ..., [p e fazendo as 

restantes variáveis iguais a zero. As variáveis [r, [s, ..., [p correspondentes às colunas Dr, Ds, ..., Dp, 

são as chamadas variáveis básicas e todas as outras variáveis [j são denominadas variáveis não 

básicas, para M = {r, s, ..., p}  
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9 Método Simplex: 

O método Simplex utiliza o algoritmo descrito abaixo para resolver uma grande classe de 

problemas. 

9 Algoritmo 6LPSOH[ – desenvolvido a partir do método 6LPSOH[ (Dantzig 1963) para resolver 

problemas de programação linear na forma padrão: 

a) Achar uma solução factível básica inicial; 

b) Verificar se a solução é ótima; se o for, PARAR; 

c) Determinar a variável não básica que deve entrar na base; 

d) Determinar a variável básica que deve sair da base; 

e) Achar a nova solução factível básica, e voltar ao passo b. 

 

Considere-se o seguinte problema de programação linear colocado na forma algébrica, onde 

as constantes do lado direito são não negativas. 



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Suponha-seque a base conhecida, que produz a solução básica factível inicial, é composta das 

P primeiras variáveis. Agora, colocando o sistema de equações acima, incluindo a equação da 

função objetivo (FO) na forma canônica relativa à base, ou seja, explicitando as variáveis básicas e 

o valor da função objetivo (]) em função das variáveis não básicas. De outra forma, a equação L, 
onde L ∈ [1, 2, ..., P], é dividida pelo coeficiente de [i, obtendo o seguinte sistema: 
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Note que ao se fazer todas as variáveis  [m+1, ...,[m iguais a zero, obtém-se a solução básica 

inicial ,2211 �� E� ���[��E� ���[E� �[ �  onde, supondo que não tenha a presença degenerescência 

nesta solução básica, os valores m21 E����E��E �  são estritamente positivos. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116422/CA



 83 

Suponha agora que se faça apenas uma das variáveis não básicas, por exemplo [j, ter valor 

diferente de zero, mantendo ainda as demais variáveis não básicas no nível zero. Deste modo, 

obtém-se o seguinte sistema de equações: 

 
222

11

�

�[D��E� �[
���������������������

�[D���E� �[
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A partir desse resultado é possível retirar as seguintes conclusões: 

a) Se 0  ij ≤D , para algum L = 1, ..., P, qualquer valor positivo para [j não torna os valores de [1, 

[2, ..., [m negativos, ou seja, a solução continua factível para qualquer valor positivo de [j. 

b) Se 0  ≥� �D , para algum L = 1, ..., P, existirá algum valor ε > 0 (menor que se possa) tal que 

[1, [2, ..., [m permanecem não negativos quando [j = ε. 

Portanto, caso a solução factível inicial não seja degenerada (algum ��P������L� �� �E � �210 ) 

pode-se sempre se obter uma outra solução factível (não básica) fazendo-se um das variáveis não 

básicas iguais a um valor positivo suficientemente pequeno. 

Neste ponto é interessante analisar o valor da função objetivo com todas as variáveis não 

básicas nulas, exceto [j. 

�
�
��� � ���

�
��� �� ��[D�F�����FE�F]� � ∑∑ +

11

 

A partir desta expressão de ] pode chegar a seguinte conclusão: 

9 Se 0 >(
1

���[D�F���F �
�
��� � ��� ∑ , o valor e ] aumenta quando se faz [j > 0; 

9 Se 0
1

�����[D�F����F �
�
��� � ��� ∑ , o valor de ] diminui ao se fazer [j > 0. 

O termo  
!
"�# "  " ��[D�F����F ∑

1

 é, em termo de programação linear, chamado de FXVWR�UHGX]LGR, 

normalmente citado como (F$ � �� ]$ ) [j, onde ∑
%
&�' & (&( D�F� �]

1

. Note que se todos os custos reduzidos 

forem não negativos, a solução básica factível é ótima e se algum custo reduzido for negativo e a 

solução básica for não degenerada, esta solução é não ótima. 

A partir do acima exposto, pode-se dizer que, para problemas de programação linear: 

 

1) Uma solução factível (viável) é um vetor [ que satisfaz as condições $[ = E e, [ ≥ 0; 
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2) A região factível (viável) é o conjunto de todas as soluções factíveis; se esta região é 

vazia, o problema de programação linear é impossível (LQIDFWtYHO); 
3) A solução básica para $[ = E é uma solução obtida fazendo-se Q – P variáveis iguais a 

zero (as variáveis não básicas) e resolvendo em relação às demais (variáveis básicas); 

Em termos matemáticos pode-se escrever uma solução básica para um problema de 

programação linear da seguinte forma, 

$ = [% | 1], %[B = E ou [B = %-1 E 

onde [B é o vetor de variáveis básicas, b é o correspondente às constantes do lado direito, % é 

a matriz dos coeficientes das variáveis básicas, 1 = matriz dos coeficientes das variáveis não 

básicas e %-1 é a matriz inversa de %, ou matriz inversa da base. 

1) Uma solução básica factível (viável) é uma solução básica que também satisfaz [ ≥ 0; 

ela será ainda dita degenerada se alguma variável básica for nula, ou seja, [Bi = 0; 

2) Uma solução ótima é um vetor factível [* que otimiza o valor da função objetivo, =* = 

F[*; essa solução pode ser única ou podem haver ótimos alternativos *
2

*
1  e [[ ; 

3) Uma solução ilimitada (Min ] → - ∞) é aquela em que há uma região factível, mas o 

ótimo é infinito. 

Baseado nas definições dadas acima, o número máximo de soluções básicas possíveis para P 

restrições e Q variáveis é: 

�P���Q���P�
Q�� �P

Q






 

 

9 Dualidade: 

A cada modelo de programação linear corresponde um outro modelo, denominado DUAL, 

que é formado pelos mesmos coeficientes, dispostos de maneira um pouco diferente, e com as 

seguintes propriedades básicas: 

a) O dual do dual é o primal; 

b) Se a restrição N do primal é de igualdade, então a variável \k do dual é irrestrito em 

sinal; 

c) Se a restrição N do primal é ≥ (≤), então a variável \k do dual é não positiva (não 

negativa); 

d) Se a variável [p do primal é irrestrita de sinal, então a restrição S do dual é uma 

igualdade; 

e) Se a variável [p do primal é não positiva, então a restrição S do dual é ≤ (≥); 

Estas propriedades podem ser resumidas na seguinte quadro: 
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PRIMAL (MÁX.)  ⇒ DUAL (MÍN.) 

Restrição k é ≤ yk ≥ 0 

Restrição k é = yk qualquer 

Restrição k é ≥ yk ≤ 0 

xp ≥ 0 Restrição p é ≥ 

xp qualquer Restrição p é = 

xp ≤ 0 Restrição p é ≤ 

DUAL (MÁX.) ⇐  PRIMAL (MÍN.) 

Quadro A.1 - Relação Primal/Dual 

 

Com base nessas propriedades da teoria da dualidade, escreve-se o seguinte par primal-dual, 

na forma matricial: 

0D[ ] = F[     0LQ Z = %t\ 
V�D.   $[ = E     V�D� $t\ ≥ Ft 

 [  ≥ 0      \  ≥ 0 

 

Além dessas propriedades acima enunciadas, existem os seguintes teoremas da teoria da 

dualidade, que também serão úteis durante todo o texto. 

9 Teorema Básico da Dualidade: 

a) Se [$  (M = 1, 2, ..., Q), solução compatível primal, e \ )  (L = 1, 2, ..., Q), solução compatível do 

dual, são soluções factíveis para o par de programas primal/dual, então ] ≤ Z (] = valor da 

função objetivo do primal e Z = valor da função objetivo do dual); 

b) Se x j
*  (M = 1, 2, ..., Q), valor ótimo de [j, 

*+\ , valor ótimo de \i, são soluções factíveis para o 

par de programas primal/dual tais que ]* = Z*, então elas constituem soluções ótimas. 

Como extensão à esse teorema básico da dualidade pode-se acrescentar os seguintes 

corolários: 

1) Se o primal ] tende para o infinito, então o dual não tem solução factível; 

2) Se o dual tende para menos infinito, então o primal não tem solução factível; 

3) Pode acontecer que os dois problemas (primal e dual) não tenham soluções factíveis. 

A partir destes corolários pode-se montar o seguinte quadro resumo: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116422/CA



 86 

DUAL 

PRIMAL 

TEM SOLUÇÃO 

FACTÍVEL 

NÃO TEM SOLUÇÃO 

FACTÍVEL 

TEM SOLUÇÃO FACTÍVEL Máx z = Min w Max z = ∞ 

NÃO TEM SOLUÇÃO FACTÍVEL Min w = - ∞ Pode ocorrer 

Quadro A.2 – Resumo 

 

9 Variável de Folga: 

Seja o problema primal representado pelo seguinte quadro inicial: 

 

� ]� [ , � [ - � ���� [ . � [.0/
, � [ .�/0- � ���� [ .�/01 � � �
 1 -F1 -F2 ... -Fn 0 0 ... 0 0 (0) 

[.�/2, � 0 * * ... * 1 0 ... 0 E , (1) 

[.�/0- � 0 * * ... * 0 1 ... 0 E -  (2) 

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

[ .�/�1 � 0 * * ... * 0 0 ... 1 E 1 (P) 

Quadro A.3 – Tableau inicial 

 

onde [$ �(M = 1, 2, ..., Q) são as variáveis do primal e [ 3
4�)  (L = 1, 2, ..., P) são as variáveis de 

folga das equações  1, 2, ..., P respectivamente. Caso o primal não se apresente conforme o quadro 

acima, é sempre possível transformá-lo para tal forma, mediante troca adequada de equações e de 

variáveis.  

O problema dual terá também (P���Q) variáveis subdivididas em dois grupos: 

   \ )  (L = 1, 2, ..., P)  →  variável do dual 

   \ 564 $  (M = 1, 2, ..., Q) → variável de folga do dual 

 

9 Teorema da Folga Complementar (Bazaraa, 1990): 

Dada uma solução ótima do primal obtida pelo método VLPSOH[, o teorema da folga 

complementar estipula que: 

a) O valor ótimo da variável \ )  do dual é igual ao coeficiente na linha (0) ótima, da 

variável de folga  [ 3
4�)  do primal, isto é, 
7
8�9;:

7
: � �S\  (L = 1, 2, ..., P) 

b) O valor ótimo da variável de folga ym+j do dual é igual ao coeficiente na linha (0) 

ótima, da variável xj do primal, isto é, <
=
<

=
>@? < ���F� �S\  (j = 1, 2, ..., n) 

Note-se que este teorema apresenta a conexão entre as variáveis de folga do dual e as 

variáveis do primal, e, de forma semelhante, das variáveis do dual às variáveis de folga do primal; 

por este motivo diz-se que as soluções do primal e do dual são FRPSOHPHQWDUHV entre si. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116422/CA



 87 

Baseando-se no problema de programação linear, e nas definições da teoria da dualidade 

apresentadas, podem-se fazer as seguintes variações nos dados originais do problema: 

1. Mudança no vetor de custo F; 
2. Mudança no vetor do lado direito E; 

3. Mudança em um ou mais coeficientes da matriz de coeficientes $; 

4. Adição de uma nova variável (ou atividade) 

 

�������0XGDQoD�QR�YHWRU�F�
Suponha-se que um dos coeficientes do vetor de custos seja mudado, por exemplo de �F A para 

BF′ . O efeito desta mudança é observado na linha de custos reduzidos, ou seja, a IDFWLELOLGDGH dual 

pode ser alterada, dependendo dos seguintes casos: 

 

9 CASO 1: a variável [k associada ao custo �F B não faz parte da solução ótima ([k = não 

básica). 

Neste caso, o valor do custo reduzido de B[  (]k – Fk), que é não positivo na solução corrente 

(solução ótima), é alterado. Se o novo custo reduzido (] C  – F¶ C ) torna-se positivo, então ele deve 

entrar na base, continuando assim o método 6LPSOH[. Caso contrário, não ocorre mudança na 

solução, continuando ótima para o problema modificado. 

9 CASO 2: a variável associada ao custo �F B faz parte da solução ótima ( DEF [��[ ′≡ ). 

Aqui c Bt
é trocado por ′c Bt

. Dado o novo valor de ]$  ser ]¶$ , então ]¶$  - F$  é calculado como o 

seguinte: 

]¶$  - F$ = ´'GF D$   - F$  = (FH  %-1D$  - F$ ) + (0, 0, ..., IJF′ - KLF , 0, ..., 0)\$  = (]$  - F$ ) + ( KLF′ - KLF )\ M $ � para 

todo M. 
Em particular para M = N, (] C  – F C ) = 0, e \ M C  = 1, e, portanto ]¶ C �±�F C  = F¶ C �±�F C , como se poderia 

esperar, ]¶ C �±�F¶ C  ainda é igual a zero. Portanto, a linha custo pode ser atualizada adicionando-se a 

rede de mudanças no custo de x   xB kt
≡  vezes a linha W corrente do WDEOHDX final à linha custo 

original. Desta forma, ]¶ C �±�F C  é atualizado para ]¶C �±�F¶ C  = 0. Naturalmente o novo valor da função 

objetivo será obtido no processo. 

 

�������0XGDQoD�QR�YHWRU�GR�ODGR�GLUHLWR�
Se ocorre uma troca do vetor do lado direito do problema original de E para E′  então, no 

WDEOHDX final ótimo, o lado direito passará de E% N 1  para E% O ′1 . Como o novo valor E′  = E + δ, onde 
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δ é a variação de E, então E% O ′1  = E% O 1  + 1P% δ. Se todos os valores de E% O ′1  continuarem não 

negativos, então o WDEOHDX manterá a otimalidade, caso contrário, se algum dos valores deste novo 

vetor se tornar negativo, deve ser aplicado o método dual VLPSOH[ para se encontrar a nova solução 

ótima. 

 

�������0XGDQoD�HP�XP�RX�PDLV�FRHILFLHQWHV�GD�PDWUL]�$�
Este tipo de mudança pode implicar dois casos típicos, o primeiro se for feita alteração na 

coluna não básica e a outra se for numa coluna básica. 

 

9 CASO 1: Mudanças no vetor de atividades para colunas não básicas. 

Suponha que a coluna não básica QD  original seja modificada para QD′ . Com isso, a nova 

coluna na base ótima passa a ser j
1 D�% R ′  e, com isso, o custo reduzido correspondente a esta coluna é 

alterado, passando a ser M���FMD��%%� �FM���FM] ′′ −1 . Se esse novo custo reduzido for não positivo (≤ 

0) então a solução continua ótima, caso contrário, o método 6LPSOH[ é retomado, atualizando-se a 

coluna M e introduzindo a variável não básica x j  na base.  

9 CASO 2: Mudanças no vetor de atividades para colunas básicas. 

Suponha que a coluna básica a j  original seja modificada para ′a j . A partir dessa mudança 

pode ocorrer que o conjunto de vetores básicos não formem mais a base depois da mudança. 

Mesmo que isso não ocorra, uma mudança no vetor de atividades para uma coluna básica irá 

implicar na mudança da matriz inversa da base ( B -1 ) e, portanto, todos os outros coeficientes serão 

alterados.  

Note que esta mudança acarreta um coeficiente SD\ ′′  B = -1
j , neste caso, se TT \� �\ ′ , então não 

acontecerão mudanças na coluna ótima. Se UU \��\ ′≠ , tem-se que se realizar um pivotamento, afim 

de se colocar novamente o tableau na forma canônica. Isto posto, deve-se analisar o elemento do 

lado direito referente à linha básica M. Se este novo elemento E�E ′′  B = -1  for não negativo, continua-

se com o tableau ótimo. Caso contrário, se for negativo, acarreta uma infactibilidade dual, que pode 

ser resolvida aplicando-se o método VLPSOH[ dual. 

 

�������$GLomR�GH�XPD�QRYD�YDULiYHO��RX�DWLYLGDGH��
Suponha que se queira analisar a possibilidade de se adicionar uma nova variável no 

problema. Nesse caso será estudada a entrada da variável 1V0W[  com custo unitário 1X�YF , com a 
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coluna 1Z�[D  na matriz de coeficientes. Sem a necessidade de se resolver o problema novamente, 

calcula-se facilmente o valor desta nova variável. Primeiro se calcula o valor do seu respectivo 

custo reduzido, ( 11 \�]\�] ���F] ) = F ^ �% _ ` D a
b ` �±�F a
b ` , se este valor for não positivo (para o problema de 

minimização) então, 1c�d[  = 0 e a solução corrente permanece ótima e inalterada. Caso contrário, se 

11 c�dc�d ���F]  > 0, a variável 1c�d[  deve entrar na base e o método 6LPSOH[ continua procurando a nova 

solução básica ótima. Para saber como fica a coluna D a +1 no WDEOHDX final, pré multiplica-se esta 

nova coluna pela matriz inversa da base (%-1), obtendo-se então 1
1

1 e�fge �D� �%D + . 

 

�����352*5$0$d­2�3$5$0e75,&$�
Programação paramétrica ou análise paramétrica é uma técnica freqüentemente utilizada em 

programação linear (Murty, 1976). Em aplicações práticas, muitas vezes os coeficientes da função 

objetivo e as constantes das restrições podem não ser totalmente conhecidas inicialmente, mudando 

de acordo com alguns parâmetros. A seguir serão apresentadas duas variações possíveis, mudança 

no vetor de custos e, no vetor E das constantes do lado direito. 

 

�������3DUDPHWUL]DQGR�R�YHWRU�GH�FXVWRV�
Suponha-se por exemplo que, para o modelo de programação linear, % seja a base ótima. 

Neste caso, se o vetor custo for perturbado, o novo vetor pode ser representado como ( FF��� � ′ ), 

onde λ ≥ 0. A meta é encontrar o maior valor possível de λ tal que a otimalidade seja mantida para 

o ponto corrente, i.e., deseja-se saber qual a maior distância que pode se caminhar na direção F′ . 

Para explicitar melhor este cálculo, a matriz de coeficientes será decomposta em duas 

matrizes, a primeira corresponde as variáveis básicas (%), e a segunda corresponde as variáveis não 

básicas (1), obtendo-se: 

    $ = [% | 1] 

Seguindo esta mesma idéia, divide-se o vetor de custos atual e o modificado em: 

   F = (F̂  Fh )  �F�F� ��F ij ′′′  

Dessa forma, tem-se no tableau inicial: 

  � �E���1�[%�[
� ���[F��������F��[F����]����F

kl
kkklll 0        ′′

 

Ao se atualizar este tableau tem-se: 
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           e por  se-denota  onde,

  )]  [

mmn
om mmn

nnom mmmmm

]�\F
E� ��[\���[

EF��� �E �F�[F���]��������F�]]���

′′

′′′

∑

∑

∈

∈

 

  1 = conjunto de índices das variáveis não básicas. 

Note que no WDEOHDX corrente basta fazer λ = 0 para conseguir uma solução básica factível 

ótima para o problema original sem perturbação. Para encontrar o maior passo na direção F′ , 

mantendo-se a condição de otimalidade, deve-se encontrar dentre todas as variáveis do conjunto R 

aquelas que 0( ��!�F���] pp ′′ . Neste ponto é importante lembrar que no problema original, todos os 

 )( pp ���F]  são não positivos. Desta forma, somente os valores de )( qq F���] ′′  positivos e maiores do 

que  )( qq ���F] poderão afetar a solução ótima. Portanto, assumindo 6 = conjunto de M tais que 

0 > )( rr F���] ′′ , então pode-se escrever 

  








′′
−

=












′′∈ ss
ss

tt
tt

t F���]
����F�]

F���]
����F��]

 min = ˆ
R  

λ  

Portanto, para valores entre 0 e �λ  a solução permanecerá ótima e, a função objetivo será: 

     11 �E�%F�E����� E��%� �FF��� �E�F uvuvvv ′′  

Para valores de λ maiores do que �λ , a variável [w  entra na base e, após o WDEOHDX ter sido 

atualizado, é calculado outro conjunto 6 e, um novo valor de λ. O processo é repetido até o conjunto 

6, acima definido, estar vazio. Se não houver variável bloqueando quando [ w  entra na base, então o 

problema torna-se ilimitado para todos os valores de λ  maiores do que o valor corrente. 

 

�������3DUDPHWUL]DQGR�R�YHWRU�GH�FRQVWDQWHV�GR�ODGR�GLUHLWR��5+6��
Suponha a seguir que o vetor RHS sofra uma perturbação, ficando então EE��� � ′ , onde λ ≥ 0. 

De forma similar ao caso anterior, diz-se que o vetor RHS é perturbado ao longo do vetor E′ . Note 

que este vetor é o vetor de custos do problema dual, ou seja, a análise de sua perturbação pode ser 

feita em termos do problema dual. 

Portanto, o respectivo tableau fica da seguinte forma: 

 �E� �%�1�[���%[
�E�%� F��[�1����F�%]����F

xyxz

xzyyxz
11

11

 

onde: 

 0( 1 ����E����F�%F {|} ≤  
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Ao se trocar E por EE��� � ′ , o vetor ( ~�� �1���F�%F 1 ) não será afetado e, com isso, não haverá 

problemas de factibilidade dual. Note que a única mudança possível é que %-1E será trocado por 

�E��E����% � ′λ1 , ficando a função objetivo F � �E��E����% � ′λ1 . Enquanto �E��E����% � ′λ1  for não 

negativo, a base permanecerá ótima. Porém, o valor de λ para que outra base torne-se ótima pode 

ser determinado da seguinte forma: 

    �
�

�
�

� E�
E

E�
E

′
=













′∈
  min = ˆ

S  
λ  

Suponha que tenha sido encontrado λ λ1 =  � , então, para λ λ  [0,  ]1∈  a base corrente 

permanece ótima, onde a variável básica [ �  = �E��E���% � ′1  e o valor ótimo da função objetivo é 

F� �E��E����% � ′λ1 . Em λ1  a constante do lado direito é trocada por �E���E���% � ′1
1 , neste caso esta 

variável é trocada da base, entrando uma variável apropriadamente escolhida pelo método dual1. O 

WDEOHDX é então atualizado e o processo continua até se encontrar outra faixa [ ]λ λ1 2,  , onde 

λ λ2  =  � . Esse processo é repetido até o conjunto 6, definido no item anterior, estar vazio, neste 

caso a base corrente é ótima para todos os valores de λ maiores ou iguais ao último valor calculado, 

ou então quando todas as possíveis entradas na linha que o 5+6 foi para 0 são não negativas. Nesse 

caso, não há solução factível para todos os valores de λ maiores do que o valor corrente. 

                                                
1 O novo lado direito provocou uma infactibilidade dual 
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�±�1Ò0(526�)8==<�

�����'(),1,d­2�
Um número IX]]\ modela quantidades imprecisas e é definido no universo ; como um 

conjunto IX]]\ convexo e normalizado, onde sua função de pertinência é contínua por partes. Além 

disso, pode-se dizer que, dado um número IX]]\ µ definido no intervalo [F, G] pela sua função de 

pertinência µA([), onde [∈[F, G]: 

1) µA([) é zero fora do intervalo [F, G]; 

2) Existem números reais D, E: F ≤ D ≤ E ≤ G tal que: 

a. µA([) é monotonicamente crescente no intervalo [F, D]; 

b. µA([) é monotonicamente decrescente no intervalo [E, G]; 

c. µA([) = 1, para D ≤ [ ≤ E 

 

�����1Ò0(526�)8==<�'2�7,32�/�5�
Em geral é considerada uma família de números IX]]\ do tipo L-R, cujas funções de 

pertinência satisfazem as propriedades descritas a seguir: 

 

9 Simetria:  L([) = L(-[)  e  R([) = R(-[) 
9 Normalidade: L(0) = 1  e  R(0) = 1 

9 L(x) é não crescente no intervalo [0,∞) 

9 L(1) = 0  e  R(1) = 0 

 

Uma família de tais funções é denotada por /. Um número IX]]\ é dito ser um número LR se 

sua função de pertinência é construída com a ajuda de algumas funções de pertinência do tipo L e 

R. Em termos matemáticos pode se escrever o seguinte: 











>>






>≤






==
0   , se   ,R

0    se   ,L

  (x)  A(x)
β

α
µ

�P[�[�P

�P�[�P�[
, onde L e R ∈ /. 

As funções de pertinência do tipo L-R também podem ser representadas de outras formas, 

como por exemplo: 
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A([�α�P�β�LR, 

onde: P é normalmente referido como o valor modal de A e α e β representam as faixas do 

número IX]]\. 
No próximo item é definido um dos tipos mais comuns de números IX]]\, o número IX]]\ 

triangular. 

 

�����1Ò0(52�)8==<�75,$1*8/$5�
Este tipo de número IX]]\ tem um formato simples e tem sido o mais utilizado em aplicações 

práticas, sendo, portanto, definido em seguida. 

 

Definição: Seja A = [D1, D3, D2] um número IX]]\ triangular representado pelos três pontos D1, D2 e 

D3; então, a sua função de pertinência é: 

°°
°

¯

°°
°

®

­

dd�
�

dd�
�

 
contrário caso        ,0  

      ,

       ,

32
23

3

21
12

1

(A) D[DDD
[D

D[DDD
D[

µ  

Observações: 

1) Se 
2

31
2

DDD � , então diz-se que o número IX]]\ triangular é simétrico, conforme 

pode ser observado na Figura B.1. 

Figura B.1 – Número )X]]\ Triangular Simétrico 

 

2) Se 
2

31
2

DDD +≠ , então diz-se que o número IX]]\ triangular é anti-simétrico, conforme 

pode ser observado na Figura B.2. 
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Figura B.2 – Número )X]]\ Triangular Não Simétrico 

 

3) O intervalo suporte de A é [a1, a2] 

 

�����1Ò0(52�)8==<�75$3(=2,'$/�
Definição: Um número IX]]\ trapezoidal pode ser definido pela sua função de pertinência como: 















≤≤
−
−

≤≤

≤≤
−

=

contrário caso        ,0         

      ,

 bxb       ,1          

bxa       ,

22
22

2

21

11
11

1

(A)

D[EDE
D[

DE
[�D

µ  

Na Figura B.3 pode ser visto um exemplo de número IX]]\ trapezoidal. Em seguida são 

colocadas algumas observações com relação aos números IX]]\ trapezoidais. 

O intervalo [D1, D2] é o intervalo suporte para um número IX]]\ trapezoidal A e, 

9 O intervalo [E1, E2] é o segmento onde os valores para o número IX]]\ trapezoidal $ 

tem grau de pertinência 1, definindo um patamar. 

9 Um número IX]]\ trapezoidal $ pode ser denotado por $ = (D1, E1, E2, D3) 

9 Se E1 = E2 = D2, então pode-se dizer que o número IX]]\ trapezoidal $ reduz-se a um 

número IX]]\ triangular. 

 

 

Figura B.3 Número )X]]\ Trapezoidal 

 

�����&È/&8/2�&20�1Ò0(526�)8==<�
As operações com números IX]]\ podem ser efetuadas de três formas diferentes, a saber: 

�������2SHUDo}HV�HP�,QWHUYDORV�
As operações com números IX]]\ podem ser generalizados a partir das operações efetuadas 

em intervalos FULVS. Para isso, consideram-se apenas os limites inferior e superior do número IX]]\. 

D1      E1              
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Suponha os seguintes números expressos em termos de seus pontos extremos: 

$ = [D1, D3] e % = [E1, E3], onde D1, D3, E1, E3 ∈ ℜ. 

Baseado na aritmética de intervalos (Moore, 1966), tem-se que as principais operações podem 

ser definidas como: 

a)Adição: 

 [D1,D3] (+) [E1,E3] = [D1 + E1,D3 + E3] 

b)Subtração: 

 [D1,D3] (-) [E1,E3] = [D1 - E3,D3 – E1] 

c)Multiplicação: 

 [D1,D3] (•) [E1,E3] = [mínimo(D1 E1, D1 E3, D3 E1, D3 E3), máximo(D1 E1, D1 E3, D3 E1, D3 E3)] 

d)Divisão: 

 [D � ,D3] (/) [E1,E3] = [D1, D3] (•) [1/E1, 1/E3] 

excluindo o caso onde E1 = 0 e/ou E3 = 0. 

Note que neste caso não se leva em conta o formato da função de pertinência dos números 

IX]]\ em questão. Para serem efetuadas as operações são considerados apenas os pontos extremos 

de cada um deles. 

�������2SHUDo}HV�HP�,QWHUYDORV�D�FXW�
Um número IX]]\ pode ser visto como uma coleção de α�FXWV. Como definido em Klir (1988), 

um intervalo α�FXW de um número IX]]\ A = [D1,D3] é referido como um intervalo FULVS. Pode-se 

dizer que, para os números IX]]\ A = [D1,D3] e B = [E1,E3] tem-se os seguintes intervalos α�FXW: 
 A(α) = [D1(α),D3(α)] e B(α) = [E1(α),E3(α)] 

A partir desta definição, as operações de intervalos apresentadas no item 9.5.1 podem ser 

aplicadas aos intervalos α�FXW. 
 

�������2SHUDo}HV�FRP�Q~PHURV�IX]]\�
As operações com intervalos, conforme apresentado nos dois itens anteriores, são aplicáveis 

aos números IX]]\. Porém, para se obter uma resposta na forma de um conjunto IX]]\, deve-se ter 

uma função de pertinência IX]]\. 
Considerando os números M = (P, α� β)LR e N = (Q, γ� δ)LR do tipo LR, já apresentados, tem-

se as seguintes operações, de forma resumida (Pedrycz, 1998): 

a)Adição: 

 (P, α� β)LR ⊕  (Q, γ� δ)LR = (P + Q, α + γ, β + δ)LR 

b)Subtração: 
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(P, α� β)LR - (Q, γ� δ)RL = (P - Q, α -�δ, β + γ)RL  

c)Multiplicação: 

As fórmulas de multiplicação são aproximadas e mantêm-se sob a hipótese de que as faixas 

dos argumentos são pequenas em comparação com os valores modais dos números IX]]\. 
9 Se M > 0 e N > 0: 

(P, α� β)LR ⊗  (Q, γ� δ)LR ≈  (PQ, Qα + Pγ, Qβ + Pδ)LR 

9 Se M > 0 e N < 0: 

(P, α� β)LR ⊗  (Q, γ� δ)LR ≈  (PQ, Pα - Qδ, Pβ - Qγ)RL 

9 Se M < 0 e N > 0: 

(P, α� β)LR ⊗  (Q, γ� δ)LR ≈  (PQ, Qα - Pδ, Qβ - Pγ)RL 

9 Se M < 0 e N < 0: 

(P, α� β)LR ⊗  (Q, γ� δ)LR ≈  (PQ, - Qβ - Pδ, - Pγ - Qα)RL 

 

d) Divisão: 

Semelhantemente ao caso da multiplicação, a fórmula da divisão entre dois números IX]]\ é 

uma aproximação, sendo considerado que as faixas são pequenas em comparação com os valores 

modais. 

(P, α� β)LR / (Q, γ� δ)RL ≈  
LR

22 ,, 




 ++

Q
QP

Q
QP

Q
P βγαδ
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