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8- ANALISE DE SENSIBILIDADE

8.1.ABORDAGEM TEORICA

Neste item serd apresentada a base matematica das andlises desenvolvidas, necessdria para o
melhor entendimento do restante do texto.
Considere-se o seguinte problema de programacao linear na forma padrio, com m restri¢des

e n varidveis e com os coeficientes do lado direito necessariamente ndo negativos (b, 20, i = 1,

2,...,m):
Min cx func¢ao objetivo
s.a. Ax=b restri¢cdes tecnoldgicas (A.1)
x 20 restricdes de ndo negatividade
onde,

¢ = vetor de coeficientes de custo, de dimensao #;
X = vetor das varidveis de decisdo (varidveis estruturais ou niveis de atividade) a serem
determinadas, de dimensao #»;
A = matriz de coeficientes tecnoldgicos, de dimensdo m X #;

b = vetor de constantes do lado direito, de dimensao m.

Para este problema sdo definidos os seguintes conceitos:

v Base de uma matriz A de dimensdo m X n, onde m < n:

Se uma matriz 4 de dimensao m x n, onde m < n, tem » colunas ai, a, ..., a,, das quais m
colunas a, a, ..., ap sdo linearmente independentes, entdo a matriz quadrada B = [ay, as, ..., ap], de
ordem m, é uma base de 4.

v" Solug¢do Bésica:

Seja A, de dimensdo m X n, uma matriz com # colunas a;, a, ..., a,, dentre as quais as m
colunas a, a, ..., a, sdo linearmente independentes formando uma base B = [a;, as, ..., ap], de ordem
m. Para qualquer b € 9", a solugdo bésica de Ax = b, correspondente a base B, é encontrada
resolvendo-se a equagdo a X; + as X5 + ... + ap xp = b, para qualquer x;, X, ..., X, € fazendo as
restantes varidveis iguais a zero. As varidveis x;, X, ..., X, correspondentes as colunas a, as, ..., ap,
sdo as chamadas varidveis bésicas e todas as outras varidveis x; sdo denominadas varidveis nao

bésicas, paraj = {r, s, ..., p}
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v Método Simplex:

O método Simplex utiliza o algoritmo descrito abaixo para resolver uma grande classe de

problemas.

v' Algoritmo Simplex — desenvolvido a partir do método Simplex (Dantzig 1963) para resolver
problemas de programacio linear na forma padrio:
a) Achar uma solugdo factivel bésica inicial;
b) Verificar se a solucdo é 6tima; se o for, PARAR;
c) Determinar a variavel ndo basica que deve entrar na base;
d) Determinar a varidvel basica que deve sair da base;

e) Achar a nova solucdo factivel basica, e voltar ao passo b.

Considere-se o seguinte problema de programacao linear colocado na forma algébrica, onde
as constantes do lado direito sdo ndo negativas.
= b,

Ay X, + Ay X, + ... tay, x, =b,

a,x, ta,x, +..+ta, x

n

a, x, ta,x,+..+a, x,=b,

ztex + ¢c,x,+ ...+ ¢,x, =0

X, X,, x, 20

n

Suponha-seque a base conhecida, que produz a solucao basica factivel inicial, € composta das
m primeiras variaveis. Agora, colocando o sistema de equagdes acima, incluindo a equacdo da
funcdo objetivo (FO) na forma candnica relativa a base, ou seja, explicitando as varidveis bdasicas e
o valor da funcio objetivo (z) em func@o das varidveis ndo bésicas. De outra forma, a equagdo 7,

onde i € [1, 2, ..., m], é dividida pelo coeficiente de x;, obtendo o seguinte sistema:

X + Qg X oot &, X, =b,
Xy + Wi Xy IR Gy Xy =b,
J B 3 -
);i.l + an mH xm+1 + A + amn xn _bm
m m m —
-z + + (Cmﬂ'zci i) T oo ((;I_Zciaimﬂ) :_Zcibi
io1 i-1 io1
X, X, x 20

Note que ao se fazer todas as varidveis Xm4i, ...,.Xm iguais a zero, obtém-se a solucdo basica

inicial x, = b,,x, =b,, ..., x, =b,, onde, supondo que ndo tenha a presenga degenerescéncia

m?

nesta solugdo bdsica, os valores b, b,, ..., b sdo estritamente positivos.

m
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Suponha agora que se faga apenas uma das varidveis ndo bdsicas, por exemplo x;, ter valor
diferente de zero, mantendo ainda as demais varidveis ndo basicas no nivel zero. Deste modo,

obtém-se o seguinte sistema de equacdes:

x, = b+ ay x,

<x2:b2+ ar; x,

X, = b, aw x,

m
A partir desse resultado € possivel retirar as seguintes conclusdes:

a) Se Eij <0, para algum i = 1, ..., m, qualquer valor positivo para x; nio torna os valores de xi,

X2, ..., X NEgativos, ou seja, a solugdo continua factivel para qualquer valor positivo de x;.
b) Se a, 20, para algum 7/ = 1, ..., m, existird algum valor € > 0 (menor que se possa) tal que
X1, X2, ..., Xm Permanecem nao negativos quando x; = €.

Portanto, caso a solugdo factivel inicial ndo seja degenerada (algum b, =0,i=1, 2, ..., m)
pode-se sempre se obter uma outra solucio factivel (ndo bdasica) fazendo-se um das varidveis néo
bésicas iguais a um valor positivo suficientemente pequeno.

Neste ponto € interessante analisar o valor da fungdo objetivo com todas as varidveis nao
bésicas nulas, exceto x;.

m _ m
z= Zc, b, + (c, - Zc, a,)x,
i—1 i—1
A partir desta expressao de z pode chegar a seguinte conclusio:

m
v Se (cj - Zci c_zl.,.) X, >0, o valor e z aumenta quando se faz x; > 0;
i=1

m
v Se(c,-Y ¢ a,)x, <0,o0valorde z diminui ao se fazer x; > 0.

i=1

m
O termo (c ;- Zc, 51/ )x ; €, em termo de programacdo linear, chamado de custo reduzido,

i=1

m
normalmente citado como (¢; - z) xj, onde z, = Zc, a, . Note que se todos os custos reduzidos
i1
forem ndo negativos, a solugdo bésica factivel € 6tima e se algum custo reduzido for negativo e a
solucdo bdsica for ndo degenerada, esta solugdo € nao 6tima.

A partir do acima exposto, pode-se dizer que, para problemas de programacio linear:

1) Uma solucéo factivel (vidvel) € um vetor x que satisfaz as condi¢des Ax = b e, x = 0;
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2) A regido factivel (vidvel) é o conjunto de todas as solugdes factiveis; se esta regido é
vazia, o problema de programacao linear é impossivel (infactivel);
3) A solugdo basica para Ax = b € uma solugdo obtida fazendo-se n — m varidveis iguais a
zero (as varidveis ndo bésicas) e resolvendo em relacio as demais (varidveis bésicas);
Em termos matemdticos pode-se escrever uma solucdo bdsica para um problema de
programacao linear da seguinte forma,
A=[BIN],Bxg=bouxg=B"b
onde xp € o vetor de varidveis bésicas, b € o correspondente as constantes do lado direito, B é
a matriz dos coeficientes das varidveis bdsicas, N = matriz dos coeficientes das varidveis nao
bésicas e B é a matriz inversa de B, ou matriz inversa da base.
1) Uma solucgéo bésica factivel (vidvel) é uma solugéo basica que também satisfaz x > 0;
ela serd ainda dita degenerada se alguma varidvel basica for nula, ou seja, xg; = 0;

2) Uma solugdo 6tima é um vetor factivel x que otimiza o valor da funcgéo objetivo, Z* =
cx*; essa solugdo pode ser tinica ou podem haver 6timos alternativos x, e x, ;
3) Uma solugdo ilimitada (Min z — - o) é aquela em que h4 uma regido factivel, mas o
6timo € infinito.
Baseado nas defini¢des dadas acima, o nimero miximo de solucdes basicas possiveis para m
restrigdes e n varidveis é:

n \ n!

m m! (n-m)!

v" Dualidade:

A cada modelo de programacgao linear corresponde um outro modelo, denominado DUAL,
que é formado pelos mesmos coeficientes, dispostos de maneira um pouco diferente, e com as
seguintes propriedades bésicas:

a) O dual do dual € o primal;

b) Se a restricdo £ do primal é de igualdade, entdo a varidvel yx do dual € irrestrito em
sinal;

c) Se a restri¢cdo k do primal é > (<), entdo a varidvel yx do dual € ndo positiva (ndo
negativa);

d) Se a varidvel x, do primal € irrestrita de sinal, entdo a restricdo p do dual é uma
igualdade;

e) Se a varidvel x, do primal € ndo positiva, entdo a restri¢do p do dual € < (2);

Estas propriedades podem ser resumidas na seguinte quadro:
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PRIMAL (MAX.) =

DUAL (MIN.)

Restricio k é <

yk=0

Restricao k é =

yk qualquer

Restricdo k é >

ykSO

Xp 20

Restricaop é >

Xp qualquer

Restricdop é =

Xxp<0

Restricdop é <

85

DUAL (MAX.) & PRIMAL (MIN.)

Quadro A.1 - Relagdo Primal/Dual

Com base nessas propriedades da teoria da dualidade, escreve-se o seguinte par primal-dual,

na forma matricial:

Max z=cx Minw = B'y
s.a. Ax=b |:> sa.  Ay=c
x 20 y 20

Além dessas propriedades acima enunciadas, existem os seguintes teoremas da teoria da
dualidade, que também serdo tteis durante todo o texto.

v" Teorema Bésico da Dualidade:

a) Sex; (j=1, 2, ..., n), solugdo compativel primal, e y; (i = 1, 2, ..., n), solu¢do compativel do
dual, sdo solucdes factiveis para o par de programas primal/dual, entdo z < w (z = valor da
func¢do objetivo do primal e w = valor da funcio objetivo do dual);

b) Se xJ (G =1,2, .., n), valor 6timo de x;, y,.* , valor 6timo de y;, sdo solucdes factiveis para o
par de programas primal/dual tais que z = w’, ento elas constituem solugdes 6timas.

N

Como extensdo a esse teorema bdsico da dualidade pode-se acrescentar os seguintes

corolérios:

1) Se o primal z tende para o infinito, entdo o dual ndo tem solugdo factivel;

2) Se o dual tende para menos infinito, entdo o primal ndo tem solugdo factivel;

3) Pode acontecer que os dois problemas (primal e dual) ndo tenham solucdes factiveis.

A partir destes coroldrios pode-se montar o seguinte quadro resumo:
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DUAL | TEM SOLUCAO |[NAO TEM SOLUCAO
PRIMAL FACTIVEL FACTIVEL
TEM SOLUCAO FACTIVEL Mix z = Min w Max z = oo
NAO TEM SOLUCAO FACTIVEL Min w = - Pode ocorrer

Quadro A.2 — Resumo

v" Varidvel de Folga:

Seja o problema primal representado pelo seguinte quadro inicial:

z X1 X2 Xn Xn+1 Xn+2 Xn+m

1 -C -Cy ... Cy 0 0 0 0] (0
X | 0 * L % 1 0 .. 0 |5 |
Xpi2 | O * * .. K 0 1 0 |b| (2
Xpim | O * * oL ¥ 0 0o .. 1 by | (m)

Quadro A.3 — Tableau inicial

onde x; (j = 1, 2, ..., n) s@o as varidveis do primal € x,+; (i = 1, 2, ..., m) sdo as varidveis de
folga das equacdes 1, 2, ..., m respectivamente. Caso o primal ndo se apresente conforme o quadro
acima, é sempre possivel transforma-lo para tal forma, mediante troca adequada de equagdes e de
varidveis.
O problema dual terd também (m + n) varidveis subdivididas em dois grupos:
yi(i=1,2,...,m) — varidvel do dual

Ym+j(G=1,2, ..., n) — varidvel de folga do dual

v Teorema da Folga Complementar (Bazaraa, 1990):

Dada uma solugdo otima do primal obtida pelo método simplex, o teorema da folga
complementar estipula que:

a) O valor 6timo da variavel y; do dual é igual ao coeficiente na linha (0) 6tima, da
varidvel de folga x,.; do primal, isto é, y,.* :p:,i (i=12,..,m)
b) O valor 6timo da varidvel de folga yn.; do dual € igual ao coeficiente na linha (0)
6tima, da varidvel xj do primal, isto &, y,., =p; -¢, G=1,2, .., n)
Note-se que este teorema apresenta a conexdo entre as varidveis de folga do dual e as

varidveis do primal, e, de forma semelhante, das varidveis do dual as varidveis de folga do primal;

por este motivo diz-se que as solugdes do primal e do dual sdo complementares entre si.
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Baseando-se no problema de programacao linear, e nas definicdoes da teoria da dualidade
apresentadas, podem-se fazer as seguintes varia¢des nos dados originais do problema:
1. Mudanca no vetor de custo c;
2. Mudanca no vetor do lado direito b;
3. Mudanca em um ou mais coeficientes da matriz de coeficientes A4;
4

Adicao de uma nova variavel (ou atividade)

8.1.1. Mudanca no vetor ¢

Suponha-se que um dos coeficientes do vetor de custos seja mudado, por exemplo de ¢, para
¢, . O efeito desta mudanga é observado na linha de custos reduzidos, ou seja, a factibilidade dual

pode ser alterada, dependendo dos seguintes casos:

v' CASO 1: a varidvel xx associada ao custo ¢, ndo faz parte da solugdo Gtima (xx = ndo
bésica).
Neste caso, o valor do custo reduzido de x, (zx — ck), que € ndo positivo na solugcdo corrente

(solugdo 6tima), € alterado. Se o novo custo reduzido (zx — ¢ ) torna-se positivo, entdo ele deve
entrar na base, continuando assim o método Simplex. Caso contrdrio, ndo ocorre mudanga na
solucdo, continuando 6tima para o problema modificado.

v CASQO 2: a varidvel associada ao custo ¢, faz parte da solugdo Gtima (x, = x,’BI ).

Aqui ¢ € trocado por ¢y . Dado o novo valor de z; ser zj, entdo z; - ¢; € calculado como o
seguinte:

zi-=cpap - ¢ =(cp Blaj- ¢) + (0,0, ..., ¢} -cp . 0, ..., 0)y = (5 - ¢) + (c}, -c )y para
todo j.

Em particular paraj =k, (zx — cx) =0, e yy = 1, e, portanto z s — ¢, = ¢, — ¢, como se poderia
esperar, z’x — ¢’y ainda € igual a zero. Portanto, a linha custo pode ser atualizada adicionando-se a
rede de mudangas no custo de x; = X, vezes a linha 7 corrente do fableau final a linha custo
original. Desta forma, z’; — ¢ € atualizado para z ;s — ¢, = 0. Naturalmente o novo valor da fungdo

objetivo serd obtido no processo.

8.1.2. Mudancga no vetor do lado direito

Se ocorre uma troca do vetor do lado direito do problema original de b para b” entdo, no

tableau final 6timo, o lado direito passard de B™'b para B'h". Como o novo valor b” = b + §, onde
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0 é a variagdo de b, entdo B'H" = B'h + B™'S. Se todos os valores de B's” continuarem nio
negativos, entdo o fableau mantera a otimalidade, caso contrario, se algum dos valores deste novo
vetor se tornar negativo, deve ser aplicado o método dual simplex para se encontrar a nova solucio

otima.

8.1.3. Mudan¢a em um ou mais coeficientes da matriz A

Este tipo de mudanca pode implicar dois casos tipicos, o primeiro se for feita alteracdo na

coluna ndo basica e a outra se for numa coluna basica.

v" CASO 1: Mudangas no vetor de atividades para colunas ndo basicas.

Suponha que a coluna ndo basica a, original seja modificada para a',.. Com isso, a nova
coluna na base 6tima passa a ser B | a; e, com isso, o custo reduzido correspondente a esta coluna é

alterado, passando a ser z’. - cj =cp B'd. - cj. Se esse novo custo reduzido for ndo positivo (<

0) entdo a solucdo continua 6tima, caso contrario, o0 método Simplex € retomado, atualizando-se a
coluna j e introduzindo a varidvel ndo bdsica X; na base.

v" CASO 2: Mudangas no vetor de atividades para colunas bésicas.

Suponha que a coluna bdsica a; original seja modificada para aj. A partir dessa mudanga
pode ocorrer que o conjunto de vetores bdsicos ndo formem mais a base depois da mudanca.
Mesmo que isso ndo ocorra, uma mudanca no vetor de atividades para uma coluna bésica ird

implicar na mudanca da matriz inversa da base (B™) e, portanto, todos os outros coeficientes serdo

alterados.

Note que esta mudanga acarreta um coeficiente y; =B a',., neste caso, se y, = y'/., entdo nao
acontecerdo mudangas na coluna 6tima. Se y, # y',. , tem-se que se realizar um pivotamento, afim
de se colocar novamente o tableau na forma canonica. Isto posto, deve-se analisar o elemento do

lado direito referente a linha bésica j. Se este novo elemento b" =B b’ for ndo negativo, continua-
se com o tableau 6timo. Caso contrdrio, se for negativo, acarreta uma infactibilidade dual, que pode

ser resolvida aplicando-se o método simplex dual.

8.1.4. Adicdao de uma nova variavel (ou atividade)

Suponha que se queira analisar a possibilidade de se adicionar uma nova varidvel no

problema. Nesse caso serd estudada a entrada da varidvel x,, com custo unitdrio c,.,, com a

n+l?2
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coluna a ., na matriz de coeficientes. Sem a necessidade de se resolver o problema novamente,

n+l

calcula-se facilmente o valor desta nova varidvel. Primeiro se calcula o valor do seu respectivo

custo reduzido, (z,., -¢,.,) =cs B! ap+1 — cprg, Se este valor for ndo positivo (para o problema de
minimizag¢do) entdo, x,., =0 e a solugdo corrente permanece 6tima e inalterada. Caso contrario, se

z,., -¢,, >0, avaridvel x,, deve entrar na base e o método Simplex continua procurando a nova

n+l n+l

solugdo basica 6tima. Para saber como fica a coluna a,, no fableau final, pré multiplica-se esta

nova coluna pela matriz inversa da base (B'), obtendo-se entdo a. =B a,.,.

8.2. PROGRAMACAO PARAMETRICA

Programacdo paramétrica ou andlise paramétrica € uma técnica freqiientemente utilizada em
programacao linear (Murty, 1976). Em aplica¢des praticas, muitas vezes os coeficientes da funcao
objetivo e as constantes das restricdes podem ndo ser totalmente conhecidas inicialmente, mudando
de acordo com alguns parametros. A seguir serdo apresentadas duas variacdes possiveis, mudanca

no vetor de custos e, no vetor b das constantes do lado direito.

8.2.1. Parametrizando o vetor de custos

Suponha-se por exemplo que, para o modelo de programacdo linear, B seja a base 6tima.
Neste caso, se o vetor custo for perturbado, o novo vetor pode ser representado como (¢ +4c”),
onde 4> 0. A meta é encontrar o maior valor possivel de A tal que a otimalidade seja mantida para
0 ponto corrente, i.e., deseja-se saber qual a maior distincia que pode se caminhar na diregio ¢’.

Para explicitar melhor este cédlculo, a matriz de coeficientes serd decomposta em duas
matrizes, a primeira corresponde as varidveis basicas (B), e a segunda corresponde as varidveis nio
basicas (), obtendo-se:

A=[BIN]

Seguindo esta mesma idéia, divide-se o vetor de custos atual e o modificado em:

¢=(czey) ¢’ =(cycy)

Dessa forma, tem-se no tableau inicial:

Zoley A Cp)xyg-(ey t A Cl)xy =0
Bx, +Nxy, =b

Ao se atualizar este tableau tem-se:
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z+ Z[(Zj -c,)+ Az -Dlx= ey b+i+c,b

JjeR

Xp t Zijj :B

JjeR
’ ’
onde,cy y, denota -se por z; e
N = conjunto de indices das varidveis ndo bésicas.

Note que no tableau corrente basta fazer A = 0 para conseguir uma solugdo bdsica factivel

6tima para o problema original sem perturbagio. Para encontrar o maior passo na dire¢do c’,
mantendo-se a condicdo de otimalidade, deve-se encontrar dentre todas as varidveis do conjunto R

aquelas que (z;. - c; ) > 0. Neste ponto € importante lembrar que no problema original, todos os
(z, -¢,) sdo ndo positivos. Desta forma, somente os valores de (z;. - c;) positivos e maiores do
que (z, -c,) poderdo afetar a solugio 6tima. Portanto, assumindo S = conjunto de j tais que

(z}, - ¢})>0, entdo pode-se escrever

2= min -(z;-¢;) _ —(zy - ¢;)
jER Z,_ _ c/. Z/ _ c/
J J k k

Portanto, para valores entre 0 e A a solug¢do permanecerd 6tima e, a fungdo objetivo sera:

¢y b+t =c, B'b + Jbc, B' b

A

Para valores de A maiores do que A, a varidvel x; entra na base e, apds o tableau ter sido
atualizado, € calculado outro conjunto S e, um novo valor de A. O processo € repetido até o conjunto
S, acima definido, estar vazio. Se ndo houver varidvel bloqueando quando x; entra na base, entdo o

problema torna-se ilimitado para todos os valores de A maiores do que o valor corrente.

8.2.2. Parametrizando o vetor de constantes do lado direito (RHS)

Suponha a seguir que o vetor RHS sofra uma perturbagio, ficando entdo b + A 5", onde A > 0.
De forma similar ao caso anterior, diz-se que o vetor RHS é perturbado ao longo do vetor »”. Note
que este vetor é o vetor de custos do problema dual, ou seja, a andlise de sua perturbacdo pode ser
feita em termos do problema dual.
Portanto, o respectivo tableau fica da seguinte forma:
z+(@yB'N -cy)xy =cz B' b
x, +B'Nx, =B"b
onde:

(cgB'b -c,) <0
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Ao se trocar b por b + A b", o vetor (cp B'N- ¢, ) ndo serd afetado e, com isso, ndo havera
problemas de factibilidade dual. Note que a Unica mudanga possivel é que B'b seré trocado por
B! (b+ Ab’), ficando a fungdo objetivo czB”' (b + Ab’). Enquanto B (b + Ab’) for nio
negativo, a base permanecera 6tima. Porém, o valor de A para que outra base torne-se 6tima pode

ser determinado da seguinte forma:

A =min ﬁ :b_r
jes | .p/, b,

Suponha que tenha sido encontrado A, = 1, entio, para A € [0, A4,] a base corrente
permanece 6tima, onde a varidvel bésica xz = B™ (b + Ab") e o valor 6timo da funcdo objetivo é
cpB" (b + Ab’). Em A, a constante do lado direito é trocada por B™ (b + A, b’), neste caso esta
varidvel é trocada da base, entrando uma varidvel apropriadamente escolhida pelo método dual'. O
tableau é entdo atualizado e o processo continua até se encontrar outra faixa [A,, 4,], onde
A, = 1. Esse processo € repetido até o conjunto S, definido no item anterior, estar vazio, neste
caso a base corrente € 6tima para todos os valores de A maiores ou iguais ao tdltimo valor calculado,

ou entao quando todas as possiveis entradas na linha que o RHS foi para 0 s@o ndo negativas. Nesse

caso, ndo hd solucéo factivel para todos os valores de A maiores do que o valor corrente.

' O novo lado direito provocou uma infactibilidade dual
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9- NUMEROS FUZZY

9.1. DEFINICAO

Um ndmero fuzzy modela quantidades imprecisas e é definido no universo X como um
conjunto fuzzy convexo e normalizado, onde sua fung¢éo de pertinéncia € continua por partes. Além
disso, pode-se dizer que, dado um nimero fuzzy i definido no intervalo [c, d] pela sua funcéo de
pertinéncia La(x), onde x€ [c, d]:

1) pa(x) é zero fora do intervalo [c, d;

2) Existem nimeros reais a, b: ¢ < a < b < dtal que:
a. Ua(x) é monotonicamente crescente no intervalo [c, a];
b. a(x) € monotonicamente decrescente no intervalo [b, d;

c. Ha(x)=1,paraa<x<bh

9.2. NUMEROS FUZZY DO TIPO L-R

Em geral € considerada uma familia de ndmeros fuzzy do tipo L-R, cujas fungdes de

pertinéncia satisfazem as propriedades descritas a seguir:

v Simetria: Lx)=L(=x) e R(x) =R(-x)
v" Normalidade: L0)=1 e R(0)=1
v" L(x) é ndo crescente no intervalo [0,0)

v L(1)=0 e R(1)=0

Uma familia de tais fungdes é denotada por L. Um nimero fuzzy é dito ser um nimero LR se
sua funcdo de pertinéncia € construida com a ajuda de algumas funcdes de pertinéncia do tipo L e

R. Em termos matemadticos pode se escrever o seguinte:

L(ﬂ} sex < ma>0
a
,ondeLeRe L.

AX) = p(x)=
R[%J sex > m, >0

As fungdes de pertinéncia do tipo L-R também podem ser representadas de outras formas,

como por exemplo:
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A(x;a,m,ﬁ)LR,
onde: m é normalmente referido como o valor modal de A e & e [ representam as faixas do
namero fuzzy.
No préximo item € definido um dos tipos mais comuns de nimeros fuzzy, o nimero fuzzy

triangular.

9.3. NUMERO FUZZY TRIANGULAR

Este tipo de nimero fuzzy tem um formato simples e tem sido o mais utilizado em aplicagdes

praticas, sendo, portanto, definido em seguida.

Defini¢do: Seja A = [a1, a3, az] um nimero fuzzy triangular representado pelos trés pontos aj, a; e

as; entdo, a sua fungdo de pertinéncia é:

xX—aq, <<
e a,<x<a,
a, —q,
_Ja;—x
Hpy=y——, a,<x=a
a,—a,
0, caso contrario
Observacdes:
a, +a, - . , . L .
1 Se a, =——, entdo diz-se que o ndmero fuzzy triangular é simétrico, conforme
2 2

pode ser observado na Figura B.1.
A

»
»

Figura B.1 — Numero Fuzzy Triangular Simétrico

a, +a, . p . p Co
2 Se a, # ———=, entdo diz-se que o nimero fuzzy triangular € anti-simétrico, conforme
? 2

pode ser observado na Figura B.2.

A

v
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Figura B.2 — Numero Fuzzy Triangular Nao Simétrico

3) O intervalo suporte de A ¢é [al, a2]

9.4. NUMERO FUZZY TRAPEZOIDAL

Defini¢ao: Um ndmero fuzzy trapezoidal pode ser definido pela sua fungéo de pertinéncia como:

x-a
— a, <x<b,
b, —a,
I, b, <x<b,
My = —a
——2, b, <x<a
b _ 2 2
» a4,
0, caso contrario

Na Figura B.3 pode ser visto um exemplo de nimero fuzzy trapezoidal. Em seguida séo
colocadas algumas observagdes com relagdo aos nimeros fuzzy trapezoidais.
O intervalo [a1, a;] € o intervalo suporte para um nimero fuzzy trapezoidal A e,
v O intervalo [b;, b>] é o segmento onde os valores para o numero fuzzy trapezoidal A
tem grau de pertinéncia 1, definindo um patamar.
v Um nimero fuzzy trapezoidal A pode ser denotado por 4 = (ay, b1, ba, a3)
v Se by = by = ap, entdo pode-se dizer que o nimero fuzzy trapezoidal A reduz-se a um

nimero fuzzy triangular.

| ay b'1

Figura B.3 Numero Fuzzy Trapezoidal

9.5. CALCULO COM NUMEROS FUZZY

As operac¢des com nimeros fuzzy podem ser efetuadas de trés formas diferentes, a saber:

9.5.1. Operacées em Intervalos

As operagdes com nudmeros fuzzy podem ser generalizados a partir das operacdes efetuadas

em intervalos crisp. Para isso, consideram-se apenas os limites inferior e superior do nimero fuzzy.
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Suponha os seguintes nimeros expressos em termos de seus pontos extremos:
A =[ay, a3] e B = [by, b3], onde ay, as, by, b3 € R.
Baseado na aritmética de intervalos (Moore, 1966), tem-se que as principais opera¢des podem
ser definidas como:
a)Adicao:
[a1,a3] (+) [b1,b3] = [a1 + by,a3 + b3]
b)Subtracao:
[a1,a3] (-) [b1,b5] = [a1 - b,a3 — bi]
c)Multiplicacdo:
[a1,a3] (®) [b1,b3] = [minimo(a; by, a1 bs, as by, az b3), maximo(a, by, a; b3, as by, az b3)]
d)Divisio:
las,as] (/) [b1,b3] = a1, as] (®) [1/b1, 1/b3]
excluindo o caso onde b; =0 e/ou b3 = 0.
Note que neste caso ndo se leva em conta o formato da funco de pertinéncia dos nimeros
fuzzy em questdo. Para serem efetuadas as operagdes sdo considerados apenas os pontos extremos
de cada um deles.

9.5.2. Operagcées em Intervalos a-cut

Um ndmero fuzzy pode ser visto como uma cole¢do de a-cuts. Como definido em Klir (1988),
um intervalo a-cut de um nimero fuzzy A = [a;,a3] € referido como um intervalo crisp. Pode-se
dizer que, para os nimeros fuzzy A = [a,a3] € B = [b1,b3] tem-se os seguintes intervalos a-cut:

A(a) = [a1(0),a3()] e B(o) = [bi(0),b3(00)]
A partir desta definicdo, as operacdes de intervalos apresentadas no item 9.5.1 podem ser

aplicadas aos intervalos a-cut.

9.5.3. Operagcées com numeros fuzzy

As operagdes com intervalos, conforme apresentado nos dois itens anteriores, sdo aplicaveis
aos numeros fuzzy. Porém, para se obter uma resposta na forma de um conjunto fuzzy, deve-se ter
uma funcdo de pertinéncia fuzzy.

Considerando os ndmeros M = (m, @, B)ir € N = (n, % O).r do tipo LR, ja apresentados, tem-
se as seguintes operagdes, de forma resumida (Pedrycz, 1998):

a)Adicao:

(m, o Prir ® (n, ¥ Or = (m+n, a+ ¥ B+ O
b)Subtracio:
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(m, & Prr - (n, % OrL=(m-n, &- 6, B+ PrL

c)Multiplicacdo:

As férmulas de multiplicagdo sdo aproximadas e mantém-se sob a hip6tese de que as faixas
dos argumentos sdo pequenas em comparagdo com os valores modais dos nimeros fuzzy.
v SeM>0eN>0:

(m, & Pir ® (n, % Or = (mn, na+ my, nf+ mo)Lr
v SeM>0eN<O:

(m, & Pir ® (n, % Oir = (mn, ma- nd, mP- nPrL
v SeM<0eN>0:

(m, & Prir ® (n, % Or = (mn, nat-mé, nff- myrL
v SeM<0eN<O:

(m, o, ﬁ)LR ® (n, ¥ Or = (mn, - nﬁ- mé, - my- QgL

d) Divisao:
Semelhantemente ao caso da multiplicacdo, a férmula da divisdo entre dois nimeros fuzzy é
uma aproximacio, sendo considerado que as faixas sdo pequenas em comparacdo com os valores

modais.

om + on +
(m,ayﬁ)LR/(l’l,%é)RLz(%, mz R 2'an
LR

n n
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