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2- PROGRAMACAO LINEAR FUZZY

Neste capitulo serdo abordadas a parte conceitual e a importancia dos

modelos de programacao linear fuzzy.

2.1. PROGRAMACAO LINEAR

A Programagdo Matemdtica constitui uma das mais importantes
variedades dos modelos quantitativos ligados a Pesquisa Operacional (Goldbarg,
2000). Dentro da Programagdo Matemdtica encontra-se a Programacdo Linear
(PL), a qual é um ramo da Otimizacdo que estuda a maximiza¢do (ou
minimizacao) de uma fung¢ao linear sujeita a restricdes que podem ser equagdes ou
inequacoes lineares. Com o advento de computadores mais rdpidos e poderosos, a
programacdo linear tem se tornado de grande utilidade em aplica¢Oes praticas em
diversas areas, tais como Economia, Ciéncia da Computagao, Medicina, Finangas,
Matemética, assim como em diversos ramos da Engenharia. E importante salientar
que o termo programacao estd associado a planejamento, € ndo a programacao do
ponto de vista computacional.

Na Programacdo Linear o uso de modelos faz parte de sua prépria
esséncia. Estudos desse tipo envolvem a construcdo de um modelo, que simplifica
a realidade, porém preservando as relagdes essenciais de causa e efeito sobre o
problema. Cria-se, portanto, um modelo simbdlico, usando-se relagdes

matemadticas que descrevem o problema em estudo. A Figura 2.1 ilustra o

procedimento.
Hipoéteses
REAL | > MODELO
simplificadora
Resolugdo
= Validagao =

SOLUCAO DO SOLUCAO DO
PROBLEMA MODELO

Figura 2.1 -Procedimento
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Pode-se dizer que, ao se construir um modelo, passa-se do mundo real ao
virtual, mediante simplificacdes que viabilizam uma elaboracdo conceitual e sua
avaliacao subseqiiente.

Desta forma, obedecendo ao esquema sugerido pela Figura 2.1, um projeto
de Programacdo Linear pode ser decomposto em cinco estagios ou etapas, a saber:

1. Identificagdo do problema;
Construg@o do modelo;
Determinacao da solucdo do modelo;

Teste e validacdo da solucao proposta;

Nk wn

Implementacdo da solucdo.
A seguir serdo apresentados os principais conceitos de programacao linear
classica necessdrios para o bom entendimento dos modelos apresentados nos

préximos capitulos.

2.2. CONCEITOS

Modelos de programacdo linear fazem uso da terminologia descrita a
seguir:

1. Variaveis de Decisdo: representam o que realmente se quer determinar com a
solucdo do problema, como, por exemplo, o volume, ou a quantidade, de cada
produto final a ser produzido. Para se descrever um problema de programagao
linear, deve-se ter pelo menos 2 varidveis de decisdo; caso contrdrio ndo €
caracterizado um problema.

2. Fung¢do Objetivo: expressa, exatamente, a meta (ou objetivo) que se deseja
alcancar com a solu¢do do problema em questdo; nela estdo relacionadas, de
forma linear, as varidveis de decisao.

3. Restri¢oes. estabelecem limites ou possiveis valores das varidveis de decisao.
Por exemplo, a disponibilidade limitada de certas matérias primas € expressa
em forma de uma equacdo (ou inequacao) linear.

4. Regido Viavel: Regido no espago em que todas as restricdes sdo atendidas
simultaneamente; todos os pontos dentro dessa regido vidvel sdo possiveis, mas
somente um ponto (ou ocasionalmente um pequeno conjunto de pontos) €

otimo.
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5. Linearidade. as contribui¢des (coeficientes tecnoldgicos) de cada varidvel para
o resultado final s@o valores fixos. Desta forma, as restricdes para o problema

de programacao linear representam relagdes lineares.

Os modelos de programacgdo linear sdo constituidos por uma fungdo
(linear) que descreve o objetivo a ser alcancado (funcdo objetivo) e pelas
restricdes, todas elas lineares:

v A fungdo objetivo é aquela que deve ser maximizada ou minimizada:

por exemplo, lucro ou custo total;

v’ As restricbes sdo as limitagdes existentes: por exemplo,
disponibilidade de recursos ou necessidades a serem atingidas. Estas
restri¢cdes representam relagdes de interdependéncias entre as varidveis
de decisdo.

A partir disto pode-se formular o seguinte problema de programacao linear

com 7 varidveis de decisdo e m restricoes:

Max/Min ¢ x, + c¢,x, + -+ ¢, x,
sujeitoa  a,,x; + a,x, + - + a,x, = b

ayx, + aypx, + -+ a,x, =b,

n

amlxl + am2x2 +oeee f amn‘xn = bm
X 5 x, 55 x,20
Os coeficientes c¢;, b; e a;, 1 = 1,2, ..., me j = 1,2, ..., n s@o constantes

reais; supOe-se ainda que cada equagdo seja multiplicada por (—1), caso

necessdrio, de modo a garantir que todo b; > 0.

Na apresentac@o matricial, a forma padrao da programacao linear pode ser

escrita:
Max/Min Z=cx
Sujeito a Ax=b (b=20) 2.1

x>0

onde: A =matriz m X n;
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b=vetormx1;
x=vetornx 1;
c =vetor 1 x n.

Comparando-se as dimensdes m x n da matriz A, nota-se que o caso de
interesse pratico ocorre para n > m, quando o sistema deve oferecer uma
infinidade de solucdes e o método simplex busca identificar a solucdo Otima.
Quando n = m, a matriz dos coeficientes ¢ quadrada e, caso esta matriz seja nao
singular, o sistema terd uma solu¢d@o unica, ndo existindo alternativas de escolha.
O 1ltimo caso (n < m) ndo faz sentido pratico, indicando restri¢des redundantes no
sistema, que devem ser descartadas, reduzindo o sistema para os dois casos

anteriores.

Utilizando-se a forma matricial (2.1), e supondo que a fungdo objetivo

consista em maximizar Z = cx, as seguintes defini¢des sdo essenciais:
1. Uma solugdo vidvel é um vetor ndo negativo, x > 0, satisfazendo Ax = b;
2. Regido vidvel, S, € o conjunto de todas as solugdes vidveis:
S={xlAx=b,x >0}
~ po z *
3. Solugdo 6tima € um vetor x tal que:
Ed Ed
x € Secx 2= cx, para qualquer outro x € S

s, . & , ~ . .
4. Valor 6timo de um programa linear, Z, € o valor da funcdo objetivo
N ~ 24t *
correspondente a solucdo 6tima x :
& *
Z =cx

5. Otimo alternativo é um vetor x° € S, sendo Xz x*, tal que:

*
CXO =CcX

6. Solucdo ilimitada € uma seqiiéncia de valores xk, k=1,2,.., tais que XesSe

ext > ex™! para todo &, de modo que ll(im ext = oo,

—oo

Em seguida sdao apresentados alguns conceitos relevantes para este

trabalho (Bazaraa, 1990).
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1. Conjunto Convexo

Um conjunto X no espaco £ é chamado de Conjunto Convexo se, dado

dois pontos quaisquer x; e x; em X, entdo Ax, +(1—A)x, € X paracada A€ [0,1].

2. Diregoes Extremas de um Conjunto Convexo
Uma dire¢do extrema de um conjunto convexo € uma dire¢do do conjunto
que ndo pode ser representada como uma combinagdo positiva de duas dire¢oes
distintas do conjunto. Dois vetores, d; e d, sdo ditos serem distintos (ndo
equivalentes) se d; nao pode ser representado como multiplo de d.
Qualquer outra dire¢do do conjunto que ndo é um multiplo ou sub-

multiplo de d; ou d5 pode ser representada como Ad; + A,d, onde Ay, A, > 0.

3. Cone Convexo

Os cones convexos representam uma classe importante de conjuntos
convexos. Seja C um cone convexo; ele € dito ser um conjunto convexo com a
propriedade adicional Ax € C se o raio {Ax : A >0} pertence a C.

Portanto, um cone € um conjunto convexo que consiste totalmente de raios
emanando da origem.

Como um cone convexo € formado pelos seus raios, entdo ele pode ser
totalmente caracterizado por suas dire¢des. De fato, nem todas as dire¢des sdao
necessdrias, desde que uma direcdo nio extrema pode ser representada como uma
combinacdo positiva de direcOes extremas. Portanto, um cone convexo é
caracterizado por suas direcoes extremas.

Dado um conjunto de vetores aj, as,..., ax, € possivel formar um cone
convexo C com estes vetores. Este cone consiste de todas as combinacdes de aj,

as,..., dy, 1sto €:

k
C= Z’l./aj 1A, 20,para j=1,2,....k
=

Na préxima secdo serdo apresentados os conceitos de um problema de

programacao linear fuzzy.
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2.3.MODELOS DE PROGRAMACAO LINEAR FUZZY

Ao longo dos anos, muito tem sido feito com a intencdo de modelar
problemas reais em termos de modelos de programacdo linear, ja que, devido a
facilidade de obtencdo da solugdo e interpretacdo de resultados, esta € uma das
técnicas mais utilizadas. Entretanto, dado o seu potencial, poder-se-ia esperar um
nimero ainda maior de aplicagcdes em problemas reais. Porém, para a sua
utilizacdo € necessdrio que os dados utilizados dados sejam obtidos de forma
precisa e bem definida, o que implica muitas vezes em custos excessivos de
medicdo e afericio dos medidores. Além disso, as informagdes provenientes do
mundo real ndo sdo precisas; em geral, os problemas reais possuem grande
complexidade e sua representacdo precisa e correta torna-se dificil.

Os coeficientes da fung@o objetivo e das restricoes dos modelos de
programacdo matemadtica, em especial a programacao linear, sdo, por defini¢do,
fixos, 0o que ndo corresponde a realidade em muitos problemas de cunho pratico.
Portanto, nos casos onde os dados representam demandas, capacidades
disponiveis, taxas de custo etc., existe uma necessidade de se modelar tais
problemas de uma forma mais flexivel, de modo a contemplar incertezas
intrinsecas aos problemas.

Com a finalidade de colocar estas incertezas no modelo matematico, no
periodo de 1955 a 1960, alguns pesquisadores como Dantzig, Beale, Tinter,
Charnes e Cooper (George L. Nemhauser, 1998) tentaram estender os métodos de
programacao linear para lidar com problemas de otimiza¢do com restrigdes cujos
coeficientes estdo sujeitas a variacoes aleatdrias (modelos de programacio
estocastica). Esses primeiros modelos foram aplicados a problemas de diferentes
setores, tais como teoria do estoque, microeconomia € manutengdo de sistemas.

Os modelos de programacao estocdstica (Bazaraa, 1993) podem ser vistos
como uma extensao dos modelos de programacao linear e ndo linear para modelos
de decisdo onde os coeficientes t€m uma representacdo probabilistica. As
situagdes onde duvidas advém da exatiddao de conceitos, certeza de defini¢cdes,
graus de credibilidade tem pouco a ver com a ocorréncia de eventos, que € a parte
mais importante da teoria da probabilidade (Luhandjula, 1989).

A teoria dos conjuntos fuzzy oferece uma poderosa forma de modelar a

incerteza dos dados sem necessidade de recorrer aos conceitos estocasticos
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(Rommelfanger, 1996). Assim, a teoria dos conjuntos fuzzy aparece como sendo
ideal para lidar com problemas que sdo formulados como modelos de
programacao linear onde os parametros de entrada possuem imprecisao.

Deste modo, modelos de programacgdo linear capazes de lidar com
incertezas nos dados constituem-se em uma importante ferramenta de apoio a
tomadas de decisao em problemas gerenciais. Neste contexto, Bellman e Zadeh
(Bellman and Zadeh, 1970) propuseram o conceito de tomada de decisdo em
ambientes fuzzy, apresentando uma metodologia para muitos problemas de
otimizagdo fuzzy onde tanto as restricdes quanto a fungdo objetivo podem ser
representadas por conjuntos fuzzy.

A programacio linear fuzzy pode ser vista como uma classe de problemas
de otimizacao onde os pardmetros do modelo ndo estdo bem definidos, ou seja, os
coeficientes da funcdo objetivo ou das restricdes ndo sdo precisamente
conhecidos, e alguma das inequacdes envolvidas no modelo podem estar sujeitas a
limites ndo muito precisos (Pedrycz and Gomide, 1998).

A diferenca entre a programacdo linear fuzzy e a programacgdo linear
convencional, onde os coeficientes sdo deterministicos (crisp), ¢ que o modelo
fuzzy se situa no limite entre o modelo convencional, que estd no plano
matematico e o problema real (Inuiguchi, 1997).

Dependendo da informacdo disponivel para a construcdo do modelo de
otimizagao, vdrias classes de problemas podem aparecer: restri¢cdes fuzzy, fun¢des
objetivo ou metas fuzzy, e coeficientes fuzzy na fungio objetivo, nas restri¢des, ou
em ambos (Pedrycz and Gomide, 1998).

Assim, pode-se descrever um modelo geral de otimizacdo fuzzy como
(Cadenas and Verdegay 1995):

(1) Problemas com restrigoes fuzzy: o tomador de decisdes permite uma
satisfacdo flexivel das restri¢cdes, isto €, por ndo poder definir exatamente as
metas e as restricoes do problema, sdo permitidas pequenas violagdes das
restricoes(b;);

(i) Problemas com objetivo fuzzy: as informagoes com relacido aos coeficientes
da fungdo objetivo(cj) sdo incertas; estes coeficientes podem ser definidos
como numeros fuzzy. O conjunto de nimeros fuzzy reais € denotado como

F(R);
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(iii) Problemas com coeficientes fuzzy: podem ser utilizados nimeros fuzzy tanto

nos coeficientes da matriz tecnoldgica(a;j) como nas constantes do lado
digareito (b;), sendo, neste caso, um problema préximo ao do item (i). Estes
casos podem ocorrer quando os dados s3o demandas, capacidades
disponiveis, taxas de retorno etc, que envolvem quantidades imprecisas. Tais
modelos sdo adequados para situacdes praticas, onde os parametros sao

obtidos a partir de especialistas.

Cabe ressaltar que toda combinacdo das trés possibilidades acima ¢é

permitida, podendo ser enquadrada em um caso geral, conforme segue:

Max cx, + cyx, + o+ Cox,

sujeitoa  a,,x, + d,x, + - + a,x, < b
dy X, * dypXx, + -+ + dyx, < b, (2.2)
aml’xl + am2x2 + mnxn < bm

onde os seguintes elementos sdo considerados:

v

v

Para cada linha (restri¢do) existe uma funcao de pertinéncia {3y; € F(R)
tal que ¢i:R—[0,1]} definindo o nimero fuzzy do lado direito da equagao;
Para cada i = 1,.., me j = 1,.., n, 3 1 € F(R) tal que w;: R—[0,1],
definindo os nimeros fuzzy da matriz tecnolégica;

Para cada j = 1,..., n, 3 1 € F(R) tal que g;: R—[0,1], definindo os
nimeros fuzzy da fungdo objetivo;

Para cada linha, 3 4 € F(R) tal que y: R—[0,1], fornecendo, Vx € R", o
grau de acompanhamento do ndmero fuzzy dix| + dipxs +...+ GinXn, i = 1,...,
m, com respeito a i-ésima restri¢ao, isto €, a adequagdo entre este nimero

fuzzy e o correspondente b, com relagdo a i-ésima restri¢ao; e

Os simbolos < ou = quando colocados nas inequacdes do modelo de

programacdo linear fuzzy representam uma flexibilidade, ou seja, o

tomador de decisdes aceita que algumas restricdes sejam parcialmente
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violadas. Note-se que no caso convencional este tipo de violagdo ndo é

permitido, representando uma infactibilidade no problema.

O sistema geral (2.2) inclui casos especiais, onde:

1. A funcdo objetivo € crisp, ou seja, z (X) = ¢jx; + cox2 ...+ Xy

2. Alguma ou todas as restri¢gdes sao crisp, isto €, g; (X) = ayx; + aixx;
+...+ apx, < b;

3. Alguma ou todas as restri¢des estdo na forma soff, isto €, g; (x) = a;;x; +
appX> *...Ft QpXy g Bi

4. Estes casos especiais apresentados nos itens 1 a 3 acima podem ser
combinados.

A partir do descrito neste topico, serdo apresentadas na proxima secao, de

forma resumida, as principais metodologias para a resolucdo dos modelos

descritos.

2.4.TECNICAS DE RESOLUCAO DE MODELOS DE PROGRAMACAO
LINEAR FUZZY

De forma a melhor organizar esta se¢do, os modelos existentes foram
separados em cinco partes distintas. Na Figura 2.2 é apresentada uma taxonomia
de programacdo linear fuzzy, onde é possivel identificar melhor a organizagio
feita entre os modelos descritos nas proximas se¢des. Esta taxonomia foi feita
considerando qual conjunto de coeficientes possui incerteza, € por este motivo é
modelado como nimero fuzzy. Na primeira secdo (2.4.1), aborda-se a
programacio flexivel, ou programacio linear com restricdes soff, onde apenas os
coeficientes do lado direito (b;, i = 1, 2,..., m) das restricdes do modelo de
programacao linear sdo tratados como coeficientes fuzzy.

Na segunda parte (se¢do 2.4.2), sdo descritos os modelos de programagao
linear com relacdes de desigualdade, onde os coeficientes do lado direito (b;, 1 =1,
2,..., m) e do lado esquerdo (g, j = 1, 2,..., n) das restricdes ndo podem ser
definidos com precisdo, sendo entio considerados coeficientes fuzzy.

Na terceira parte (secdo 2.4.3) sdo apresentados os modelos de

programagao linear com imprecisio nos coeficientes do vetor de custos (¢j, j = 1,
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2,..., n). Neste caso apenas os coeficientes da fun¢@o objetivo ndo tem precisio
nos seus dados de entrada, sendo modelados como coeficientes fuzzy.
Primeiramente sdo relacionados trabalhos que propdem a transformacdo do
problema fuzzy em um problema de programacdo linear multi-objetivo, resolvido
entdo, pelas técnicas ja desenvolvidas. Em seguida sdo descritos os demais
trabalhos que descrevem outras metodologias para a resolucao de tais problemas.

Na secdo 2.4.4 sdo descritos os casos gerais i.e., combinacdes dos trés
anteriores. Os trabalhos descritos nesta se¢do sdo divididos em trés grupos. O
primeiro apresenta trabalhos que usam a técnica de intervalos para descrever os
coeficientes fuzzy e, em seguida resolver o modelo. No segundo grupo estdo os
artigos que utilizam a rede neural como uma ferramenta para encontrar uma
solucdo para o problema de programacao linear fuzzy. Por dltimo, sdo descritos os
trabalhos que mostram aplicagdes praticas de modelos de programacgdo linear
fuzzy.

Por altimo, na se¢do 2.4.5, abordam-se artigos que utilizam a programagao

possibilistica para descrever as incertezas.
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Taxonomia de Programacao Linear Fuzzy

Programacao Linear Fuzzy

Programacao Flexivel
vetor RHS

PL com Relacdes de Desigualdade
vetor RHS e matriz dos coeficientes A

PL com imprecisdo no custo
vetor de custos ¢

Programacao Multi-Objetivo

Outros

Caso Geral
vetor ¢ e RHS e matriz dos coeficientes A

— Intervalos

— Redes Neurais

— Aplicacoes

Programacao Possibilistica

Figura 2.2 — Taxonomia de Programagéo Linear Fuzzy

2.4.1.Programacao linear com restricées soft

Neste caso o tomador de decisdes € capaz de especificar todos os
coeficientes do modelo descrito em (2.2), porém nem todas as constantes do lado
direito das restricoes podem ser claramente determinadas como numeros crisp.
Assim, as restricdoes que ndo podem ser descritas em termos crisp sao chamadas

de restricdes soff e podem ser escritas da seguinte forma:

&i(X) = giX1, X3, .., Xn) = QX+ @pXot .+ apx, < by
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Este tipo de modelo descreve a imprecisdo da constante do lado direito, Bi
a partir de um conjunto fuzzy com suporte [b; b;+d;] € R, d; > 0, e uma fungio de
pertinéncia decrescente 4, .

A funcdo de pertinéncia u, deve ser especificada de forma a expressar a

satisfacdo individual do tomador de decisdes em relagdo a restricao soft gi(x).
Na literatura o coeficiente do lado direito flexivel € modelado da seguinte

forma(Rommelfanger, 1996):

1 se g, < b
My (&) =My, (&) se b, =g <b+d
0 se b, +d, <g,

O nimero u, pode ser interpretado da seguinte forma, conforme pode ser

observado na Figura 2.3:
v o = 1: significa que g pertence com certeza ao conjunto de valores
disponiveis;
v' o = Aa: significa que o tomador de decisdo estd desejando aceitar g; como
um valor disponivel.

v' o =¢€: o tomador de decisdo deseja negligenciar valores g; tais que o < €.

N
>

b b: b g
Figura 2.3 — Fungé&o de Pertinéncia de b,

De acordo com Zimmermann (Rommelfanger, 1996), a relacao < nas
restricdes soff pode ser interpretada como:
-~ g,(x) < b, +d, = atender a restri¢cdo
gi(x) < Bi s . . ~
Up, (x) > Max = obter maxima satisfa¢do

Assim, cada restri¢do soft pode ser substituida por uma restricao crisp, que

representa a flexibilidade da restri¢do soff e um objetivo, chamado objetivo fuzzy.
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Este objetivo fuzzy, que é obter a maxima satisfagdo, é acrescentado a fungio
objetivo original.

Logo, supondo m; restrigdes soff e m — m; restrigdes crisp, a funcao
objetivo do novo problema pode ser descrita mais precisamente como um sistema

de otimizac¢do multiobjetivo do tipo:

1\)(/IeaXX (Z(x)uul (X),..., luml (X))

onde,
X, ={xeR)la,x +...4+a,x,<b, +d, Vi = 12,...m,
ea,x, +...+a,x, <b Ni=m +1,...,m}
Diferentes autores propuseram outros tipos de modelagem para a funcdo
de pertinéncia do lado direito das restri¢des.
v" Forma linear: Zimmerman (1975), Sommer (1978) e Wernes (1984);

v' Forma codncava: Sakawa (1983), Rommelfanger (1978) com fungdes

exponenciais e, Hannan (1981), Rommelfanger (1984) Nakamura (1984) e
Sakawa & Yano (1990) com fung¢des lineares por partes;

v Forma de S: Hannan (1981) e Rommelfanger (1984) com fungdes lineares
por partes, Leberling (1981) e Sakawa & Yano (1990) com funcgdes
hiperbdlicas inversas, Zimmerman e Zysno (1982) com fungdes logisticas
e Schwab (1983) com funcgdes cubicas.

v' Forma Trapezoidal: (Chanas, 1984) analisa o problema de transportes com

valores de suprimento fuzzy dos fornecedores e com valores de demanda
fuzzy dos clientes. Para a solucdo do problema é utilizada a técnica de
programacdo paramétrica. (Felizari, 2003) apresenta um estudo da
aplicacdo de otimizagdo fuzzy em problemas de programacdo matemadtica
linear, particularmente num sistema de blending presente na industria
petroquimica.

Guu & Wu (1999) propuseram um método de duas fases para obter uma
solucao melhor do que a apresentada ao se utilizar um operador ‘max-min’ para
um problema de programacio linear fuzzy onde os recursos sao fuzzy.

Em Liu (2001) € proposto um novo tipo de método para resolucdo de
problemas de programacgdo linear fuzzy baseado no grau de satisfacdo das
restri¢cdes. A partir de um novo método de ordenamento das restri¢des, € possivel

determinar um indice para cada uma das restricdes. Com o uso deste indice, o
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responsavel pela tomada de decisdes pode fazer as restri¢des apertadas ou frouxas
com base em sua atitude otimista ou pessimista e obter uma solu¢do 6tima do

espago de solugdes fuzzy.

2.4.2. Programacao linear com relacées de desigualdade

Umas das questdes principais na obten¢do de uma solucdo para modelos

de programacdo linear fuzzy € a interpretacdo das relacdes de desigualdade nas
restrigdes fizzy, ou seja, A, (x) < Ei (Rommelfanger, 1996), onde ‘~’ indica que o
tomador de decisdes ndo € capaz de especificar claramente as restricoes do

problema.

Na literatura podem ser encontrados diversos conceitos e interpretacdes

para a relacdo de desigualdade <. Em muitas destas metodologias as restri¢des
fuzzy sao trocadas por uma ou duas restri¢oes crisp. Uma das interpretacdes mais
flexiveis é de Rommelfanger (1996), que considera dois indices: um pessimista,
utilizado também por Slowinsk (1986), entre outros, € uma meta, denominada

meta fuzzy:

n
~ -~ Z(c_z,j +a, )k, <b, + B — indice pessimista
A (x)<; B, &7 o

() = up (a,(x)) > Max — meta fuzzy

A relagdo <, coincide com a interpretacdo usual da relacdo de
desigualdade, apresentada nas restricdes soff, no caso das inequacgdes serem
deterministicas. Entdo, pode-se dizer que a relacdo <, representa uma definicdo

geral para as relacdes de desigualdade em modelos de otimizacao.

Em 1976, Negoita & Sularia (Rommelfanger, 1996) consideraram
incertezas, representadas por conjuntos fuzzy, nos coeficientes tecnolégicos e nas
constantes do lado direito das restricdes do modelo de programacao linear. Ainda
nesta linha de raciocinio podem ser citados os trabalhos de Tanaka & Asai (1984),
Ramik & Rimanek (1985), Slowinsk (1986), Carlson e Korhonem (1986),
Luhandjula (1987), Rommelfanger (1988) e Buckley (1988 e 1989). Em geral,
muito dos métodos apresentados consistem na troca das restri¢des fuzzy por uma

ou duas restricoes crisp.
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Ainda nesta linha de problemas fuzzy, Fang, Hu et al. (1999) mostraram,
com base em uma organizacio dos nimeros fuzzy, que problemas de programacio
linear fuzzy podem ser reduzidos a problemas de programagao linear semi-infinita,

onde a cada iteracdo € introduzido um conjunto de restri¢des crisp.

2.4.3. Maximizando a fun¢ao objetivo

Quando os coeficientes na fung¢do objetivo sd@o descritos como nimeros

fuzzy, o problema pode ser modelado como:
Max Z c,x,
j=1

sujeito a Zayxj <b,i=1,....m (2.3)

onde, para cada j = 1,..., n, existe uma fungdo de pertinéncia 4 € F(R)
associada, definindo os nimeros fuzzy na fun¢do objetivo (Cadenas and Verdegay
1995).

Seja a funcdo objetivo do sistema de otimizacdo (2.3):

Max Z(x)=¢x, ®...®F,x,,

onde o simbolo @ representa a adi¢cdo extendida, melhor descrita em
Rommelfanger (1996).

Supde-se o caso mais simples, onde os coeficientes ¢, t€m a forma de um

ndmero fuzzy trapezoidal ¢ ;= (g c j-,'zj;yj ), conforme pode ser observado na

Figura 2.4.
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Figura 2.4 — Fungéo de Pertinéncia de C;

Assim, Z(x) pode ser escrito como:
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z =ew), e); nx); ;(x)),

onde,

ax) = Zgjxj L Yx) =) y,x; E(x) = szxj , 7_/(x) :Z;/jxj , conforme
J=1 1 j=l =l

j=

representado na Figura 2.5.
A

K,

N
>

z

c—7 E c E+;_/

Figura 2.5 — Fungao de Pertinéncia de Z

Desta forma, a fun¢@o objetivo fuzzy do sistema (2.3) implica em 4 metas
que devem ser satisfeitas simultaneamente no conjunto das solugdes factiveis X:
v’ Max — ¢x)
v’ Max - ¢x)-y(x)
v’ Max — E(x)
v Max — o)+ (%)

Este tipo de problema torna-se agora um problema de programacao linear
multi-objetivo e, como tal, pode ser resolvido pelas técnicas desenvolvidas e
apresentadas, por exemplo, em Ignizio (1982).

Tanaka et al, em 1984, (Rommelfanger, 1996), apresentaram um
tratamento para os problemas de programacdo linear fuzzy onde apenas os
coeficientes da funcdo objetivo ndo eram bem definidos. Os autores procuraram
resolver o problema inicial trocando a fungdo objetivo fuzzy por uma solugio
compromisso. Esta nova fungdo objetivo pode ser descrita como uma média

ponderada, conforme pode ser observado em (2.4). Esta nova func¢do foi chamada

de “objetivo compromisso”.
()=t (2gj +2c,+y +7, )xj. (2.4)
z p ;

Ainda nesta linha de transformar o problema de programacao linear fuzzy

em um problema de programacao linear multi-objetivo, Sakawa & Yano, em 1989
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(Rommelfanger, 1996), propuseram que se calculasse uma solugdo Pareto o, ou
solucdo ndo dominada o, onde os coeficientes dos custos fossem restritos por um
o —cut. Algo similar também foi proposto por Luhandjula (1987), com o

conceito de “solugdo eficiente S possivel”’. Numa solu¢do Pareto 6tima, ou

solucdo ndo dominada, ou ainda, solucdo eficiente, busca-se gerar o conjunto total
de solugdes eficientes que nao sao dominadas por qualquer outra solucdo (Ignizio,
1982).

Em Zhang (Zhang, 2003) também transforma-se, através de propriedades e
conceitos de solucdes Otimas para problemas de programacio linear fuzzy, este
tipo de problema em um problema de programacdo linear multi-objetivo. Para
isso, alguns teoremas sdo desenvolvidos com o intuito de converter problemas de
programacdo linear fuzzy em problemas de otimizacdo com quatro funcdes
objetivo. Por ultimo, os autores apresentam dois exemplos ilustrativos para
demonstrar o procedimento de solugdo. Os exemplos apresentados permitem
mostrar que o método de solugdo apresentado neste artigo inclui um método ja
existente, determinado em Maeda (Maeda, 2001), como um caso especial, sendo a
metodologia desenvolvida mais abrangente.

Inuiguchi, Ichihashi et al. (1990) propuseram uma técnica para a encontrar
uma solucdo aproximada para problemas de programacio linear fuzzy onde as
funcdes de pertinéncia que descrevem o conjunto fuzzy que representa a funcgdo
objetivo sdo fungdes continuas lineares por partes. A metodologia descrita pode
ser utilizada também para aproximar as funcdes de pertinéncia nao lineares por
funcgdes de pertinéncia lineares por partes. A vantagem apresentada neste método
€ que ele ndo necessita do uso repetitivo das técnicas de programacao linear para a
sua utilizagdo.

Em Inuiguchi (2004) € mostrado que uma solucdo bdsica 6tima possivel
pode ser representada por uma combinag¢do convexa de vértices 6timos (pontos
extremos) possiveis. A partir desta representacdo, e sabendo-se que os pontos
extremos vidveis estdo conectados, é desenvolvido um método para enumerar
todos os vértices 6timos possiveis, junto com os graus de pertinéncia associados.
O algoritmo de enumeragcdo € dado e exemplificado por um simples exemplo

numeérico.
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2.4.4.Caso Geral

Yaguang Yang (1991) apresentou um novo método para resolugdo de
problemas de programacdo linear com incertezas. Em contraste ao problema de
programacao linear estocdstica e muitos modelos de programacao linear fuzzy, os
parametros do problema discutido neste artigo nao sdo nem varidveis aleatérias
com distribui¢des de probabilidade conhecidas nem parametros com distribui¢cdes
de possibilidade conhecidas. Tudo o que se sabe a respeito dos parametros sao os
seus intervalos de existéncia. Portanto, como estes parametros nao possuem média
e nem distribuicdo conhecida, ndo se pode utilizar programagdo estocdstica ou
programacao linear fuzzy. Neste artigo, o conceito de funcdo de confianga &
introduzido e, baseados nesta definicdo, os autores resolvem o problema
considerando apenas os intervalos de cada coeficiente. Este algoritmo tem sua
convergéncia comprovada, sendo os graus de risco da decisdo para diferentes
fungdes de confianga entdo discutidos.

Shaocheng (1994) abordou o problema de programacdo linear com
incertezas de duas formas. A primeira € a programacao linear com nimeros fuzzy
e a segunda a programagdo linear com numeros dentro de intervalos. Os
problemas com coeficientes que sdo ndmeros fuzzy sdo aproximados de duas
formas: “fuzzy decisive set approach” e “metodologia de programacao linear com
nimero dentro de intervalo para vérios niveis de fungdes de pertinéncia”. A
primeira metodologia (“fuzzy decisive set approach”) estd baseada no
ordenamento entre ndimeros fuzzy, tomando as pertinéncias do conjunto decisivo
como parametros desconhecidos, sendo reduzido a um problema de programacao
nao linear. Neste caso € combinado o método da bisecdo e a fase 1 do método
simplex para se obter uma solugdo possivel.

Os problemas de programacdo linear com coeficientes que sio nimeros
que variam dentro de intervalos sdo aproximados tomando o valor maximo e o
valor minimo da faixa de valores das inequagdes como condi¢des das restri¢des,
reduzindo em dois problemas de programacdo linear cldssicos e, a partir destes
problemas, encontra-se a faixa da solucao 6tima para o problema inicial.

Em Cadenas and Verdegay (1995) apresenta-se a andlise e o
desenvolvimento de um sistema interativo de suporte a tomada de decisdo para

problemas de programacdo linear fuzzy. Este sistema resolve problemas de
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programacdo linear sem incertezas (crisp ou cldssico), e os problemas com
incertezas nos coeficientes ¢ > 1OS coeficientes do lado direito das restricdes b, e

o caso geral, onde todos os coeficientes possuem incertezas. Em cada um destes
casos as incertezas sdo modeladas como nimeros fuzzy. O sistema € interativo,
buscando informacdes com o usudrio sobre os diferentes elementos de cada
problema para poder, através de cortes nas funcdes de pertinéncia, resolver cada
um dos problemas.

De forma semelhante, Cadenas (2004) considera um problema de
determinagdo de uma dieta para a pecudria em fazendas na Argentina como um
problema de programacio linear fuzzy. O problema assim modelado é resolvido
por um sistema de suporte a decisdo (DSS) chamado SACRA, baseado no
PROBO (Cadenas, 1995), que € altamente amigavel, interativo € ndo requer
conhecimento sobre programagao linear fuzzy.

Em Vansant (2004) os autores tratam de um problema de sele¢do de mix
de producdo em uma fébrica de chocolate. Devido as imprecisdes em cada matéria
prima, o problema ¢é tratado como um problema de programacao linear fuzzy. Os
coeficientes s3o modelados como nimeros fuzzy, onde a funcdo de pertinéncia é
uma func¢do de pertinéncia do tipo S.

Ainda na linha dos artigos em que sdo feitas aplicacdes de programacgao
linear fuzzy tem-se Eshwar (2004). Neste artigo sdo aplicados os conhecimentos
de conjuntos e nimeros fuzzy para introduzir as incertezas e imprecisdes em um
modelo de programacao linear utilizado nas industrias da construcdo civil. Como
resultado da aplicagdo de conceitos fuzzy ao modelo de programacdo linear
tradicional € identificado o nimero 6timo de pecas de equipamentos necessarios
para completar o projeto no periodo determinado. Foi considerado um estudo de
caso realistico para a otimizacao e o software LINGO versao 6 foi utilizado para
resolver as varias equacgdes nao lineares.

Tung (2000) também faz uma aplicacdo das técnicas de programacao linear
fuzzy. Neste caso, o autor modela os problemas de planejamento da expansao de
sistemas de transmissao de energia elétrica com incertezas como um problema de
programacao linear fuzzy

Canos, Ivorra et al. (1999) propuseram uma versao fuzzy para o problema

classico da p-mediana. Este tipo de abordagem para o problema cldssico da p-
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mediana tem a vantagem de permitir ao tomador de decisdo levar em conta
solucdes que tenham menor custo, apesar de deixarem parte da demanda ndo
atendida. Os autores consideraram, dentro das restri¢cdes iniciais, que uma parte
das restricdes € fuzzy, associando uma funcdo de pertinéncia. Além disso, foi
considerada uma meta para o valor do custo, sendo também modelado como
nimero fuzzy. Desta forma, o tomador de decisdes podera escolher solucdes
parcialmente factiveis que cubram de modo parcial as demandas, implicando
numa grande reducdo no custo. Este tipo de abordagem traz um grau de liberdade
maior para poder modificar a cobertura das demandas, visto que serd oferecido o
acesso a diferentes cendrios.

O algoritmo descrito em Canos, Ivorra et al. (1999) considerou pequenas
modificagdes na demanda total que deve ser coberta e no custo de transporte
associado a esta demanda. Entretanto, continuando com o problema da p-mediana,
Canos and C. Ivorra (2001) mostraram que a mesma metodologia pode ser
aplicada num sentido mais global, ou seja, para estudar o comportamento de
custos 6timos quando ocorrem violagdes arbitrarias das mesmas restricdes fuzzy,
fornecendo também uma informagao ttil no caso de uma anélise de sensibilidade.

A metodologia descrita por Jamison and Lodwick (2001) consiste em
transformar um problema de programagdo linear fuzzy em um problema de
otimizacdo irrestrito. Neste problema irrestrito a funcdo a ser otimizada contém a
funcdo objetivo original e as restricdes do problema original multiplicadas por
constantes, formando assim uma penalidade para violacdes. Os autores mostram
que a nova funcdo objetivo € uma funcdo cOncava, podendo ser maximizada
globalmente.

Em Ekel (1998) € apresentada e formalizada uma metodologia para
resolver uma larga classe de problemas de otimizacdo onde os coeficientes da
funcdo objetivo e das restri¢des sdo fuzzy. Esta metodologia estd associada a uma
modificagcdo nos métodos tradicionais de programacdo matemdtica e permite
cortar as alternativas dominadas acima e abaixo. A subseqiiente contragdo da
regido incerta de decisdo estd associada a redug¢do do problema de tomada de
decisdo multicritério em um ambiente fuzzy. Além disso, também € proposta uma
metodologia geral aplicada dentro do contexto de um modelo de otimizacdo fuzzy

discreta baseada na modificacdo de algoritmos de otimizacdo discreta. Antes da

aplicacdo desses algoritmos existe uma transicdo do modelo com coeficientes
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fuzzy nas fungdes objetivo e nas restrigdes para um equivalente andlogo com
coeficientes fuzzy somente na fun¢do objetivo. Os resultados apresentados sdo de
carater universal e ja estdo sendo utilizados para resolver problemas de engenharia
de poténcia. Este artigo contribuiu na definicdo da regido de factibilidade do
problema de programacao linear fuzzy, onde os coeficientes das restri¢des e da
funcdo objetivo sdo modelados como nuimeros fuzzy, conforme visto no item
4.3.1.

Ramik & Rommelfanger (1996) trataram de problemas de programagao
matemadtica onde as inequacdes sdo lineares; as fung¢des de pertinéncia que as
caracterizam como fuzzy nao sao necessariamente lineares.

Buckley, Feuring et al. (1999), Li e Da (2000) e Chong, Hui et al. (1999)
utilizaram uma rede neural para obter solu¢des aproximadas para problemas de
programacio linear fuzzy. O primeiro artigo utiliza o algoritmo evoluciondrio para
substituir o algoritmo backpropagation. O segundo demonstra que a flexibilidade
das redes neurais pode ser utilizada na modelagem e resolucdo de diversos
problemas de programag¢do matemadtica. O terceiro artigo modela as redes neurais
por sistemas de gradiente dinamico, construidos a partir de uma familia
paramétrica de fungdes de penalidade (ndo diferencidveis) exatas, provando em
seguida que para um dado problema de programacdo linear e parametros de
penalidade suficientemente grandes, algumas trajetdrias da rede neural convergem
num tempo finito para seu conjunto solugao.

Em Buckley (2000) os autores desejam encontrar solu¢des para um
problema de programacdo linear onde todos os pardmetros e varidveis sdo
nimeros fuzzy. Primeiramente os autores modificaram o problema de
maximizacdo de um nimero fuzzy, o valor da func¢io objetivo, em um problema de
programacdo linear multi-objetivo fizzy. E provado que a programacio flexivel
pode ser utilizada para explorar o conjunto nao dominado total para o programa
linear fuzzy multi-objetivo. Um algoritmo evoluciondrio € desenvolvido para
resolver a programacao linear flexivel, sendo aplicado em um problema exemplo,
gerando boas solucdes.

Em Maleki (2000), os autores apresentam a proposta de um novo método
para resolucdo de problemas de programacdo linear com varidveis fuzzy. Esta

metodologia usa o conceito de comparagdo de nimeros fuzzy.
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Em Ekel (2001) sdo apresentados resultados de pesquisa no uso de
conjuntos fuzzy para manusear varias formas de incerteza em problemas de
otimizagdo relacionados ao projeto e controle de sistemas complexos. E dada
muita atencdo para considerar a incerteza de metas associadas com o cardter
multicritério de alguns problemas de otimizacao.

Em Baykasoglu (2003) os autores propdem analisar e classificar os
procedimentos existentes para resolucdo de uma variedade de problemas de
otimizacdo com multiplos objetivos fuzzy incluindo programas com metas fuzzy.
Uma outra proposta deste artigo € guiar o tomador de decisdes para encontrar um

método de solucdo para resolver seu proprio modelo fuzzy.

2.4.5.Programacao Possibilistica

Um problema de programagao linear possibilistica é definido como:

Max/Min Z= Z Ej X,

=1

sujeito a Zﬁljxj * l;]., i=1,....m 2.4)

onde:

v’ “¥” pode denotar c, C, =, D, D, para cada restri¢io i;

~

v Os coeficientes ¢, a,, b, representam conjuntos fuzzy.

i
Esses conjuntos fuzzy podem ser especificados como trapezoidais:
v C =[c,lcpnele,d, =la,aa,la,)b =[b,1b,.b,1b,]
Note-se que os nimeros fuzzy sio distribuicdes de possibilidade associadas
as varidveis fuzzy e, portanto, determinam uma restricao aos possiveis valores que
as varidveis podem assumir.
Para os conjuntos fuzzy descritos, tem-se:

v' Poss[¢, =}]=pu(} 1¢,) : possibilidade de ¢, serigual a }
v’ Poss[d, =a]=pu(ald,) : possibilidade de &, serigual a a
Poss[b, = B1=u(B1b,) : possibilidade de b, serigual a 5

Poss[Z = z] € a distribuicao de possibilidade da fun¢ao objetivo Z.
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Além disso, pode-se definir a possibilidade com que x satisfaz a i-ésima

restri¢ao, da seguinte forma:
H(ay’ b/ ) = min(ﬂ(ail|5ll )’ ] ll'l(am‘a’in )’ lu(bl|l;1 )) >

onde a, = (a

i+, a,,) € adistribuigdo conjuntade a, e b,.
Ainda, define-se a possibilidade de que x € factivel com respeito a i-ésima
restricdo como:

Poss[x € 3] = sup{I1(a,,b,)l a,x*b,},

a;,b;
onde 3 regido de viabilidade da i-ésima restrigdo
Portanto, para x = 0, tem-se a possibilidade que x € factivel, ou seja,

Poss[x €3] = lr?ln (Poss[x € Si),

onde 3 é a regido factivel do problema (2.3).

Em Buckley (1989) a programacao linear possibilistica utiliza conjuntos
fuzzy triangulares; no trabalho € descrito um procedimento de solu¢do para
problemas de programacdo linear possibilistica que ndo estdo na forma padrdo
(onde todas as restricdes de (2.4) sdo equacOes lineares de igualdade e todas as
constantes do lado direito sdo ndo negativas). A soluc@o envolve a distribuicdo de
possibilidade Poss[Z = z] para a fun¢@o objetivo e, entdo, € determinada a solugao
compromisso para as varidveis de decisdo. Além disso, mostra-se que a solugdo
para o problema de programac¢do linear proporciona valores corretos para z em
Poss[Z=1z] = a paracada a entre O e 1.

Em Inuiguchi (1997) e Inuiguchi and Ramik (2000) sdo apresentadas, por
meio de exemplos, uma metodologia de resolu¢do do problema de programacao
linear possibilistica — utilizando conjuntos fuzzy triangulares simétricos —, onde os
coeficientes da fun¢do objetivo e do lado esquerdo das restricdes possuem
incertezas. E feita uma comparacio com metodologias de programagio
estocdstica, analisando-se as suas vantagens e desvantagens. E considerado um
problema de selec¢do de portfolio de agdes 6timo.

Da mesma forma, em Inuiguchi and Tanino (2000) abordou-se o problema
de selecao de portfolio de agdes 6timo, tradicionalmente tratado por um modelo
de programacdo estocdstica (“modelo de Markowitz”). Utilizando a semelhanga

entre a programacdo estocdstica e a programagdo possibilistica os autores
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propuseram uma nova metodologia de resolucdo baseada na programacio
possibilistica.

Gandolpho, Vellasco et al. (2002) modelou um problema de mistura de
carvoes para siderdrgicas a coque, onde as incertezas sdo inerentes a cada matéria
prima, utilizando a programacdo linear fuzzy. Em seguida foi utilizada a
programacdo possibilisitica para obter uma solu¢do, sendo entdo comparada ao
resolvido no ambito programagao linear crisp.

Em Tanaka, Guo et al. (2000) sdo estudados vérios tipos de distribuicdo de
possibilidade das varidveis fuzzy aplicadas a problemas de programacio linear
possibilistica. Mostra-se que um problema de programacgdo linear possibilistica
pode ser diretamente reduzido a um problema de programagdo linear
convencional quando sdo utilizadas distribui¢cdes de possibilidade triangulares ou
intervalos. Quando sdo consideradas as distribuicdes de possibilidade
exponenciais, os problemas de programacao possibilistica tornam-se problemas de
otimizag¢do nao linear.

Em Inuiguchi (2002) os autores propdoem uma metodologia de
decomposicdo de cendrio para tratamento de nimeros fuzzy interativos, que sao
definidos por regras do tipo if-then fuzzy. As propriedades dos nimeros fuzzy
decompostos em cendrios sdo investigadas e apresentadas. Além disso, os autores
aplicam esta metodologia na programacgdo linear possibilistica. Neste caso, os
coeficientes da matriz tecnoldgica e os coeficientes da func¢do objetivo no modelo
de programacdo linear possibilistica sdo definidos como vetores de varidveis
possibilisticas, cujas faixas de possibilidades sdo dadas pelos nimeros fuzzy

decompostos em cendrios.

2.5. A ANALISE DE SENSIBILIDADE

Em muitas aplicag¢des préticas alguns dados utilizados ndo sdo conhecidos
a priori e, assim, faz-se uso de estimativas. E importante ser capaz de encontrar
uma nova solucido 6tima do problema quando os dados estiverem efetivamente
disponiveis, sem resolver o problema novamente (e, eventualmente, inimeras
vezes). Além disso, existem diversos casos em que se deseja determinar a
sensibilidade da solugdo 6tima em face de mudangas nos dados de entrada. Em

certas situagdes, as restricdes podem ndo ser muito rigidas, como por exemplo
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uma restricao que reflita a disponibilidade de algum recurso. Essa disponibilidade
pode aumentar com a compra de algum equipamento novo, horas extras ou, ainda,
com a contratagdo de mao-de-obra. Dessa forma, é desejavel examinar o efeito de
se relaxar alguma(s) da(s) restricdo(des) no valor da func@o objetivo, bem como
na estrutura da solug@o, sem resolver o problema original novamente.

A andlise de sensibilidade é executada ap6s uma solu¢do 6tima corrente de
um modelo de programacao linear ter sido encontrada. A meta € determinar se as
mudancas nos coeficientes do modelo, conforme citado anteriormente, ndo afetam
a solugdo atual e, caso afetem, como pode ser encontrada de forma eficiente a
nova solucio, caso ela exista.

Em geral, as mudancas nos dados de entrada do modelo podem resultar em
quatro casos distintos:

1. A solucdo encontrada permanece 6tima;
2. A solucdo atual torna-se infactivel,

3. A solucdo atual torna-se ndo 6tima;

4. A solugdo corrente torna-se infactivel.

O primeiro caso € o mais simples, pois as mudangas nos dados de entrada
nao afetam a solucdo do problema, permanecendo assim a solu¢do Otima
encontrada anteriormente. O caso 2 indica que a solu¢do corrente tornou-se
infactivel e, portanto, deve-se aplicar o método dual simplex para se retomar a
factibilidade do problema. No caso 3 pode-se aplicar o método primal simplex
para se restaurar a sua otimalidade. No udltimo caso sdo utilizados ambos os
métodos, primal e dual simplex, para se restabelecer uma solugdo para o problema.

No Apéndice A ¢é feita a abordagem tedrica necessdria para um bom
entendimento das metodologias utilizadas na andlise de sensibilidade em
programacao linear.

A seguir serd apresentada uma breve descricdo histérica sobre o
desenvolvimento da andlise de sensibilidade, ou andlise pds-6tima, em

programacdo linear.

2.6. DESENVOLVIMENTO HISTORICO

Logo apé6s o surgimento do método Simplex, colocaram-se certas questdes

como “o que ocorre quando ha mudancas nos dados originais?”, “que efeito terdo
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na solu¢do Gtima algumas influéncias a posteriori?”, “é possivel encontrar um
conjunto de solug¢des (para as mudancas nos dados iniciais) para o dado problema
tal que todas sejam Gtimas?”. Todas essas perguntas sao motivadas pelo fato de
que os dados de entrada muitas vezes ndo sao precisos, ou seja, eles costumam
conter incertezas. Essas, por sua vez, sé se tornavam conhecidas apds o problema
ter sido otimizado. Esses tipos de perguntas estimularam a procura por uma
solucdo para as possiveis mudancas nos dados iniciais dos problemas, sem a
necessidade de resolvé-los novamente. As primeiras pesquisas nesse sentido
foram dirigidas para pequenas mudancas no termo do lado direito e para uma
parametrizac¢ao no coeficiente da funcdo objetivo (Gal & Greenberg, 1997).

Seguindo essa tendéncia de desenvolvimento, apareceu em 1977 um dos
primeiros trabalhos de Andlise de Sensibilidade (AS) em programacgdo linear
inteira (Geoffrion & Nauss, 1977), apresentando a teoria bdsica para possiveis
andlises pds-Otimas em problemas de programacdo inteira, com o intuito de
estendé-las para a programacao linear. Em (Wolsey, 1981) e (Schrage & Wolsey,
1985) apresenta-se de maneira formal, e por meio de exemplos, como podem ser
obtidas as andlises pds 6timas no caso de programacao inteira (PI).

Em Gal (1979) apresenta-se uma concatenagdo de boa parte da teoria até
entdo desenvolvida nessa drea. Motivados pelo desenvolvimento da parte tedrica,
e pela falta de aplicacdes praticas desta ferramenta poderosa, surge no inicio da
década de 80 o primeiro esforco para tornar mais automatica a aplicagdo das
metodologias de andlise de sensibilidade: o software Analyze (Greenberg, 1983) —
desenvolvido para acompanhar a andlise de sensibilidade em modelos de
programacdo linear. Inicialmente foi utilizado para um trabalho especifico,
servindo a posteriori para explicar de forma mais clara a solucdo de modelos de
programacdo linear. Com esse trabalho, tornou-se possivel utilizar a andlise de
sensibilidade em programagdo linear de forma mais automadtica, sem a
necessidade de um especialista em matematica.

Na segunda metade da década de 80 aparecem trabalhos importantes
explicando os possiveis problemas na anélise de sensibilidade quando da presenga
de degenerescéncia (Greenberg 1986, Gal 1986, Gilford 1994), a qual ¢é
examinada com respeito as perturbacdes no vetor de custo e das constantes do
lado direito, bem como os problemas algoritmicos que aparecem (como a

ciclagem). No caso da ciclagem, € discutida e modificada (Gilford, 1994) uma
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nova metodologia (método TNP — Tranmsitions Node Pivoting Procedure), de
forma a ajudar na andlise de sensibilidade. Ainda seguindo essa linha de pesquisa,
pode se citar o trabalho de Knolmayer (Knolmayer, 1984), onde é considerado o
problema da determina¢do de precos duais e uma andlise de sensibilidade para
propositos gerenciais. Este trabalho tem continuidade na década de 90 (Jansen,
Jong et al., 1997), onde sdo apresentados os erros de interpretacdo que ocorrem
quando do uso de soffwares de otimizagdo na andlise de sensibilidade. Sao
sugeridos trés métodos para se realizar a andlise, evitando-se problemas com a
interpretacao.

Nos trabalhos apresentados nesta se¢ao é possivel observar que, apesar do
desenvolvimento tedrico, pouco foi apresentado em termos praticos. O uso da AS
permite que o usudrio tenha acesso a faixas possiveis de valores onde os dados de
entrada podem ser modificados sem que a solucdo Otima encontrada seja
modificada. Entretanto, ndo fica claro para o tomador de decisdes, que nada
entende de programacdo linear, o que ocorre quando algum(ns) dos limites
apresentados na AS ndo sdo respeitados.

No préximo capitulo é apresentada de maneira formal o modelo geral de
misturas, bem como o modelo de mistura de carvOes para obteng¢do do coque

metalirgico.
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