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7
Analise de Sensibilidade

7.1
Consideracbes Gerais

Conforme visto no Capitulo 5, os algoritmos utilizados neste trabalho
necessitam das derivadas da funcdo objetivo e das restricbes em relacdo as
varidveis de projeto para determinar a direcdo de busca do processo de
otimizacdo. De forma geral, estes gradientes sdo calculados a partir dos gradientes
das respostas da estrutura e, dependendo do problema, as respostas de interesse
podem ser deslocamentos, tensdes, freqliéncias naturais e cargas criticas.

A analise de sensibilidade, também chamada de gradientes das respostas da
estrutura, desempenha um papel central no processo de otimizacdo, pois é
avaliada a cada passo do algoritmo.

Os gradientes podem ser desenvolvidos de forma analitica, por diferengas
finitas ou pelo método semi-analitico, sendo estes apresentados, de forma sucinta,
a sequir:

(i) Método Analitico

O método analitico consiste na diferenciacdo direta das equacbes de
equilibrio lineares e ndo-lineares do problema. E um método preciso e eficiente,
contudo, as expressdes resultantes, em determinados casos, podem ser longas e de
dificil obtencdo, o que as vezes inviabiliza sua aplicacéo.

(if) Diferencas Finitas (MDF)

A mais simples técnica para calculo da sensibilidade com respeito a variavel
de projeto é a aproximacado por diferencas finitas. Esta técnica é geralmente cara
computacionalmente, mas é de facil implementagdo e é muito utilizada. A idéia
deste método é aproximar a derivada através da expressdo a seguir:

£(x)~ f(x+Ax)— f(x)

AX

(7.1)

onde Ax € uma perturbacdo absoluta suficientemente pequena para produzir
resultados satisfatorios. Geralmente, essa perturbacdo € definida através da
seguinte expressao:

AX=1-X (7.2)
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sendo 7 o valor da perturbacéo relativa.
A maior dificuldade no MDF é selecionar o valor da perturbacdo 7,

parametro fortemente ligado a precisdo do método: um valor muito pequeno
conduz a erros de arredondamento, causados pela forma como os ndimeros reais
sdo representados nos computadores, enquanto que um valor muito grande conduz
a erros de truncamento, pois a derivada s € exata quando Ax tende a zero.
Perturbaces relativas entre 10* a 10°® geralmente levam a bons resultados, sendo

suficiente para aplicacGes praticas.

(iii) Método Semi-Analitico

A idéia do Método Semi-Analitico é combinar a eficiéncia do Método
Analitico com a simplicidade e generalidade do Método das Diferencas Finitas.
Neste sentido, para o calculo dos gradientes sdo utilizadas as expressdes gerais
obtidas a partir da diferenciacdo direta das equagbes de equilibrio. Contudo,
determinados termos dessas expressdes sdo obtidos a partir do Método das
Diferencas Finitas.

Assim como no MDF, a precisdo deste método € controlada pelo tamanho

das perturbagcdes 7 adotadas. Empregando-se a mesma faixa de perturbacOes

recomendadas anteriormente, os resultados, para a maioria dos casos praticos, séo

perfeitamente satisfatorios.

A seguir, a partir dos métodos descritos, em particular do método analitico,
sdo desenvolvidas as expressdes necessarias para o calculo das sensibilidades
empregadas no presente trabalho. Para facilitar a apresentacdo das equacdes,

considera-se uma estrutura descrita por uma unica variavel.

7.2
Sensibilidade dos Deslocamentos

A sensibilidade dos deslocamentos de sistemas discretos, com relagdo as

variaveis de projeto x, é obtida a partir da seguinte equacéo de equilibrio:

F(x,u)=P(X) (7.3)
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Sendo que o vetor de forgas externas P(x) €, no caso mais geral, assim como o
vetor das forgas internas F(x,u),dependente das variaveis de projeto.

Assim, diferenciando-se a equacéo de equilibrio em relacdo a uma variavel
de projeto x, tem-se:

6F(x,u)d_u+ oF (x,u) _ dP(x)
ou dx OX dx

(7.4)

O segundo termo da equacdo corresponde a derivada do vetor de forcas internas
em relagdo aos termos explicitos das varidveis de projeto, enquanto que o primeiro
termo se deve & dependéncia implicita de F em relacdo a x por meio dos
deslocamentos u.

Reorganizando os termos da equacdo (7.4), e sendo a matriz de rigidez

tangente definida por K; = dF(u,x)/du , tem-se:

du _ dP(x) oF(x,u)

K _
t dx dx OX (7.5)
e, finalmente,
du _1,dP(x) OF(x,u)
~_K -
dx e dx OX ) (7.6)

onde du/dx representa a sensibilidade dos deslocamentos com relagdo as
variaveis de projeto x. A parcela do lado direito da equacéo (7.5) é denominada
de pseudo-forgas.

Se uma analise linear é desenvolvida, a parcela oF/ox pode ser definida
por:

OF (u,x) _ o(K(x).u) dK(x) U
x 0 ox  dx

(7.7)

A sensibilidade dos deslocamentos locais dos elementos q é determinada

empregando-se a matriz de transformacéo correspondente T, ou seja,

dam du
Jm 1o 22
dx M dx (7.8)
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7.3
Sensibilidade das Forcas Externas {P(x)}

A sensibilidade das forcas externas é basicamente construida a partir das
variagcOes nas parcelas de carga relativas ao peso préprio dos elementos estruturais
envolvidos no processo, sendo, no caso especifico, estes elementos constituidos
apenas por pilares. Contudo, a utilizacdo do conceito de véo efetivo e 0 emprego

do parametro de instabilidade y, para avaliar, de forma aproximada, os efeitos de

2% ordem, introduz no sistema parcelas adicionais aquelas devidas ao peso proprio.

7.3.1
Parcelas devidas ao Peso Préprio

Sendo iy, € jy 0s nos inicial e final do elemento |, 0 gradiente associado

as componentes verticais de forca, Pz(x), no sistema de coordenadas global, é
dada por:

dPz; _ dPz; _ dAx, |

-m 7.9
dx dx ax 2 *°° (7-9)

onde AXp € a éarea da se¢do transversal do elemento |,,; e o€ 0 peso especifico

do concreto.
Uma vez que apenas pilares sdo considerados no processo 6timo, as demais

componentes de forca apresentam gradientes nulos.

7.3.2
Parcelas devidas a consideracao do vao Efetivo

A consideragédo do vao efetivo /¢ das vigas, conforme definido na equagéo

(3.1), e a definicdo de cargas ao longo das barras tornam o vetor das forgas
externas sensivel as variacfes dimensionais dos pilares. Tais sensibilidades,
geralmente desprezadas, podem ser avaliadas pelo Método das Diferencas Finitas

por:

dM;j _ M;(Cer —Ax)=M; (et ) (7.10a)
dx AX
dv; _ Vi (Fer —ax)-Viller )

dx AX

(7.10b)
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onde M; e V; sdo as forgas nodais calculadas a partir das expressdes (3.2),
apresentadas no item (3.1.1); Ax corresponde a perturbacdo dimensional dos
pilares, que conduz a um encurtamento de /o, a partir da lateral esquerda ou
direita, dependendo da posicdo do pilar em relacdo a viga. E possivel, ainda, que a
reducdo ocorra simultaneamente nas duas extremidades, caso ambos os pilares
pertencam ao mesmo grupo. O uso do MDF na determinacéo de dP/dx torna o
método utilizado no célculo de du/dx semi-analitico.

Caso apenas cargas nodais sejam impostas ao sistema, ou 0 comprimento
efetivo das vigas ndo seja considerado, as forcas externas serdo admitidas

independentes de X, ou seja, dP/dx =0. Igual resultado é obtido se a variavel de

projeto em questdo é o fey .

7.3.3
Parcelas devidas ao parametro y,

Como visto em (2.12), os efeitos de 2% ordem podem ser obtidos a partir da
majoracdo adicional dos esforcos horizontais da combinacdo de carregamento
considerada por 0,95y, . Desta forma, quando tal aproximagéo for aplicada, as
cargas horizontais tornam-se sensiveis as variaveis de projeto, uma vez que y,é
dependente dos deslocamentos das estrutura.

Admitindo-se que as cargas horizontais sdo constituidas apenas pelas cargas

acidentais devidas ao vento, Vx e Vy ,o gradiente do vetor das forgas externas, no

sistema de coordenadas global, relativo ao parametro y, , € dado por:

. d
VX _ .95.vx Fzx (7.11a)
dx dx
. d
avyi _ 0.95-Vy Y7y (7.11b)
dx dx
sendo
dyz —y 2 1 dAMYot g
dx Z,X Myl,tot,d dx (7.11a)
dyzy 2 1 dAMXgy g
= }/Z,y (711b)
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€
dAMX nn dv; dPz
dXtot,d :E(Pzi Xm +d_xl 'j (7.11a)
dAMY 1 4 ””( du; dPz; j
— T Pz —L 4+ — Ty
N E:l ] (7.11b)

Sendo nn o ndmero de nods da estrutura

7.4
Sensibilidade dos Esforg¢os Internos Solicitantes

A sensibilidade dos esforgos internos solicitantes em relagéo as variaveis de
projeto x é obtida diferenciando-se as expressdes que definem estes esforgos nas

extremidades de cada elemento. Na forma geral, € apresentada como:

iy _ O ofy dg

dx. ox 0q dx

(7.12)

As parcelas explicitas e implicitas das derivadas de f,, em relacdo a variavel X,

sdo apresentadas separadamente com a finalidade de evidenciar a parcela
explicita, a qual é empregada no célculo das pseudo-forcas. Assim, admitindo-se,
inicialmente, que nenhuma fonte de ndo linearidade é considerada, tém-se as

seguintes expressoes:

N _ g IAX B Ax 3U2 (7.13a)
dx dx dx

dNXl _ dNX2 713b
dx  dx (7:130)

dMy, :—E.m-wz” _ E_|y_M (7.13c)
dx dx dx

My _ g 1Y oy gty I (7.13d)
dx dx dx

dMz, diz dvy”

=E—=.v," +E.ly.—%— 7.13

dx dx 2 y dx ( ®

dMZl dlz dVl”

A _EZ S vy —Elly 7.13f
dx dx ! y dx ( :

dVy2 dM22 dMZl
=— L
dx ( dx " dx (7.139)
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dv dv
_di’l - __dZZ (7.13h)
dV22 dMyz dMy]_
= L :

dx ( dx " dx (7.131)
dvz dvz
o (713)
dMx,  dMxq
—=<=—==00

i i (7.13k)

Quando os efeitos da nao linearidade geométrica sao considerados, parcelas
adicionais, as apresentadas nas equacdes (7.13), devem ser construidas a partir da
diferenciacdo das expressdes (3.14), nas quais a parcela ndo-linear dos esforgos
internos, nos extremos das barras, séo apresentados.

Para 0s casos em que a variavel de projeto em questdo é o fg, a parcela

explicita dos gradientes precisa ser alterada. Assim, considerando que, dentro do
modelo de andlise empregado, todas as forcas internas sdo diretamente

proporcionais ao madulo de elasticidade Ej, a parcela explicita dos gradientes é

dada por:

of, f. dE

aﬂz—um (7.14)
Onde:

dfoc o (7.15)

Valor este obtido por diferenciacéo direta da expresséo (3.4).

As expresses apresentadas correspondem a sensibilidade dos esforcos
internos no sistema local de coordenadas. Assim, antes de empregar a parcela

explicita de df ,,/dx na equagéo (7.5), para o calculo das pseudo-forcas, estas

devem ser transportadas para o sistema global a partir da matriz de transformacéo.

oF

A ek 7.1
X m (7.16)
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7.5
Sensibilidade da Armadura

Como citado no capitulo 6, item (6.2), dentro do modelo proposto, uma
etapa computacional a mais é exigida a fim de integrar os modulos locais de
otimizacdo com o sistema de otimizacéo global.

A integracdo entre os niveis é realizada por intermédio dos gradientes das

variaveis locais (As e Asw) em relacdo as variaveis globais (B1, H1, B2 e fe).

7.5.1
Sensibilidade da Armadura Longitudinal

O gradiente da armadura longitudinal pode ser obtido diferenciando-se a
equacdo de equilibrio das forgas internas, na secéo critica do elemento,
Rd = Sd (7.17)

onde Sd representa os esforgos internos solicitantes de projeto e Rd os esforgos
internos resistentes.

Durante o dimensionamento de uma secdo de concreto armado, além da
armadura, outros parametros sdo determinados a nivel local. Estes parametros sao
a deformacgdo D e a inclinagdo da linha neutra «, que sdo utilizados no processo

de diferenciacdo da equacdo (7.17), como mostrado a seguir:

ORd N ORd dD ORd da ORd dAs dSd

—+ —+ =
ox oD dx Oa dx OAs dx  dx (7.18)
Reorganizando-se os termos obtém-se,
ORd dD ORd da o©Rd dAs dSd oRd
—+ — = - (7.19)
oD dx Oa dx OAs dx dx = Ox

A expressao (7.19) assemelha-se a equacdo (7.5), onde o termo a direita da
igualdade representaria as pseudo-forcas. Os gradientes dos esforcos resistentes
em relacdo aos parametros D, o e As representam a matriz de rigidez tangente
correspondente a configuracdo deformada resistente ultima da secdo de concreto
armado. Os gradientes dD/dx, da/dx e dAs/dx equivalem aos gradientes dos
deslocamentos. Assim, explicitando-se os esfor¢os solicitantes e resistentes de

projeto e reescrevendo a equacdo (7.19) na forma matricial, tem-se:
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_aMRdy 8MRdy 8MRdy_ dD dMde aMRdy
oD oo OAS dx dx OX
oMRd, oJMRd, oJMRd, d_a _ ] dMSd, _aMRdZ
oD oa OAS dx dx OX (7.20)
ONRd, ONRd, ONRd, ||dAs dNSd, B ONRd,
i oD oo OAs | dx dx OX

Do sistema (7.20), a Unica incognita de interesse corresponde ao gradiente de As,
dAs/dx. Os termos que compdem a matriz tangente sdo todos conhecidos, ja que

estes sdo determinados em uma etapa anterior, durante o processo de

dimensionamento da secdo. Desta forma, apenas as parcelas correspondentes aos

gradientes totais dos esforgos solicitantes, dMSd,, /dx, dMSd, /dx e dNSd, /dx,
e os gradientes explicitos dos esforcos resistentes de projeto, aMRdy /ax,

OMRd,/ox e ONRdy/ox, associados as pseudo-forcas, precisam ser

determinadas nesta etapa. Tais parcelas sdo apresentadas nos itens (7.6) e (7.7).

7.5.2
Sensibilidade da Armadura Transversal

A partir das expressoes (4.29) e (4.30), o gradiente da armadura transversal

em relacdo as variaveis de projeto é dado por:

(i) Pilar
dAsw dPe s
=0,0001415- —*~= _
dx dx (7.21)
(i)  Pilar-Parede
dAsw dAs
=0,25-— ,
dx dx (722)

onde:

Pe s : perimetro ao longo do qual a armadura longitudinal é distribuida;

Caso a variavel de projeto em questéo seja o fq, 0 gradiente de Peag € nulo.
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7.6
Sensibilidade dos Esforcos Solicitantes de Projeto

Da mesma forma que os esforcos solicitantes, gerados a partir da andlise,
precisaram incorporar parametros, tais como excentricidade acidental e efeitos
locais de 2% ordem, para que estes esforcos fossem empregados no
dimensionamento das se¢des de concreto, faz-se, também, necessario incorporar
tais pardmetros no célculo dos gradientes dos esforgos solicitantes de projeto. As
expressoes resultantes desta incorporagdo sao apresentadas nos itens a seguir.

7.6.1
Secéo Critica nos Extremos dos Pilares

Neste caso, apenas a consideragdo da excentricidade acidental e, faz-se

necessario. Assim, tem-se o gradiente dos momentos finais determinados por:

X

dMsd dM ) ) dN
= 1OI’A+SI.CJ”('V'lol,A)'Slgn(Nx) i

dx dx

e, (7.23)

Mig A tem a mesma definigdo de (4.2.5.2).

7.6.2
Secéo Critica no Centro dos Pilares — Efeitos locais de 22 ordem

Para as secdes intermediarias, deve-se incorporar, além da excentricidade
acidental, os efeitos locais de 2% ordem. Assim, dependendo do método aplicado
na determinacgdo dos momentos locais de 22 ordem, as expressdes empregadas na

determinacéo dos gradientes dos momentos finais assumem as seguintes formas:

(i) Pilares calculados a partir do pilar padrdo com curvatura aproximada

dl\(;l)fd b de#—F Sign(Mld’A>' Sign(l\IX)d(lj\lxX (ea +e2)+ 7.24
+Sign(M1d,A)'ab3(Nx)-% (7.24)
com
de; _ —0,005§i% S
dx 10 K2 dx
Nas expressdes acima é admitido que v > 0,5 e que dap -0.
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Caso a variavel de projeto em questdo sejao f.,, 0 gradientes Zﬂ, devido a sua
X

independéncia em relacéo a esta variavel, torna-se nulo.

(i)  Pilares calculados a partir do pilar padrdo com rigidez aproximada
Neste caso, o gradiente pode ser obtido por diferenciacdo direta das
expressoes (4.26 e 4.27). Desta forma, adicionando-se, ap6s a diferenciagdo, os

efeitos devido a excentricidade acidental, obtém-se a seguinte expressao:

Msd _ —Sign(Mld,A)'(dS' Md tot +Z§J/(2- A-Mg tor +B)+

dx d (7.26)
. . dN '
"'Slgn(Mld,A)S'gn(Nx) dXX "€a
sendo:
d—Bzo"\'—d-h-(3.840—/12)+Nd-@-(3.840—12)+2-Nd-h-z-di—
dx dx dx (7.27b)
dm -
219.200- g -—DA
dx
dc dNg dh dMyqg, A
—~ =_3840-ap | —%-h-Myg o+Ng-— Mg a+Ng-h-
ax ap ( X 1d, A+ Nd = Mid, A+ Nd (7.27b)

My tot» A, B & C tém as mesmas defini¢oes de (4.2.5.2).

Para o0s casos em que 0s momentos finais de projeto, Msd , forem inferiores

ao momento minimo Myq mim , adotar-se-a:

dM i
dl:j/l;d = ij’m'n =sign(Msd)-(sign(Nx)%

onde h € aaltura da secdo na direcdo considerada.

-0,015+abs(Nx)-0,03-%j (7.28)

7.7
Sensibilidade dos Esfor¢cos Resistentes de Projeto

Admitindo-se como constantes a armadura As e as deformacdes extremas
da secdo , cujos valores correspondem a configuracdo deformada resistente tltima
da mesma, novos esfor¢os resistentes da secdo sdo calculados para uma variavel
de projeto tomada igual a x+ Ax. Assim, empregando-se 0 MDF, os gradientes

dos esforcos resistentes de projeto séo obtidos por:
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OMRd, _ MRd, (x + AX) — MRd, (x)

OX AX
OMRd MRd Ax) — MRd
y _ y (X+4%) y &) (7.29)
OX AX
ONRdy  NRdy (x+ Ax) — NRd, (x)
ox AX

Caso a variavel de projeto em questéo seja o fq, 0s gradientes relativos aos
esforgos resistentes assumem uma outra forma. Considerando que a resisténcia da
secdo é composta por duas parcelas distintas, uma correspondente ao aco (Rdago)
e outra parcela correspondente ao concreto (Rdcp ), € sendo esta Gltima parcela
diretamente proporcional ao f , 0s referidos gradientes podem ser determinados

diretamente, a partir da parcela resistente relativa ao concreto, pelas seguintes

expressoes:

OMRdy  MRdy con

afck fck
8MRdZ _ MRdz,con (7.30)
of ck fck .
8NRdX _ NRdX,COﬂ
of ck fck
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