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Revisao bibliografica

A andlise dindmica ou andlise de vibracdes é o estudo da relagéo entre
0 movimento de um sistema fisico e as forgas que o causam. Geralmente a
pratica usual se limita ao comportamento de estruturas submetidas a cargas
estaticas, admitindo-se que as cargas aplicadas lentamente as estruturas sao
instantaneamente equilibradas. Contudo, existem estruturas que séao
freqiientemente submetidas a forgas cujas amplitudes variam continuamente
com o tempo. Tém-se na natureza diversos exemplos desse fendmeno entre os
quais citam-se: forgas causadas pela agao do vento, movimentos decorrentes de
abalos sismicos, ondas sonoras, vibragdes produzidas por maquinas rotativas e
até mesmo o caminhar de pessoas. Sob esses tipos de carregamento, os
elementos estruturais entram em vibragdo; portanto, a analise dinamica das
estruturas é tdo importante na garantia da estabilidade de uma estrutura quanto
na sua analise estatica.

GHAVAMI et al (2002) apresenta um trabalho com pequenos
segmentos de bambu. Segmentos em balanco de sec¢ao transversal retangular
com dimensdes de 3 x 12 milimetros e comprimento de aproximadamente 500
milimetros, tudo aproximadamente. Utilizam-se duas vigas da espécie
Dendrocalamus giganteus para esse experimento. As medi¢cdes sdo tomadas
através de acelerdbmetros e os amortecimentos sao obtidos com o método do
decremento logaritmico. Os resultados obtidos estdo apresentados na Tabela
2.1.
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Tabela 2.1 — Valores experimentais do fator de amortecimento.

Espécime 1 Espécime 2
Teste & (%) Teste & (%)
1 0.690 1 0.542
2 0.645 2 0.539
3 0.507 3 0.427
4 0.516 4 0.537
Média 0.590 Média 0.511

2.1.

Graus de liberdade

Em dinamica estrutural o nimero de coordenadas necessérias para
especificar a configuracdo ou a posicdo de um sistema em qualquer instante é
chamado de numero de graus de liberdade. Assim, estruturas continuas tém um
numero elevado de graus de liberdade. O processo de idealizagdo ou selegao de
um modelo matematico apropriado permite a redugcao dos niumeros de graus de
liberdade para um nimero reduzido e em alguns casos somente a um grau de
liberdade. Esses sistemas de um grau de liberdade podem ser descritos
convenientemente por um modelo como o mostrado na Figura 2.1 que tem os
seguintes elementos:

(1) O elemento massa, m, representa a massa e a sua inércia que sao
caracteristicas inerentes da estrutura;

(2) o elemento mola com constante de rigidez, k, representa a forga elastica
restaurada e a capacidade de energia potencial da estrutura;

(3) o elemento amortecedor com coeficiente de amortecimento, ¢, representa a
caracteristica de dissipacao de energia da estrutura;

(4) e a forga de excitagdo F(t) representa a agao das forgas externas no sistema
estrutural. A forca F(t) é escrita dessa forma para indicar que € uma fungéo do
tempo.
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Figura 2.1. Modelo matematico de um sistema com um grau de liberdade.

2.2,

Vibracao livre

Um sistema estrutural esta sujeito a vibracéo livre quando é atuado

somente pela energia potencial e pela energia cinética internas ao sistema.

2.21.

Sistema massa-mola

O sistema massa-mola de um grau de liberdade, € mostrado na Figura
2.2, sendo m a massa e k a rigidez da mola.

X(t)
k
WM
m
superficie
sem atrito

Figura 2.2 — Sistema massa-mola sem atrito.

A equagao do movimento para este sistema é dada pela equacgao:

mx () + kx(t) =0 (2.1)

Uma possivel solugdo para a equagéo acima € da forma:
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x(t) = Ae™ (2.2)

Logo, a equagao do movimento é reescrita na forma:

mAA%eM +kAeM =0 (2.3)

Como Ae™ #0, pode-se cancelar este termo, e resolver a equacéo de

segundo grau, chamada equacao caracteristica, obtendo-se:
mAM +k=0=A= /_—kzii\/E (2.4)
m m

Como, A=ti®, onde ®, =,/— ¢é definida como a freqiiéncia natural
m
do sistema e a solugéao fica conforme:

x(t) =A™ + A, (2.5)

Tém-se agora duas constantes arbitrarias, A, e A,, para determina-las,
s80 necessarias duas condigbes iniciais x(0)=x_, e x(0)=v_, sendo que a
primeira representa a posi¢éo inicial e a segunda a velocidade inicial.

Sabe-se que e''é a forma exponencial para cos o t+isen® t e assim,
a equacgdo que descreve a dindmica do sistema pode ser reescrita da seguinte

forma:
x(t) =Ccos ®, t+Dsenm,t (2.6)
Onde C e D, novamente, sdo constantes arbitrarias que podem ser

determinadas a partir das condigbes iniciais do problema, expostas
anteriormente.
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Figura 2.3 — Exemplo de resposta de um sistema sem amortecimento.

2.2.2,

Amortecimento viscoso

O sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade mostrado
na Figura 2.4 é constituido de uma massa, m, conectada a uma referéncia fixa
por uma mola de rigidez, k, e um amortecedor com coeficiente de

amortecimento, c.

X(t)
k
T m .
1] superficie
C sem atrito

Figura 2.4 — Sistema massa-mola-amortecedor sem atrito.

A equagao do movimento para este sistema é dada segundo:

mX (1) +cx(t) + kx () =0 (2.7)
ou

20+ 20+ x(0) =0 (2.8)
m m
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k . ,
Sendo: @’ =— e 28, :i, onde & é fator de amortecimento do
m m

sistema.
O sistema esta sujeito as seguintes condi¢cdes iniciais x(0)=x, e
x(0)=x,, sendo que a primeira representa a posi¢ao inicial e a segunda a

velocidade inicial.
Uma solugé@o como ja visto anteriormente é dada por:

x(t) = Ae™ (2.9)

Assim temos:
X(t) = Ake™ (2.10)
X(t) = Al (2.11)

Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.7) temos:

(mA? +cA+Kk)Ae™ =0 (2.12)
Ja que Ae™ #0, pode-se cancelar este termo e obter a equagao:
mA>+cA+k=0 (2.13)
As solucdes para a equagéo anterior sdo de acordo como a seguir.

7»12=—+— ¢’ — (2.14)
o 2m

A solugao (2.14) pode ser reescrita da seguinte forma:

Rk
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2
Sendo que md:i,f(onz—(zi] é chamada de frequéncia circular
m

amortecida.
Assim, a solugdo do sistema, se as raizes forem distintas, tem a
seguinte forma:

x(t) = Ae™" + Be™! (2.16)

Substituindo (2.15) em (2.16), tem-se:

S /wnz,[i)- ]t [ m[fj ]t
2m 2m 2m 2m
+ Be

x(t) = Ae[

¢ i mz—(—c ]21 —i mz—(—c ]21
—t n om n om
=e ™™ | Ae +Be =

—¢ 2 (Ae™ +Be ") (2.17)

Na forma geométrica, a solugao anterior fica:
_cy
x(t)=e 2™ (Ccosw,t+Dsenw,t) (2.18)
O valor de A pode ser real ou complexo, dependendo do termo

¢’ —4mk . Assim, tem-se 3 casos possiveis. O amortecimento critico é definido

segundo a seguinte equacao:

C, =2mm, =2vmk (2.19)

O fator de amortecimento do sistema é definido conforme a seguinte

equacao:

==

C, 2mo,

cr

(2.20)

Sendo assim, as raizes da equacdao podem ser escritas conforme
(2.21).

7\'1,2 :(Dn[_&i\/éz_l] (2.21)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310942/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0310942/CA

Revisao bibliografica 31

De acordo com o valor de ¢c* —4mk ou &, tém-se 3 casos a seguir:
&<1 — duas raizes complexas e conjugadas.
E=1 —duas raizes reais e iguais.
&>1 — duas raizes reais e diferentes.

A seguir sdo apresentados sucintamente os 3 casos de movimento
amortecido. E de interesse apenas o movimento sub-amortecido. Sendo este o
caso 1, onde: &<1 — duas raizes complexas e conjugadas.

2.2.21.

Movimento sub-amortecido (§<1)

Este caso é o de maior interesse da engenharia devido & grande
freqliéncia com que ocorre, correspondendo a um baixo valor de amortecimento.
Entao verifica-se que as raizes da equacdo podem ser escritas da forma a

seguir:
A, = (-Exiyl -&%)= -Eo, Tim, (2.22)

A solugao geral fica como em (2.23).

x(t) = e ' (A cos w,t + Bsen,t) (2.23)

As constantes A e B da equagéo (2.23) sdo determinadas a partir das
condi¢des iniciais do movimento em t=0.

Para x(0) =x_, substituindo na equagao (2.23) tem-se:

A=x,

Para x(0) =x_, substituindo na equacéo (2.23) tem-se:

x(0) =—-A&m, + B, B=2o4 § X

A solucio fica da forma:

X 8 X, )sen(®,1)] (2.24)

W, ,/1_§2

X =e '[x, cos(m,t)+(
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Fazendo a composi¢do dos harménicos, tem-se:

_ Aot 2 Xo E.) 2
x=e " X, +(—+ X,)” cos(m,t—0) (2.25)

\/ 0 \1-& ‘
.
0.5

x(t)

= _ 1
05
-1

0 5 10 15 20

Figura 2.5 — Exemplo de resposta de um sistema sub-amortecido.

2.2.2.2.

Movimento criticamente amortecido (§=1)

E a transigdo entre o movimento sub-amortecido e superamortecido. As
raizes s&o reais e iguais e c=c, conforme visto na equacao (2.20). Entdo, a raiz

fica conforme (2.26).

A=- (2.26)

n

Pode-se escrever agora a solugéo geral da seguinte maneira:

x(t) = (A +Bt)e ™! (2.27)

Aplicando-se as mesmas condigcbes iniciais obtém-se a resposta do

sistema de acordo com:

x=e "[x, +(X, +®,x )] (2.28)
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Neste caso, ndo existe oscilagcdo, a massa nao passa pela sua posicao

inicial com o mesmo sentido da sua velocidade inicial uma segunda vez.

0.5
w [\

-0.5

x
—
=

Figura 2.6 — Exemplo de resposta de um sistema criticamente amortecido.

2.2.2.3.

Movimento super amortecido (£>1)

As raizes sao reais e diferentes. O movimento nao é oscilatério. As

raizes sao:
7"1,2 =o,[-E1/ & ~1] (2.29)

A solucio fica da forma:

X(£) = A TEETI | Beonl eI (2.30)

Como e’ =coshB+senhd e e® =cosh®—senhB , tem-se:

x =e " Acosh(, /&> —1t) + senh(®_ /& —1t)]
+B[cosh(w, /& —1t) —senh(m, /& —1t]

Se A+B=C e A-B=D, logo:

X = e " [Ccosh(®, /&” —1t) + Dsenh(w /&> —1t)] (2.31)
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Aplicando-se as mesmas condicdes iniciais obtém-se a seguinte
solucao final:

X =e '[x, cosh(® /& —1t)

+( Xy + 5 x_)senh (o, /&2 —1t)] (2.32)
-1

®,& -1 &

0.5

x
=

-0.5

Figura 2.7 - Exemplo de resposta de um sistema super amortecido.

2.3.

Propriedades dinamicas

A frequéncia natural de vibragdo e o amortecimento sdo as duas mais
importantes propriedades dindmicas de um sistema vibratério. Em um sistema
estrutural qualquer, é de grande importancia a determinacdo das freqiéncias
naturais para avaliarem os niveis de vibragdes que o sistema apresentara por
causa da ressonéncia. O conhecimento da propriedade de amortecimento do
sistema também conduz a informacbes valiosas sobre a estrutura interna e a
micromecéanica do material, € é de grande importancia no estudo da fadiga e da

fluéncia.
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2.31.

Freqiiéncia natural

A determinacéo da frequéncia natural é de fundamental importancia em
qualquer sistema estrutural. Para cada sistema existem varias frequéncias
naturais, variando também de sistema para sistema. Esta é a freqiiéncia com
que o sistema oscila quando muda da posicdo estatica para a vibratéria. E
dependente da rigidez que o sistema apresenta e de sua massa.

2.3.2.

Amortecimento

A propriedade de uma estrutura em dissipar energia € chamada
amortecimento e este pode ser gerado através de trés mecanismos: arraste
fluido dindmico (amortecimento fluido), dissipagéo de energia interna do material
(amortecimento material) e por atrito ou impacto entre as partes constituintes de
uma estrutura (amortecimento estrutural). O amortecimento fluido € o resultado
da energia dissipada por viscosidade e pressdo de arraste aplicada em uma
estrutura, como, por exemplo, o fluxo de 6leo entre o pistdo e o cilindro
absorvedor de choque que prové a maior parte do amortecimento de um
automovel. Alguns materiais, como borracha e chumbo, possuem alto
amortecimento material e sdo usados para absorver choque ou sao laminados e
colocados nos elementos estruturais formando compostos altamente
amortecidos. Um exemplo de amortecimento estrutural pode ser visto na fricgao
de duas superficies parafusadas em uma articulagao. Este mecanismo dissipa a
maior parte da energia em estruturas metélicas que vibram sob acao de vento. O
amortecimento total de uma estrutura é a soma das componentes de
amortecimento fluido, amortecimento material e amortecimento estrutural.
Geralmente em estruturas, o amortecimento € dominado por amortecimento
fluido ou amortecimento estrutural, a menos que a estrutura seja provida de
sistemas atenuadores especialmente projetados. (RESENDE, 2003)
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2.3.21.

Medicao do amortecimento

Uma maneira conveniente para medir 0 amortecimento é através do
fator de perda mn, que é obtido pela rela¢éo entre a perda de energia em um ciclo
de oscilagdo, W, e o pico de energia potencial, V, armazenado neste sistema
durante o ciclo. O fator de perda é entao definido como:

W

- 2.33
27V ( )

n

Considerando que o fator de perda em estruturas é muito pequeno e a
influéncia do amortecimento na resposta da vibragdo pode ser notado somente
préximo da ressonancia entéo o fator de perda pode ser obtido pela equacao a
seguir:

n=2§ (2.34)

2.3.21.1.

Métodos de analise

Dois métodos confiaveis de determinacdo do amortecimento sdo os

métodos do decremento logaritmico e de meia poténcia.

Método do Decremento Logaritmico

A resposta de um sistema com um grau de liberdade em vibragao livre
amortecida é uma oscilagdo harménica, conforme mostrado na equagao (2.25).

X(t) = e *™'Ccos(o,t — ) (2.35)
Onde C e 0 sio constantes.

Para pequenos fatores de amortecimento (£<0.10), ®, =®, é aceito

como boa aproximagao. A equagéao (2.35) é mostrada na Figura 2.8.
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x(t)

o KT

»!
»

/,
A

Figura 2.8 - Reposta sub-amortecida de um sistema com um grau de liberdade.

Quando se faz a relagéo entre dois picos consecutivos da resposta sub-
amortecida, chamados de x, € x,.1, Obtém-se o0 seguinte resultado:

X _ X[(J)dt - e] _ eZnimn /@y

n

= = (2.36)
Xovt x[e, (t+ 21 g
md

. , . X .
Aplicando-se o logaritmo neperiano em — e considerando que
X

n+l

0, =0, ,tem-se:

n

XH

In— =§=2nk (2.37)

n+l

A equacédo (2.37) é a definicdo de decremento logaritmico, 8. Logo, o

fator de amortecimento fica:

ézi:iln X
2n 2m X

(2.38)

n+l

Quando o amortecimento é muito pequeno pode-se utilizar a relagéo
entre k picos positivos medidos no periodo natural kT. Tem-se entao:

X
In—=

=k&=2nk (2.39)

n+k

O fator de amortecimento fica como na equacgéao (2.40).
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:—ln n 240
. 2nk X ( )

n+k

Método da Meia Poténcia

A resposta permanente de um sistema com um grau de liberdade,
sujeito a um carregamento harménico de freqiiéncia Q e amplitude p, é

mostrado conforme a equagao a seguir:

x(t) = psen(Qt—0) (2.41)
Onde p é a amplitude da resposta permanente dada por:

p
=D 2.42
p=D7 (2.42)

Na equacao (2.40) D é o fator dinamico amplificador e é definido como:
D=[1-B*)"+(&B)* 1" (2.43)
Sendo o fator da freqiiéncia:

B= (2.44)

0,71 P max

Figura 2.9 — Método da meia poténcia.
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O forte efeito do amortecimento no controle da amplitude da resposta

proximo da ressonancia (B=1) é claramente mostrado no gréfico. O fator de

amortecimento é obtido por este método por dois valores de B em

1
ﬁpmax ’

como mostrado na Figura 2.9. Considera-se que, para as equagdes (2.42) e

(2.43), p,. = 1P a seguinte equagéo é formulada:

26 k

(- +ep) = L (2.45)
J2 28

A solucdo desta equagdo leva a dois valores aproximadamente

simétricos, B, e B,, como mostrado na Figura 2.9. O fator de amortecimento é

entdo obtido pela equagéo (2.46).

é=% (2.46)

A verificagdo experimental do fator de amortecimento pelo método da
meia poténcia consiste em executar um numero suficiente de respostas

préximas da ressonancia, plotar isso em um grafico e tragar uma linha horizontal
na ordenada pmax/«/E. Encontra-se entdo os valores de B, e B, e finalmente

calcula-se o fator de amortecimento pela equacao (2.46).

2.4,

Analise modal

Existem dois procedimentos para determinagdo das caracteristicas
dinamicas, denominados de Analise Modal Teoérica e Analise Modal
Experimental.

O primeiro procedimento consiste na formulagdo de um modelo
matematico da estrutura em estudo através de uma técnica de discretizagdo. O
Método dos Elementos Finitos € muito utilizado para esse caso, obtém-se as
matrizes fisicas de massa e de rigidez da estrutura. Entdo, utilizam-se essas
matrizes na formulagdo de um problema de autovalores e autovetores, sendo

que a solugdo sao as freqiiéncias naturais e os modos de vibragao da estrutura.
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Esses resultados constituem o chamado modelo modal tedrico (LOFRANO,
20083).

O segundo procedimento através dos dados experimentais determina
as freqiiéncias modais, fatores de amortecimento modais e modos de vibragao.
Através de ensaios experimentais sdo obtidas as caracteristicas da resposta do
sistema, que sdo geralmente dadas através de Fungdo de Respostas em
Frequéncia (FRF) ou resposta impulsiva (Maia et al, 1997 apud LOFRANO,
20083).

2.41.

Analise modal experimental

Tipicamente, as caracteristicas dindmicas de um sistema estrutural séo
definidas pela funcdo de transferéncia. Seis tipos de fung¢des de transferéncias
sdo empregados na andlise de estruturas: Receptancia (deslocamento/forga),
Mobilidade (velocidade/forga), Inertancia (aceleragao/forga), Rigidez Dinamica
(forga/deslocamento), Impedancia Mecénica (forga/velocidade) e Massa
Aparente (forca/aceleracao).

A andlise modal experimental determina o modelo modal de uma
estrutura, ou seja, suas freqiéncias naturais, amortecimentos modais e formas
modais de vibracéo.

Na técnica de analise modal, a funcdo resposta em freqiiéncia da
estrutura pode ser medida em um ponto Unico, com a excitagdo impulsiva
aplicada em varios pontos da estrutura, ou a estrutura pode ser excitada em um
anico ponto, usando-se sinais aleatérios de banda larga, com a fungao resposta

em freqiéncia medida em varios pontos da estrutura.

24141,

Funcao Resposta em Freqiiéncia (FRF)

A Funcado Resposta em Freqiéncia (FRF) para S1GL é um caso
particular da Fungdo de Transferéncia. A fungéo de transferéncia apresenta a

seguinte forma:

_x(®)

H
(@)= ©

(2.47)
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Que ¢é a funcdo que relaciona a resposta do sistema a uma excitagéo a
ele aplicada.
Para determinar H(w), € considerado um sistema segundo o da Figura

2.1, com condigdes iniciais homogéneas e excitagdo harménica conforme:

F(t)=Fe™ (2.48)

A equacao do movimento resulta na seguinte forma:

mX (t) +cx(t) +kx(t) =F ' (2.49)

A solugao particular da equagao é da forma:

x(t) = F H(w)e'" (2.50)

Que substituindo na equagao do movimento obtem-se:

1

H@o)=————
(@) —o’'m+inc+k

(2.51)
A equacgédo (2.51) é a forma mais comum de se apresentar uma FRF. A
FRF expressa pela equagdo (2.51) é denominada receptancia, geralmente

denotada por a(w) ou o(iw). Esta quantidade complexa descreve a relagcédo

entre a resposta em termos de deslocamento e da forga de excitacdo aplicada a
um sistema, caracterizando completamente as suas propriedades. (AGUILERA,
2005).

Diversas estruturas ndo podem ser modeladas como um sistema de um
grau de liberdade, em virtude de que seu comportamento dinamico, geralmente,
necessitar de mais do que uma coordenada para ser completamente descrito.
Portanto, um sistema com N graus de liberdade, consiste em um conjunto de
FRF’s diferentes, e é descrito por um modelo modal com N freqiiéncias naturais
e N formas modais. Cada FRF pode ser escrita sob a forma de uma série de
termos, cada um dos quais diz respeito a contribuicdo de cada modo de vibragéo
a resposta total. Assim a receptancia pode ser escrita como:

Ocks(m)=i — = (2.52)
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Onde n;¢€ o fator de perda modal, 'A,. é a constante modal e o €a
freqliéncia natural, relativas ao j-ésimo modo de vibracédo; ® é a freqténcia do
carregamento; e o, & a resposta modal do sistema, onde k é a posicdo do

deslocamento e s € a posi¢ao da forga.

241141,

Funcao Resposta em Freqiiéncia Pontual

A FRF pontual, quando sua magnitude é representada em escala
logaritmica, apresenta uma anti-ressonéncia para cada par de ressonancia,

conforme mostra a Figura 2.10.

-60

-80

Magnitude (db ref. 1 m/N)

-100 |

-120 -

-140 |

-160

50 100 150 200 250 300
Frequéncia (rd/s)

Figura 2.10-Fungao Resposta em Freqliéncia (FRF) pontual.

A Figura 2.10 mostra picos invertidos entre picos de ressonéncia. Os
picos sao referentes a cada freqUéncia natural do sistema. Os picos invertidos
representam a mudancga de fase de 180° associada com as ressonancias.

2.41.1.2.

Funcao Resposta em Freqiiéncia de Transferéncia

Neste caso ndo é certa a ocorréncia da anti-ressonéncia para cada par
de ressonancia, conforme mostrado na Figura 2.11.
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Figura 2.11 — Fungao Resposta em Freqiiéncia (FRF) de transferéncia.

Apresentam picos bem menores e os angulos de fase diferentes de 0° e
180°.

2.41.1.3.

Funcao Resposta em Freqiiéncia Impulsiva

A Funcao Resposta Impulsiva corresponde a uma Fungdo Resposta em
Frequéncia, e envolve o calculo da inversa da Transformada de Fourier, que é
uma caracteristica padrao de um analisador espectral. (MAIA et al, 1997 apud
AGUILERA, 2005)

2.41.2.

Métodos de identificacao modal

Os modelos no dominio do tempo, de um modo geral, tendem a
fornecer melhores resultados quando existe uma larga faixa de freqiéncia ou um
namero grande de modos presentes, considerando que os modelos no dominio
da freqiiéncia tendem a fornecer melhores resultados quando a faixa de
freqliéncia de interesse é limitada e o numero de modos € relativamente
pequeno.

Os métodos no dominio do tempo e da freqiiéncia podem ser divididos
em diretos e indiretos. Uma segunda classificagcao diz respeito ao niumero de
modos que podem ser analisados ligados aos S1GL e SVGL. No dominio do
tempo tem-se somente a analise de SVGL, enquanto que no dominio da
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freqléncia podemos ter a analise S1GL e SVGL como método indireto e como
método direto apenas a analise SVGL.

Geralmente, quando se excita uma estrutura, um conjunto de FRF’'s é
obtido, tendo por base a coleta de uma série de dados medidos. Estas FRF's
sdo o resultado da excitagdo da estrutura em cada ponto selecionado e a
medigcdo da resposta em varias posi¢coes ao longo da estrutura. Alguns métodos
de analise modal somente podem ser aplicados a uma unica FRF de cada vez.
Estes métodos sao denominados métodos de Unica entrada/ Gnica saida (SISO).
Outros métodos permitem que varias FRF’s sejam analisadas simultaneamente,
com respostas tomadas em varios pontos sobre a estrutura, mas usando uma
excitagdo pontual. Esses sdo denominados de métodos globais ou métodos de
Unica entrada/ multiplas saidas (SIMO). A filosofia por tras dessa categoria de
métodos é que as freqUiéncias naturais e os fatores de amortecimento ndo
variam (teoricamente) de uma FRF para outra (elas sdo propriedades globais da
estrutura) e, assim, deveria ser possivel obter um conjunto Unico e consistente
daquelas propriedades, processando varias FRF's ao mesmo tempo.
Finalmente, existem métodos que podem processar simultaneamente todas as
FRF’s disponiveis obtidas de posi¢cdes de varias respostas e excitagdes. Esses
métodos sdo denominados de polireferéncia ou mudltiplas entradas/ mdaltiplas
saidas (MIMO). Situagcdes de multiplas entradas/ Unica saida (MISO) séao
também possiveis, mas sao pouco usadas. (SOEIRO, 2001)

A Figura 2.12 mostra o diagrama com varias categorias possiveis de

métodos.
Andlise Modal
Métodos de Identificagdo
[ |
Dominio Dominio
do Tempo da Frequéncia
[ | \ [ | \

Métodos Métodos Métodos Métodos
Diretos Indiretos Diretos Indiretos

SVGL SVGL S1GL [ SVGL] [ SVGL]

SISO SISO SISO SISO SISO

SIMO MIMO MIMO SIMO MIMO

MIMO MIMO

Figura 2.12 — Classificagao dos métodos de andlise modal.
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2.41.21.

Métodos no dominio do tempo

Método da Exponencial Complexa

O método da exponencial complexa é um método simples de
identificacdo modal, no dominio do tempo, que esta na categoria dos métodos
indiretos de varios graus de liberdade e que é classificado na categoria SISO, ou
seja, é projetado para analisar uma unica fungédo impulsiva de cada vez.

No dominio da freqiiéncia, para um sistema linear, amortecido e N

graus de liberdade, a FRF do tipo receptancia o; (deslocamento medido no

ponto j para uma forga aplicada no ponto i) pode ser dada pela equagéo (2.53).

2N r

TRAOEDY Aj (2.53)

=0l +i(0o-n,)

Com @,=w+1-&, o ®
T

r+N _TA* .
i € A;="A;. O simbolo (*) usado

Ny = T
denota o complexo conjugado. O método da exponencial complexa, ao contrario
dos métodos de identificacdo modal no dominio da freqiiéncia, trabalha a funcao
resposta impulsiva, obtida da equacao (2.53) pela aplicagdo da transformada de

Fourier, conforme a seguir:

2N 2N
hy()=Y "Ae™ ouh(t)=) Aje" (2.54)
r=1

r=1

Onde s, =-,,&, +i0,,, . A resposta temporal h(t) é avaliada em uma série de

intervalos igualmente espagados At, por:

2N }
h,=h(0)=) A,
r=1

2N
h,=hA)=) A" (2.55)

r=1
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2N
h, =h(LAt) =} A ex™
r=1

Ou fazendo V. =e¢™', simplesmente:

h=) AV, (2.56)
r=1
Y
2N 3
1’lL = ZAr\]rL
r=1

Onde tem-se que A é a constante modal e s_s&o os autovalores.

Deve ser notado que na equacgao (2.56) os valores de A; e V, ndo sdo

conhecidos. Entdo, para calcular esses valores € utilizada uma técnica
desenvolvida por Prony em 1975 e conhecida como Método de Prony (SOEIRO,

2001). Basea-se no fato de que os polos s, para um sistema sub-amortecido,

sempre ocorrem em pares complexos conjugados. Foi estabelecido que existe
um polindmio em V_, de ordem L, com coeficientes reais , denominados de
coeficientes auto-regressivos, tal que a seguinte relagdo matematica pode ser

escrita:

B, +B, V. +B, V' +...+BVI =0 (2.57)

Assim, de modo a calcular os coeficientes B, para avaliar V., é

necessario apenas multiplicarem-se ambos os lados de cada uma das equacgdes

(2.56) pelos valores correspondentes de ,a P, e somar os resultados. Essa

operacgao fornece a equagao a seguir:

Bihi =) BYAV)I=) (AY)BV) (2.58)

r=1

J

J
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A soma interna da equacéo (2.58) é exatamente o polindmio da equacéao

(2.57). Entdo, como o polindbmio se anula para cada valor de V_, segue que:

L
Y Bh, =0, para cada valor de V, (2.59)
=0
Através da equagdo (2.59) é possivel calcular os coeficientes Bj que
permitirdo a solugdo do polinémio da equacdo (2.57), determinando-se os
valores de V.. Para calcular os [3_j procede-se como segue:

= Por conveniéncia L pode ser tomado como 2N;
* Entéo, existirdo 2N conjuntos de pontos h;, cada um adiantado em
relagdo ao outro em intervalo de tempo At;

= Toma-se igual a unidade.
2N

Portanto, o resultado deste procedimento é a seguinte equacgéo

matricial:
B h
hO 1 h2 h2N—l BO h 2
h1 h2 h; th 1 2N+1
: o3 By p=—{hony (2.60)
h,., h, hy, h,. '
2N-1 2N 2N+1 4N-2 B2N71 h4N71
Ou, simplesmente:
[h]ZNXZN {B}2Nx1 :{h,}2Nx1 (261)

Determinados os coeficientes Bj, um algoritmo de solugao de polinbmio
pode ser usado para determinar as raizes V.. Posteriormente, usando a relagéo

V.=e" e seu valor complexo correspondente, podem-se determinar as

freqliéncias naturais e os fatores de amortecimento. Por outro lado, com os

valores de V., usa-se a equacdo (2.56) para calcular os residuos e,

consequentemente, as constantes modais. Os residuos sdo faciimente
calculados reescrevendo a equagéao (2.56) como:
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1 1 1 A, h,

Vl Vz VzN A/z hl

\'A Vv, o Voo I$ A =4 h, ¢ (2.62)
_VIZN_I V22N_] T szlxlj_l ] A2N h2N—1

Onde, por conveniéncia, foram tomados os primeiros (2N-1) valores de

h. Na realidade, é bastante tomar (N -1) valores, uma vez que A; e

V_aparecem em pares conjugados (SOEIRO,2001).

Método da Exponencial Complexa — Minimos Quadrados (LSCE)

Este método de identificacdo foi introduzido em 1979 e é a extensao do
método da exponencial complexa para um procedimento global de identificagéo
modal (SOEIRO, 2001). Portanto, este método é um método SIMO, ou seja, ele
processa simultaneamente varias Funcdes Respostas Impulsivas, referentes a
varios pontos de medi¢éo, que sao obtidas a partir da aplicagdo de uma forga em
um Unico ponto. Neste procedimento de analise, um conjunto consistente de
parametros globais (freqiéncias naturais e fatores de amortecimento modais) é
obtido eliminando-se a variagdo obtida para estes parametros quando se aplica o
método da exponencial complexa em diferentes Respostas Impulsivas.

Método de lbrahim

Trata-se de um método global de ajustamento no dominio do tempo. A
formulacdo deste método inclui estados vetoriais, onde a resposta de
deslocamento e velocidade necessita de célculos de integragdo da resposta de
aceleracao livre. Usa resposta em vibracao livre amortecida ao invés da Fungao
Resposta Impulsiva. Para um sistema de N graus de liberdade, a resposta da
estrutura para um ponto i e um instante t € expressa como a soma da resposta
individual de cada modo (MAIA et al, 1997 apud AGUILERA, 2005).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310942/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0310942/CA

Revisao bibliografica 49

2.41.2.2.

Métodos no dominio da freqiiéncia

Método da Amplitude de Pico

Este é o método mais simples conhecido para identificar os parametros
modais de uma estrutura. As freqliéncias sdo tomadas simplesmente da
observacdo dos picos da curva de magnitude da resposta. Os fatores de
amortecimento sdo calculados da agudeza dos picos € as formas modais sao
calculadas das razdes das amplitudes dos picos em varios pontos sobre a
estrutura. De modo a levar em conta a amplitude da forga de excitagédo, o uso da
recepténcia representa um melhoramento do método. Esse método considera
que os modos sdo reais e, embora seja bastante simplério, ele pode fornecer
resultados razoaveis se 0s modos sao bem separados e se 0 amortecimento nao

€ muito alto.

Método da Resposta de Quadratura e do Componente Maximo de

Quadratura

Este método difere do método da amplitude de pico pela forma de
determinar a posicdo das freqléncias naturais da estrutura. O método da
resposta de quadratura localiza as freqiiéncias naturais nos pontos onde a
componente em fase da resposta (a parte real) é nula. Isto corresponde a uma
diferenca de fase de 90 graus entre a fungao forca e a resposta. O método do
componente maximo de quadratura considera que as freqléncias naturais
ocorrem nos pontos onde a componente de quadratura da resposta (parte
imaginaria) tem um maximo (ou minimo). Essa componente esta 90 graus fora
de fase com a excitacao (SOEIRO, 2001).

Método de Ajuste do Circulo

Como foi visto anteriormente, a Receptancia de um sistema de N graus
de liberdade, com amortecimento histerético, € dada pela seguinte expressao:

N rA
o, (W 2.63
w (@)= rzm —@ +1nrm(o (2.69)
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Onde m,e "A,, sdo, respectivamente, o fator de perda e a constante modal

complexa "A,, = A e associados com r-ésimo modo.

Na pratica, existe uma faixa limitada de freqiéncias para a qual os
dados experimentais sao coletados. A contribuicdo a resposta total dos termos
situados fora da faixa experimental de freqiiéncia pode ser levada em conta por
meio de residuos. O método de ajustamento de circulo assume a hipétese que a
contribuicdo dos modos fora da faixa aquela particular sob estudo é uma
constante. Assim a equacao (2.63) é aproximada por:

A

e + By, (2.64)
o, — O +1N,00,

Oy (w)=

Onde "B, é uma constante complexa associada com o modo r. Por outro lado,

como ja discutido, o diagrama de Nyquist de 1/( @’ —®” +in,®w®,) é um circulo.
Olhando a equacgédo (2.64), observa-se que a multiplicacdo pela constante

complexa "A,, significa uma ampliagdo ou reducédo do raio do circulo, tanto

quanto uma certa rotagéo, e que a adi¢ao de "B, corresponde a uma simples

translagcdo (SOEIRO, 2001). Como de fato é apresentado no diagrama de
Nyquist a equacédo (2.64), a curva completa ndo serd exatamente um circulo,
mas apresentard sec¢des de arco de circulo ao redor da freqiiéncia natural, como
ilustrado na Figura 2.13.

v T:m{a{imh
Refat(i)}
ot LN 4 -
3 55 (x)
.~ o |
3 ("D-!’Dj_“ .
/S !
Ro ; \\e
V. -
Ho¥oh ¥ 4, =1 :
A ' |
2wfn, [

Figura 2.13 — Diagrama de Nyquist mostrando o ajuste do circulo.
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Este método consiste basicamente no ajuste de um circulo a curva de
resposta em frequéncia, préxima a freqiiéncia natural. A curva complexa nao
representara exatamente um circulo, mas apresentara segbes de circulo ao
redor da freqiiéncia natural.

Este método é frequentemente desconsiderado devido ao fato de se
dizer que ele somente trabalha bem quando os modos estdo bem separados e
para valores de amortecimento ndo tdo altos. Entretanto, na opinido de alguns
pesquisadores esse método trabalha muito bem para a maioria dos casos
mesmo quando se trata de estruturas altamente complexas (SOEIRO, 2001).

Método dos Minimos Quadrados

Seja a funcdo Receptancia para o mecanismo de amortecimento
histerético, conforme mostrado a seguir:

A,
L- onde s;=a(l+m) (2.65)
8, — @

o, (o)=Y

O somatério da equacgéo (2.65) se estende pelo nUmero de modos da

banda de frequiéncia considerada. Por simplicidade, faz-se A; = A, -

O erro em cada valor experimental da freqUiéncia é:

A

wr Sy

A
J(o _—H(io,) (2.66)

Sendo H(im, ) o valor experimental da fungéo resposta em freqiiéncia do tipo

Recepténcia e 0 somatdrio representa a contribuigdo dos modos afastados do r-
ésimo modo.

Por definigcéo:

A

B =) —!

s~

—H(@o,) (2.67)

2

onde os parametros A; e s; sGo conhecidos previamente. Por exemplo, suponha-
se que esses parametros tenham sido determinados por ajustamento do circulo

por Nyquist ou pelo método inverso. Desta forma, os By podem ser calculados,

com k=1, 2,...,N, sendo N o numero de pontos de freqiiéncia em que H(iw, )foi

medida. Portanto, pode-se reescrever a equagao (2.66) como a seguir:
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A
E = —+B, ou E = >
S, — oy S, — O

T T

[A, +B, (s, — ;)] (2.68)

O objetivo aqui é o de atualizar os valores das constantes modais e
autovalores pelo método do minimo erro quadratico. Assim, definindo o fator de

peso Pk:I/(sr—coi), que é computado com o valor prévio de s, pode-se

escrever a seguinte expressao para o erro quadratico:

ERRO? =E,E;

E.E; =[p| [|Ar|2 + (s, —))AB, +(s; —0))A By +[Gs, —mi)BkH (2.69)

Entdo, somando-se os erros referentes a cada ponto k de freqiéncia,
derivando em relagdo aos conjugados complexos das constantes modais e
autovalores, e igualando a zero, obtém-se a seguinte equagao matricial:

YR LR |, [ ZRF B
k k {r}: k
R N AR ICRAN D AR
k k k

(2.70)

A solugdo da equacgdo (2.70) fornece os valores atualizados de A; e s,
computados em fungéo dos valores previamente estabelecidos dentro da banda
de freqUiéncia varrida por k.

A cada iteragdo, o valor do erro é calculado pela equagédo (2.69)
usando-se os valores atualizados. Entdo, um critério de convergéncia adequado
deve ser usado, tal como o apresentado na equagéo abaixo, de modo a sinalizar
quando o processo iterativo deve ser encerrado:

—Erro?

anterior

Erro?

atual

<0,01 (2.71)

2
anterior

Erro

O desenvolvimento matematico aqui apresentado permite que se
estabeleca a seguinte metodologia:
1. Tomar como dados de entrada inicial um conjunto de valores de A e s,
correspondentes aos modos contidos na banda de freqiéncia de interesse,
obtidos por qualquer um dos métodos ja apresentados.
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2. Montar a equagéo (2.70), resolvé-la e determinar o novo conjunto de A e s;.
Esse procedimento deve ser feito para a obten¢do de valores atualizados de A e
s; para cada um dos modos contidos na banda de frequiéncia de interesse.
3. Verificar o critério de convergéncia. Se este critério for obedecido parar o
procedimento, caso contrario, repetir 0os passos anteriores até que a
convergéncia seja obtida.

E claro que a convergéncia é obtida com menor nimero de iteragdes se
os valores iniciais de A e s; forem bem escolhidos. Uma boa recomendagéo é a
de se obterem os valores iniciais de A; e s; pelo ajustamento do circulo de
Nyquist (SOEIRO, 2001).

2.5.

Consideracodes finais

Como este € o primeiro trabalho sobre o estudo dindmico com bambu,
houve a necessidade de se fazer uma revisao bibliografica completa em anélise
dinamica que servird de base para qualquer outra pesquisa desenvolvida nesta
area, ja que nao serd necessaria a utilizagdo de todos os métodos nesta
dissertacgao.

Com a reviséo bibliografica realizada, ja existe base para desenvolver
0s experimentos, estudando as espécies Dendrocalamus giganteus,

Phyllostachys aurea e Guadua angustifolia.
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