
7

Índice de Enlaçamento Assintótico para Ações de Rk em
Variedades Riemannianas

Sejam M uma variedade riemanniana compacta, orientada e L(x,y) a

forma dupla de enlaçamento nesta variedade como foi definida na seção

anterior. Neste caṕıtulo usaremos L(x,y) para definir ı́ndices de enlaçamento

associadas a ações de Rk de difeomorfismos que preservam volume em M .

Os objetos geométricos que enlaçaremos serão geradas pelas órbitas da ação.

Consideraremos estes objetos sendo k-cádeias singulares em M , já que uma

órbita de uma ação não está necessariamente imersa em M .

7.1

Índice de Enlaçamento Assintótico de uma Ação de Rk e uma sub-
variedade

Seja M uma n-variedade riemanniana compacta, orientada, completa

com Hk(M) = {0}. Sejam Φ uma ação de Rk em M de difeomorfismos que

preservam volume e S uma sub-variedade de M de dimensão s, fechada, sem

bordo e de homologia nula, k + s = n − 1. Para cada ponto q ∈ N existe

uma única órbita que passa por q e como cada órbita de Φ é uma variedade

imersa em M de dimensão menor ou igual a k, temos que o conjunto de

pontos cujas órbitas interceptam S é de medida nula em M . Logo, cada p

no complemento deste conjunto de medida nula tem sua órbita enlaçando-se

em torno de S. Assim, é natural pensar em definir, se é posśıvel, um ı́ndice

que meça o enlaçamento das órbitas de Φ com a sub-variedade S. No que

segue, cada k-uplo (T 1, .., T k) ∈ (R+)k, R+ = (0, +∞) será relacionado o k-

retângulo canónico Γ = [0, T 1] × .. × [0, T k]. A órbita de Φ de peŕıodo Γ que

passa por p ∈ M , isto é {Φ(t1,..,tk)(p); (t1, .., tk) ∈ Γ}, será denotada por ϑ(p,Γ)

e considerada um k-retângulo singular em M .

Seja Σk um conjunto de k-cadéias singulares em M satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. Para cada ϑ(p,Γ) existe uma única σ(p,Γ) em Σk tal que ∂ϑ(p,Γ) = ∂σ(p,Γ).
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2. Existe subconjunto Θ ⊂ (R∗)n mensurável, cujo complemento tem

medida nula, tal que para cada (T 1, T 2, .., T k) ∈ Θ o conjunto

OΓ := {p ∈ M ; σ(p,Γ) ∩ S 6= ∅}

tem medida nula em M .

3. As σ(p,Γ) em Σk variam continuamente em medida no sentido de que para

cada (T 1, T 2, .., T k) ∈ Θ a função hΓ : M → R, definida por

hΓ(p) =
1

T 1..T k

∫

x∈σ(p,T )

∫

y∈S

L(x, y),

é uma função em L1(M),isto é,
∫

p∈M
|hΓ(p)|vol < ∞.

4. A famı́lia de funções {hΓ} converge em L1(M) para a função identica-

mente nula, isto é,

lim
T 1,..,T k→∞

∫

p∈M

|hΓ(p)|vol = 0. 2

Definição 7.1 Todo conjunto Σ de k-cadeias singulares em M que satisfaz as

condições 1,2,3 e 4 anteriores será chamado de sistema de k-volumes singulares

pequenos de enlaçamento associados a Φ e S.

Enlacamentos na bola unitária Ωn

Seja Ωn a bola unitária fechada em Rn e fixemos o ponto p̃ ∈ Ωn.

Para cada k-retângulo singular R em Ωn definiremos a k-cadeia singular

σ(R) := (−1)kC(∂R) sendo a pirámide gerada por ∂R de vértice p̃, como

foi definida na última seção.

k = 2R

σ(R)

p̃
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Definamos Σ(p̃) := {σ(R) ; R é um k-retângulo singular em Ωn}. Cha-

maremos este conjunto de k-cadéias estreladas com vértice em p̃.

Teorema 7.2 Seja p̃ um ponto no complemento de S em Ωn. Então Σ(p̃) é

um sistema de k-volumes singulares pequenos de enlaçamento associados a Φ

e S. Σ(p̃) independe de Φ.

Prova: Sejam p ∈ Ωn e Γ um k-retângulo canônico quaisquer.

1. Como ϑ(p,Γ) é um k-retângulo singular em Ωn, temos que σ(ϑ(p,Γ)) ∈
Σ(p̃). Por construção ∂C(∂ϑ(p,Γ)) = (−1)k∂(ϑ(p,Γ)). Logo, se σ(p,Γ) := σ(ϑ(p,Γ)),

então por definição de σ(ϑ(p,Γ)) temos que

∂σ(p,Γ) = (−1)k∂C(∂ϑ(p,Γ)) = ∂ϑ(p,Γ).

Assim Σ(p̃) satisfaz a propriedade 1.

Para provar que Σ(p) satisfaz as condições 2,3 e 4, sendo

σ(p,Γ) =
k∑

i=1

(−1)i+k(C(∂0
i ϑ(p,Γ))− C(∂1

i ϑ(p,Γ)))

mostraremos que estas condições são satisfeitas para cada famı́lia C(∂j
i ϑ(p,Γ)).

Neste caso, será suficiente mostrar para uma única famı́lia, já que o resto se

mostra de maneira análoga. Em particular, seja σ
(k,0)
(p,Γ) := C(∂0

kϑ(p,Γ)) a pirámide

gerada por ∂0
kϑ(p,Γ) de vertice p̃, isto é, a k-cadeia definida pela aplicação

F
(k,0)
(p,Γ) : Γ̂k × [0, 1] → Ωn,

F
(k,0)
(p,Γ) (t1, .., tk−1, u) = (1− u)Φ(t1,..,tk−1,0)(p) + up̃.

2. Fixemos ~t = (t1, .., tk−1) ∈ Γ̂k e definamos a homotopia

Hu
~t

:= (1− u)H0
~t
− uH1

~t
, t ∈ [0, 1],

onde H0
~t

:= Φ(t1,..,tk−1,0) e H1
~t
(p) = p̃, ∀p ∈ Ωn. Seja O

(k,0)
Γ := {p ∈

Ωn; σ
(k,0)
(p,Γ) ∩ S 6= ∅}. Notemos que

O
(k,0)
Γ = {(Hu

~t
)−1(S); (t1, .., tk−1, t) ∈ Γ̂k × [0, 1) ⊂ Rk}.

Sendo (Hu
~t
)∗(vol) = (1 − u)vol, já que Φ(t1,..,tk−1,0) preserva volume, então

(Hu
~t
)−1(S) é uma s-subvariedade em Ω. Assim, O

(k,0)
Γ tem no máximo dimensão

k + s = n − 1. Logo, O
(k,0)
Γ tem medida nula em Ωn, mostrando assim a

propriedade 2 e neste caso Θ = (R+)k.

3. Seja (t1, .., tk−1, u) ∈ Γ̂k × [0, 1]. Notemos que
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‖F (k,0)
(p,Γ) (t1, .., tk−1, u)−F

(k,0)
(q,Γ) (t1, .., tk−1, u)‖ ≤ ‖Φ(t1,..,tk−1,0)(p)−Φ(t1,..,tk−1,0)(q)‖.

Logo, sendo Φ uma aplicação suave e considerando em C∞(Γ̂k × [0, 1], Ωn)

a topologia induzida pela norma do supremo temos que p 7→ F(p,Γ) é uma

aplicação cont́ınua de Ωn em C∞(Γ̂k× [0, 1], Ωn). Disto e sendo L(x,y) suave no

complemento da diagonal {(q, q); q ∈ Ωn} em Ωn × Ωn temos

h
(k,0)
Γ (p) :=

1

T 1..T k

∫

x∈σ
(k,0)
(p,Γ)

∫

y∈S

L(x,y)

é continua no complemento de O
(k,0)
Γ que tem medida nula. Assim, h

(k,0)
Γ pode

ser considerada uma função mensurável de domı́nio Ωn.

Agora, mostraremos que
∫

p∈Ωn |h(k,0)
Γ (p)|vol < ∞. Seja X =

(X1, X2, .., Xk) ∈ g̃k, como definido no caṕıtulo 3, tal que A(X) = Φ.

Notemos que
∂F

(k,0)
(p,Γ)

∂ti
(t1, .., tk−1, u) = (1−u)X i(Φ(t1,..,tk−1,0)(p)), i = 1, .., k−1.

Sendo X i campo vetorial definido no domı́nio compacto Ωn existe A tal

que ‖X i‖ ≤ A, ∀i. Logo ∀i ∈ {1, .., k − 1}, ∀p ∈ Ωn e para todo Γ

temos que ‖
∂F

(k,0)
(p,Γ)

∂ti
‖ ≤ A e tambem ‖

∂F
(k,0)
(p,Γ)

∂u
‖ ≤ 2. Como S é com-

pacta, podemos supor que está definida por um atlas finito da forma

{θi : [0, 1]r → Si ⊂ S, (ri
1, , , .r

i
s) 7→ θi(r

i
1, .., r

i
s)}i∈{1,2,..,m} tal que existe

B > 0 tal que ‖∂θi

∂ri
j

‖ ≤ B, ∀i, j. Seja {fi : S → [0, 1]}i∈{1,2,..,m} uma partição

de unidade com respeito a este atlas, note que ‖fi‖ ≤ 1, ∀i. Definamos

h
(k,0)
(Γ,i)(p) =

1

T 1..T k

∫

x∈σ
(k,0)
(p,Γ)

∫

y∈Si

fi(y)L(x,y).

Então h
(k,0)
Γ =

m∑
i=1

h
(k,i)
(Γ,i). Logo, por (6-11), (6-6) e como σ

(k,0)
(p,Γ) está definida por

F
(k,0)
(p,Γ) , podemos escrever

h
(k,0)
(Γ,i)(p) =

1

T 1..T k

∫

Γ̂i

∫ 1

0

∫

(0,1)r

fi

[
F

(k,0)
(p,Γ) − θi,

∂F
(k,0)
(p,Γ)

∂t1
, ..,

∂F
(k,0)
(p,Γ)

∂u
, ..,

∂θi

∂ri
s

]

‖F (k,0)
(p,Γ) − θi‖n

dυk−1dudυr,

onde dυk−1 e dυs são as formas de volume em Rk−1 e Rs, respectivamente, F
(k,0)
(p,Γ)

definida em Γ̂i×[0, 1] e fi, θi definidas em (0, 1)r. Como o valor absoluto de um

determinante é menor ou igual ao produto das normas de seus vetores linhas
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e ‖f‖ ≤ 1, temos que

∫

p∈Ωn

|h(k,0)
(Γ,i)(p)| vol ≤ 1

T1..Tk

∫

p∈Ωn

(

∫

Γ̂i

∫ 1

0

∫

(0,1)r

2Ak−1Br

‖F (k,0)
(p,Γ) − θi‖n−1

dυk−1dudυr) vol.

Agora, para ~t = (t1, .., tk−1) fixo a homotopia H t
~t

= F
(k,0)
(p,Γ) (t1, .., tk−1, u)

geometricamente deforma Ωn no ponto p̃. Como p̃ não pertence a S, existem

δi ∈ (0, 1] e uma constante Di > 0 tal que ∀p ∈ Ωn, ∀q ∈ S temos que

‖F (k,0)
(p,Γ) (t1, .., tk−1, u)− q‖ ≥ Di , ∀(t1, .., tk−1) ∈ Γ̂k, ∀u ∈ [δ, 1].

Daqui, segue que

I1 :=
1

T1..Tk

∫

p∈Ωn

(

∫

Γ̂k

∫ 1

δi

∫

[0,1]r

2Ak−1Br

‖F (k,0)
(p,Γ) − θi‖n−1

dυk−1dudυr) vol.

≤ 1

T1..Tk

∫

p∈Ωn

(

∫

Γ̂k

∫ 1

δi

∫

[0,1]r

2Ak−1Br

Dn−1
i

dυk−1dudυr) vol

=
2Ak−1Brvol(Ωn)

Dn−1
i Tk

Agora, notemos que para cada q ∈ Ωn a função p 7→ 1

‖p− q‖n−1
é integrável.

Portanto, a função definida em Ωn por q 7→
∫

p∈Ωn

1

‖p− q‖n−1
vol é continua.

Logo, existe constante E > 0 tal que
∫

p∈Ωn

1

‖p− q‖n−1
vol ≤ E ∀q ∈ Ωn. (7-1)

Daqui, aplicando Fubini, sendo (Hu
~t
)∗(vol) = (1 − u)vol e notando que

1

1− u
≤ 1

1− δ
se 0 < u ≤ δ < 1 temos que

I2 :=
1

T 1..T k

∫

p∈Ωn

(

∫

Γ̂k

∫ δi

0

∫

(0,1)r

2Ak−1Br

‖F (k,0)
(p,Γ) − θi‖n−1

dυk−1dudυr) vol.

=
1

T 1..T k

∫

Γ̂k

∫

(0,1)r

∫ δi

0

(

∫

p∈Ωn

2Ak−1Br

‖H t
~t
(p)− θi‖n−1

vol)dudυk−1dυr

=
1

T 1..T k

∫

Γ̂k

∫

(0,1)r

∫ δi

0

1

(1− u)n
(

∫

p∈Ωn

2Ak−1Br

‖H t
~t
(p)− θi‖n−1

(Hu
~t
)∗(vol))dudυk−1dυr

=
1

T 1..T k

∫

Γ̂k

∫

(0,1)r

∫ δi

0

1

(1− u)n
(

∫

p∈(Hu
~t

)∗Ωn

2Ak−1Br

‖p− θi‖n−1
vol)dudυk−1dυr
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≤ 1

T 1..T k

∫

Γ̂k

∫

(0,1)r

∫ δi

0

2Ak−1BrE

(1− δi)n
dudυk−1dυr

=
2Ak−1BrE

(1− δi)nT k

Como

I1 + I2 =
1

T 1..T k

∫

p∈Ωn

(

∫

T (k−1,k)

∫ 1

0

∫

[0,1]s

2Ak−1Br

‖F (k,0)
(p,Γ) − θ‖n−1

dυk−1dudυs) vol,

temos que

∫

p∈Ωn

|h(k,0)
(Γ,i)(p)| vol ≤ I1 + I2 ≤ 2Ak−1Br

T k
{vol(Ωn)

Dn−1
i

+
E

(1− δi)n
} < ∞, ∀i

Como
∫

p∈Ωn |h(k,0)
Γ (p)|vol ≤ ∑m

i=1

∫
p∈Ωn |h(k,0)

(Γ,i)(p)|vol, temos que Σ(p̃) satisfaz a

condição 3.

4. A condição 4 é satisfeita da relação

∫

p∈Ωn

|hk0
Γ (p)|vol ≤

m∑
i=1

∫

p∈Ωn

|h(k0,i)
Γ (p)|vol ≤ 2Ak−1Br

T k

m∑
i=1

{vol(Ωn)

Dn−1
i

+
E

(1− δi)n
}

e do fato que T k →∞ . 2

Pela propriedade 1 de Σ(p̃), a cada ϑ(p,T (k)) podemos associar a k-cadeia

singular sem bordo ϑ̃(p,Γ) := ϑ(p,Γ) − σ(p,Γ). Como Hk(Ω) = {0}, temos que

ϑ̃(p,Γ) é de homologia nula.

k = 2ϑ(p,T )

r
p r

p1

r
p3

r
p2

σ(p,T )

r
p r

p1

r
p3

r
p2

r
p̃
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ϑ̃(p,T ) = ϑ(p,T ) − σ(p,T )

r
p r

p1

r
p3

r
p2

r
p̃

Seja O ⊂ Ωn o conjunto de pontos cujas órbitas interceptam S. No ińıcio

desta seção vimos que O tem medida nula. Fixemos Γ. Seja ΩΓ o complemento

de O∪OΓ. Para cada p ∈ ΩΓ temos que ϑ̃(p,Γ) ∩N = ∅. Logo, podemos definir

em ΩΓ a função cont́ınua

lkΓ(p) =
1

T 1..T k
lk(ϑ̃ϕ

( p, T ), S).

Sendo o complemento de ΩΓ de medida nula podemos considerar lkΓ como

uma função mensurável definida em Ωn.

Proposição 7.3 O limite

l̃k(p) = lim
T 1,..,T k→∞

lkΓ(p) = lim
T 1,..,T k→∞

1

T 1..T k
lk(ϑ̃(p, Γ), S)

existe no sentido L1 e define uma função integrável que não depende da escolha

do sistema Σ de k-volumes singulares pequenos de enlaçamento associados a

Φ e S.

Prova: Sejam X1, .., Xk os campos vetoriais em Ωn de divergência nula associ-

ados a Φ e N o s-campo unitário em S que define a sua orientação. Definamos

X := X1 ∧ .. ∧Xk k-campo em Ωn. Para cada p no complemento de S em Ωn

definamos a s-forma suave α(p) em S

(α(p))q :=
(−1)k

an

(q − p)×X(p) · Y (q)

‖q − p‖n
volq

Logo, a função f definida por f(p) :=
∫

S
α(p) é uma função cont́ınua no

complemento de S em Ωn. Como S tem medida nula em Ωn a função f pode

ser considerada uma função mensurável em Ωn. Aplicando Fubini, podemos

mostrar que f é uma função em L1(Ωn). Por outro lado, na k-cadéia ϑ(p, Γ)

temos que o i-ésimo vetor tangente coordenado
∂

∂ti
é igual a X i(Φ(t1,t2,..,tk)(p),
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logo
∂

∂t1
∧ .. ∧ ∂

∂tk
= X(ϕ(t1,..,tk)(p)).

Lembremos que podemos definir o k-campo unitário singular Ñ de ϑ(p,Γ) pela

igualdade
∂

dt1
∧ .. ∧ ∂

dtk
=
√

ḡÑ ,

onde ḡ = ‖ ∂

dt1
∧ .. ∧ ∂

dtk
‖ e ‖Ñ‖ = 1 se os

∂

dti
são linearmente independentes

e é 0 caso contrário. Logo, pela formula (6-5) e sendo dt1..dtk =
√

ḡvol temos

que

∫

x∈ϑ(p,Γ)

∫

q∈S

L(x,y) =
(−1)k

an

∫

x∈ϑ(p,Γ)

∫

y∈S

(q − x)× Ñ(x) ·N(q)

‖q − x‖n
volxvolq

=
(−1)k

an

∫

x∈ϑ(p,Γ)

(∫

y∈S

(q − x)×X(x) ·N(q)

‖q − x‖n
volq

)
dt1..dtk

=

∫

x∈ϑ(p,Γ)

∫

y∈S

αx(y))dt1..dtk

=

∫ Tk

0

..

∫ T1

0

∫

y∈S

α(Φ(t1,..,tk)(p))dt1..dtk

=

∫ Tk

0

..

∫ T1

0

f(ϕ(t1,..,tk)(p))dt1..dtk.

Logo,

lkΓ(p) =
1

T1..Tk

∫

x∈ϑ̃(p,Γ)

∫

y∈N

L(x,y)

=
1

T1..Tk

∫

x∈ ϑ(p,Γ)−σ(p,Γ)

∫

y∈S

L(x,y)

=
1

T1..Tk

∫

x∈ϑ(p,Γ)

∫

y∈S

L(x,y) − 1

T1..Tk

∫

x∈σ(p,Γ)

∫

y∈S

L(x,y)

=
1

T1..Tk

∫ T1

0

..

∫ Tk

0

f(ϕ(t1,..,tk)(p))− 1

T1..Tk

∫

x∈σ(p,Γ)

∫

y∈S

L(x,y).

Assim pelo teorema ergódico para ações, teorema 3.13, e condição 4 do sistema

de k-volumes singulares pequenos de enlaçamento temos que lkΓ converge no

sentido L1 para uma função l̃k que satisfaz

∫

p∈Ωn

l̃k vol =

∫

p∈Ωn

f(p) vol. 2

Definição 7.4 O ı́ndice lk(Φ, S) :=
∫
Ωn l̃k vol será chamado o ı́ndice de

enlaçamento assintótico da k-ação Φ e a subvariedade S.
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Variedades Riemannianas 75

Lembremos que no caṕıtulo 3 definimos o invariante de Hopf I(Φ, S) =∫
S

α, onde dα = IXvol e X é o k-campo associado a Φ.

Teorema 7.5 Seja Φ uma k-ação de difeomorfismos que preservam volume

em Ωn, e S uma s-variedade compacta, sem bordo e mergulhada em Ωn,

k + s = n− 1. Então o ı́ndice de enlaçamento assintôtico lk(Φ, S) satisfaz

lk(Φ, S) = I(Φ, S)

Prova: Sejam X1, .., Xk os campos vetoriais de divergência nula associadas a

ϕ , X = X1 ∧ .. ∧ Xk o k-campo associado a Φ e η = iXvol. O teorema

generalizado de Biot-Savart garante que rot(BS(X)) = X. Pelo teorema

generalizado de Biot-Savart temos que

X1 ∧ .. ∧Xk = rot(BS(X1 ∧ .. ∧Xk)).

Logo, pela definição de rotacional temos

d(j(BS(X))) = irot(BS(X))vol = iXvol = η.

Logo α := j(BS(X)) é uma forma diferenćıavel que satisfaz dα = η. Por

teorema 4.13 e resultado do teorema anterior temos que

lk(Φ, S) =

∫

p∈Ωn

l̃k(p)vol =

∫

p∈Ωn

f(p)vol =

∫

p∈Ωn

(

∫

S

α(p))vol.

Então, por definição da forma αp e aplicando Fubini temos que por definição

do campo BS(X1 ∧ ..∧Xk) = BS(X), por definição do operador j e notando

que em N temos que α = α(Y )vol , temos

lk(Φ, S) =
(−1)k

an

∫

p∈Ωn

∫

q∈S

(q − p)×X(p) · Y (q)

‖q − p‖n
volqvolp

=

∫

q∈S

(−1)k

an

∫

p∈Ωn

(
(p− q)

‖p− q‖n
×X(p)volp) · Y (q)volq.

Agora, por definição do campo BS(X) e definição do homomorfismo j temos

que

lk(Φ, S) =

∫

q∈N

BS(X)(q) · Y (q)volq

=

∫

q∈N

j(BS(X))q(Y (q))volq
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Variedades Riemannianas 76

Logo, como α = j(BS(X)) e notando que α(Y )vol = α já que Y é unitário

temos

lk(Φ, S) =

∫

N

αq(Y (q))volq

=

∫

N

α

Finalmente por definição de I(Φ, S) temos que

lk(Φ, S) = I(Φ, S). 2

Exemplo 7.6

Sejam X(x, y, z, w) = (y,−x, 0, 0) e Y (x, y, z, w) = (0, 0, w,−z) campos

vetoriais de divergência nula em Ω4. Sejam

ϕX
s (x, y, z, w) = (rsin(α + s), rcos(α + s), z, w), r = (x2 + y2)

1
2 e α = arctan(

x

y
)

ϕY
t (x, y, z, w) = (x, y, lsin(α + t), lcos(β + t)), l = (z2 + w2)

1
2 e β = arctan(

z

w
)

os fluxos de X e Y , respectivamente. Notemos que as órbitas de X e Y são

fechadas e de periodo 2π. Como [X, Y ] = 0, existe 2-ação Φ de R2 em Ω4

associado a (X, Y ). Observemos que Φ está definida por

ϕ
(s,t)

(x, y, z, w) = ϕY
t ◦ ϕX

s (x, y, z, w)

= ϕY
t (ϕX

s (x, y, z, w))

= ϕY
t (rsin(α + s), rcos(α + s), z, w)

= (rsin(α + s), rcos(α + s), lsin(β + t), lcos(β + t)).

As orbitas de Φ são fechadas de periodo [0, 2π]× [0, 2π]. Notemos que

i
X∧Y

dvol = i
Y
i

X
dvol = ywdydw + xwdxdw + yzdydz + xzdxdz

e que a 1-forma α = (x2+y2

2
)(zdz + wdw) satisfaz dα = i

X∧Y
vol. Agora, Seja

S o ćırculo no primeiro quadrante do yz-plano centrada no ponto (0, y0, z0, 0)
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de raio R. Logo, γ(t) = (0, y0 + Rcos(t), z0 + Rsin(t), 0) parametriza S.

I(Φ, S) =

∫

N

α

=
1

2

∫ 2π

0

(y0 + Rcos(t))2(z0 + Rsin(t))Rcos(t)dt

=
1

2

∫ 2π

0

Rcos(t)(y2
0 + 2Ry0cos(t) + R2cos2(t))(z0 + Rsin(t))dt

Como estamos integrando ao longo de um peŕıodo, temos que a integração se

anula para todos os somandos excepto para cos2(t). Assim

I(Φ, S) =
1

2

∫ 2π

0

2R2y0z0cos
2(t)dt = R2y0z0π.

Por outro lado, no caso de enlaçamentos, consideremos o disco D no yz-

plano tal que ∂D = S. Notemos que uma órbita ,ao longo de um periodo,

(s, t) 7→ (rsin(α + s), rcos(α + s), lsin(β + t), lcos(β + t)) , pode interceptar

D se rsin(α + s) = lcos(β + t) = 0 , isto é, se s ∈ {−α, π − α} e

t ∈ {π
2
−β, 3π

2
−β} Como D está contido no primeiro quadrante um retângulo de

órbita(um peŕıodo) se intercepta a D vai interceptá-lo somente num ponto da

forma (0, r, l, 0). Como na integral de enlaçamento o somando correspondente

as áreas pequenas não é significativo sómente calcularemos os enlaçamentos

no retângulos de órbitas que em nosso caso são fechados. Em particular, se

T1 = [0, 2π]× [0, 2π] temos que

lk
Γ
(p) =

1

2π2π
lk(ϑΦ(p, Γ), N) =

{
1

2π2π
se ϑΦ(p, Γ) ∩D 6= ∅

0 se ϑΦ(p, Γ) ∩D = ∅.

Sabendo que o ı́ndice de enlaçamento assintótico independe da seqüência

de peŕıodos escolhida podemos escolher em particular a sequencia Γn =

[0, 2nπ] × [0, 2nπ]. Notemos que ϑΦ(p, Γn) é um retângulo de órbita fechado

formada por n2 copias do toro ϑΦ(p, Γ) logo

lk
Γn

(p) =
1

2nπ2nπ
lk(ϑΦ(p, Γn), N) =

{
n2

2nπ2nπ
= 1

2π2π
se ϑΦ(p, Γn) ∩D 6= ∅

0 se ϑΦ(p, Γn) ∩D = ∅.

Note que Ω :=
⋃
q∈D

ϑΦ(q, Γn) = {p ∈ Ω4; ϑΦ(p, Γn) ∩ D 6= ∅}. Agora, como

(r, s) 7→ (0, y0 + rcos(s), z0 + rcos(s), 0) é uma parametrização de D então

ρ(r, s, t, u) definido por

((y0+rcos(s))cos(t), (y0+rcos(s))sin(t), (z0+rcos(s))cos(u), (z0+rcos(s))sin(u))
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é uma parametrização de Ω. Fazendo as contas necessarias temos que a forma

de volume nesta parametrização é r(y0+rcos(s))(z0+rsin(s))drdsdtdu. Assim,

∫

p∈Ω4

lk
Γn

(p)dvol =

∫

p∈Ω

lk
Γn

(p)dvol

=

∫

p∈Ω

1

4π2
dvol

=
1

4π2
vol(Ω)

=
1

4π2

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(y0 + rcos(s))(z0 + rsin(s))drdsdtdu

=
1

4π2

∫ R

0

∫ 2π

0

4π2r(y0 + rcos(s))(z0 + rsin(s))drds

=

∫ R

0

∫ 2π

0

ry0z0drds

= y0z0R
2π

Como

∫

p∈D4

lk
Γn

(p)dvol é constante ∀n então

lk(Φ, S) = y0z0R
2π = I(Φ, S).

7.2

Índice de Enlaçamento Assintótico entre Ações de Rk

Seja M variedade riemanniana orientada, compacta e conexa. Sejam Φ

uma ação de Rk em M e Ψ uma ação de Rs em M de difeomorfismos que

preservam volume, onde k+s = n−1. Notemos que as Φ-órbitas são variedades

imersas em M de dimensão no máximo k. Agora, por cada ponto de uma Ψ-

órbita ϑΨ passa uma única Φ-órbita . Logo, o conjunto de pontos das Φ-órbitas

que interceptam a ϑΨ tem médida nula em M . Assim, existe subconjunto de

M , com volume igual ao de M , tal que cada ponto deste conjunto tem sua

Φ-órbita enlaçando-se ao redor de ϑΨ. O rećıproco também acontece com uma

Φ-órbita ϑΦ e a ação Ψ. Logo, é natural pensar em definir um ı́ndice que meça

o enlaçamento médio das órbitas de Φ com as órbitas de Ψ. No que segue,

denotaremos por Γ o k-retangulo canônico [0, T 1] × .. × [0, T k] e por Υ o s-

retângulo canônico [0, R1] × .. × [0, Rs], usaremos ϑΦ
(p,Γ) e ϑΨ

(q,Υ) para denotar

o k-retângulo de órbita {Φ(t1,..,tk)(p) ; (t1, .., tk) ∈ Γ} e o s-retângulo de órbita

{Φ(r1,..,rs)(p) ; (r1, .., rs) ∈ Υ}. Sejam Σk conjunto de k-cadeias singulares em

M e Σs conjunto de s-cadeias singulares em M que satisfazem as seguintes

propriedades:

1. Para cada p e q em Ωn, cada k-retângulo canônico Γ e cada s-retângulo
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canônico Υ existem único σΦ
(p,Γ) ∈ Σk e único σΨ

(q,Υ) ∈ Σs tal que

∂ϑΦ
(p,Γ) = ∂σϕ

(p,Γ) e ∂ϑψ
(q,Υ) = ∂σψ

(q,Υ).

2. As σΦ
(p,Γ) ∈ Σk e as σψ

(q,Υ) ∈ Σs variam continuamente com respeito a

(p, T 1, .., Tk) e com respeito a (q, R1, .., Rs), respectivamente, no comple-

mento de conjuntos de medida nula.

3. Os conjuntos

Ω
(Γ,Υ)
(Φ,Σs)

= {(p, q) ∈ M ×M ; ϑΦ
(p,Γ) ∩ σΨ

(q,Υ) 6= ∅ }
Ω

(Γ,Υ)
Σk,Ψ = {(p, q) ∈ M ×M ; σΦ

(p,Γ) ∩ ϑΨ
(q,Υ) 6= ∅ }

Ω
(Γ,Υ)
(Σk,Σs)

= {(p, q) ∈ M ×M ; σϕ
(p,Γ) ∩ σψ

(q,Υ) 6= ∅ }

tem medida nula em Ωn × Ωn para cada Γ e Υ fixos.

4. Seja L(p, q) a forma de enlaçamento em M . Os limites

lim
T 1,..,T k,R1,..,Rs→∞

1

T 1..T kR1..Rs

∫

ϑΦ
(p,Γ)

∫

σΨ
(q,Υ)

L = 0 (7-2)

lim
T 1,..,T k,R1,..,Rs→∞

1

T 1..T kR1..Rs

∫

σΦ
(p,Γ)

∫

ϑΨ
(q,Υ)

L = 0 (7-3)

lim
T 1,..,T k,R1,..,Rs→∞

1

T 1..T kR1..Rs

∫

σΦ
(p,Γ)

∫

σΨ
(q,Υ)

L = 0 (7-4)

existem na topologia de L1(M)

Definição 7.7 Todo par (Σk, Σs) satisfazendo as propriedades acima será

chamado de sistemas de k-volumes e s-volumes pequenos associados a Φ e

Ψ.

Exemplo 7.8

↗

↘

ϑΦ(p, T )

r
p

r
Φ

T
(p)

XXXXXXXXX ↗©©©©©©©©©

r
p̃

r
p

r
Φ

T
(p)σΦ(p, T )

ϑ̃Φ(p, T )

r
p

r
Φ

T
(p)

XXXXXXXXX©©©©©©©©©

r
p̃
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r
r

r
r

ϑΨ(q, R)

r
q

r
Ψ

(T1,0)
(q)

r
Ψ

(0,T2)
(q)

r
Ψ

(T1,T2)
(q) σΨ(q,R)

r r

r r

r

r

ϑ̃Ψ(q,R)

rq

r
Ψ

(T1,0)
(q)

rΨ
(0,T2)

(q) r Ψ(T1,T2)
(q)

q̃

r

r
r

r

Teorema 7.9 Sejam p̃ e q̃ em ∂Ωn, p̃ 6= q̃. Então o par (Σk(p̃), Σk(q̃)) formado

pelo sistema de k-cadéias singulares estreladas com vértice em p̃ e o sistema

de s-cadéias singulares com vértice em q̃ será um sistema de k-volumes e s-

volumes pequenos associados a Φ e Ψ.

Prova: Por construção como vimos na seção anterior (Σk(p̃), Σk(q̃)) satisfazem

as propriedades 1 e 2 de um sistema de volumes pequenos associados a Φ e Ψ.

Agora, para mostrar as propriedades 3 e 4 lembremos que

σΦ
(p,Γ) =

k∑
i=1

(−1)i+k(C(∂0
i ϑ

Φ
(p,Γ))− C(∂1

i ϑ
Φ
(p,Γ)));

σΨ
(q,Υ) =

k∑
i=1

(−1)i+k(C(∂0
i ϑ

Ψ
(q,Υ))− C(∂1

i ϑ
Ψ
(q,Υ))).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015584/CA
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Logo, devemos mostrar que estas propriedades são satisfeitas para cada famı́lia

C(∂j
i ϑ(p,Γ)). Neste caso, será suficiente mostrar para uma única famı́lia, já que

no resto se mostra de maneira análoga. Em particular, escolheremos as familias

:

σ
(k,0)
(p,Γ) := C(∂0

kϑ
Φ
(p,Γ)) ;

σ
(s,0)
(q,Υ) := C(∂0

kϑ
Ψ
(q,Υ)).

Estas cadéias singulares em Ωn são definidas pelas aplicações:

F
(k,0)
(p,Γ) (~t, u) := (1− u)Φ(~t,0)(p) + up̃ ;

F
(k,0)
(p,Γ) (~r, t) := (1− t)Φ(~r,0)(q) + tq̃,

onde ~t′ = (t1, .., tk−1) ∈ Γ̂k, ~r′ = (r1, .., rs−1) ∈ Υ̂s e u, t ∈ [0, 1]. No que segue,

~t := (t1, .., tk1 , tk), ~r := (r1, .., rs1 , rs) e para todo i a medida de Lebesgue e

a forma de volume em Ri serão denotadas por µi e por dµi, respectivamente.

Primeiro mostraremos (7-3). Procedendo analogamente como na demonstração

da propriedade 3 de sistema de k-volumes pequenos da seção anterior, temos

que existe uma constante C > 0 tal que a integral da fórmula de enlaçamento

nas cadeias singulares σ
(k,0)
(p,Γ) e ϑΨ

(q,Υ) satisfaz

A(p, q) :=

∣∣∣∣∣
∫

x∈σ
(k,0)
(p,Γ)

∫

y∈ϑΨ
(q,Υ)

L(x,y)

∣∣∣∣∣

=

∫ Rs

0

..

∫ R1

0

∫ 1

0

∫ T k−1

0

..

∫ T 1

0

C

‖Ψ~r(q)− F
(k,0)
(p,Γ) (

~t′, u)‖n−1
.

Então, sabendo que para cada ~r a aplicação Ψ~r é um difeomorfismo que

preserva volume temos usando também a desigualdade (7-1) que

∫

q∈Ω2

∫

p∈Ω1

|A(p, q)| vol(p)vol(q) ≤ ECT k−1..T 1Rs..R1vol(Ω1).

Portanto

1

T 1..T rR1..Rs

∫

q∈Ω2

∫

p∈Ω1

∣∣∣∣∣
∫

x∈σ
(k,0)
(p,Γ)

∫

y∈ϑΨ
(q,Υ)

L(x,y)

∣∣∣∣∣ vol(p)vol(q) ≤ ECvol(Ω1)

T k
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mostrando assim 7-3, já que T k → ∞. Analogamente para (7-2) no caso de

σ
(s,0)
(p,Υ) temos que existe constante A > 0 tal que

1

T 1..T rR1..Rs

∫

q∈Ω2

∫

p∈Ω1

∣∣∣∣∣
∫

x∈ϑΦ
(p,Γ)

∫

y∈σ
(s,0)
(q,Υ)

L(x,y)

∣∣∣∣∣ vol(p)vol(q) ≤ EAvol(Ω2)

Rs
.

, O fato de que Rs → ∞ mostra (7-2). Agora para mostrar (7-4) considere-

mos σ
(k,0)
(p,Γ) e σ

(s,0)
(p,Υ). Procedendo como na demonstração da propriedade 3 da

existência de volumes pequenos asociados a ações e sub-variedades podemos

mostrar que existe constante K tal que

A(p, q) :=

∣∣∣∣∣
∫

x∈σ
(k,0)
(p,Γ)

∫

y∈σ
(s,0)
(p,Υ)

L(x,y)

∣∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

∫

~r′∈Υ̃s

∫ 1

0

∫

~t′∈Γ̃k

Kdµk−1dudµs−1dt

‖(1− u)Φ(~t′,0)(p) + up̃− (1− t)Ψ(~r′,0)(q)− tq̃‖n−1
.

Por outro lado, Para cada ~r′ e cada ~t′ as familias de aplicações {h1
u} e {h2

t}
definidas em Ωn por h1

u(p) = (1−u)Φ(~t′,0)(p)+tp̃ e h2
t
(q) = (1−t)Ψ(~r′,0)(q)−tq̃

satisfazem

(h1
u)
∗(vol) = (1− u)nvol; (h2

t )
∗(vol) = (1− t)nvol

Portanto, usando este pullback na integração e por (7-1) temos que

I1(t, u) :=

∫

p∈Ωn

∫

q∈Ωn

1

‖(1− u)Φ(~t,0)(p) + up̃− (1− t)Ψ(~r,0)(q)− tq̃‖n−1
vol(p)vol(q)

=
1

(1− t)n(1− u)n

∫

p∈(h1
u)∗(Ωn)

∫

q∈(h2
t )∗(Ωn)

1

‖p− q‖n−1
vol(p)vol(q)

≤ E

(1− t)n(1− u)n
.

Agora, mostraremos propriedade 3. fixemos Γ e Υ. Seja C uma s-cadéia em

Ωn. Por cada ponto q de C passa uma única Φ-órbita( k-cadéia ). Então o

conjunto de pontos que interceptam C é no maximo de dimensão k+r = n−1,

isto é de medida nula em Ωn. Agora, suponha que o conjunto Ω
(Γ,Υ)
(Φ,Σs)

tem

medida não nula em Ωn × Ωn. Neste caso, existe um C := σΨ
(q,Υ tal que

o conjunto A = {p ∈ Ωn; ϑΦ
(p,Γ)} tem medida não nula mas isto é um

absurdo já que notemos que A é um subconjunto de pontos das órbitas que
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interceptam C o qual tem medida nula. Análogo para o conjunto Ω
(Γ,Υ)
(Σk,Ψ). Para

mostrar o caso Ω
Γ,Υ)
(Σk,Σs)

de novo suponha que este tenha medida não nula em

Ωn × Ωn. Então, existe um σΨ
(q,Υ) que não contém p̃, o vértice de Σk(p̃) com a

propriedade que o conjunto B de pontos p tal que σΦ
(p,Γ) interceptam σΨ

(q,Υ) tem

medida não nula em Ωn, mas isto é um absurdo, já que podeŕıamos proceder,

usando homotopias, como no caso de seção anterior, de enlaçamento de uma

k-ação com uma sub-variedade para mostrar que este conjunto é de medida

nula. 2

Sejam Γ e Υ fixos . No teorema anterior mostramos a existência de um

sistema de k-volumes e s-volumes associados a Φ e Ψ. Seja U o conjunto de

medida nula que é a união dos conjuntos definidos na propriedade 3 de um

sistema de volumes pequenos associados a Φ e Ψ. Seja D(Γ,Υ) o complemento

de U em Ωn × Ωn. Logo podemos definir a função lk(Γ,Υ) : D(Γ,Υ) → R por

lk(Γ,Υ)(p, q) =
1

T 1..T kR1..Rs
lk(ϑ̃Φ(p, Γ), ϑ̃Ψ(p, Υ)). (7-5)

Observemos que os ϑΦ(p, Γ) variam continuamente com respeito a p e que

os σΦ(p, Γ), pela condição 2 de Σ, variam continuamente com respeito a p

no complemento de um conjunto de medida nula. Assim, os ϑ̃Φ
(p,Γ) variam

continuamente com respeito a p no complemento de um conjunto de medida

nula e podemos afirmar o mesmo para os ϑ̃Ψ(q, Υ). Assim , as funções lk(Γ,Υ).

são funções mensuráveis definidas em Ωn × Ωn.

Proposição 7.10 A função limite l̃k : Ωn × Ωn → R definida por

l̃k(p, q) := lim
T 1,T k,R1,..,Rk→∞

lk(Γ,Υ)(p, q)

= lim
T 1,T k,R1,..,Rk→∞

1

T 1..T kR1..Rs
lk(ϑ̃Φ(p, Γ), ϑ̃Ψ(q, Υ). (7-6)

existe na topologia de L1(Ωn×ωn). Alem disso, l̃k é uma função integravel que

independe do sistema de volumes pequenos associados a Φ e Ψ escolhido.

Prova: Sejam X = X1 ∧ .. ∧Xk e Y = Y 1 ∧ .. ∧ Y s o k-campos e o s-campo

de divergência nula associados a Φ e Ψ, respectivamente. Definamos a função

f : Ω1 × Ω2 → R por

f(p, q) :=
(−1)k

an

p− q)×X(q) · Y (p)

‖p− q‖n
. (7-7)

Observemos que as singularidades de f são de ordem n − 1 na diagonal

de Ωn × Ωn (Pontos de intercepção de Ωn e Ωn). Como esta diagonal tem

dimensão n temos que f é uma função de valor absoluto integrável, isto é,

f ∈ L1(Ωn×Ωn). usando a fórmula (2-18) para a forma de enlaçamento temos
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que

A(p, q) :=

∫

y∈ϑΨ
(p,Υ)

∫

x∈ϑΦ
(p,Γ)

L(x,y)

=
(−1)k

an

∫

y∈ϑΨ
(p,Υ)

∫

x∈ϑΦ
(p,Γ)

y − x)×NΦ(x) ·NΨ(y)

‖y − x‖n
vol(x)vol(y),

onde NΦ e NΨ são os campos unitários singulares de Φ e Ψ, respectivamente.

Agora, por(2-18) e por (6-6)

A(p, q) =
(−1)k

an

∫ Rs

0

..

∫ R1

0

∫ T k

0

..

∫ T 1

0

(Ψ~r(q)− Φ~t(p))×X(Φ~t(p)) · Y (Ψ~r(q))

‖Psi~r(q)− Φ~t(p)‖n
dµkdµs,

onde ~r = (r1, .., rs), ~t = (t1, .., tk), dµk = dt1..dtk e dµr = dr1..drs. Definamos

a ação Θ de Rk+s em Ωn × Ωn

Θ(~t,~r)(p, q) = (Φ~t(p), Ψ~r(q)).

Notemos que

f(Θ(~t,~r)(p, q)) = f(Φ~t(p), Ψ~r(q))

=
(−1)k

an

(Ψ~r(q)− Φ~t(p))×X(Φ~t(p)) · Y (Ψ~r(q))

‖Psi~r(q)− Φ~t(p)‖n

Disso, da propriedade 4 de sistema de volumes pequenos e a definição de l̃k

temos que

l̃k(p, q) = lim
T 1,..,T k,R1,..,Rs→∞

1

T 1..T kR1..Rs

∫ Rs

0

..

∫ R1

0

∫ T k

0

..

∫ T 1

0

f(Θ(~t,~r)(p, q))dµkdµs.

Portanto, do teorema ergódico para ações, resultado (4-7) temos que l̃k(p, q)

converge na toplogia L1(Ωn × Ωn). Alem disso, o resultado (4-8) do mesmo

teorema garante que
∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

l̃k(p, q)vol(p)vol(q) =

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

f(p, q)vol(p)vol(q) (7-8)

Esta última equação garante a independencia da integral com respeito ao

sistema de volumes pequenos escolhido. 2

Definição 7.11 O ı́ndice

lk(Φ, Ψ) :=

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

l̃k(p, q)vol(p)vol(q).
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será chamadop o ı́ndice de enlaçamento assintótico médio das ações Φ e Ψ.

Agora, mostraremos um teorema muito importante que afirma a igual-

dade da invariante de Hopf e da invariante de enlaçamento assintótico das

ações Φ e Ψ.

Teorema 7.12

lk(Φ, Ψ) = I(Φ, Ψ),

onde I(Φ, Ψ) é o invariante de Hopf para Φ e Ψ.

Prova: Por (7-8) e (7-7) temos que

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

l̃k(p, q)vol(p)vol(q) =

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

f(p, q)vol(p)vol(q)

=

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

(−1)k

an

p− q)×X(q) · Y (p)

‖p− q‖n

Aplicando o teorema de Biot-Savart para o k-campo X temos que

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ω1

l̃k(p, q)vol(p)vol(q) =

∫

q∈Ωn

BS(X)(q) · Y (q)vol(q)

Finalmente pela fórmula (4-3) temos que

∫

q∈Ωn

∫

p∈Ωn

l̃k(p, q)vol(p)vol(q) =

∫

q∈Ωn

α ∧ iY vol

= I(Φ, Ψ).

Exemplo 7.13 Seja Φ a ação de R2 em Ω4 definida no exemplo 6.1.9.

cujos campos associados são X1(x, y, z, w) = (y,−x, 0, 0) e X2(x, y, z, w) =

(0, 0, w,−z). Se X = X1 ∧X2 então

i
X
dvol = ywdydw + xwdxdw + yzdydz + xzdxdz.

A 1-forma α = (x2+y2

2
)(zdz + wdw) satisfaz dα = i

X
dvol. Agora, Fixemos

o ponto (0, y0, z0, 0) ∈ Ω4 no primeiro quadrante do plano yz. Sejam B4 ⊂ Ω4

uma bola centrada em (0, y0, z0, 0) de raio R suficientemente pequeno tal que

suas coordenadas y e z são positivas e ψ uma ação de R em B4 definida pelo

campo Y (x, y, w, z) = (0,−(z − z0), (y − y0), 0). Logo,

i
Y
dvol = (y − y0)dxdydw + (z − z0)dxdzdw.
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A 2-forma β =
(y − y0)

2 + (z − z0)
2

2
dxdw satisfaz dβ = i

Y
dvol. Logo, se

tildeR =
√

R2 − x2 − w2 temos que:

I(ϕ, ψ) =

∫

B4

β ∧ dα

=

∫

B4

(
(y − y0)

2 + (z − z0)
2

2
)(yz) dxdydzdw

=

∫

(x,w)∈DR(0,0)

∫

(y,z)∈DR̃(y0,z0)

(
(y − y0)

2 + (z − z0)
2

2
)(yz) dydzdxdw

=
1

2

∫

(x,w)∈DR(0,0)

∫ 2π

0

∫ R̃

0

r2(y0 + rcosθ)(z0 + rsenθ)rdrdθdxdw

=
1

2

∫

(x,w)∈DR(0,0)

∫ 2π

0

∫ R̃

0

r3y0z0drdθdxdw

=
y0z0π

4

∫

(x,w)∈DR(0,0)

r4]
R̃

0
dxdw

=
y0z0π

4

∫

(x,w)∈DR(0,0)

(R2 − x2 − w2)2 dxdw

=
y0z0π

4

∫ 2π

0

∫ R

0

(R2 − r2)2 rdrdθ

=
y0z0π

2R6

12

Para calcular lk(ϕ, ψ) o ı́ndice de enlaçamento assintótico das ações podemos

escolher sequencias quaisquer dos Tn e Sn, em particular Tn = [0, 2nπ]×[0, 2nπ]

e Sn = [0, 2nπ]. Notemos que ϑϕ(p, Tn) é um pedaço de órbita fechado composta

por n2 copias do toro ϑϕ(p, [0, 2π]× [0, 2π]) e ϑψ(q, Sn) é composta de n copias

do ćırculo ϑψ(q, [0, 2π]) logo, se Dp é o disco num plano paralelo ao plano yz

cujo bordo é ϑψ(q, [0, 2π]) então, analogamente como no exemplo 6.1.9,

lk
(Tn,Sn)

(p, q) =
1

T 1
nT 2

nS1
n

lk(ϑϕ(p, Tn), ϑψ(q, Sn))

=





n2n

(2nπ)3
=

1

8π3
se ϑϕ(p, Tn) ∩Dq 6= ∅

0 se ϑϕ(p, Tn) ∩Dq = ∅.

Pelo que as funções lk
(Tn,Sn)

são constantes. Assim usando o resultado do
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exemplo 6.1.9 temos

lk(ϕ, ψ) =

∫

p∈Ω4

∫

q∈B4

lk
(Tn,Sn)

(p, q)dvol(p)dvol(q)

=

∫

p∈Ω

[

∫

(x,w)∈DR(0,0)

[

∫

(y,z)∈DR̃(y0,z0)

lk
(Tn,Sn)

(p, (x, y, z, w))dydz] dxdw] dvol(p)

=

∫

(x,w)∈DR(0,0)

[

∫ R̃

0

[

∫

p∈Ω

∫ 2π

0

lk
(Tn,Sn)

(p, (x, y0 + r cos(θ), z0 + r sin(θ), w)dθ] rdr] dxdw

=

∫

(x,w)∈DR(0,0)

[

∫ R̃

0

[y0z0πr2] rdr] dxdw

=
y0z0π

4

∫

(x,w)∈DR(0,0)

(R2 − x2 − y2)2dxdw

=
y0z0π

4

∫ 2π

0

∫ R

0

(R2 − r2)2rdrdθ

=
y0z0π

2R6

12

Por tanto,

lk(ϕ, ψ) =
y0z0π

2R6

12
= I(ϕ, ψ).
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