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Indice de Enlacamento Assintético para Acdes de R¥ em
Variedades Riemannianas

Sejam M uma variedade riemanniana compacta, orientada e L,,) a
forma dupla de enlacamento nesta variedade como foi definida na secao
anterior. Neste capitulo usaremos L, ,) para definir indices de enlacamento
associadas a acoes de R¥ de difeomorfismos que preservam volume em M.
Os objetos geométricos que enlacaremos serao geradas pelas orbitas da acao.
Consideraremos estes objetos sendo k-cadeias singulares em M, ja que uma

orbita de uma agao nao esta necessariamente imersa em M.

7.1

indice de Enlacamento Assint6tico de uma Acdo de R* e uma sub-
variedade

Seja M uma n-variedade riemanniana compacta, orientada, completa
com Hy(M) = {0}. Sejam ® uma agio de R¥ em M de difeomorfismos que
preservam volume e S uma sub-variedade de M de dimensao s, fechada, sem
bordo e de homologia nula, k¥ + s = n — 1. Para cada ponto ¢ € N existe
uma unica orbita que passa por ¢ e como cada érbita de ® é uma variedade
imersa em M de dimensao menor ou igual a k, temos que o conjunto de
pontos cujas Orbitas interceptam S é de medida nula em M. Logo, cada p
no complemento deste conjunto de medida nula tem sua 6rbita enlagando-se
em torno de S. Assim, é natural pensar em definir, se é possivel, um indice
que meca o enlacamento das érbitas de & com a sub-variedade S. No que
segue, cada k-uplo (T%,..,T%) € (Ry)k, Ry = (0,+00) serd relacionado o k-
retangulo canénico I' = [0,77] x .. x [0,T*]. A érbita de ® de periodo I' que
passa por p € M, isto é {®w, . +)(p); (L1, ..,tx) € '}, serd denotada por ¥, r)
e considerada um k-retangulo singular em M.

Seja ¥, um conjunto de k-cadéias singulares em M satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. Para cada 9, existe uma tnica o, ) em X, tal que 0V, r)y = 0o ).
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2. Existe subconjunto © C (R*)" mensurdvel, cujo complemento tem

medida nula, tal que para cada (T, T2,..,T%) € © o conjunto
Or = {pe M, O(pr)ﬂS?é@}

tem medida nula em M.

3. As o(p,r) em X, variam continuamente em medida no sentido de que para
cada (T, T?,..,T%) € © a funcao hr : M — R, definida por

1
h = — L
r(p) T1 Tk /mea(p’T) /yeS (z,y),

¢ uma funcao em L;(M),isto é, |hr(p)|vol < cc.

peEM

4. A familia de fungées {hr} converge em L;(M) para a fungao identica-

mente nula, isto é,

lim / he(p)|vol = 0. O
peEM

TL,.., Tk =00

Definicao 7.1 Todo conjunto ¥ de k-cadeias singulares em M que satisfaz as
condicoes 1,2,3 e 4 anteriores serd chamado de sistema de k-volumes singulares

pequenos de enlacamento associados a ® e S.

Enlacamentos na bola unitaria Q"

Seja 2™ a bola unitaria fechada em R™ e fixemos o ponto p € Q".
Para cada k-retangulo singular R em ()" definiremos a k-cadeia singular
o(R) := (—1)*C(OR) sendo a piramide gerada por R de vértice p, como

foi definida na ultima secao.

R k=2
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Definamos X(p) := {o(R) ; R é um k-retangulo singular em Q"}. Cha-

maremos este conjunto de k-cadéias estreladas com vértice em p.

Teorema 7.2 Seja p um ponto no complemento de S em Q". Entdao X(p) é

um sistema de k-volumes singulares pequenos de enlagamento associados a ®

e S. X(p) independe de .

Prova: Sejam p € Q" e I' um k-retangulo canonico quaisquer.
1. Como W, r) é um k-retangulo singular em Q", temos que o (V) €
2(p). Por construgao dC(09 ) = (—1)*9(9(p,ry)- Logo, se opr) = (1)),

entao por definicao de o(J(,r)) temos que
o1y = (—=1)*C(0Vpr)) = OV (pr)-

Assim Y(p) satisfaz a propriedade 1.

Para provar que X(p) satisfaz as condigoes 2,3 e 4, sendo

k

opry = (=1 C(00pry) — COM )

=1

mostraremos que estas condigdes sao satisfeitas para cada familia C(9?9,r)).

Neste caso, sera suficiente mostrar para uma unica familia, j& que o resto se

mostra de maneira andloga. Em particular, seja J((;;’g; := C(OQY(p,r)) a pirdmide

gerada por Y,y de vertice p, isto é, a k-cadeia definida pela aplicagio
(k,0)

Fom e Tk x x [0,1] — Q™

FU b, s tho1,0) = (1= @),y (p) + b,
2. Fixemos t = (t1, .., t_1) € T* e definamos a homotopia

HY = (1—uwH)—uH}, t€0,1],
de H? = & Hip) = p, ¥p € Q" Seja OFY =
onde - (trtee10) € HE(D) p, Vp € - Seja Op" = {p €

Qm, ((;Z 19) NS # 0}. Notemos que

O(Fko) {(HY)" Y(S); (t1, .., tk1,t) € Tk % 0,1) C RF}.

Sendo (H)*(vol) = (1 — w)vol, j& que g, 1, _,0) Preserva volume, entdo
(H2)~'(S) é uma s-subvariedade em Q. Assim, Ol(ﬂk’o) tem no maximo dimensao
k+s = n — 1. Logo, O(Fk’o) tem medida nula em ", mostrando assim a
propriedade 2 e neste caso © = (R )".

3. Seja (t1,..,tx_1,u) € T* x [0, 1]. Notemos que
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(k,0) k,0
HF(p ) (tlv o te—1, U’) - F((q,I‘)) (tlv s -1, u) “ < ”(I)(t17--7tk—170) (p) - (b(tlr-atk—lvo)(q) H

Logo, sendo ® uma aplicacio suave e considerando em C*°(T* x [0,1], Q")
a topologia induzida pela norma do supremo temos que p — F(,r) ¢ uma
aplicacio continua de Q" em C*(I'* x [0,1],97). Disto e sendo L, ) suave no

complemento da diagonal {(g,q); ¢ € 2"} em Q" x Q" temos

1
() [ — L,
v (p) T1 Tk reo®D) Jyes ()
p,

¢ continua no complemento de O(Fk’o) que tem medida nula. Assim, h(rk’o) pode
ser considerada uma funcao mensurdvel de dominio Q".
Agora, mostraremos que fpem |h(rk’0) (p)lvol < oo. Seja X =

(X1 X2 . XK (Gk ;jk, como definido no capitulo 3, tal que A(X) = .
0

Notemos que 8(t D (t1, . te—1,u) = (1 —U)Xi(q)(tl,..,tk,l,o)(P)), i=1,.,k—1.

Sendo X° campo vetorial definido no dominio compacto " existe A tal
que || X7 < A, Vi. Logo Vi € {1,...,k — 1}, Vp € Q" e para todo T

temos que H#H < A e tambem H%H < 2. Como S é com-
i u

pacta, podemos supor que estd definida por um atlas finito da forma
{6, : [0,1]" — S, < S, (ry,,,.r) — 0:(r},...,7) Vi1 2,.m) tal que existe

S »hs

00; e -
B > 0 tal que “WH < B, Vi,j. Seja {f; : S — [0,1] }icq1,2,.,m} uma particao
rt

de unidade com respeito a este atlas, note que ||f;|| <1, Vi. Definamos

1
(k,0) _
hesy(P) = Fr 7w /zea““ ) fiW) Lizy).-

(p.r) Y YESi

Entao h(’C 0 Z h! Logo por (6-I11]), (6=6]) e como O'( : ; estd definida por

F((]fI?)), podemos escrever
(k,0) (k,0)
k0 o 9Ter)  OFen 00
(kO) For) =0 oty 7 Ou 7o
b (p) / / / dvg_1dudv,,
(T')%) Tl ; 0,1y ”F (k,0) —QZHn

(1)

onde dvy,_; e dvu, sao as formas de volume em R¥~! e R*, respectivamente, F((kro))

definida em T x[0,1] e f;, 6; definidas em (0, 1)". Como o valor absoluto de um

determinante é menor ou igual ao produto das normas de seus vetores linhas
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e || fll <1, temos que

2Ak—lBT
|h(k7(i)) (p)| vol < / / / / dvy_1duduv,.) vol.
méaw (9 TLTszWL i o | — 6if|"—

Agora, para t = (t1,..,tx_;) fixo a homotopia Hti = F(gcig))(tl,..,tk,l,u)

geometricamente deforma 2" no ponto p. Como p nao pertence a S, existem

d; € (0,1] e uma constante D; > 0 tal que Vp € Q" Vg € S temos que
IFSS) (tr, oty u) = = Dy Wty tie) €T, Yu € [0,1].

Daqui, segue que

1 ! 2AF1 BT
I, = / (/ / / ) dvy_ydudv,) vol.
10Tk Jpean Jrr Js, Jpapr \F ’ _Q.anl

2Ak lBr
< / / / / ————dvp_1dudv,) vol
Tl Tk peEQ™ Tk 01]7" D

2 Ak= 1B’”vol Qn)

DTy,
Agora, notemos que para cada ¢ € Q" a funcao p — W ¢ integravel.
p—qi
1
Portanto, a funcao definida em Q" por ¢ +— ————— vol é continua.

O ]
Logo, existe constante £ > 0 tal que

1
/‘ vl <E Vgeq (7-1)
pen [lp —all”
Daqui, aplicando Fubini, sendo (Hg)*(vol) = (1 — u)vol e notando que
1 1
< se 0 <u <9 <1 temos que
l—u~1-96

2Ak lBr
I, = k/ / / / dvuy_1dudv,.) vol.
TH.T* Jpeqn Jr 0. | = 0ym!
2Ak lBr
Dduduvy,_,d
TT. Tk/rk/m / /pegnHHt Y=o —vol)dudvg_dv,
Ak: 1B7" .
TT Tk /N /01 / 1—u /pGQ” HHt( =0 - (H)" (vol))dudvy, 1 dv,

2Ak 1Br
- —(/ ——————vol)dudvg_1dv,
Tl--Tk /fk /(o,1)r /0 (1 —u)m PE(H}).Qn lp = 6:fI"* 1
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Ak lBr
< T T’“ /Fk/01 / ' dudv;g 1dv,
B 2Ak 1Br
(1= )T
Como

. 1 2Ak—1BT’
. I
I I T Y SR oy [ESD — ol |

temos que

(k.0) 2A1BT wol (") E
/pem \h(m)(p)] vol < I + Iy < Tk { Dl + AL } < o0, Vi

k,0 m k,0 .
Como prQ” |h(F )(p)|vol <D itt Jpean |hEFZ)( )|vol, temos que X(p) satisfaz a
condicao 3.

4. A condigao 4 ¢ satisfeita da relagao

Ak 1B’” e vol (™) F
hko Y|vol < / h (ko.) )|vol
[ e <32 [ e < 22 SR oy

e do fato que TF — oo . O

Pela propriedade 1 de X(p), a cada Uy )y podemos associar a k-cadeia
singular sem bordo D) 1= V) — o). Como Hy(Q) = {0}, temos que

1§(p,p) ¢ de homologia nula.

O(p,T)
D2

P

RS, &
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Vo) = Vo) — 0,1

Fa

D3

p
Seja O C " o conjunto de pontos cujas érbitas interceptam S. No inicio

desta secao vimos que O tem medida nula. Fixemos I'. Seja )1 o complemento
de OUOr. Para cada p € Qr temos que 5(p,p) NN = (). Logo, podemos definir

em {r a funcao continua

lkr(p) k(97p,T), S).

T TLTH
Sendo o complemento de €2r de medida nula podemos considerar lkr como
uma funcao mensuravel definida em Q.

Proposicao 7.3 O limite

lk(p)= lim lkp(p)= lim

T, Tk oo Tl . Th—oo TT.. Tk

existe no sentido L' e define uma funcao integrdvel que ndao depende da escolha

do sistema X de k-volumes singulares pequenos de enlacamento associados a
delS.

Prova: Sejam X!, .., X* os campos vetoriais em Q" de divergéncia nula associ-
ados a ® e N 0 s-campo unitario em S que define a sua orientacao. Definamos
X = X' A .. A X" k-campo em Q. Para cada p no complemento de S em Q"

definamos a s-forma suave a? em S

(@), = (D [@=p) xX(p) ¥(g)
o a lg — pl"

vol,

Logo, a fungao f definida por f(p) := fs a ¢ uma funcdo continua no
complemento de S em 2". Como S tem medida nula em 2" a funcao f pode
ser considerada uma funcao mensuravel em 2". Aplicando Fubini, podemos

mostrar que f é uma fungao em L'(Q"). Por outro lado, na k-cadéia 9(p,T")

0 .
temos que o i-ésimo vetor tangente coordenado — ¢é igual a X* (P, 1,,.4,) (D),

ot;
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0 0
— N . N—=X
8t1 8tk (Sp(tl7 ,tk)(p))
Lembremos que podemos definir o k-campo unitario singular N de V) pela
igualdade
0
— A. = VN,
dt, dtk = V9
0 0
onde g = H— AN — i — |l e |IN|| =1 se os s sao linearmente independentes
e é 0 caso contrarlo Logo pela formula ([6-5]) e sendo dt;..dt; = /guvol temos
que
— N
/ / Liey = (g—2) ( ) (q>v0l$volq
zed(pT) J qes zed(p,T) Jyes ||q — z||
—z)x X N
= / (/ (g~ 2) (z) <Q)volq) dty..dty,
anp, zed(p,I) S ||q - an
= / C( dtl dtk

xeﬂ(p r)

5

-]

Ty
/ (b, 00 (D)) dly .. dt.

0

/ Pt @)gp,  dt,

5

I
o— o

Logo,

1
lkr(p) = / / L,
r(p) 1. Tk Jecipr) Jyen )
1
= 7 / / Liay)
1--4k Jze ﬂ(p,r)_o'(p,l“) yes
E A B |
f— L$, - Lm7
T]_..Tk xeﬁ(p,F) yeSs (@.y) TlTk TEO(pT) yeS ()
1 T1 Tk 1
- .. ooy p - Lmﬂ :
Tl--Tk/o ; f(@r, ) (D)) .1 /xe%,m /yes (z9)

Assim pelo teorema ergddico para agoes, teorema 3.13, e condigao 4 do sistema

de k-volumes singulares pequenos de enlacamento temos que lkr converge no

sentido L! para uma funcao Ik que satisfaz

/ Ik vol = / f(p) vol. ]
peEQ™ peQ

Defini¢ao 7.4 O indice 1k(®,S) = [,. Ik vol serd chamado o indice de

enlagamento assintotico da k:-agao ® e a subvariedade S.
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Lembremos que no capitulo 3 definimos o invariante de Hopf I(®,S) =

fs a, onde da = Ixvol e X é o k-campo associado a ®.

Teorema 7.5 Seja ® uma k-acdao de difeomorfismos que preservam wvolume
em Q", e S uma s-variedade compacta, sem bordo e mergulhada em Q",

k+s=mn—1. Entdo o indice de enlagcamento assintotico lk(®P,S) satisfaz

Ik(®,S) = I(, S)

Prova: Sejam X', .., X* os campos vetoriais de divergéncia nula associadas a
¢ , X = X'"A..ANX"o0 k-campo associado a ® e n = ixvol. O teorema
generalizado de Biot-Savart garante que rot(BS(X)) = X. Pelo teorema

generalizado de Biot-Savart temos que
X'A L AXFE=rot(BS(XPA . A XF)).
Logo, pela defini¢ao de rotacional temos
d(j(BS(X))) = iret(Bs(x)yvol = ixvol = 1.

Logo a := j(BS(X)) é uma forma diferenciavel que satisfaz da = 7. Por

teorema 4.13 e resultado do teorema anterior temos que

lk(®,S) = / o lk(p)vol = o f(p)vol = / Qn(/s aPwol.

Entao, por definicao da forma a” e aplicando Fubini temos que por defini¢ao
do campo BS(X'A.. A X¥) = BS(X), por definigao do operador j e notando

que em N temos que a = a(Y )vol , temos

(®,5) = ﬂ/ / l4=p) < Xp)-YMa),
an peEQ™ q€eSs
(=1)*

lg — pl|

= /qes T/p (M x X (p)vol,) - Y (q)vol,,.

can |lp—q||”

Agora, por definigdo do campo BS(X) e defini¢do do homomorfismo j temos

que

m@5) = [ BSO@- V(o

_ /EN J(BS(X)),(Y (g))vol,
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Logo, como a = j(BS(X)) e notando que a(Y)vol = « ja que Y ¢é unitario

temos

lk(®,S) = /Nozq(Y(q))Uolq

:/NO‘

Finalmente por definigao de I(®,S) temos que

Ik(®,S) = 1(,5). O

Exemplo 7.6

Sejam X(z,y,z,w) = (y,—x,0,0) e Y(z,y,z,w) = (0,0,w,—z) campos

vetoriais de divergéncia nula em Q*. Sejam

)

X (z,y, z,w) = (rsin(a + s),rcos(a + s), z,w), r= (z*+ y?)7 e a = arctan(

< |8

~—

oY (z,y, z,w) = (z,y, lsin(a + 1), lcos(3+1)), 1= (z"+w?)? e B = arctan(

g |

os fluxos de X e Y, respectivamente. Notemos que as érbitas de X e Y sao
fechadas e de periodo 27. Como [X,Y] = 0, existe 2-agao ® de R? em Q*

associado a (X,Y"). Observemos que ¢ esta definida por

Plon (@, 2,w) = @) 007 (,y, 2,w)
= gof(gpf(x,y,z,w))
= ) (rsin(a+ s),rcos(a + ), z,w)

= (rsin(a+ s),rcos(a+ s),lsin(B +t),lcos(5 + t)).
As orbitas de ® sao fechadas de periodo [0, 27] x [0, 27]. Notemos que

by nydvol = iyi dvol = ywdydw + rwdrdw + yzdydz + rzdrdz

e que a 1-forma o = (%)(zdz + wdw) satisfaz da = i, vol. Agora, Seja

XAY

S o circulo no primeiro quadrante do yz-plano centrada no ponto (0, 3o, 2o, 0)
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de raio R. Logo, 7(t) = (0,y0 + Rcos(t), zo + Rsin(t),0) parametriza S.

«

[(®,5) =

S—

- % /0 7T(yo + Rcos(t))?(z + Rsin(t)) Reos(t)dt

1 2m
= 3 / Reos(t)(y2 + 2Ryocos(t) + R*cos®(t))(z + Rsin(t))dt

0
Como estamos integrando ao longo de um periodo, temos que a integracao se

anula para todos os somandos excepto para cos®(t). Assim

I(®,9) = %/02“ 2R*yozocos? (t)dt = R*yozoT.
Por outro lado, no caso de enlacamentos, consideremos o disco D no yz-
plano tal que 9D = S. Notemos que uma érbita ,ao longo de um periodo,
(s,t) — (rsin(a + s),rcos(a + s),lsin(G + t),lcos(B + t)) , pode interceptar
D se rsin(a + s) = lcos(B +t) = 0, isto é, se s € {—a,m — a} e
te {505, %—ﬁ } Como D estd contido no primeiro quadrante um retangulo de
érbita(um periodo) se intercepta a D vai intercepta-lo somente num ponto da
forma (0,7,1,0). Como na integral de enlagamento o somando correspondente
as areas pequenas nao ¢ significativo somente calcularemos os enlacamentos
no retangulos de érbitas que em nosso caso sao fechados. Em particular, se

Ty = [0,27] x [0, 27] temos que

1 —— se 9% (p,I)N D # ()
Ik (p) = k(W% (p,T),N) = 2m27 ’
o (P) 2127 ((p, 1), ) { 0 sed®(p,I)ND=0.

Sabendo que o indice de enlacamento assintético independe da seqiiéncia
de periodos escolhida podemos escolher em particular a sequencia I', =
[0, 2n7] x [0, 2n7]. Notemos que 9*(p,T,) é um retangulo de érbita fechado

formada por n? copias do toro 9% (p,T") logo

lkw%?rn),m:{ v = V' (PTW) N D #D

1 D
0 se 9% (p,[,)ND =10

- 2nm2nm

RN

Uk, (p)

Note que € := U 9%(q,T,) = {p € Q* 9*(p,T,) N D # 0}. Agora, como
qeD
(rys) — (0,y0 + rcos(s), zg + rcos(s),0) é uma parametrizagdo de D entao

p(r,s,t,u) definido por

((yo+rcos(s))cos(t), (yo+recos(s))sin(t), (zo+rcos(s))cos(u), (zo+rcos(s))sin(u))
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¢ uma parametrizacao de €2. Fazendo as contas necessarias temos que a forma

de volume nesta parametrizagao é r(yo+rcos(s))(zo+rsin(s))drdsdtdu. Assim,

/94 Ik, (p)dvol = /Qlkrn(p)dvol
pe pe

472
1 R 27 27 27
= 2 / / / / r(yo + recos(s))(zo + rsin(s))drdsdtdu
ar* Jo Jo Jo  Jo
1 R 2
= / / 4721 (yo + rcos(s)) (2o + rsin(s))drds
o Jo

472

R 27
= / / ryozodrds
o Jo

= y020R27r

Como / Ik, (p)dvol é constante ¥n entao
peD4

Ik(®,9) = yozoR?*m = [(®,S).

7.2
indice de Enlacamento Assintético entre Acdes de RF

Seja M variedade riemanniana orientada, compacta e conexa. Sejam ®
uma acao de R¥ em M e ¥ uma acdo de R®* em M de difeomorfismos que
preservam volume, onde k+s = n—1. Notemos que as $-6rbitas sao variedades
imersas em M de dimensao no maximo k. Agora, por cada ponto de uma W-
érbita 9¥ passa uma tnica ®-6rbita . Logo, o conjunto de pontos das ®-6rbitas
que interceptam a ¥¥ tem médida nula em M. Assim, existe subconjunto de
M, com volume igual ao de M, tal que cada ponto deste conjunto tem sua
®-6rbita enlacando-se ao redor de ¥¥. O reciproco também acontece com uma
d-6rbita ¥ e a aciio V. Logo, é natural pensar em definir um indice que meca
o enlagcamento médio das orbitas de & com as orbitas de ¥. No que segue,
denotaremos por I' o k-retangulo canénico [0,77] x .. x [0,T%] e por T o s-
retangulo canonico [0, R'] x .. x [0, R®], usaremos ﬁa,r) e ﬁaﬂ para denotar
o k-retangulo de 6rbita {®, +)(p) ; (t1,...tk) € ['} e o s-retangulo de dérbita
{®¢,,.r) (@) 5 (r1,..,75) € T}. Sejam X conjunto de k-cadeias singulares em
M e ¥, conjunto de s-cadeias singulares em M que satisfazem as seguintes

propriedades:

1. Para cada p e ¢ em ", cada k-retangulo canonico I' e cada s-retangulo
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canénico Y existem unico Uar) € X e unico UEI; 1) € > tal que

D _ ¥ P _ P
aQSI(ZJ,F) - 8G(JDI) € a19(117?0 - 8U(qﬂf)

2. As app) € X e as O'E{; 1) € Y, variam continuamente com respeito a
(p, T, .., T},) e com respeito a (q, R', .., R®), respectivamente, no comple-

mento de conjuntos de medida nula.
3. Os conjuntos
r,Y)
QE@;}) = {(pg) e M x M ; 19(1;1“ mO-EI:;,T) #0}
r,Y
Q(qu/) = {(p,q) e M x M ; U(p,r) mﬁar) #0}
r,Y)
O, = {peMxM; of, Nol o #0}

tem medida nula em Q" x Q" para cada I' e T fixos.

4. Seja L(p, q) a forma de enlagamento em M. Os limites

l — 2

TR RV Romoo T, Tle R /ﬂé / 0 (2
(1) ¥ %(q,7)

’,Tkllgfl Ri—oo T, T’“Rl Rs/ / =0 (7-3)

e e T Tle RS/ / P =

existem na topologia de L'(M)

Defini¢ao 7.7 Todo par (3x,%s) satisfazendo as propriedades acima serd

chamado de sistemas de k-volumes e s-volumes pequenos associados a P e
v,

Exemplo 7.8

I (p,T)

Ué(p7 T) q)T (p)
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9 (q, R)

Teorema 7.9 Sejam p e § em 0", p # q. Entao o par (Xx(p), Xx(q)) formado
pelo sistema de k-cadéias singulares estreladas com vértice em p e o sistema
de s-cadéias singulares com vértice em q serd um sistema de k-volumes e s-

volumes pequenos associados a ¢ e V.

Prova: Por construgao como vimos na segao anterior (X (p), X (q)) satisfazem
as propriedades 1 e 2 de um sistema de volumes pequenos associados a ¢ e .

Agora, para mostrar as propriedades 3 e 4 lembremos que

k

ol = Y (1)@ ) — COME 1));

=1
k
U(\I;,T) = Z( )Hk(c(aoﬁqr)) C(alﬁ(qr))

=1
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Logo, devemos mostrar que estas propriedades sao satisfeitas para cada familia
C(?9pr)). Neste caso, serd suficiente mostrar para uma unica familia, j& que

no resto se mostra de maneira analoga. Em particular, escolheremos as familias

oM = C(@%?cb r)

(»I)

o0 = C(@kﬁqT))

(¢,7)

Estas cadéias singulares em " sao definidas pelas aplicagoes:

k,0) /7 ~
F<(p7r>) (tu) = (1 —=u) P (p) +up;
k,0) /= ~
F((p,r)) () = (1 —=1)Pwro(q) +1q,

onde t! = (t1,..,tp_1) € fk, 7= (ry,..,Ts—1) € T e u,t € [0,1]. No que segue,
t = (t1, ...t tp), ¥ := (r1,..,75,,75) € para todo i a medida de Lebesgue e
a forma de volume em R’ serao denotadas por p; e por du;, respectivamente.
Primeiro mostraremos (7=3]). Procedendo analogamente como na demonstracao
da propriedade 3 de sistema de k-volumes pequenos da se¢ao anterior, temos
que existe uma constante C’ > ( tal que a integral da férmula de enlacamento

nas cadeias singulares 0' e 1921; ) satisfaz

/ / (zy)
an k.0 yed¥

(g,7)

/RS /R/ /Tk | /Tl 1Wx(q )(t’ w)[[n=t

)

Entao, sabendo que para cada 7 a aplicacao Wz é um difeomorfismo que

preserva volume temos usando também a desigualdade ([7=I]) que

/Q /Q |A(p, q)| vol(p)vol(q) < ECT* . T'R*..R'vol ().
qellz JpEll

Portanto

T ),
TUT'RURS Joco, Jyea,

ECvol($)

vol(p)vol(q) < ——;

/mga(k’o)

(p,T)

/ Lz y)
yevy¥

(g,1)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015584/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0015584/CA

Capitulo 7. Indice de Enlacamento Assintético para Acdes de RF em
Variedades Riemannianas 82

mostrando assim [[=3}, j4 que T% — oo. Analogamente para (7=2) no caso de

JE;’% temos que existe constante A > 0 tal que
1 / / / / E Avol(£2s)
—_—— L | vol(p)vol(q) < ———=.
TV TTR'..Rs qeQa JpeQy meﬂa,r) yEcré;:OT)) (e) ke

, O fato de que R°* — oo mostra (7=2]). Agora para mostrar (7=4]) considere-
mos a((;;’gg e a((;’or)). Procedendo como na demonstracao da propriedade 3 da
existéncia de volumes pequenos asociados a agoes e sub-variedades podemos

mostrar que existe constante K tal que

L
Y)
éeo(k,o) /EU(S,O)

(D) “Y<%0p,1)
- /1 / /1 / Kdpy,_1dudps_dt
= Jo Jrews Jo Joer (L= w)@q ) (p) + up — (1 — )V 0)(q) — tq|I" "

Por outro lado, Para cada r e cada ¢ as familias de aplicacoes {hl} e {n2}
definidas em Q" por hy,(p) = (1=u)® ) (p)+tp e hZ(q) = (1-t) ¥ 0)(q) 1]

satisfazem

Alp,q) =

(RL)y*(vol) = (1 — u)"vol; (h3)*(vol) = (1 — t)™vol

Portanto, usando este pullback na integragao e por ([=I]) temos que

1
Li(t,u) = / / — — vol(p)vol(q)
peQn Jqeqn (1= U)‘P(EO)(P) +up — (1 - t)‘I/(F,o)(C]) —tq|" !
1 / / 1
= —— ol (p)vol(q)
(I =1 —w)™ Jpemy.om Joewz).com lp — ql|"*
< E

(T =t)"(1 —u)™

Agora, mostraremos propriedade 3. fixemos I' e T. Seja C' uma s-cadéia em
", Por cada ponto ¢ de C' passa uma tunica ®-6rbita( k-cadéia ). Entao o

conjunto de pontos que interceptam C' é no maximo de dimensao k+r =n—1,

)

isto é de medida nula em 2". Agora, suponha que o conjunto Qg; ) tem

medida nao nula em Q" x Q" Neste caso, existe um C := O'EI;T tal que
o conjunto A = {p € Q7 19?; ry} tem medida nao nula mas isto ¢ um

absurdo ja que notemos que A é um subconjunto de pontos das dérbitas que
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interceptam C' o qual tem medida nula. Analogo para o conjunto leﬁ,) Para
mostrar o caso Q(Fiz,)zs) de novo suponha que este tenha medida nao nula em
Q" x Q". Entao, existe um UEI;’T) que nao contém p, o vértice de Yx(p) com a
propriedade que o conjunto B de pontos p tal que UZI;,F) interceptam UEIZ],T) tem
medida nao nula em 2", mas isto é um absurdo, ja que poderiamos proceder,
usando homotopias, como no caso de secao anterior, de enlacamento de uma
k-acao com uma sub-variedade para mostrar que este conjunto é de medida
nula. O

Sejam I' e T fixos . No teorema anterior mostramos a existéncia de um
sistema de k-volumes e s-volumes associados a ® e W. Seja U o conjunto de
medida nula que é a uniao dos conjuntos definidos na propriedade 3 de um
sistema de volumes pequenos associados a ® e W. Seja D y) o complemento
de U em Q" x Q". Logo podemos definir a funcao (kry): D) — R por
B 1
- TL.T+R'.Rs

Observemos que os ¥®(p,I") variam continuamente com respeito a p e que

Lk r) (ps q) k(0 (p,T), 0" (p, T)). (7-5)

os 0®(p,T'), pela condicao 2 de ¥, variam continuamente com respeito a p
no complemento de um conjunto de medida nula. Assim, os 5?;’1,) variam
continuamente com respeito a p no complemento de um conjunto de medida
nula e podemos afirmar o mesmo para os ﬁq’(q, T). Assim , as fungoes [k ).

sao funcoes mensuraveis definidas em €2,, x €2,,.

Proposigao 7.10 A funcao limite k:QnxQ, =R definida por

lk(p,q) = P LGy (p:q)
1

. ) Q¥
rre WP e T e P (D) 0, T (76)

existe na topologia de L'(Q, x w,). Alem disso, Ik é uma funcao integravel que

independe do sistema de volumes pequenos associados a ® e W escolhido.

Prova: Sejam X = X' A . AXFeY =Y!A .. AY® 0 k-campos e 0 s-campo
de divergéncia nula associados a ® e U, respectivamente. Definamos a funcao
f:Q1 xQy — R por

(=D"p—q) x X(q)-Y(p)

fp.q) = an lp — gl

(7-7)

Observemos que as singularidades de f sao de ordem n — 1 na diagonal
de Q, x Q, (Pontos de intercepcao de 2, e €2,). Como esta diagonal tem
dimensao n temos que f é uma funcao de valor absoluto integravel, isto é,

f € L', xQ,). usando a férmula (2=18)) para a forma de enlagamento temos
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< T) Iip.r)
—x) x N*(z) - N¥(y)
( / / || —EEH” vol(z)vol(y),
o1 y

onde N® e NV sao os campos unitarios singulares de ® e U, respectivamente.

Agora, por([2-I8) e por ([6-0))

_ S e A | Op)) x X(Dp)) - Y (V(q))
Alp.o) = / / / / [ Psisla) — Bip)[" At

onde 7 = (11, ..,7s), f= (t1, .., tg), dug = dty..dty e du, = dry..drs. Definamos
a acao © de R¥** em Q, x Q,

Oin (p:q) = (Pdp), Yr(q))-

Notemos que

f®gn(p,a) = [f(Pip). ¥i(q))
(=D* (T(q) — Pep)) x X(Pxp)) - Y (¥i(q))
a | Psiz(q) — ®p)|"

Disso, da propriedade 4 de sistema de volumes pequenos e a definicao de Ik

temos que

_ 1 R* RY Tk 71
lk(p,q)_Tl,..,Tk,%Il?.,RS—»ooTl..Tle..RS/0 /0 /0 - T Oan (P a)dudps

Portanto, do teorema ergddico para agoes, resultado (4=7)) temos que ﬁ{:(p, q)
converge na toplogia L*(£2, x ©,). Alem disso, o resultado ([=8) do mesmo

teorema garante que

/ / lk(p, q)vol(p)vol(q) / f(p, q)vol(p)vol(q) (7-8)
q€Qn Jpe, q€Q JpeQy,

Esta ultima equagao garante a independencia da integral com respeito ao

sistema de volumes pequenos escolhido. O

Definicao 7.11 O indice

lk(P, W) ::/m/ o lk(p, q)vol(p)vol(q).
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serd chamadop o indice de enlacamento assintotico médio das acoes e U,

Agora, mostraremos um teorema muito importante que afirma a igual-
dade da invariante de Hopf e da invariante de enlagamento assintético das

acoes ¢ e W.

Teorema 7.12
k(®,¥) = 1(®, V),

onde I(®, V) € o invariante de Hopf para ® e V.

Prova: Por (7=8)) e (=7)) temos que

/Qn/ o ﬁf(l)y(J)vol(p)vol(Q) = /Qn o f(p, q)vol(p)vol(q)

_/ / (=D p—q) x X(q) - Y(p)
qean Jpean  On lp —q||”

Aplicando o teorema de Biot-Savart para o k-campo X temos que

/ / lk(p, q)vol(p)vol(q) = / BS(X)(q) - Y(q)vol(q)
qeQn Jpe qeQ”

Finalmente pela férmula (4=3]) temos que

/ / lk(p, q)vol(p)vol(q) = / a A iyvol
qeQ” JpeQn qeN”
— 1(D,V).

Exemplo 7.13 Seja ® a acdo de R? em Q' definida no exemplo 6.1.9.
cujos campos associados sao Xi(z,y,z,w) = (y,—x,0,0) e Xo(x,y,z,w) =
(0,0,w,—z). Se X = X7 A Xy entdo

1, dvol = ywdydw + rwdxdw + yzdydz + rzdrdz.
A 1-forma o = (#)(zdz + wdw)  satisfaz da = i .dvol. Agora, Firemos
o ponto (0,1, z0,0) € Q* no primeiro quadrante do plano yz. Sejam B* C Q*
uma bola centrada em (0, g, 20,0) de raio R suficientemente pequeno tal que
suas coordenadas y e z sao positivas e 1) uma acio de R em B* definida pelo

campo Y($, Yy, w, Z) - (Oa —(Z - ZO)v (y - y0)7 0) LOgO;

i, dvol = (y — yo)dxdydw + (z — zp)drdzdw.
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PRY 2
A 2-forma [ = (v~ %) —;—(z 20) dxdw satisfaz d = i,dvol. Logo, se

tildeR = v R?> — 22 — w? temos que:

Ie.w) = [ #nda
= / ((y — %)’ ;— (2= Z0)2)(yz) dzrdydzdw
B4
- / / <(y 0] & =20y ) dydededu
;w)€DR(0,0) J (y,2)€D z(yo0,20) 2

1 27
T2 / / / (yo + rcos)(zo + rsend)rdrdfdzdw
2 (z,w)€Dg(0,0)

1 2
= —/ / / 3y zodrdfdrdw
(z,w)€DR(0,0) JO 0

_ Yoz / P dwdw
4 0
(z,w)€DR(0,0)

- yOZO?T / (R?* — 2* —w?*)? dovdw
(z,w)eDRr(0,0)

= yOZO?T/ / 2?2 rdrde

Yozom RS
12

Para calcular lk(p,v) o indice de enlagamento assintético das agdes podemos
escolher sequencias quaisquer dos T, e S,, em particular T, = [0, 2n7]x [0, 2n7]
e S, = [0,2nm]. Notemos que 9% (p,T,) € um pedago de drbita fechado composta
por n? copias do toro ¥9(p, [0, 2] x [0,27]) e ¥¥(q, S,) € composta de n copias
do circulo 9% (q, [0,27]) logo, se D, é o disco num plano paralelo ao plano yz

cugo bordo € 9¥(q,[0,27]) entdo, analogamente como no exemplo 6.1.9,

1
K0 (20) = Zgar (07 (0, ), 9% (¢, Sn))
n’n 1
= Gy T gm R TIND A
0 se 0¢(p,T,,) N Dy = 0.
Pelo que as fungoes Uk, . sao constantes. Assim usando o resultado do
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exemplo 6.1.9 temos

k(p, )

Por tanto,

/94/ B lk(TnvSn)(nq)dUOZ(p)dvol(q)
€ €

/ / [/ ko, s, (s (2,y, 2,w))dydz] dzdw] dvol(p)

peEN (z,w)eDR(0,0) (y,2) GD (y0,20) e

/ / / / 2.5y (D5 (T, Y0 + 1 cos(0), 29 + rsin(0), w)db] rdr| dedw
(z,w)€DRr(0,0) peQ)

/ [/ [yozomr?] rdr] drdw
(z,w)€DR(0,0) 0

yOZOT‘-/ i OO(RQ_I2_y2)2d$dw
(z,w)eDR(

WO” / / (R? — r2)%rdrdd

yOZOWQRG
12

YozoT 2 RS

5 =1 (¢, ).

k(p,v) =
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