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4
Invariante para Acdes de R* e Teorema Ergédico em M"

No capitulo 2 vimos que para cada k-campo em M podemos associar
naturalmente uma k-forma e uma (n — k)-forma. Em particular, para uma
acdo ® de R¥ em M podemos associar naturalmente um k-campo X. Assim,
podemos associar a ¢ naturalmente formas diferenciais, as quais como veremos

neste capitulo darao origem a invariantes integrais associados a @.

4.1
Acdes de R* em M"

Seja M variedade riemanniana de dimensao n, compacta, sem bordo,
orientada , conexa e vol sua forma de volume. Seja X € FE;(M) um campo
vetorial e @, (t,p) — Di(p), seu fluxo. Como M é compacta sem bordo, o
dominio de ® é R x M. Suponha que o fluxo ® preserva a forma de volume
vol, isto é, para cada t € R temos que ®}(vol) = vol. Neste caso, por definigao

da derivada de Lie com respeito a X se cumpre que Lxvol = 0. Sabendo que

Lxvol = dixvol temos por (3=2), defini¢cao de div e 2-I3)) que
Lxwvol = dixvol = d(j(xX)) = *div(X) = div(X)vol.

Portanto div(X) = 0. Da igualdade anterior podemos afirmar que o reciproco
também é certo, isto é, se div(X) = 0 entdo o fluxo ® preserva volume.
Sejam g := {X € E(M); div(X) = 0}, a algebra de Lie dos 1-campos

cujos fluxos preservam volume e
o= {(XL X% X egx.xg=g" [X X]=0Vij},

onde [X% X7] é o colchete de Lie dos campos X' e X7. Para cada X =
(X1, X2 .., X*) € gp podemos associar uma agao de R*¥ em M da seguinte
forma. Para cada i € {1, ..,k} denotemos por ®; o fluxo associado a X*. Para

cada par i e j temos que ®} o @‘zj = @{j o ®; , jé que [X’, X’] = 0. Definamos

O REx M — M
(tla o tkap) — @(tl,tg,..,tk)(p) = Cka © q)fk__ll ©..0 (I)%l (p)
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Como para cada t; € R a aplicagao (13;_ : M — M ¢é um difeomorfismo que
preserva volume entao para cada (ti,ts,..,tx) € R* temos que a aplicagao

composta
_ &k k-1 1
@(tl,t%uytk) - q)tk © ®tk_1 ©0..0 (ptl

¢ um difeomorfismo de M que preserva volume. Observemos também que

@(81,”,81@)(®(t1,-~7tk)(p)) - @ (s1,..,8 O ®(t1,-~,tk))(p)

(

((I) o@)ilo@fko--OQ%l)(p)
= (0F o ®f .0od] o®))(p)

( sptty O © <I>§1+t1)(p)
®(s1+t17-~’5k+tk)(p)'

Portanto © é uma acao de R* em M de difeomorfismos que preservam volume.

Definicao 4.1 A acdo © é chamada de acdo de R* em M associada a X € g,

e serd denotada por A(X).

Proposicao 4.2 Seja © : RF x M — M uma acao de R¥ em M cujos fluzos
preservam volume. Entdo existe X € gy, tal que A(X) =0 .

Prova : Sejam os campos vetoriais X* € E;(M) definidos por
X'(p) = (dO) o) (:,0), ¥p € M,

onde {ey,..,e,} é a base canonica em R*. Notemos que ®(¢,p) := O(te;, p) é

o fluxo associado a X*. De fato,

0P’ 00
E(tp) = E(t €i, D)
iy, 20 he"’}f) * Ol i p)
. O(h e, Ot ei,p) ) + O(0,0(t ei,p) )
= limy,_o .

= (d @)@(t €i,P)(eiv O)
= X' (O(tenp))
= X' (' (t,p)).

Por outro lado, por definicao os ®° comutam e preservam volume, logo para
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todo i e 7 temos que [X*, X7] =0 e div(X") = 0. Logo

P 0.0 (p) = O (..} (p))...)
= O(ty ek, O(tp—1 €x—1,...,0(t1 €1,p)...) )
= O(ty ex +tp_1 €x—1 +t1 €1,p)

= O(ty,t, ., ty,p). O

Proposicao 4.3 Seja X = X'ALAXFo k-campo associado a X =
(X, X®) € g . Entao a (n — k)-forma j(*)?) = i vol associada a X
¢ fechada.

Prova:

Como X € gy , temos, para todo i e j, que div(X") = 0 e [X*, X7] = 0. Por

B=19) temos que div(X) = div(X* A .. A X¥) = 0; logo, por (B=I0) temos
dj(xX) = iy, %) vol = 0. O

No que segue, trabalharemos somente com os X de g, tal que igvol é exata,

ou seja, X € gy, onde

g = {X = (X', X" eg; Fae E"FH(M) tal que da = igvol}.

Observagao 4.4 Se H*(M) = {0} (equivalentemente por dualidade de Poin-
caré H" *(M) = {0}) entdo g, = g -

Definicio 4.5 Sejam X = (X', ... X") e gp, Y =(Y',..Y5) e g, eN*
subvariedade fechada sem bordo e de homologia nula em M, k+s=n-1. Sejam
o € E¥(M) e 8 € E*(M) tais que da = igvol e dfS =igvol respectivamente.

Os indices
I(X,)Y) = / a AdS. (4-1)
I(X,N) = / Q. (4-2)

sao chamados de invariante de Hopf associados a (X,Y) e a (X, N), respecti-

vamente.

A definicao de invariante é justificada pela seguinte proposicao:

Proposicao 4.6 1(X,Y) e I(X, N) independem da escolha de v e 5.
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Prova: Mostremos o caso I(X,Y). Sejam 0§ € E""*Y(M) e ~ € E""YM)
tais que dff = iyvol e dy = iyvol. Entdo, existem 6, € E"*1(M) e
v € EY M) tais que o = 0+ 601, B3=~+v,d0 =0edy =0.
Logo

J(X,Y):/MaAdﬁz/M(eJrel)/\d(w%)z/M&/\dw/Mel/\dy.

Como d(0; Nv) =01 A dry, temos

I(X,Y):/MH/\dnyr/Md(Hl/\fy).

Finalmente, pelo teorema de Stokes e sendo OM = ) temos

](X,Y):/ 9/\d’y+/ 01/\7:/ 0N dy.
M oM M

Analogamente, podemos mostrar que /(X, N) independe da escolha de o. O

Proposicao 4.7 Seja o uma s-forma em M e 3 uma k-forma em M tal que

dp = igvol. Entao N
aNdf = a(Y)vol. (4-3)

Em particular, se a satisfaz do = igvol entao

I[(X,Y) = / a(Y)ol. (4-4)

Prova: Por definigdo de iyi, aysa, por (2=0) e pela propriedade de antide-

rivagao de iy temos

a(Y)vol = a(Y'A . AY)vol = (iyinay=a)vol

= (lysiys—1..lyr1a)vol

= iys (iys—l..iyla A\ UOZ) + (—1)8_1(iys—1..iy101) AN iysUOZ.

Notemos que (iys-1..iy1a) Avol é uma (n+1)-forma em M", logo é nula. Entao

a(Y)vol = (—=1)* Viyea.dyria Adysvol.

Procedendo analogamente como acima temos

a(Y)vol = (=1 1(=1)*"2.(=1)*(=1)'a A dy1..iysriysvol.
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Disso, por (2=0) e pela anticomutatividade do produto exterior A temos

a(Y)vol = (=1 H=1)*2(=1)*(=1)*a Adysn ay2ayrvol

= a Aigvol,

mostrando assim ([=3). A igualdade (=) resulta da definicao (@=I]) e de
. o

Para cada « € E*(M) definamos o s-campo U = j '(«), U(p) =
7 Y ay), Vp € M. Por definigao de j temos

g(UY) = g(j (), Y) = j(i'a)(Y) = aY), VY € E(M).

Proposicio 4.8 Sejam X = (X', X") € i, ¥ = (Y',..V") € G ¢
a € E*(M) tal que dao = igvol, onde X=X'A.AXF Se U:=jYa)
entao rot(U) = X e

I(X,Y) = / g(U, Y yvol = / U -Yuol. (4-5)

Prova: A igualdade ([B-I1)) afirma que dj(U) = i,o1r)vol. Notemos que j(U) =
j(5~H(e)) = a, logo

irot(nyv0l = dj(U) = dov = igvol.

Portanto X = rot(U). Por outro lado, da igualdade [2=I9) temos ¢(U,Y) =
U-Y. O resultado (4=5]) segue de (4=3)).

Proposicao 4.9 Se H*(M) = {0}, entdao I(X,Y) independe da escolha de U
tal que rot(U) = w.

Prova :

Seja V € E,(M) tal que rot(V) = X. Entdo existe W € E (M) tal que
U=V +WeroW) = 0. Note que dj(W) = i,qwvol = 0, isto §é,
j(W) € E*(M) é fechada. Como H*(M) = {0} , existe § € E*~1(M) tal
que df = j(W). Logo, por definigao de j, temos

WY = g(W.Y) = j(W)(¥) = do(Y).
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Entao
I(X,Y) = /U.?Uoz

(V+W) Yol

S~

V - Yol —i—/ W - Yvol
= / V- Ywol +/ do(Y vol.
M
Agora, por ([4=3]) temos
I(X,)Y) = / V - Yol +/ do A igvol.
M M
Finalmente, sendo igvol fechado e aplicando Stokes temos
I(X,Y) = / V- Yool + / d(6 A iguol)
M M

= /V-?vol—l—/ 0 A igvol .
M IM=0) )

0

Portanto I(X,Y) = [,V -Yvol. O
Observacao 4.10

Seja M™ uma variedade riemanniana compacta com bordo suave. Se X =
(X', ., X") egreY = (Y, ..,Y*) € g, entao o invariante I (X,Y) = [, aAndp,
onde do = igvol e df8 = iy, pode ainda ser definido sempre que para todo i e
J os campos X' e Y7 sejam tangentes a OM e H*(M) = {0}. De fato, notemos

primeiro que iyvol restrita a OM ¢é nula

igvol lonr = iyia.aysv0l [om
= iy.siyy—l...iy100l ‘8M
= 0.

Agora mostraremos, como no caso de variedade sem bordo, que I(X,Y)
independe da escolha de a e 3. Sejam v € E*(M) e 6 € EF¥(M) tal que
dy = ixvol e df = iyvol. Definamos 75 .= a—v € E¥(M) e 0y :=03—0 €
E*(M). Entao df; = 0 e dy, = 0 e sendo H*(M) = {0} temos que existe 73
tal que dv3 = . Logo, temos que

I(X)Y) = /MaAdﬁ
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_ /M(7+72)/\d(9+02)

= /’)//\de—l—/’)/g/\d@
M M
= /7/\d9—|—/d73/\d0
— /7/\d9+/d(73/\d0)
= /V/\dé’—i—/ v3 A iy vol
B
= /7/\d9. O
M

Definicao 4.11 Seja M™ variedade riemanniana compacta sem bordo e ori-

=

")//\de—i—/ ’Yg/\de
7]

=
=

S
S

entada. Sejam ® e W acoes de R* e R® em M respectivamente, k+s =n—1,
e N uma s-variedade fechada, sem bordo e de homologia nula em M. Suponha
que X €gr e Y €gs, onde A(X)=® e A(Y)= V. Definimos

[(®,0) :=I(X,Y), I(®,N):=I(X,N), (4-6)

Os quais serdo chamados de indice de Hopf com respeito ao par de agoes e

indice de Hopf com respeito a ® e N, respectivamente.

A observagao 3.10 garante que o indice de Hopf para agoes esteja bem

definido tanto para variedades com bordo como para variedades sem bordo.

4.2
Teorema Ergédico para Acdes de R numa Variedade Riemanniana Com-
pacta

Seja M uma variedade riemanniana compacta com forma de volume
vol. Seja ® uma acdo de R¥ de difeomorfismos que preservam volume em
M. Denotemos por L'(M) o espago das funcoes f : M — R tais que
Joy | flvol < oco. Lembremos que se A C M entdo chamamos de funcao
caracteristica de A a fungao xa tal que xa(x) = 1 se z € A e xa(x) =0
caso contrario. Agora, uma funcao f é dita simples se existem Aj, As, .., Ay

subconjuntos mensuraveis em M e escalares aq, ao, .., a; tal que

k
f = Z AiXA;-

i+1
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Seja Wo subespago de L'(M) definido por
W ={h—ho P, 4); h fungio simples e (¢4, ..,t;) € R"}.

Denotemos também por W o fecho em L'(M) do subespaco linear gerado por
W. Notemos que W 6 denso em W.

Seja I o subespaco de L'(M) das fungoes ® invariantes, isto é, uma
funcao f pertence a I se existe U C M tal que seu complemento tem medida

nula em M e f satisfaz
fx) = fo®u, 1)) Vo € U, Y(ty,.., 1) € RF.

A demonstracao do teorema seguinte pode ser lida em [Tem] no teorema 5.1,

Teorema 4.12 Cada fungio f € L'(M) tem wma tnica represenracao da

forma
fi+ fo fielefyeW.

Isto é, L"(M)=1@®W.

Seja p a medida de Lebesgue em R™. Consideremos uma seqiiéncia de
k-retangulos
{T, =1[0,T}] x .. x [0, TH}en
tal que para todo i € {1,..,k} temos lim, .,,T¢ = 0. Seja f € LY(M) e
definamos a seqiiéncia de fungoes { f,, }nen C L'(M) tal que para cada p € M

temos

1
w) = o FETnf(‘I);(p))du(f)-

1 Tk T 7}
- 2 Tk - P dtdts..dt
T;Tg..Tg/O /0 (@ p))dhdts. by,

onde t = (ty, .., tx).

Teorema 4.13 A seqiiéncia { f,}nen converge para uma funcao f em LY(M),

isto €, 3

lim | f — flvol = 0. (4-7)
M

n—oo

Alem disso, esta fun¢ao f independe da escolha da seqiiéncia {T, }nen escolhida

e satisfaz 3
/ fvol:/ fvol. (4-8)
M M

Prova: Seja f € . Neste caso devemos mostrar que para todo p € M se

satisfaz lim, .o |fo(p)| = 0. Fixemos # = (t,..,t,) € R¥. Serd suficiente
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mostrar para o caso f(p) = xa(p) — xa(®...«)(p)), onde A é um subconjunto

mensuravel em M e x4 é a funcao caracteristica de A. Seja
Dp = {(tlv 7tk> S Rka q)(t1,..,tk)(p) € A}

Por ser ® continua (suave) temos que D, é um conjunto mensuravel em R”

para todo p em M. Notemos que xa(®P,, 1)) = xp,(t1,.tk). Logo

1

/’L(Tn) {eTn
1

= Ly /{eT (xp, () = xp, (' + 1)) dp(7)]
M(Dp N Tn) - N((DP — t_;) N Tn)
/v‘(Tn)
1(Dp N'T) — p(Dp N (t_; + 1))
N(Tn)
S (T4 ) (T At (T 4 t,,) . (TF + 1)
30 T T ) (T )

[fa(P)l = | F(@Ap))dp(?)|

=1

Portanto |f,(p)] — 0. Agora, suponha que f € W. Para cada ¢ > 0 existe
fee W tal que [, |f(p) — fe(p)|lvol = 0. Logo

[ inleott) < [ (s [ o au®) vty
< ( 7 o 1) — A0 () vot(r) +
1
v (m [ @Dl dai)) ol
- / 7@ — L85 ol(s) ) () +

( |f€<<1>t<p>>|du<ﬂ) vol(p)

Logo, para n suficientemente grande temos fpeM | fu(p)|vol(p) < 2e. Como € é
arbitrario, temos que

lim \fn]vol = 0.

n—oo

Agora, seja f € L'(M). O teorema 4.12 garante que existem f € [ e h € W
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tal que f = f + h. Observemos que

|
) = oy | (‘D;(p))du(f)
1 1
= f( (9))du( u(Tn) / hp) ()
— 1 duf)—i—h

() Jr,
= f(p)+h (p)

para todo p € U, onde U é o conjunto em M no qual a funcio f € I é invariante

pela agao. Lembremos que U tem complemento em M com medida nula, logo

/ 1) = Fleol(p)

Portanto f, converge a f no esp

_ /  Mnle) = F) ol )
_ / @)+ ha®) = F@leol )

- / () 00l (p)
peU

— 0.

aco L'(M) e observamos que f independe da

sequencia {T,} escolhida, mostrando assim (4=7]). Agora, mostraremos (4=

lembrando que ® é uma acao que preserva vol. Assim

/,, _,, npleellp) = /p N (ﬁ - f(@,ﬂp))dﬂ(f)) vol(p)

1

Il I
.Fn\ /—\
=

1Tn) e, \JpeM q’g(p))vol(;;)) du(t)
1 P

([

/ flpjuol(p ) W@ >/teTnd“@

f(p)vol(p). O (4-9)
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