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3
Os Operadores div e rot

Em R3, para todo campo vetorial X a divergéncia e o rotacional deste

LN
Ox’ Oy’ 0z

do produto interno - e do produto vetorial X, respectivamente. No capitulo

campo podem ser calculados fazendo uso do vetor gradiente (

1 as definicoes do produto interno - e produto vetorial x em R3 foram
estendidas para qualquer espago vetorial pelo que neste capitulo estenderemos

as defini¢oes de divergéncia e rotacional para k-campos numa variedade M.

3.1
Operadores Associados a K-Campos em M

Seja M™ uma variedade riemanniana . Para cada p € M temos que

T,(M), o espago tangente a M no ponto p, ¢ um espaco vetorial. Definamos
Te(M) = U Ay(T,M) . A variedade M induz naturalmente sobre 7T} (M)

peM
uma estrutura diferencidavel de dimensao n + (Z) A saber, sejam U uma

vizinhanga coordenada em M e (zy,..,2,) seu sistema de coordenadas. Para

cada p € U consideremos em T,(M) a base {aa (p), .., 68 (p)} de vetores
X1 T

n
tangentes coordenados e seja w : Ty(M) — M a projecao candnica de

T,(M), isto é, m(v) = p,sev € Ag(T,M). Entdo UAk(TpM) serd uma

peU
vizinhanga coordenada em Ty (M) com sistema de coordenadas (x; o, .., 2, ©

T, Q12 ks, s O(n—k+1)..n) definidas por

0 0
Z Qiyig..iy, Ox (p)/\ h Af)x (p) = (xl(p)a Xz} xn(p)a A12..ky s a(n—k—l—l)...n)'
1<ii<...<ig<n “ 23
A variedade Ty (M) é chamado de k-fibrado tangente de M. Cada aplicagao
suave X : M — T (M) que satisfaz mo X = id é chamado de k-campo vetorial
suave em M. Localmente, no sistema de coordenadas (xy,..z,), escreveremos

um k-campo X como

X0 = Y a0 A A )0

1<ii<..<ig<n
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Denotaremos por Ey(M) o espago dos k-campos vetoriais em M. A variedade
M ¢ dita orientavel se existe um n-campo suave V tal que V(p) # 0, Vp.

Seja N = 0 n-campo unitario em F, (M). Observemos que para cada

v
IV
p € M a componente de A, (T,M) que contém N(p), define uma orientagao
O, para T,M. Neste sentido, diremos que N define uma orientacao para M
ou que M ¢é uma variedade orientada com orientacao . Se M é conexa entao
somente existem duas orientagoes possiveis. Como N define a orientagao, entao
para todo p € M temos que *N(p) = ||N(p)|| = 1. Localmente, o sistema

de coordenadas (z1, .., z,) serd dita coerente com a orienta¢do sempre que 0s

0
vetores tangentes coordenados {8—(])), o a—(p)} forem uma base positiva
X1 Tn
de T, M.
Analogamente, para E¥(M) := U Ay((T,M)*) podemos induzir na-

peE M
turalmente uma estrutura diferenciavel que serd chamado de k-fibrado cotan-

gente de M. Chamaremos de k-forma diferenciavel a toda aplicagao suave da
forma w : M — T*(M) tal que w(p) € Ax((T,M)*). Localmente, no sistema
de coordenadas (1, .., ), sendo Ag((T,M)*) dual a Ax(7,M) e considerando

{dz1(p),..,dz,(p)} a base dual de i(p), .., =—(p) ¢ escreveremos uma k-
ox 1 81‘”
forma diferencidavel w como

Wp = Z fnlk(p)(dxhdmwdxlk)p?

1<i1<..<ip<n

onde o produto A estd implicito na igualdade acima, isto é, (dz;, dw;,..dz;, ), ==
(dxi, N dziy A .o A dwg,),. O espago das k-formas diferenciaveis em M serd
denotado por E¥(M).

Seja (x1,..,x,) qualquer sistema de coordenandas em M. Para cada
f : M — R suave definimos o diferencial de f como a 1-forma df que tem

representacao local
daf = Zn: ﬁala:-
= O )

Em geral, para cada k-forma «, localmente @ = Z fiy i dxy, . dx;,
1<i1 <. <ip<n
definimos o diferencial de a@ como a (k + 1)-forma da que tem representagao

local

1< <..<ip<n
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Definicao 3.1 A aplicacao bilinear

A Ei(M) x Ej(M) — Ey(M)
(X,Y) = XAY, (XAY)(p)=X(p)AY(p)

¢ chamado de produto exterior de k-campos. A dlgebra dos k-campos vetoriais
para todo k serd denotada por E(M). Analogamente, podemos definir o produto

exterior de k-formas diferencidveis

Seja g a métrica riemanniana em M. A métrica restrita a 7, M serd identificada
por g,. A extensao de g, a A(T,M) também serd denotada por g,. Sejam X

e Y k-campos vetoriais em M. Definiremos a fungao ¢(X,Y)

9(X,Y)(p) =9,(X(p),Y(p), VYpeM (3-1)

Defini¢ao 3.2 Seja X € Ei(M). A k-forma j(X) definida por j(X)(p) =
Jj(X(p)) serd chamada de k-forma associada a X. A (n—k)-forma j(xX) serd

chamada a (n — k)-forma associada a X. Em particular se f € Ao(M) =
C>(M) entio j(f) = f.
Seja N 0 n-campo unitério que define a orientagdo. Chamaremos a j(V)

a forma de volume em M a qual serd denotada por wvol. Definamos para

cada X € Ei(M) a (n — k)-forma ixvol tal que para todo p € M temos
(ixvol), = ixp)vol, e notemos por ([2-22) que

ixvol = j(xX), VX € Ex(M). (3-2)

Exemplo 3.3 Seja M dominio Q@ C R5. Considere e; Aea Aes Aeg Aes €.
Seja X = f12€1 N ey + f2462 Ney € EQ(Q) Entao

j(X) = flgdl’l A dxo + f24d$2 Ndxy € EQ(Q)
*X = f12€3 Neg N\ es — f24€1 NegA\es € E3(Q)
j(*X) = flgdl'g N d[L‘4 VAN dlL’5 + f24d.l’1 VAN dCL’g A dl’5 € E3(Q)

Proposicao 3.4 Sejam M uma variedade orientada, (xy,..,x,) um sistema

de coordenadas em M coerentes com a orientacdo, { } os wvetores

8_%7 ey 8_1‘,”

tangentes coordenados e {dxy,..,dx,} sua base dual. Definamos o valor g =
0 0 |9 o 0

. . )| = det[g <8 ¥ ——)|. Entao

9, 0

— ALA = gN 3-3

0xy o0x,, Vo (3-3)

vol = +/gdxidz,..dx, (3-4)
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Prova : Sendo N(p) base de A,,(T,M) entao (8i A A 86 )(p) = f(p)N(p).
X1 Tn
. 0 0 0 0
Como *N = 1 entao *((8_1'1 A oA axn)(p)) = f(p). Sendo {8_m”8_%}
base positiva entao >x<(i Ao A i) > 0. Logo, por (2-I4) temos que
0, oz,
0 0

assim

= /g. Por tanto f = /g, mostrando

oxy Oz,
Por outro lado, sendo vol, base de A,,((1,M)*) temos que

(dxy..dzy,), = h(p)vol,.

Como vol, ¢é base dual de N(p) e (dx;..dz,), é base dual de 0 A A 0

o0x, ox,, (p)

entao

h(p) = (dzy..dz,),(N)
1 i/\ A i)
gaxl h 8.73”

= (dzy..dx,),(

S

1

7

Por tanto, vol = /g dx; .. dx,,. a.

Para cada fungao suave f : M — R podemos definir o 1-campo
grad(f) € E1(M) pela igualdade

df(X) = g(X, grad(f)) VX € Ey(M),

onde df é a diferencial de f. Este 1-campo grad(f) é chamado de gradiente

de f. Obsevemos que ¢g(X, grad(f)) = j(grad(f))(X). Logo df = j(grad(f))
Estenderemos esta definigao de gradiente para E(M).

Defini¢ao 3.5 O operador gradiente é a aplicagao V : Ex(M) — Ej1(M)
tal que cada k-campo X é aplicado no (k+1)-campo

VX =j'dj(X). (3-5)

Proposicao 3.6 Sejam f € Ag(M) = C®(M), X € Ex(M) e Y € E(M)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015584/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0015584/CA

Capitulo 3. Os Operadores div e rot 26

entao

V(f) = grad(f) (3-6)
dj(X) = j(VX). (3-7)
VIXAY) = (VX)AY + (=1)FX A (VY) (3-8)

Prova: Sendo f uma funcdo temos f € Eyz(M), logo j(f) = f. Assim
Vf=j3"Yd(f)). Disso e pela definicao de j temos para Y € E;(M)

g(V(£),Y) = g(G71d(f),Y) = 357 d())(Y) = d(£)(Y),
mostrando assim (3-0]). Agora, (B-1) segue da definigao
J(VX) =i dj(X)) = dj(X).

Por outro lado, sendo j e j~! homomorfismos de &lgebras e o diferencial d uma

antiderivacao temos

VIXAY) = defini¢ao de V)

V) + (-D)" J(X)Adi(Y) )
TG+ (D TG0 AT Y)

Diante disto e por definicao de V temos que

VIXAY)=(VX)AY + (-1)FX A(VY). O

3.2
Os operadores rot e div sobre E(M)

Sejam M™ variedade riemanniana orientada, com métrica g.

Definicao 3.7 Sejam s e k inteiros positivos tal que s+k+1 = n. Definamos

0s operadores

rot : Ep(Q) — E, x1(Q)

X — rot(X) = (—1)***D) % (VX).
div Ek(Q) — Ek_l(Q)

X = div(X) = (=1)***D « V(xX).
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Os operadores rot e div serao chamados de operador rotacional e operador
divergeéncia, respectivamente. Observemos que as defini¢oes destes operadores

implicam
rot(U x V) =div(UANV), YU € Ex(M), VV € E{(M) (3-9)

Agora, mostraremos um resultado que relaciona as formas associadas a k-

campos com os operadores definidos acima.

Proposigao 3.8 Seja X € Ex(M). Entao

dj(*X) = idiv(x)UOZ. (3—10)
dj(X) = imt(X)UOZ. (3—11)

Prova: Por (B-7) e (2-13) temos

d(j(+X)) = j(V*X)

—_ i(_l)(k+1)(n_k_1)*V(*X)UOZ.
Agora, por ([2=22)) e defini¢ao de div temos

A(G(+X)) = (~1)OFDED (s V(X)) vol

= lgin(x)v0l,
mostrando assim ([3=I0)). Por outro lado, por (B=17) e (2=I3)) temos

d(3(X)) = J(VX)
= J((=1FVETED S (+(V X))

Agora, por ([2=22)) e defini¢ao de rot temos

d(](X)) = i(_l)(k+1)(n—k71)*(v){)UOl

imt(x)vol. O

Proposicao 3.9 Sejam X um k-campo sobre M e f € C*. Entao
div(fX) = fdiv(X) + (=1)*®DV(f) - X. (3-12)
Em particular, se k =1 entao

div(fX) = fdiv(X) + g(V(f), X). (3-13)
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Prova: Por defini¢ao de div, linearidade de *, ([B=8]) e defini¢ao do produto -

temos que

div(fX) = (=1)***V %V« (fX)

(1) % V(f * X)

= (1) V() A ($X) + (1) D (5 fV % X)]
(=15 (V(f) A (+X)) + fI(=1) D 5 V + X))
(1)

DIV (f) - X + fdiv(X). O

Proposicao 3.10 Seja (1, xo, .., z,) sistema de coordenadas coerentes com a

g 0
= E
(9 = det[g (a oz, ——)]. Entao
0 1 0Vg
di _ 3-14
“ow) = 7 om (3-14)
) 0 0.0 0 )
di . = (=D*Y (~1)d . .
w((?xil A aﬂ%) (=1) EJ:( ) w(@x%) 0x;, A Ox;, A Ox;,
(3-15)
, 0
Prova: Lembremos que {dxi,..,dz,} é a base dual a {—,..,—1} e que
1 0x1 @JJ
dxy A\ .. Ndx, = —=vol. Seja N o n-campo unitario que define a orientacao de
M. Entao, por ([2-20) e ([2-21)) temos que
0 0
dZU(aml) = %V x 8_.’13'1

= xj td(\/gdwy..dz,)
= %5 (aa\x/l_dxldxg dzxy,)
(08
\/_ Oy
10 1 03
= — N=— .
Fon = Tiom

NI ol )
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Também

0 0 0 0
div(=— A . N=—) = (=1)k+Dn-k=D AN —
“’(axl 8a:k) (=1) Vo (3961 3$k)

0 0
(DoY) gy (9 A
(—1) *J (J*(axlA /\_axk>>
= (_1>(k+1)(n7k71) * jild(\/Ed$k+1d$n)
k _
_ 0
— (_1)(k+1)(n—k—1) % ] 1(2 a\x/?dxldxk+1..dxn)

i=1 v
Lloayg0 9 0
_ _1\k—ti_—
- Z( 1 V3 0z 8:1:1/\“81’1“/\8:%
NI 0,0
81‘,‘ a{L'l 8271 8wk

— (1]

(2

(—1)'div(

1

k

No caso geral, podemos considerar {ji, jo,J3, .., Jn} permutagao positiva de
{1,2,..,n} tal que i = j; no primeiro caso e i, = j., Vr € {1, .., k}, no segundo

caso. O

Exemplo 3.11

Sejam 2 a n-variedade R™, a base canonica {ey,..,e,} e {dzy,..,dz,} a base
dual. Suponha que N = e; Aes AezAeyAe, define a orientacao de €2 . Notemos
que

Ve, =7 'dj(e;) = j 'dda; = j'd*x; = 0, Vi.

Seja X = Zfi e; entao

a) VX = iV(fi €)
= Zv(fi)/\ei

= Z[Z a—jeg’] Aei

b) rot X = (—1)"224(VX)
of, 0f;
= (Y (- ene

1<i<j<n

- ¥ (—1)i+j—1{%—%}el/\..é}..?j../\en

1<i<j<n


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015584/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0015584/CA

Capitulo 3. Os Operadores div e rot 30

¢) div (X) = Zdw(fiei)

— Z[V(fz) ~ei + fidiv(e;)]

i=1
= 1 7j=1 Ly

ofi
- Zaxz -

Observacao 3.12 Se X ¢é um campo vetorial em M entao div(X) € a

divergéncia usual em M. Se M C R? entdo div(X) e rot(X) sao a divergéncia

e o rotacional usual em R3.

Sejam U e V campos vetoriais em M . Seja (z1,..,x,) um sistema de

coordenadas locais de M, onde localmente U = Zul 81 eV = sz ﬁil
Entao localmente podemos escrever o colchete de Lle deUeV Como
" 0
=2 _{o(Vui, U) = g(Vui, V)} 5 (3-16)
Em particular, se U = fa_ eV = ha‘z , 1 < j, entao
0 0 0 0
U V] =g9(VhU \% Vh-U V-V
UV) = 9(Vh,U) g = 6(VF, V)= (Vh-U)go = (VF V) g
Teorema 3.13 Sejam U e V' campos vetoriais em M. Entao
div(UAV) = —(divU)V + (divV)U — [U, V] (3-17)

Prova:

Primeiro, provaremos para U = f— eV = h%, i < j. Entao por (3-12),
.7


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0015584/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0015584/CA

Capitulo 3. Os Operadores div e rot 31
(B-15)), 2-29)),B=8), B-13) e (3-16) temos que
div(lUANV) = div( 8 ai])
= fhin ail NG+ (CU ) - (G A 50
~ —hdiv(G) g+ fhdin() ) ~
(VUM 5050 + (VU 5050
_ —fdz'v(aii)vjthdz’v(%)U— (Vf- ii)v (Vh- U)aij
o)L s own
Ox; Ox;
_ —fdz'v(aii)v + hdw(a%)z/ (VS ii)v _ (Vh).Ua% +
VIV 0‘1 + (Vh.a%)U
— _(fdi aii - il)V%—(hdwaix]jLVh a%)U_
—(Vh).Ua% + (Vf.V)aii

= —div(U)V + div(V)U — [U,V].

Agora, provaremos para U = Z fZ Z UyeV = Z hj— 8:70 Z V;

div(UAV) = Y div(U; A V)
2

— Z{ div(U;)V; + div(V)U; — [Us, Vj]}

- —div(z U Vs) +div(y_ V) (3 Ui) =

= —div(U)V +div(V)U — [U,V]. O

J

[Z Ui, Z V}]

Corolario 3.14 Seja V=V AV2A .. AVF tal que Vi € Ey(M), Vi. Entdo

k
div(V) = Z Yidiv (V) VEA Vi AVE +
Z

(-1)*

1<i<j<k

(=) [V VI AVEA ViV,

AVE(3-18)
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Prova:

Procedendo como na demonstracao do teorema anterior. O

Observacao 3.15 Sejam V',i = 1,..,k campos vetoriais em M tal que

div(V?) =0 e [VE,VI] = 0 para todo i,j. Entao, pelo coroldrio anterior
div(V* A AVF) =0 (3-19)

No caso de M for um dominio Q2" C R", com métrica igual ao produto
interno usual ( , ), a base canonica {e, .., e,} podem ser consideradas campos
vetoriais em M ortonormais entre si. Procedendo como no exemplo 3.11

podemos mostrar que
div(e, N..Ney ) =0, V{i1,..,ix} € {1,..,n} (3-20)

Logo a propriedade (B-12) garante que a divergéncia de um k-campo possa ser

calculado derivando os coeficientes dos k-campos que estao representados como
n

combinagao linear dos e;, A..Ae;, . A saber, seja U = Z fie1 entao pelo exemplo

i=1
3.11 temos div(U) = Z %, logo div(fU) = Z a(aj;fi) ,onde f é uma fungao
=1 = ‘

=1
suave de M. Em geral, sejam os campos U’ = ", fie;, i = 1,..,k, em Ey (M)

entao por [B-12) e (B-20)

div(U' N .. AU*) = div(z i, e =1"fE Ll e AN ey

21°°

n

= Z (V( zllszk))(ell/\/\elk)

i1,.dp=1

Logo, por ([B8), ([2=28) e pelo valor da divergéncia para 1-campos temos

div(U"N..ANUY) = Z Z o G (e, Ao Neiy)
k ((OfE R
k n .
: ofk..f*
EIYEIRY (ax—f) e A e

k - .
= (=)™ (=17 > div(fh S iV e A& Ney, D
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Portanto, V(x,y) = Z firi (@, y)er A .. A e pode ser vista tanto

1<<ir<..<ig>n
como um k-campo na variavel x ou um k-campo na variavel y logo podemos

calcular sua divergéncia tanto na variavel x como na variavel y.
Corolério 3.16 Seja dominio Q@ C R™. Seja f € C°(Q) e Af = div(Vf) =
Z r e e {U = Zu;ej}le 1-campos

j=1
vetomazs em ). Definamos o k-campo vetorial U = U' A .. AU*. Entdo

divy(Vof(z =) AV(y) = —(8y))U — Z divy(fy,V)ei + (divy(V)Vy f(z = y)

(3-22)

div,(Vof(z = 9)) AU(y) = (=DMAf) U= (=1)" D8, f A divy, (U) + (=1)"
k,n,n,...n

Z (—1)"div, (%u;@uﬁvr) e; Nej, N ..ej .. Nej,.

.. ~ . J

75715 Jr->Jk

(3-23)

Pfx—y)  Pflr—y) . .
Taxj o W, Vi, j. Disso, por (B=17),

notando que V' independe dos x;, por definicao de laplaciano e por definicao

Prova: Notemos que

do colchete de lie temos que

dive(Vof(z —y)) AV (y)) = —(Da(f)V = [V [Vl
= )V — Z ( 31171 ) €;

_ —(Ay(f))V—i:1( &y v)e

Agora por ([B=I12) temos que

v (Vaf e =) V) =~y = tai (1) v) = L aiowye

= —(B(NV = div (g;iv) ei + (div(V))V, f.

Mostrando assim (3=22)). Agora mostraremos ([B=23)): Seja U = UL A .. AU* €
EL(M) e os (k — 1)-campos A® = U A ..U%. A U*. Por (B=IT)), definicao de
Pflx—y) _0flz—y)

laplaciano e notando que U independe dos x; e que
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temos que

Aive(Vo(F) A D) = (~1(Da(f) kz VIVaf Ul A A,

= (CDMANU — (-1 Z {Z( Ly-v)epna

= (=DMA,(f Zej (2 - (V (gi) U)AZ) .

Agora, por ([2=25)) e defini¢ao de A; temos que

- 9,
diva(Ta(f) AU) = (CDHB, (U + (D1 Y A9 (50 v
i=1 7
of
Por (3-12) e por (B-21)) temos para A := Ze] AV, ( 8y —)-U que
j=1 J
& of of
A = (dw(—U) - —dw(U))
; 0y, 0y,
= (=)™ Z( 1) Z div <@u]11 uf, u?kV)ej/\ejl/\ €. N\ €j,
gr=1 s erdk

Isto mostra (3-23). O
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