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Dimensionamento Estrutural pelo Método dos Elementos
Finitos Através da Utilizacao de Elementos de Placa

A Mecanica dos Meios Continuos, € mais especificamente a Teoria da
Elasticidade, tem como objetivo formular e estabelecer as equagdes referentes as
condi¢des de equilibrio, constitutivas e de compatibilidade geométrica associadas a
modelos matematicos que representem adequadamente a situagdo fisica de
componentes industriais sujeitos a esforcos mecanicos. Em uma analise estrutural,
deseja-se determinar o campo de deslocamentos, as deformagdes e/ou as tensoes
atuantes causadas pela aplicacdo de esforgos externos. A teoria matematica da
Elasticidade tem auxiliado na formulagdo e solu¢ao dos problemas e na determinagao
das variaveis envolvidas na deformacao de componentes. Porém, a aplicagdo de tais
solucdes a problemas praticos apresenta dificuldades importantes cuja solugdo
analitica ¢ muito laboriosa ou, as vezes, impossivel. Isso ocorre porque na analise
estrutural, a adequada representacdo matematica de carregamentos, geometria,
condi¢cdes de contorno, comportamento dos materiais etc., em muitas situagoes,
apresenta-se de forma complexa. Esta dificuldade leva a necessidade de introduzirem-
se hipoteses simplificadoras que permitem modelos matematicos com solugdes mais
simples.

Por outro lado, é de interesse crescente que modelos numéricos representem
com maior eficiéncia o comportamento de estruturas sob carregamentos gerais. Este
interesse estd associado a necessidade cada vez maior de entender-se o
comportamento de elementos estruturais complexos, o que conduz a tratamentos
analiticos mais elaborados, baseados em teorias generalizadas, normalmente
representando solucdes de dificil acesso ou interpretacao.

Desta forma, procura-se desenvolver métodos aproximados que permitam,
através da aplicagdo dos principios daquelas teorias, a obtencdo de solucdes

numéricas de forma acessivel e precisa. Dentre estes métodos, os mais utilizados sao
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baseados na particdo do meio continuo em subdivisdes (a estrutura, o fluido, o gas,
etc.).

O Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ seguramente o mais utilizado na
pratica da engenharia para representar o comportamento e a discretizacdo de meios
continuos. A sua larga utilizacdo se deve também ao fato de poder ser aplicado, além
dos problemas classicos da mecanica estrutural elastico-linear - para os quais foi o
método inicialmente desenvolvido -, também na representagdo dos mais variados
problemas de engenharia, entre eles problemas:

- ndo-lineares, estaticos ou dindmicos;

- em mecanica dos sélidos;

- em mecanica dos fluidos;

- em eletromagnetismo;

- em transmissao de calor;

- em percolacao;

- em campo elétrico;

- em acustica; etc.

Este amplo espectro de aplicagdes deve-se, essencialmente, a direta analogia
fisica que se estabelece com o seu emprego, entre o sistema fisico real considerado (a
estrutura em andlise) e o modelo utilizado (malha de elementos finitos).

Neste capitulo, apresenta-se a teoria basica do Método dos Elementos Finitos
e sua aplicacdo no desenvolvimento da formulagdo e na implementacdo dos
elementos de placa, geralmente utilizados na modelagem de estruturas compostas por

chapas.

2.1.
Método dos Elementos Finitos

O Meétodo dos Elementos Finitos baseia-se na aplicacdo do Principio dos
deslocamentos virtuais, em que o equilibrio de um corpo ¢ verificado quando os
incrementos dos trabalhos realizados pelas forgas internas e externas sdo iguais. Esta
condi¢do, representativa da Primeira Lei da Termodindmica, quando aplicada a

sistemas adiabaticos, € equivalente a imposi¢ao da estacionaridade ou a minimizagao
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da Energia Potencial Total de um corpo elastico linear continuo, resultando na

verifica¢do da condigdo de equilibrio do corpo.
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X, Y,V Elemento Finito (m)

Figura 2.1 — Corpo tridimensional e elemento tridimensional de 8 nos

Considerando-se o corpo deformdvel de volume V mostrado na Figura 2.1, o

Potencial Total ¢ representado pelo funcional m:

n= % [e'rdv -[UTTPdV - LUSfoSfdA ~> U“'RC (2.1)
| || |
Termo 1 Termo2
onde:
e =len ey £, Ty Ty Tal (2.2)
LR L S P S SN (23)
£ =[er 2 £ (2.4)
5 = 6] (2.5)
R.=[Fy ., E (2.6)
u'=[U v W] 2.7)

sdo, respectivamente, os vetores deformacao (2.2) e tensdo (2.3) considerados em um
ponto qualquer do corpo; as componentes dos carregamentos externos aplicados ao
corpo ¢ classificados em forgas de corpo (2.4), forgas de superficie (2.5) concentradas

(2.6); e o vetor deslocamento de um ponto material do corpo (2.7).
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Para um material homogéneo e isotropico os vetores deformacdo € e tensdo t
descritos acima relacionam-se elasticamente pela matriz (simétrica) constitutiva C:
1=Cs¢ (2.8)
Os termos 1 e 2 na eq. (2.1) representam, respectivamente, a energia total de
deformacdo do sistema e o potencial total do carregamento externo. Da condi¢do de
estacionaridade do funcional &, ou dnt =0, em (2.1) obtém-se a equacao de equilibrio

do sistema (2.9).

[82"CadV = [5U"FdV +[ SUS FYdS + > 8U"R; (2.9)

T fT iT . N
Os vetores dU', 8UY e SU' representam as variagdes dos deslocamentos

associados as forg¢as de corpo, de superficie e concentradas, respectivamente, que

r

satisfazem as condigdes de contorno essenciais (geométricas) e 8g' ¢ a
correspondente variacao de deformacao do corpo.

Na analise estrutural através do Método dos Elementos Finitos, o dominio do
corpo, mostrado na Figura 2.1, ¢ discretizado em subdominios (elementos)
interconectados por pontos nodais. Os deslocamentos dos nds do elemento sdo
referidos ao sistema global de coordenadas X, Y, Z, convenientemente escolhido para
cada geometria. Uma aproximag¢do do campo de deslocamentos de um elemento (m) €

entdo utilizada na forma seguinte:
u™(x,y,z) = H™(x,y,z)U™ (2.10)
onde H™(x,y,z) ¢ a matriz de interpolacio dos deslocamentos no interior do

elemento, U™ ¢ o vetor cujas componentes representam os deslocamentos associados

aos pontos nodais, na forma:
U(m)T — [Ul \/1 Wl Uk Vk Wk] (21 1)
Na equagao (2.11) k é o nimero de nds do elemento (m).

Utilizando-se o campo de deslocamentos proposto em (2.10), as deformagdes

associadas a formulacao do elemento podem ser obtidas na forma:

s(m)(x, y,Z) = B(m)(x,y,z)U(m) (2.12)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221060/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0221060/CA

24

onde B™ ¢ a matriz de transformacdo deformacdo-deslocamento em que os
coeficientes sdo expressos em fun¢do das grandezas geométricas do elemento (m) e
das derivadas dos polindomios de interpolagao.

Substituindo-se na eq. (2.9) os campos de deslocamentos e deformagdes
definidos nas egs. (2.10) e (2.12), para todos os elementos do corpo, e efetuando-se as
integragodes sobre todo o seu dominio, [13], obtém-se o sistema linear de equagdes de
equilibrio que governa o comportamento linear elastico da estrutura, expresso por:

KU =R (2.13)
onde U ¢ o vetor que lista todos os graus de liberdade dos pontos nodais dos
elementos, K ¢ a matriz de rigidez global, cuja integracdo sobre todo o dominio

resulta em:
m (m)T m m m
K = ZK( ) :ZIV(m> B C™BM™gym™ (2.14)
e R ¢ o vetor dos carregamentos nodais equivalentes e concentrados,
R=R; +R{+R_ (2.15)

onde os vetores de forgas de corpo, de superficie e concentragdo sdo obtidos

respectivamente como se segue:

m mT B oom
R, =Y R" =Y jvm)H FEmgy ™ (2.16)
(m) ST 5 (m) g q(m)
Ry=Y RM=3[ H " ds 2.17)
R, =f€ (2.18)

A solucdo da eq. (2.13) ¢ realizada utilizando-se a decomposic¢ao de triangulagdo de
Gauss com retro-substituicao e os vetores U solucdo sdo substituidos em (2.12) para
obter-se os campos das medidas de deformagdes em cada elemento (m) do dominio.

As tensdes correspondentes sdo entdo avaliadas através da eq. (2.8).
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2.2,
Formulagao dos Elementos de Placa

Na secdo anterior, o método dos elementos finitos foi apresentado de forma
geral, considerando-se um corpo tridimensional em geral. Embora, teoricamente,
qualquer corpo deformavel possa ser considerado em uma representagdao
tridimensional, a sua esbeltez (com uma ou duas dimensdes muito menor(es) que a(s)
demais) permite na grande maioria das situacdes (e operacionalmente torna-se
atrativa) a reducdo da dimensdo do problema resultando em modelos com menor
numeros de variaveis de estado. Esta redugdo no esfor¢o computacional envolvido
estd associada a modelagem matematica utilizada, geralmente empregando-se
formulagdes da Teoria da Elasticidade, em que a rotagdo ¢ introduzida como grau-de-
liberdade adicional, caracteristica que representa adequadamente a cinematica de
deformagdo de elementos estruturais esbeltos ou ainda, a reducao do estado de tensao
ou de deformagdo representativo. As formulagdes destes problemas podem ser
organizadas segundo a seguinte classificacao:

o Treliga;

e Viga;

e Estado plano de tensdes, deformagdes ou axissimétricos;
e Placas;

e (Cascas finas ou grossas;

e Tridimensional geral;

e Especiais.

No caso especifico do presente estudo em que s3o consideradas estruturas
compostas por chapas, apresentando unides soldadas, a utilizacdo de elementos de
placas ¢ geralmente adequada.

Uma placa pode ser definida como um corpo so6lido plano cuja espessura ¢é
varias vezes menor que as outras dimensoes. Considere-se, pois, uma placa esbelta de
espessura ¢ descrita em termos de um sistema de eixos cartesianos ortogonais X, y, z,
segundo um triedro direto, tendo como origem um ponto da superficie média. Os
esforgos resultantes e as componentes de tensdo resultantes em um elemento de placa

segundo estas teorias também sao apresentados na Figura 2.2.
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A Figura 2.2(b) ilustra as tensdes normais oy € Gy € as tensdes de cisalhamento
Txy, Txz € Tyz. DeVe-se ressaltar que a tensdo normal 6, ¢ considerada desprezivel em
comparacdo com as outras componentes de tensdo, nao sendo portanto levada em
consideragdo nas formulagdes. A Figura 2.2(c) apresenta as componentes de esforcos
por unidade de espessura: normal Ty, Ty e Ty, cortantes Qx e Qy, momentos fletores

My e My e 0 momento de tor¢do Myy.

—— superficie média

(a) Placa.

T y

§ Tz =T,
~ ? b

Ty ( ]
Ty A G
.
Y O * Tv’
(b) Tensoes. (c) Esforgos resultantes.

Figura 2.2 — Elemento de placa juntamente com tensdes e esforgos resultantes

Para o caso de placas esbeltas, em que a espessura ¢ muito menor do que as
demais dimensdes no plano da superficie de referéncia, o modelo classico de
Kirchoff-Love ¢ adequado. A hipdtese fundamental considera que segmentos retos,
inicialmente normais a superficie de referéncia da casca, sdo inextensiveis e mantém-
se normais e retos apos a deformacao. Assim impoe-se que as deformagdes angulares
na diregdo transversal a superficie média (yy, € yy,) resultam nulas. Esta teoria fornece
bons resultados para placas delgadas, mas ndo € conveniente para a andlise de placas
espessas, em que as deformagdes angulares na dire¢do transversal passam a ser
importantes [14], [15].

A teoria de Mindlin incorpora o efeito destas deformacgdes no estudo de flexao
de placas ao postular que uma linha reta e normal a superficie média da placa antes

do carregamento permanece reta, mas ndo necessariamente normal a esta superficie
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apos as deformacdes como mostrado na Figura 2.3. Assim, as deformacdes angulares
devido as tensdes cisalhantes sdo incluidas na formulagdo. Esta teoria pode ser usada

tanto para placas esbeltas como para placas moderadamente espessas.
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Figura 2.3 — Deformacéo de uma placa de Mindlin

A partir da Figura 2.3 e, considerando que pontos situados na superficie média
(z = 0) da placa movem-se apenas na dire¢ao z — hipodtese valida para a condigdo de
pequenos deslocamentos -, verifica-se que para um ponto qualquer da placa os
deslocamentos u, v, w sdo dados por:
u=u(x,y)+20,(x,y)
v=v(x,y)—2z0 (X,y) (2.19)
w=w(X,y)
onde w ¢ o deslocamento transversal 0, e 0, sdo rotagcdes das normais a superficie

mediana nos planos xy e yz, respectivamente, conforme estd mostrado na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Deslocamentos em uma placa
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Desta forma, as seguintes componentes de deformac¢ao em um ponto qualquer
da placa sao obtidas empregando-se a eq. (2.19) correspondentes as componentes de

lineares do tensor de deformagdes:

ou ou 66y
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Os termos definidores destas componentes de deformagdo podem ser
separados em dois grupos distintos: (a) os que descrevem as deformacgdes devido a
flexdo - variam linearmente ao longo da espessura da chapa -, e (b) aqueles de
membrana - constantes, que descrevem as deformagdes transversais a superficie
média da casca. As defini¢cdes das componentes de deformacgao devidas aos efeitos de
membrana e de flexdo sdo mostradas abaixo, nas equacdes (2.21).

v [@+@] ow @}
ox Oy \o0y 0Ox) 0Ox Oy

T_[ ] |09, 08, 89y_aex
§1_. - 8xx gyy ny P =Z 8X ay ay 8X

Também, o tensor de tensdes para um ponto qualquer ao longo da espessura ¢é

e =len £y 1y T vyz]M{
2.21)

obtido, com as tensdes de membrana constantes, € as tensoes de flexdo linearmente
varidveis ao longo da espessura. Esta formulagdo ¢ implementada em diversos
codigos de elementos finitos, sendo uma ferramenta largamente utilizada na anélise
de estruturas compostas por chapas.

No capitulo que se segue ¢ apresentado o método tradicional de
dimensionamento de corddes de solda em juntas compostas por chapas. Em seguida,

¢ apresentado o desenvolvimento de uma metodologia baseada na investigagdo do
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estado de tensdes em juntas adjacentes obtidas através da solucdo de elementos de

placas por elementos finitos.
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