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Instabilidade de Placas Retangulares sob Compressao

Este capitulo apresenta uma revisdo da instabilidade de placas
retangulares sob compressao, estudando as equagdes de equilibrio critico, sua
solugao analitica, comportamento pés-critico e estado de tensdes.

4.1.
Placa Simplesmente Apoiada nos Quatro Bordos

Considera-se inicialmente uma placa retangular simplesmente apoiada nos
quatro bordos, de lados a e b, sob compressdo em seu plano médio por forgcas

uniformemente distribuidas N, , ao longo dos lados y=0 e y=a (Figura 4.1).
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Figura 4.1 — Placa retangular com bordos x=0,b e y=0,a simplesmente apoiados, sob

compressao.

Neste caso, a eq. (2.16¢) toma a forma:

DV4W:Ny82_|2/ (4.1)
oy

Esta equacado representa a condicdo de equilibrio neutro ou critico
(existéncia de um estado de equilibrio adjacente). O correspondente valor critico
da carga compressiva pode ser encontrado pela integragdo da eq. (4.1). O
mesmo resultado pode também ser obtido pela minimizacdo da energia do
sistema. A deflexdo da placa flambada pode ser representada, neste caso, pela

dupla série trigonométrica:
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v mr nmx
w= ZqunsenTysenT (4.2)

sendo q,,, a amplitude modal. Cada termo desta série satisfaz as condigbes de

contorno cinematicas w=0 nos quatro bordos, e também as condicbes de

contorno estaticas M, =0 em x=0,be M, =0 em y=0,a.
Substituindo a eq. (4.2) na eq. (4.1), obtém-se:

S m* _m*n® n*\) N, (m?n® mmy __ nmx
qumnl:ﬂ‘l[?'an—zb—z‘l'F]‘l'Fy[ a2 J:|Sen 2 sen b =0 (43)

Para que se tenha uma solugéo néo trivial, isto é, para que esta equacao
seja satisfeita para todo o x e y diferente de zero, é necessario que, para ao
menos um termo da soma, a expressao entre colchetes seja nula (enquanto

g.,,pode ser zero para todos os outros termos). Tem-se, entdo, a familia de

autovalores:

y 2 a2 b2

2.2 2 2 \2
N =T2 D[m_+”_] (4.4)
m

Neste caso, a energia potencial é dada por:

T°h & & z2a2D(m? Y\
U= o Z;Z;qumz (—2+? +N, (4.5)

m? | a

A carga critica corresponde ao menor autovalor. Para todos os valores de
a e b, o menor autovalor é dado para n=1, mas nao necessariamente para m=1.

Assumindo o = a/b, a eq. (4.4), torna-se:

©D(m oY
N, | = F[E*E] 4.6)

A carga critica |Nc,| em funcdo de a tem sempre uma curvatura positiva e

o valor minimo de |N,| ocorre quando (dN,/da)=0. Esta condicdo leva a

o = m. Tem-se entdo que o valor minimo da carga critica € dado por:

_ 4n®D
o=

IN (para o= m) (4.7)
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Sendo m = 1,2,3..., tem-se que a placa atinge este valor sempre que a
razédo a/b for um inteiro.
Para valores diferentes de o, tem-se que:

kn?D
|Ncr|=7 (48)
onde:
m oY
k=(—+—] (4.9)
a m

Na Figura 4.2 é ilustrada a variagao de k na eq. (4.9) como uma fungéao de
o para valores especificados de m. Tem-se assim as curvas que representam
os diversos modos de bifurcacdo e que permitem determinar, para cada
geometria, 0 modo associado ao autovalor minimo (modo critico). Para certas
geometrias (pontos de interse¢cdo das curvas), tem-se dois modos distintos de
bifurcagdo que estao associados a mesma carga de bifurcagao.

0~00\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
o

Figura 4.2 — Variagdo do parametro kem relagdo a o .

A transicao do modo critico de m para m+1 meias-ondas ocorre quando as
curvas sucessivas tém valores iguais de k. A férmula geral de k para placas
simplesmente apoiadas é dada pela eq. (4.9). Substituindo na eq. (4.9) m por

m+1, e igualando as expressodes, obtém-se:

2 2
(ﬂ+ﬁ] =[m+1+ a j (4.10)
o m o m+1
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De onde se obtém que,
a? =m(m+1) . o=/m(m+1) (4.11)
Isso mostra que a intersegdo entre as curvas m = 1 e m = 2 ocorre quando

a=+2=1.41, e entre as curvas m =2 e m = 3 quando o =+/6 =2.46 e assim

por diante.

Quando a<+2, a carga critica ocorre para m = n = 1, ou seja, a placa
perde a estabilidade em um modo com meia-onda senoidal em cada dire¢do. Por
outro lado, quando J2<a<+6 a carga critica ocorre quando m=2e n = 1.
Entdo, os modos criticos s&o obtidos através das analises dos intervalos entre os
pontos de interse¢do das curvas. Estes pontos de intersecdo correspondem a
maximos locais do valor da carga critica. Entretanto observa-se que a medida
que o cresce, a variacao no valor da carga critica tende a diminuir e tende
assintoticamente ao valor minimo dado pela eq. (4.7) que corresponde a k=4 na
Figura 4.2.

Para o calculo da tenséo critica, tem-se que:

IN,| =g -h (4.12)

Igualando a eq. (4.12) a eq. (4.8), tem-se:

kn?D
GCI’ = hb2 (413)
Substituindo a eq. (2.8b) na eq. (4.12), tem-se:
O = IE I (4.14)
o 12(1-v2) b2 '

que € a expressao da tensdo de compressao critica na direcdo do carregamento
em termos dos parametros fisicos e geométricos da placa.
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4.1.1.
Comportamento Critico e Pos-Critico

Nas Figuras 4.3 a 4.7 sao apresentados 0s cinco primeiros modos de
flambagem de placas retangulares sob compressao e simplesmente apoiadas
nos quatro bordos (x=0,b e y=0,a) para alguns valores de o, com seus
respectivos fatores de carga A obtidos usando-se o ABAQUS. Aqui A é a
relacdo entre a carga aplicada e a carga total especificada no arquivo de
entrada, que neste trabalho foi de 1000kN em cada bordo carregado, tanto para
placas isoladas como para placas dobradas. Todos os resultados encontrados
numericamente, tanto para as cargas quanto para os modos de bifurcagéo,
concordam com os valores tedricos apresentados neste capitulo, confirmando a

qualidade da modelagem computacional.

=

7
73
5

/7

Iy

Y
;.

wis
i
17
Fo
274
S

7
>

% e
77
T

L
e

7
/]
o

s
gaas
HH

4
s

=2
=
o

&)
174

i

o
v
o

4
£
o

)

77
i

{2

N

A =0,36133 A =0,56419 A =1,00200 A =1,44320 A =1,62720

Figura 4.3 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo e os respectivos valores de A para

uma placa retangular simplesmente apoiada sob compressao axial e a=1.0.
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A =0,39203 A =0,42413 A =0,56437 A =0,83540 A=1,19260

Figura 4.4 — Cinco primeiros modos de bifurcagéo e os respectivos valores de A para

uma placa retangular simplesmente apoiada sob compresséo axial e o =1.5.

A =0,36136

A =0,42407

A =0,56470 A =0,56473 A =0,76055
Figura 4.5 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo e os respectivos valores de A para

uma placa retangular simplesmente apoiada sob compresséao axial e o =2.0.
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Figura 4.6 — Cinco primeiros modos de bifurcacédo e os respectivos valores de A para

uma placa retangular simplesmente apoiada sob compresséao axial e o =2.5.
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A =0,36140 A =0,39225 A =0,42414 A =0,46475 A =0,56641
Figura 4.7 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo e os respectivos valores de A para
uma placa retangular simplesmente apoiada sob compressao axial e a0 =3.0.

Para todos os valores de estudados, obteve-se, usando o ABAQUS, o
correspondente caminho poés-critico de equilibrio, seguindo a metodologia
descrita no capitulo anterior. Estes resultados sdo mostrados na Figura 4.8 onde
se apresenta a variagao do parametro de carga em fungao da deflexdo maxima
da placa normalizada com relacdo a espessura, h. Verifica-se que todos os
caminhos de equilibrio exibem uma bifurcagdo simétrica estavel com elevada
rigidez pods-critica,concordando com os resultados da literatura (Chia, 1980),
como apresentado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 —A numérico e tedrico para as cinco primeiras cargas de flambagem de uma

placa isolada com apenas os bordos carregados apoiados, para cada o estudado.

o=1.0 a=1.5 a=2.0 oa=25 oa=3.0

Numérico | Teodrico Numérico | Teobrico Numérico | Teobrico Numérico | Teodrico Numérico Teobrico

1¢| 0,361 | 0,362 | 0,392 | 0,392 | 0,361 | 0,362 | 0,374 | 0,374 | 0,361 0,362

22 | 0,561 | 0,565 | 0,424 | 0,424 | 0,424 | 0,424 | 0,380 | 0,380 | 0,392 | 0,392

32| 1,002 | 1,004 | 0,564 | 0,565 | 0,565 | 0,565 | 0,447 | 0,447 | 0,424 | 0,424

42 | 1,443 | 1,633 | 0,835 | 0,836 | 0,565 | 0,565 | 0,565 | 0,565 | 0,465 | 0,464

52 | 1,627 | 2,444 | 1,192 | 1,193 | 0,761 | 0,760 | 0,719 | 0,760 | 0,566 | 1,004
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Figura 4.8 — Caminhos poés-criticos de equilibrio para valores selecionados de o - Placa

retangular com todos os bordos simplesmente apoiados sob compressao axial.

4.1.2.
Evolucao do Estado de Tensoes

Para o estudo da evolugdo do estado de tensdes na placa ao longo do
caminho pré- e poés-critico de equilibrio, adotou-se como exemplo uma placa
retangular sob compressédo axial com o =1.0 e outra com o =3.0, conforme
apresentado nas figuras seguintes. Estes resultados foram obtidos por
intermédio do programa ABAQUS. Como explicado anteriormente no Capitulo 3,
para se obter o caminho n&o-linear de equilibrio usando este programa, deve-se
adotar uma pequena perturbagdo. Para esta perturbagdo tomou-se uma
imperfeicdo na forma do modo critico com uma pequena amplitude (1% da
espessura). Esta imperfeicdo € responsavel pelas pequenas variagdes
observadas nos valores das tensbdes para valores de A menores que o valor
critico. Teoricamente até o valor critico (caminho fundamental de equilibrio) a
tensao deveria ser uniforme em toda a placa.

Nas Figuras 4.9 e 4.10 tem-se a distribuicdo das tensbes nas faces
positiva e negativa (z=xh/2) de uma placa quadrada (o=1.0),
respectivamente, para valores crescentes de carregamento. Mostra-se em cada

caso o correspondente valor do parametro A /A, . Neste caso, A = 0,36133.

Nas Figuras 4.11 e 4.12, tem-se a distribuicdo das tensbes nas faces positiva e
negativa da placa (z=+h/2) a meia-altura da placa (y=a/2), para algumas
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relacdes de A/A ., sendo estes valores iguais aos considerados nas Figuras 4.9
e 4.10. Nota-se que, até se atingir a carga critica, a distribuicdo de tensoes é,
como esperado, praticamente uniforme. Ao se ultrapassar a carga critica, em
fungéo dos efeitos da flexo-compressao (efeitos de segunda ordem), as tensdes
passam a apresentar uma grande variagdo ao longo da largura da placa,
podendo inclusive ocorrer tensdes de tragcdo no centro da placa, regido onde o
momento de segunda ordem tem maior influéncia. Nesta regido também ocorrem
as maiores tensdes de compressdao, como mostra a Figura 4.12. A tensao
maxima ocorre no centro da face negativa, onde se inicia o processo de
plastificagdo. Verifica-se também que as duas faixas junto aos bordos verticais
sao as responsaveis pela maior parte da rigidez pés-critica da placa. Em funcao
do acréscimo acentuado das tensbes no regime pds-critico, mesmo que a
flambagem ocorra no regime elastico, o que geralmente acontece em placas
esbeltas comprimidas, a placa passa a apresentar um comportamento elasto-
plastico, atingindo finalmente o colapso.

Nas Figuras 4.13 e 4.14, tem-se a distribuicdo das tensdes nas faces
positiva e negativa da placa (z=th/2) junto ao bordo da placa (y=0), para
algumas relagdes de A/A .. Em todas as figuras deste trabalho, as tensées sao
dadas em kN/mm?Z.

Nas Figuras 4.15 e 4.16 tem-se a distribuicdo das tensbdes nas faces
positiva e negativa (z=xh/2) de uma placa retangular com o =3.0,
respectivamente, para valores crescentes de carregamento. Mostra-se em cada

caso o correspondente valor do parametro A /A, . Neste caso, A = 0,36140.
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Figura 4.9 — Distribuicdo das tensdes, na face positiva de uma placa retangular sob

compressao axial com o = 1 para valores crescentes de A .
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Figura 4.10 — Distribuicdo das tensdes na face negativa de uma placa retangular sob
compressé&o axial com o =1 para valores crescentes de A .
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Figura 4.11 — Distribuigdo das tensdes no centro (y= a/2) da face positiva (z=h/2) de

uma placa retangular com o = 1.0 para algumas relagdes de A /A .
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Figura 4.12 — Distribuicao das tensdes no centro (y= a/2) da face negativa ( 2

de uma placa retangular com o = 1.0 para algumas relagdes de A /A ¢,

~h/2)
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Figura 4.13 — Distribuicdo das tensdes no bordo da placa (y = 0). Face positiva.
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Figura 4.14 — Distribuicdo das tensdes no bordo da placa (y = 0). Face negativa.
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Figura 4.15 — Distribuicao das tensdes, na face positiva de uma placa retangular sob compressao axial com o = 3.
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Figura 4.16 — Distribuicao das tensdes na face negativa de uma placa retangular sob compressao axial com o = 3.
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Nas Figuras 4.17 e 4.18, tem-se a distribuicdo das tensdes nas faces
positiva e negativa da placa (z=th/2) a meia-altura da placa (y=a/2), para
algumas relacdes de A/A, sendo estes valores iguais aos das Figuras 4.15 e
4.16.
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Figura 4.17 — Distribuicdo das tensdes no centro y = a/2 da face positiva de uma placa

retangular sob compressao axial com a = 3.0 para algumas relagoes de A /A ¢
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Figura 4.18 — Distribuigdo das tensdes no centro y = a/2 da face negativa de uma placa

retangular sob compressao axial com a = 3.0 para algumas relagoes de A /A o
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Nas Figuras 4.19 e 4.20, tem-se a distribuicdo das tensdes nas faces

positiva e negativa da placa (z=+th/2) no bordo y=0, para algumas relagdes de

AlA o, sendo estes valores iguais aos das Figuras 4.15 e 4.16.
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Figura 4.19 — Distribuicdo das tensdes no bordo y = 0 da face positiva de uma placa

retangular sob compresséo axial com o = 3.0 para algumas relagdes de A /A .
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Figura 4.20 — Distribuicdo das tensdes no bordo y = 0 da face negativa de uma placa

retangular sob compresséo axial com o = 3.0 para algumas relagdes de A /A .
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Como no caso anterior (o =1.0), quando as tensées de compressao sao
menores que a tensao critica, a distribuicdo de tensdes é uniforme ao longo da
largura da placa. Para tensbes de compressao maiores que a tensao critica, as
tensbes perto dos bordos x=0,b sd&o menores que no centro, pois sofrem a
influéncia dos apoios. Em tais casos a distribuicdo de tensdes é ndo-uniforme,
como pode ser observado nas Figuras 4.11 a 4.14 e nas Figuras 4.17 e 4.20,
apresentando um comportamento similar ao da placa isolada. Com base nas
distribuicées de tensdes, podem-se derivar critérios praticos e recomendagdes
de normas que permitam o dimensionamento seguro da estrutura.

A diferenga entre ¢, tensdo de colapso da placa (ordenada do ponto B
na Figura 4.21) e o, tensao de escoamento do material (ordenada do ponto A

na Figura 4.21) é chamada de “reserva de resisténcia elasto-plastica da placa”.
Em geral sua determinacdo envolve um esforgo computacional consideravel.
Como essa diferenca nao é, em geral, importante, € pratica corrente despreza-la,
0 que significa admitir que o colapso da placa corresponde ao escoamento da

primeira fibra da placa (i.e., toma-se o, =0,), 0 que simplifica bastante o

processo de calculo.

Elesto—plastico

f,"__ Placa reat { £ #0)

PR e s L

q
Figura 4.21 — Comportamento pés-critico de placas retangulares comprimidas axialmente
(Reis & Camotim, 2001).

Quanto a influéncia da presenga das imperfeicdes geométricas (e =0,
onde & é o parametro de imperfeigdes) no comportamento da placa, a Figura

4.21 mostra também que a sua presenca faz diminuir os valores de ¢, e ¢,

y

(ordenada dos pontos A’ e B’ na Figura 4.21).
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A presenca de imperfeicdbes geométricas faz com que a trajetoria
fundamental da estrutura deixe de ser constituida por configuragdes de equilibrio
neutro. Por este motivo, as estruturas “reais” ndo apresentam bifurcacdo de
equilibrio, sendo o seu comportamento caracterizado por um caminho de
equilibrio cuja nao-linearidade se acentua nas proximidades da carga critica.
Caso ocorra plastificagdo, havera a ocorréncia de um ponto limite, o qual esta
associado ao valor do fator de carga A que corresponde a transicao entre as
configuragbes de equilibrio estaveis e instaveis (Reis & Camotim, 2001). A
Figura 4.22 apresenta os caminhos pés-criticos de equilibrio de uma placa com
o =1.0 e com diferentes niveis de imperfei¢cao, sob compressao axial. Observa-
se que, a medida que a magnitude da imperfeicdo aumenta, cresce a nao-
linearidade da resposta com o consequUente aumento das deflexdes laterais para
um mesmo nivel de carregamento.

Como neste trabalho ndo se considera o processo de plastificagcdo da
placa, ndo se pode observar os pontos limite ilustrados na Figura 4.21.

0.60

0.40 —

0.20 —

= Imperfeicéo (% de h)

0.00

Figura 4.22 — Caminhos nao-lineares de equilibrio de uma placa retangular sob

compressao axial com o =1.0 e com diferentes niveis de imperfeigao.

Para o dimensionamento de estruturas metdlicas, a verificagdo da
resisténcia a flambagem é feita através da utilizacdo do conceito de largura
efetiva, formulado inicialmente por vén Karman no contexto de placas
simplesmente apoiadas e uniformemente comprimidas, com base na observacao

de ensaios experimentais. Considera-se que a maxima tensado nos bordos age
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uniformemente sobre duas faixas da placa, e que a regido central nao é
tensionada. Von Karman propds que as faixas devem ser consideradas juntas
como uma placa retangular de largura b,. Pela Figura 4.23, se a largura de cada
faixa de bordo é b.,/2, e se 0 colapso ocorre quando a tensdo no bordo atinge

o,, entao:

be. G, = b. Cpax (4.15)
onde:
kn’E  h?

=Wg (4.16)

y

e a tensdo critica da placa completa é dada pela eq. (4.13).
Comparando a eq. (4.13) e a eq. (4.16), tém-se que:

b, /&
B (Gy} (4.17)

Finalmente, das eqgs. (4.15) e (4.17):

Gmax — GCI’ (4 18)

Gy Gy .
e, portanto,

Cmax =4/0cr Oy (4.19)
o _sn
\\\ /// Gy

\\ //
—— 4 ———+——0

Figura 4.23 — Célculo da largura efetiva.

Ocasionalmente, a carga de flambagem inicial € usada como uma
estimativa conservadora da resisténcia ultima da placa.

Se o escoamento do material da placa ocorrer antes da placa flambar, a
carga maxima que a placa pode suportar € menor que o valor dado pela analise
da estabilidade elastica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310978/CC


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310978/CC

Capitulo 4 — Instabilidade de Placas Retangulares sob Compressao 69

4.2.
Placa com Condicoes de Contorno Arbitrarias

A forma simples da eq. (4.2) ndo é apropriada para outras condigbes de
contorno. Como um exemplo mais geral e de interesse para o presente estudo,
considere uma placa retangular uniformemente comprimida e simplesmente
apoiada nos bordos x=0,b, mas com outras condigdes de contorno nos bordos
y=0,a. A menor carga critica para tais condicdes de contorno evidentemente
corresponde aos bordos livres em x=0,b (Figura 4.24). Tal placa é simplesmente
uma coluna cuja a rigidez a flexdo E/ é substituido por D e é conhecida por wide
column (Brush & Almroth,1975).

y

L

I I
I I
I I
o | I
I I
I I
I I

TTTITTT]

|
b

Figura 4.24 — Placa retangular sob compressao axial com x=0,b livres e y=0,a apoiados.

Neste caso tem-se para as cargas de bifurcagéo:

2
Nbif = m2 # (420)
a

O menor autovalor corresponde sempre a m = 1, independente da

geometria da placa. Logo:

D
N, =" (4.21)

a

A tensd@o de compressao critica é dada por:

D w°E h
Oy =5 " Op = 4.22
ha® 12(1-v?) & *+.22)

Agora, considera-se 0 caso mais geral de uma placa retangular
uniformemente comprimida e simplesmente apoiada ao longo dos bordos y=0,a
e com diferentes condigdes de contorno ao longo dos bordos x=0,b.
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As condi¢6es de contorno em y=0,a sédo satisfeitas por solugdes da forma:

- mmy
w="f(x mSen—-— 4.23
( );q ; (4.23)

Substituindo a eq. (4.23) na eq. (4.1), tém-se para f(x) a seguinte equacao
diferencial de quarta ordem:

4 2.2 42 4,4 N 2,2
d*f  2m*n de{mn _y(mn ﬂfzo

dx* a®  dx? a* D 2 (4.24)

a
Esta equagdo pode ser resolvida facimente quando N, € constante.
Ent&o, assumimos que (-N, /D)>(m?zn?/a®), a solugao geral tem a forma:

f(x) = Asenhex + Bsenfx + C coshex + DcosPx (4.25)

onde ¢ e  sao as raizes da equacao caracteristica associada a (4.25):
oo m2m2 . Iz Ny m2m2
a D | &°
B |- m2m2 N —Ny m2m2
a D | &

Para o bordo x=0 livre e 0 bordo x=b simplesmente apoiado, como mostra

(4.26)

a Figura 4.25, tém-se as seguintes condi¢des de contorno:

2
Parax=»b w=0 a_VZV -0 (4.27)
ox
°w  o*w 03w 0w
Para x =0 +v—r3=0 g L(2—v -0 4.98
x> ay® ox® ( )ayzax (4.28)

Figura 4.25 — Placa retangular sob compressdo axial com x=0 livre e x=b e y=0,a

apoiados.
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Pelas eqgs. (4.27), conclui-se que C = D = 0 e as egs. (4.28) fornecem duas
equagoes algébricas para A e B:

[((pz v ’”2;‘2 ]senh(pb]A - [[[52 +v ng‘z ]sean}B -0
a a

2.2 2.2

{q{cpz—(z—v)m;‘ :Icosh(pb}A—{B[B2+(2—v)m§ }coshﬁb}8=0
a a

(4.29)

Para que o sistema homogéneo da eq. (4.29) tenha solugdo nao-trivial é

necessario que o determinante da matriz dos coeficientes seja igual a zero,isto é:

2,2 2,2

2 2
B((pz v I ] tanhob = (p([?)z VL. ] tanBb (4.30)
a a

A eq. (4.30) pode ser usada para calcular o valor critico de N, se as

dimensbdes da placa e as constantes elasticas do material sdo conhecidas.

Estes calculos mostram que o menor valor de N, é obtido para m = 1, ou seja, a

placa ao perder a estabilidade apresenta somente meia-onda na direcéao y.

A carga critica e a respectiva tensao podem ser encontradas por:
_ kn®’D

cr — b2

- _kﬂ:ZD_G __kn’E h*
T ohp? T 12(1-v?) b?

N

(4.31)

(4.32)

Na literatura técnica, encontram-se solugbes analiticas para diversas
condigcdes de contorno e geometrias simples. Geralmente para problemas de

placas com formas complexas sao usados métodos numéricos.
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4.2.1.
Comportamento Critico e Pds-Critico

Para a placa sob compresséo axial e com os bordos x=0,b livres e y=0,a
apoiados (Figura 4.24), sao apresentados nas Figuras de 4.26 a Figura 4.30 os
cinco primeiros modos de bifurcagéo de placas retangulares para alguns valores
de a, com seus respectivos fatores de carga A, obtidos usando-se o ABAQUS.
Nota-se que, para este caso, a maior carga critica entre os a estudados, ocorre
para a=1.0 e que esta decresce monotonicamente a medida que o aumenta,

concordando com a solugdo analitica (4.21).

A =0,08604 A =0,24117 A =0,35144 A =0,50579 A =0,79652
Figura 4.26 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =1.0.

i e 4
AHIIRN T

A =0,03767 A =0,15451 A =0,19242 A =0,30964 A =0,35161
Figura 4.27 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axiale o =1.5.

A =0,02099 A =0,08605 A =0,17540 A =0,19634 A =0,24119
Figura 4.28 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axiale o =2.0.
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A =0,01335 A =0,05462 A =0,12477 A =0,16733 A =0,20958
Figura 4.29 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =2.5.

A =0,00924 A =0,03767 A =0,08609 A =0,15473 A =0,16326
Figura 4.30 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =3.0.

Observa-se que o modo critico apresenta-se com o numero de meias-
ondas migual a 7 para todos os valores de o estudados, em concordancia com a
solucao analitica.

Para todos os estudados, os caminhos de equilibrio apresentam-se
estaveis como demonstrado na Figura 4.31. Entretanto observa-se que a rigidez
pds-critica decresce a medida que o aumenta, sendo que, para placas longas, a
rigidez pds-critica inicial € praticamente nula. Um comportamento semelhante a

coluna de Euler, como pode ser observado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — A numérico e tedrico para as cinco primeiras cargas de flambagem de uma

placa isolada com apenas os bordos carregados apoiados, para cada o estudado.

a=1.0 a=1.5 a=2.0 a=25 a=3.0

Numérico | Teérico | Numérico | Teérico | Numérico | Tedrico | Numérico | Teérico | Numérico Tedrico

12| 0,086 | 0,090 | 0,038 | 0,040 | 0,021 | 0,023 | 0,013 | 0,014 | 0,009 | 0,010

22| 0,241 | 0,361 | 0,154 | 0,161 | 0,086 | 0,090 | 0,055 | 0,058 | 0,038 | 0,040

3| 0,351 | 0,813 | 0,192 | 0,361 | 0,175 | 0,203 | 0,125 | 0,130 | 0,086 | 0,090

42 | 0,506 | 1,446 | 0,310 | 0,643 | 0,196 | 0,361 | 0,167 | 0,231 | 0,155 | 0,161

52 | 0,796 | 2,260 | 0,352 | 1,004 | 0,241 | 0,565 | 0,210 | 0,362 | 0,163 | 0,251
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0.30

0.20 —

0.10 —| | ,

0.00
Fod \ \ o

-150 -100 -50 0 50 100 150

Figura 4.31 — Caminhos de Equilibrio para valores selecionados de o para placa

retangular sob compressao axial com x=0,b livres e y=0,a apoiados.

Considera-se agora o caso da placa sob compressdo com o bordo x=0
livre e os bordos x=b e y=0,a simplesmente apoiados (Figura 4.25). As Figuras
4.32 a 4.36 mostram os cinco primeiros modos de bifurcacdo para alguns valores
de o e os respectivos fatores de carga A Nota-se que, para este caso, a maior
carga critica entre os o estudados, ocorre novamente para o =1.0 e decresce a
medida que o aumenta. Mais uma vez os resultados numéricos concordam com

a solucao analitica apresentada anteriormente.

A =0,12659 A =0,39320 A =0,71380 A =0,80760 A =0,83874
Figura 4.32 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =1.0.

A =0,07747 A =0,19560 A =0,39337 A=0,67110 A =0,68333
Figura 4.33 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =1.5.
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A =0,06034 A =0,12661 A =0,23764 A =0,39371 A =0,59529
Figura 4.34 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =2.0.

/

ﬁ

i

A =0,05244 A =0,09475 A =0,16568 A =0,26543 A =0,39134
Figura 4.35 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =2.5.

— =
~

A =0,04815 A =0,07748 A =0,12665 A =0,19583 A =0,28525
Figura 4.36 — Cinco primeiros modos de bifurcagdo para placa retangular sob

compressao axial e o =3.0.

Para todos os o estudados, os caminhos de equilibrio apresentam-se
estaveis como demonstrado na Figura 4.37. Observa-se que neste caso a placa

apresenta uma acentuada rigidez pés-critica.
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0.30

0.20 —

000 | | | T
-60 -40 -20 0 20 40 60
w/h
Figura 4.37 — Caminhos de pés-criticos de equilibrio valores selecionados de o para

placa retangular sob compressao axial com x=0 livre e x=b e y=0,a apoiados

4.2.2.
Evolucao do Estado de Tensodes

As Figuras 4.38 e 4.39 apresentam o estudo da evolugao do estado de
tensbes da placa retangular sob compressao axial com x=0,b livres e y=0,a
apoiados e a=3.0, ao longo do caminho pos-critico de equilibrio. Para este
caso A= 0,00924.
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}\4/}\40r= 0,54

)\4/7\40[‘: 0,97

A/ A =0,54

Figura 4.39 — Distribuicao das tensdes, na face negativa de uma placa retangular sob compressao axial com o = 3.

A/ A =0,97
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7\4/}bcr= 1,04

Figura 4.38 — Distribuicao das tensdes, na face positiva de uma placa retangular sob compressao axial com o = 3.
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Nas Figuras 4.40 e 4.41, tem-se a distribuicdo das tensdes nas faces
positiva e negativa da placa (z=1h/2) a meia-altura da placa (y=a/2), para
algumas relacbes de A/A., sendo estes valores concordantes com o0s

observados nas Figuras 4.38 e 4.39.

0.16

o2 — === 0.97

0.08 —

G (kN/mm?)

0.04 — Tt et e e e - _——_— -

0.00

-0.04 ‘ ‘ ‘ ‘

0 200 400 600 800 1000
Largura da placa (mm)

Figura 4.40 — Distribuicdo das tensbes no centro y = a/2 da face positiva de uma placa

retangular sob compressdo axial com o= 3.0 e x=0,b livres e y=0,a apoiados para

algumas relagdes de A /A .
0.00

-0.08 —

G (kN/mm?)

0.20
\ \ \ \

0 200 400 600 800 1000
Largura da placa (mm)

Figura 4.41 — Distribuicao das tensdes no centro y = a/2 da face negativa de uma placa

retangular sob compressao axial com o= 3.0 e x=0,b livres e y=0,a apoiados para

algumas relagoes de A /A .
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.s’“m-'

}\4/}\40r=0,83 7\4/}\4()[:0,93 )\4/7\4(;r=1,00 }\4/7\4(;[=1,02 7\4/)\/cr=1,04

Figura 4.42 — Distribuicao das tensdes, na face positiva de uma placa retangular sob compressao axial com o = 3.

k/}bcr=0,83 7\1/7\4()[:0,93 x/}\/cr=1,00 }\//}\40|‘=1,02 7\:/}\/0‘:1,04

Figura 4.43 — Distribuicdo das tensdes, na face negativa de uma placa retangular sob compresséo axial com o = 3.
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Observa-se nas Figuras 4.44 e 4.45, o estudo da evolucao do estado de
tensbes na placa ao longo do caminho pdés-critico de equilibrio, para uma placa
retangular sob compressdo axial com o =3.0, tendo x=0 livre e x=b e y=0,a

apoiados. Para este caso A =0,04815.

0.012

0.004 —

G (kN/mm?)

0.000

-0.004

0008 \ \ \ \

0 200 400 600 800 1000
Largura da placa (mm)

Figura 4.44 — Distribuicdo das tensdes no centro da placa (y = a/2), na face positiva, para
algumas relagées de A/ A .. Placa retangular sob compressao axial com o= 3.0 e x=0

livre e x=b e y=0,a apoiados.
0.000

-0.005

-0.010

G (kN/mmz2)
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-0.020

-0.025 | | | ‘ | ‘
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Figura 4.45 — Distribuicdo das tensdes no centro da placa (y = a/2), na face negativa,
para algumas relagdes de A /A .. Placa retangular sob compressao axial com o= 3.0 e

x=0livre e x=b e y=0,a apoiados.
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