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2
Teoria de Placas Esbeltas

Neste capitulo apresenta-se um resumo da teoria ndo linear de placas
esbeltas. Um tratamento detalhado desta teoria e sua aplicagdo no estudo da
estabilidade de placas pode ser encontrado em Timoshenko & Gere (1961),
Brush & Almroth (1975), Allen & Bulson (1980), Bazant & Cedolin (1991) e Reis
& Camotim (2001), dentre outros. Este capitulo segue a formulagdo apresentada
por Brush & Almroth (1975).

2.1.
Flexao de Placas Esbeltas

Placas s&o estruturas laminares cuja geometria se caracteriza pela
existéncia de uma superficie média S, definida por duas coordenadas (x, y), € de
uma espessura h, medida segundo a normal dessa superficie ().

A teoria de placas esbeltas € similar a teoria de vigas, porém o efeito da
flexdo tem que ser avaliado nas duas direcoes.

Considere um elemento de placa retangular (dxdy), como mostra a Figura
2.1, formado pela intersec¢do de duas faixas.
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Figura 2.1 — Elemento de placa.

O objetivo da teoria de placas esbeltas é reduzir um problema tri-
dimensional a um problema bi-dimensional. As forgas e momentos internos
agindo nas faces de um elemento de placa dxdy, como mostra a Figura 2.2, tém
suas magnitudes (por unidade de comprimento) relacionadas as tensdes
internas pelas equagoes:
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h/2 h/2_

N, = jcxdz N, = .[cydz
—-h/2 -h/2
h/2_ h/2_

ny = ITxde Nyx = -[Tyxdz
—h/2 -h/2
h/2_ h/2_

Qx = ITxde Qy = .[Tyxdz (21)
-h/2 -h/2
h/2_ h/2_

M, = jcxzdz M, = I o, zdz
-h/2 -h/2
h/2_ h/2_

Mxy = ITxyZdZ Myx = J’nyZdZ
-h/2 -h/2

Onde: h é a espessura da placa

N, , N, sao as forgas normais ao plano

N,,, N, sao as forgas cisalhantes no plano

Q,, Q, s@o as forgas cisalhantes transversais ao plano
M,, M, sao os momentos fletores

M,, , M, sao os momentos torsores

6, 0, S&0 as tensdes normais ao plano

T, » T,x 80 as tensbes cisalhantes no plano

Xy ?
Os simbolos  6x, Tx, etc., denotam componentes de tensdo de um

ponto qualquer ao longo da espessura da placa, distinguindo-os de ¢, ,1,, , €tc.,

Xy’

0s quais correspondem as tensdes no plano médio (z=0).
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pZ

Figura 2.2 — Elemento de placa dxdy em configuracdo indeformada.

A teoria de placas esbeltas pode ser deduzida em termos das seguintes

aproximagoes:

A espessura da placa € pequena se comparada com as outras
dimensdes;

O plano médio da placa nao se alonga durante a flexao, permanece
uma superficie neutra analoga ao eixo neutro de uma viga;

Uma normal ao plano médio indeformado permanece reta, normal,
e inextensivel durante a deformagéo, de modo que as deformacgdes
normais e cisalhantes transversais possam ser desprezadas ao se
derivar as relagbes cinematicas da placa.

As sec¢des planas giram durante a flexao, permanecendo normais a
superficie neutra, de modo que as tensdes e deformacdes sejam
proporcionais a sua distancia da superficie neutra;

As tensbes normais transversais sao pequenas quando
comparadas com outras componentes de tensdes normais, de
modo que podem ser desprezadas nas relacbes tensao-
deformacéo.

Estas aproximacdes sao conhecidas como hipéteses de Kirchhoff. Como

conseqliéncia da primeira aproximagao, as componentes de deslocamentos de

qualquer ponto na placa, u, v, w, podem ser expressas em termos das

correspondentes quantidades do plano medio, u, v, w e das rotagées B, e B,

relativas, respectivamente, aos eixos y e x (Figura 2.3), a saber:
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u=u+zp,
v=v+2B, (2.2)
w=w
;/
v
Vv
\Tv,
R . Z_ | _p —y 7*£J777777y

Figura 2.3 — Normal a superficie média da placa antes de depois da deformacao.

Considera-se, como uma primeira aproximagdo da teoria nao-linear de

placas, que as deformacbes sejam pequenas quando comparadas com a

unidade, que as rotagbes relativas aos eixos x e y sejam moderadamente

pequenas, e que as rotacdes relativas a direcdo z seja desprezivel. Assim tem-

se as seguintes relagdes deformacgao-deslocamento para uma fibra qualquer da

placa:

- - 2
Ex =Ux + Wi
- o 2
Sy = V,y +%W,y
'ny =Uy +Vx+ +tWxWy

onde se considerou que, para esta classe de deformacgdes,

Substituindo as eqgs. (2.2) nas egs. (2.3), tem-se:
ex =g, + 2k,

gy =€, +zKk,

?xy = ny + 22kxy

(2.4)

onde ¢,,¢,,Y,, denotam as deformagdes correspondentes aos pontos no plano

médio da placa, e K, K, e K,, sdo as mudancas de curvatura.
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Assim, tém-se as relagdes cinematicas que descrevem o comportamento

geometricamente n&o-linear de placas esbeltas:

2
Ex = U’X +%BX kx = Bx,x
_ 1R 2 Bx =-w,
g, =V, +3B, 5 ky, =By, (2.5)
_ y =W,
Yy = (u,y + V,x)+ BxBy kxy = %(Bx,y + By,x)

A Lei de Hooke Generalizada para as componentes de deformacéo ex, ey

e ?Xy em um meio isotropico tem a forma:

— 1 — — —
Ex:— GX—VG +Gz
E[ (oy )]

E
— 2(1+v) =
Xy = E Xy

onde v é o coeficiente de Poisson e E é o mdédulo de elasticidade.

Como consequiéncia da segunda aproximagcdo da teoria de placas

esbeltas, 0, é desprezivel. Assim, pelas egs. (2.6), tem-se:

Gx:1_V2(Ex+V8y)
— E — —
cy:1_ 5 (€y +Vex) (2.7)
Ty =
YT o)

Substituindo as egs. (2.7) e (2.4) nas egs. (2.1) e integrando as expressoes
resultantes, obtém-se:

N, =C(g, +ve,)

M, =D(k, + vk, ) (2.8a)
Ny =C Y, M,, =D(1-v)k,
onde
Eh Eh®
C= € D=—— 2.8b
1-v? 12(1-v?) (2.8b)
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2.2.
Energia Potencial Estacionaria

Uma placa carregada estd em equilibrio se sua energia potencial total V é
estaciondria. V é estacionaria se o integrando na expressao para V satisfizer as
equacles de Euler-Lagrange.

A energia potencial total de uma placa sujeita a pressao lateral p(x,y) e
carregada nos bordos é a soma da energia de deformagdo U e a energia
potencial das cargas aplicadas, Q:

V=U+Q (2.9)

A energia de deformacgao pode ser escrita como:
1 - - = == = = - — _
U= EJ”(EX Ex +OyEy +02E2 +TxyYyy +Tyz ¥y +Tax ¥ i )1xdydz (2.10)

Omitindo vy, ,7v,, € 6., de acordo com as aproximagdes basicas da teoria

de placas esbeltas, substituindo as egs. (2.7) na eq. (2.10), tem-se:

_ E Z 2,702 -2 1-v- >
U= m”{(ex +€y° +2vexey +Tyxy }jxdydz (2.11)
Substituindo as egs. (2.4) na eq. (2.11) e integrando em z, tem-se:
u=u, +U, (2.12)
onde:
_ C 2 2 1-v 2
U, _E”(sx +g,” +2ve. g, +Tyxy }jxdy (2.13)

€ denominada energia de membrana e
Up =g”[kx2 k2 4 2ukk, +2(1-v )iy, 2 Bxdy (2.14)

€ denominada energia de flexéo.

Considerando uma carga uniformemente distribuida perpendicular a
superficie da placa, p, e uma carga uniformemente distribuida P, nos bordos y=0
e y=a, tem-se para a energia potencial, Q:

1
0= ”(gpy“,y — pW/ xdy (2.15)
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2.3.
Equacgoes de Equilibrio e Compatibilidade

Considerando o funcional de energia da eq. (2.9) e aplicando-se as
ferramentas de célculo variacional, tem-se, a partir do Principio da Energia
Potencial estacionaria, as seguintes equacdes de equilibrio em termos dos
esforcos (ver Figura 2.4):

Mox Ny =0 (2.16a)
Ny x+Ny, =0 (2.16b)
DV*w —(Nw ,, +2N, w,, +N,w ) =p (2.16c)
onde:
VAW =W e +2W sy +W (2.17)

N, +Nxde

M, +MXXdX

Figura 2.5 — Elemento de placa em configuragdo deformada — Momento.
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Pela introdugé&o de uma fungao de tenséo f definida pelas relagdes:
N,=f, Ny =f Ny =1 (2.18)

Xy Xy
Onde f=f(x,y), pode-se reduzir o problema a duas variaveis, ja que estas

expressoes satisfazem as egs. (2.16a) e (2.16b). Introduzindo as eqgs. (2.18) na
eq. (2.16c), tem-se:

DViw —(f, w, —2f, w, +f,w )=p (2.19)

Precisa-se, para resolver o problema, de uma segunda equacgao
correlacionando w e f. Considerando a compatibilidade geométrica, das egs.
(2.5) tem-se que:

2
Exyy TEyxx “Vxyxy =W xy —W xW yy (2.20)

Das egs. (2.8a) e (2.18), tem-se:

1 1

x = E(f,yy _Vf,xx) &y = E(f’xx —nyy) Yo =7

2(1+v)
F
En

g (2.21)

Assim:

V4 —Eh(w,,? -w,w,)=0 (2.22)

As egs. (2.19) e (2.22) formam um sistema de duas equag¢des com duas
variaveis, w e f. Elas sdo chamadas de equacgdes de equilibrio e compatibilidade,
respectivamente. Tais equacdes sdo conhecidas como as equagdes ndo-lineares
de Von Karman. A solucao destas equagdes permite analisar o comportamento
nao-linear de placas esbeltas, sendo esta a teoria usada no presente estudo.

2.4.
Critério de Equilibrio Adjacente

Para estudar a possivel existéncia de configuracbes de equilibrio
adjacentes, consideram-se pequenos incrementos nas variaveis de
deslocamento:

u—uy +u
VvtV (2.23)

W — W, +w,
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onde o sub-indice 0 corresponde ao estado de equilibrio cuja estabilidade se
deseja analisar e o sub-indice 1, ao estado perturbado.

Introduzindo as eqgs (2.23) nas egs. (2.16), e linearizando as equagdes
resultantes, tem-se as equagdes de equilibrio critico:
N,,, +N =0

x1,x xyly

Nyt +Nyyy =0 (2.24)

4 _
Dv Wy — (NXOW1,XX + 2I\lxyOW1,xy + Ny0W1,_Vy) =0

Assim o problema classico de estabilidade de placas, isto é, a
determinagdo das cargas e modos criticos, pode ser analisado através da
resolucdo da terceira equacao do sistema (2.24), como sera mostrado no
Capitulo 4.
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