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A
Funções Materiais para os Modelos Oldroyd-B, FENE-P e
FENE-CR

Nas anotações abaixo segue-se a convenção de sinais adotada por Bird

et al. [2].

Modelo Oldroyd-B

τττττ p + λτττττ p(1) = −ηpγ̇̇γ̇γ̇γ̇γ. (A-1)

1. Funções materiais para o escoamento simples de cisalhamento

η(γ̇) = ηs + ηp; (A-2)

ψ1(γ̇) = 2ληp; (A-3)

ψ2(γ̇) = 0. (A-4)

2. Funções materiais para o escoamento simples livre de cisalhamento

η̄1(ε̇, a) = (3 + a)

{
ηs +

[
1

1− (1− a)λε̇− (1 + a)2(λε̇)2

]
ηp

}
; (A-5)

η̄2(ε̇, a) = 2a

{
ηs +

[
1

(1 + λε̇)2 − (aλε̇)2

]
ηp

}
. (A-6)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA



Apêndice A. Funções Materiais para os Modelos Oldroyd-B, FENE-P e FENE-CR 142

3. Viscosidade elongacional

η̄1(ε̇, 0) = η̄(ε̇) = 3

{
ηs +

[
1

1− λε̇− 2(λε̇)2

]
ηp

}
. (A-7)

Modelo FENE-P

Zτττττ p + λτττττ p(1) − λ
[
τττττ p −

(ηp

λ

)
I
] D

Dt
(lnZ) = −ηpγ̇̇γ̇γ̇γ̇γ, (A-8)

em que

Z = 1 +
3

b

[
1−

(
λ

3ηp

)
tr τττττ p

]
(A-9)

e

f(Z) = Z − λ
D

Dt
(lnZ). (A-10)

1. Funções materiais para o escoamento simples de cisalhamento

η(γ̇) = ηs +

(
Z

f 2

)
ηp; (A-11)

ψ1(γ̇) = 2ληp

(
Z

f 3

)
; (A-12)

ψ2(γ̇) = 0. (A-13)

2. Funções materiais para o escoamento simples livre de cisalhamento

η̄1(ε̇, a) = (3 + a)

{
ηs +

[
Z

f 2 − (1− a)fλε̇− (1 + a)2(λε̇)2

]
ηp

}
;

(A-14)

η̄2(ε̇, a) = 2a

{
ηs +

[
Z

(f + λε̇)2 − (aλε̇)2

]
ηp

}
. (A-15)
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Apêndice A. Funções Materiais para os Modelos Oldroyd-B, FENE-P e FENE-CR 143

3. Viscosidade elongacional

η̄1(ε̇, 0) = η̄(ε̇) = 3

{
ηs +

[
Z

f 2 − fλε̇− 2(λε̇)2

]
ηp

}
. (A-16)

Modelo FENE-CR

Zτττττ p + λτττττ p(1) − λτττττ p
D

Dt
(lnZ) = −Zηpγ̇̇γ̇γ̇γ̇γ, (A-17)

em que

Z =
1− (λ/bηp)tr τττττ p

1− (3/b)
(A-18)

e

f(Z) = Z − λ
D

Dt
(lnZ). (A-19)

1. Funções materiais para o escoamento simples de cisalhamento

η(γ̇) = ηs +

(
Z

f

)
ηp; (A-20)

ψ1(γ̇) = 2ληp

(
Z

f 2

)
; (A-21)

ψ2(γ̇) = 0. (A-22)

2. Funções materiais para o escoamento simples livre de cisalhamento

η̄1(ε̇, a) = (3 + a)

{
ηs +

[
Zf

f 2 − (1− a)fλε̇− (1 + a)2(λε̇)2

]
ηp

}
;

(A-23)

η̄2(ε̇, a) = 2a

{
ηs +

[
Zf

(f + λε̇)2 − (aλε̇)2

]
ηp

}
. (A-24)
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3. Viscosidade elongacional

η̄1(ε̇, 0) = η̄(ε̇) = 3

{
ηs +

[
Zf

f 2 − fλε̇− 2(λε̇)2

]
ηp

}
. (A-25)
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B
Coeficientes do Jacobiano Relativos às Equações dos
Reśıduos

Nas equações seguintes, Ω̄ representa a integração no sistema de

referência numérico, ou seja, no domı́nio numérico, sendo |F| o determinante

da matriz de transformação de coordenadas.

Reśıduo da equação de conservação da massa, Ri
c

1. Sensibilidade com relação à velocidade axial

∂Ri
c

∂U j
k

=

∫

Ω̄

∂φj

∂x
χir|F|dΩ̄ (B-1)

2. Sensibilidade com relação à velocidade radial

∂Ri
c

∂V j
k

=

∫

Ω̄

(
∂φj

∂r
+

φ

r

)
χir|F|dΩ̄ (B-2)

3. Sensibilidade com relação à pressão

∂Ri
c

∂P j
k

= 0 (B-3)

4. Sensibilidade com relação à posição axial

∂Ri
c

∂Xj

=

∫

Ω̄

[
|F| ∂

∂Xj

(
∂uk

∂x
+

∂vk

∂r

)
+

(
∂uk

∂x
+

∂vk

∂r
+

vk

r

)
∂|F|
∂Xj

]
χirdΩ̄

(B-4)

5. Sensibilidade com relação à posição radial

∂Ri
c

∂Rj

=

∫

Ω̄

|F| ∂

∂Rj

(
∂uk

∂x
+

∂vk

∂r
+

vk

r

)
χir+
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Apêndice B. Coeficientes do Jacobiano Relativos às Equações dos Reśıduos 146

(
∂uα

∂x
+

∂vα

∂r
+

vα

r

)
∂|F|
∂Rj

χirdΩ̄ (B-5)

Reśıduo da equação de conservação da quantidade de movimento linear
axial, Ri

mx

1. Sensibilidade com relação à velocidade axial

∂Ri
mx

∂U j
k

=

∫

Ω̄

ρkφi

(
φj

∂uk

∂x
+ uk

∂φj

∂x
+ vk

∂φj

∂r

)
r|F|+

(
∂φi

∂x

∂T(xx)k

∂U j
k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂U j
k

)
r|F|dΩ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂U j
k

(fxφi)r|F|dΓ̄ (B-6)

2. Sensibilidade com relação à velocidade radial

∂Ri
mx

∂V j
k

=

∫

Ω̄

[
ρφiφj

∂uk

∂r
+

∂φi

∂x

∂T(xx)k

∂V j
k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂V j
k

]
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂V j
k

(fxφi)r|F|dΓ̄ (B-7)

3. Sensibilidade com relação à pressão

∂Ri
mx

∂P j
k

=

∫

Ω̄

[
∂φi

∂x

∂T(xx)k

∂P j
k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂P j
k

]
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂P j
k

(fxφi)r|F|dΓ̄

(B-8)

4. Sensibilidade com relação à posição axial

∂Ri
mx

∂Xj

=

∫

Ω̄

ρkφi

[
uk

∂

∂Xj

(
∂uk

∂x

)
+ vk

∂

∂Xj

(
∂uk

∂r

)]
r|F|+

[
∂

∂Xj

(
∂φi

∂x

)
T(xx)k

+
∂φi

∂x

∂T(xx)k

∂Xj
+

∂

∂Xj

(
∂φi

∂r

)
T(xr)k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂Xj

]
r|F|+

[
ρkφi

(
uk

∂uk

∂x
+ vk

∂uk

∂r

)
+

∂φi

∂x
T(xx)α +

∂φi

∂r
T(xr)k

− ρkgxφi

]
r
∂|F|
∂Xj

dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂Xj

(fxφi)r|F|dΓ̄ +

∫

Γ̄

∂|F|
∂Xj

rfxφidΓ̄ (B-9)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA
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5. Sensibilidade com relação à posição radial

∂Ri
mx

∂Rj

=

∫

Ω̄

ρkφi

[
uk

∂

∂Rj

(
∂uk

∂x

)
+ vk

∂

∂Rj

(
∂uk

∂r

)]
r|F|+

[
∂

∂Rj

(
∂φi

∂x

)
T(xx)k

+
∂φi

∂x

∂T(xx)k

∂Rj
+

∂

∂Rj

(
∂φi

∂r

)
T(xr)k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂Rj

]
r|F|+

[
ρkφi

(
uk

∂uk

∂x
+ vk

∂uk

∂r

)
+

∂φi

∂x
T(xx)k

+
∂φi

∂r
T(xr)k

− ρkgxφi

]
∂|F|
∂Rj

rdΩ̄

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(fxφi)r|F|dΓ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(r|F|)fxφidΓ̄ (B-10)

Reśıduo da equação de conservação da quantidade de movimento linear
radial, Ri

mr

1. Sensibilidade com relação à velocidade axial

∂Ri
mr

∂U j
k

=

∫

Ω̄

[
ρkφiφj

∂vk

∂x
+

∂φi

∂x

∂T(xr)k

∂U j
k

+
∂φi

∂r

∂T(xr)k

∂U j
k

+
φi

r

∂T(θθ)k

∂Uk
k

]
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂U j
k

(frφi)r|F|dΓ̄ (B-11)

2. Sensibilidade com relação à velocidade radial

∂Ri
mr

∂V j
k

=

∫

Ω̄

ρkφi

(
uk

∂φj

∂x
+ φj

∂vk

∂r
+ vk

∂φj

∂r

)
r|F|+

(
∂φi

∂x

∂T(xr)k

∂V j
k

+
∂φi

∂r

∂T(rr)k

∂V j
k

+
φi

r

∂T(θθ)k

∂V j
k

)
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂V j
k

(frφi)r|F|dΓ̄

(B-12)

3. Sensibilidade com relação à pressão

∂Ri
mr

∂P j
k

=

∫

Ω̄

[
∂φi

∂x

∂T(xr)k

∂P j
k

+
∂φi

∂r

∂T(rr)k

∂P j
k

+
φi

r

∂T(θθ)k

∂P j
k

]
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂P j
k

(frφi)r|F|dΓ̄ (B-13)
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4. Sensibilidade com relação à posição axial

∂Ri
mr

∂Xj

=

∫

Ω̄

ρkφi

[
uk

∂

∂Xj

(
∂vk

∂x
) + vk

∂

∂Xj

(
∂vk

∂r
)

]
r|F|+

[
∂

∂Xj

(
∂φi

∂x

)
T(xr)k

+
∂φi

∂x

∂T(xr)k

∂Xj
+

∂

∂Xj

(
∂φi

∂r

)
T(rr)k

+
∂φi

∂r

∂T(rr)k

∂Xj
+

φi

r

∂T(θθ)k

∂Xj

]
r|F|+

ρkφi

(
uk

∂vk

∂x
+ vk

∂vk

∂r

)
∂|F|
∂Xj

r+

(
∂φi

∂x
T(xr)k

+
∂φi

∂r
T(rr)k

− ρkgrφi +
φi

r
T(θθ)k

)
∂|F|
∂Xj

rdΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂Xj

(frφi)r|F|dΓ̄ +

∫

Γ̄

∂|F|
∂Xj

rfrφidΓ̄ (B-14)

5. Sensibilidade com relação à posição radial

∂Ri
mr

∂Rj

=

∫

Ω̄

ρkφi

[
uk

∂

∂Rj

(
∂vk

∂x

)
+ vk

∂

∂Rj

(
∂vk

∂r

)]
r|F|+

[
∂

∂Rj

(
∂φi

∂x

)
T(xr)k

+
∂φi

∂x

∂T(xr)k

∂Rj
+

∂

∂Rj

(
∂φi

∂r

)
T(rr)k

+
∂φi

∂r

∂T(rr)k

∂Rj

]
r|F|+

[
ρkφi

(
uk

∂vα

∂x
+ vk

∂vk

∂r

)
+

∂φi

∂x
T(xr)k

+
∂φi

∂r
T(rr)k

− ραgrφi +
φi

r
T(θθ)k

]
∂|F|
∂Rj

r

(
φi

r

∂T(θθ)k

∂Rj

− φi

r2
φjT(θθ)k

)
r|F|dΩ̄+

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(frφi)r|F|dΓ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(r|F|)frφidΓ̄ (B-15)

Reśıduo da equação da malha na direção elementar ξ, Ri
ξ

1. Sensibilidade com relação à velocidade axial

∂Ri
ξ

∂U j
k

= 0 (B-16)

2. Sensibilidade com relação à velocidade radial

∂Ri
ξ

∂V j
k

= 0 (B-17)
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3. Sensibilidade com relação à pressão

∂Ri
ξ

∂P j
k

= 0 (B-18)

4. Sensibilidade com relação à posição axial

∂Ri
ξ

∂Xj

=

∫

Ω̄

∂

∂Xj

(
∂ξ

∂x

∂φi

∂x
+

∂ξ

∂r

∂φi

∂r

)
|F|+

∂

∂Xj

(
∂ξ

∂x

∂φi

∂x
+

∂ξ

∂r

∂φi

∂r

)
∂|F|
∂XJ

dΩ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Xj

(φi∇ξ · n)dΓ̄ (B-19)

5. Sensibilidade com relação à posição radial

∂Ri
ξ

∂Rj

=

∫

Ω̄

∂

∂Rj

(
∂ξ

∂x

∂φi

∂x
+

∂ξ

∂r

∂φi

∂r

)
|F|+

∂

∂Rj

(
∂ξ

∂x

∂φi

∂x
+

∂ξ

∂r

∂φi

∂r

)
∂|F|
∂RJ

dΩ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(φi∇ξ · n)dΓ̄ (B-20)

Reśıduo da equação da malha na direção elementar η, Ri
η

1. Sensibilidade com relação à velocidade axial

∂Ri
η

∂U j
k

= 0 (B-21)

2. Sensibilidade com relação à velocidade radial

∂Ri
η

∂V j
k

= 0 (B-22)

3. Sensibilidade com relação à pressão

∂Ri
η

∂P j
k

= 0 (B-23)

4. Sensibilidade com relação à posição axial

∂Ri
η

∂Xj

=

∫

Ω̄

∂

∂Xj

(
∂η

∂x

∂φi

∂x
+

∂η

∂r

∂φi

∂r

)
|F|+
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∂

∂Xj

(
∂η

∂x

∂φi

∂x
+

∂η

∂r

∂φi

∂r

)
∂|F|
∂XJ

dΩ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Xj

(φi∇η · n)dΓ̄ (B-24)

5. Sensibilidade com relação à posição radial

∂Ri
η

∂Rj

=

∫

Ω̄

∂

∂Rj

(
∂η

∂x

∂φi

∂x
+

∂η

∂r

∂φi

∂r
)|F|+

∂

∂Rj

(
∂η

∂x

∂φi

∂x
+

∂η

∂r

∂φi

∂r
)
∂|F|
∂RJ

dΩ̄ +

∫

Γ̄

∂

∂Rj

(φi∇η · n)dΓ̄ (B-25)
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C
Análise de Incertezas

É interessante realizar uma análise de incertezas tanto para a fração

mássica de ĺıquido depositada na parede do tubo capilar (parâmetro dese-

jado) quanto para o número de capilaridade do experimento (parâmetro de

variação).

A fração mássica de ĺıquido depositada na parede do tubo capilar tem

a seguinte dependência funcional:

m = m(U, U), (C-1)

onde U é a velocidade da ponta da bolha e U é a velocidade média da fase

deslocada suficientemente distante da ponta da bolha.

Para o cálculo da propagação das incertezas, segue-se a proposta de

Kline e McClintock [26]:

δm2 =

(
∂m

∂U
δU

)2

+

(
∂m

∂U
δU

)2

, (C-2)

que na forma de frações pode ser expressa por:

(
δm

m

)2

=

(
δU

U

)2

+

(
δU

U

)2

. (C-3)

A incerteza na velocidade na ponta da bolha é dada por:
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(
δU

U

)2

=

(
δ∆x

∆x

)2

+

(
δ∆t

∆t

)2

, (C-4)

onde ∆x é a distância percorrida pela bolha entre duas listras preferenciais,

e ∆t é o intervalo de tempo para percorrê-las.

Por outro lado, a incerteza na velocidade média é dada por:

(
δU

U

)2

=

(
δM

M

)2

+

(
δ∆t

∆t

)2

+

(
δρ

ρ

)2

+

(
δR0

R0

)2

, (C-5)

onde M é a massa coletada durante o intervalo de tempo ∆t, ρ é a massa

espećıfica do ĺıquido de trabalho e R0 é o raio interno do tubo capilar.

Por sua vez, o número de capilaridade do escoamento é dado por:

Ca =
ηU

σ
, (C-6)

onde η é a viscosidade total da fase ĺıquida e σ é a tensão interfacial entre

o gás penetrante inv́ıscido e o ĺıquido deslocado.

Sua incerteza pode ser calculada como:

(
δCa

Ca

)2

=

(
δη

η

)2

+

(
δU

U

)2

+

(
δσ

σ

)2

. (C-7)

Foram utilizados os seguintes valores para o cálculo das incertezas

individuais:

(1) ∆x: menor divisão medida com uma régua num intervalo de 100

mm;

(2) ∆t: desvio padrão de uma média de dez corridas;

(3) M : desvio padrão de uma média de dez corridas;

(4) ρ: incerteza da técnica do denśımetro;

(5) R0: incerteza da técnica do denśımetro;

(6) η: incerteza do viscośımetro Cannon-Fenske;

(7) σ: desvio padrão de uma média de dez medidas.
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Todas as medidas foram feitas na temperatura do experimento (≈ 22◦

C).

As tabelas abaixo mostram cada uma das incertezas mencionadas,

bem como as incertezas finais na fração mássica depositada e no número de

capilaridade.

Tabela C.1: Propagação das incertezas na fração mássica depositada na
parede do tubo capilar.

∆x ∆t M ρ R0 mmmmm

±1, 00% ±0, 82% ±1, 70% ±0, 20% ±0, 55% ±2, 21%±2, 21%±2, 21%±2, 21%±2, 21%

Tabela C.2: Propagação das incertezas no número de capilaridade do
escoamento.

∆x ∆t η σ CaCaCaCaCa

±1, 00% ±0, 82% ±0, 14% ±0, 41% ±1, 36%±1, 36%±1, 36%±1, 36%±1, 36%
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D
Análise de Escala do Problema

Considere um diagrama esquemático t́ıpico do problema de desloca-

mento de fluidos em um tubo capilar [14]:

Figura D.1: Análise de escala do problema de deslocamento de fluidos em
um tubo capilar.

Aqui, δ é o tamanho caracteŕıstico da espessura de ĺıquido, R0 é o

raio do tubo, Rb é o raio da bolha, U é uma escala de velocidade t́ıpica do

problema, x é a coordenada longitudinal e r é a coordenada radial.

Considere, também, que ρ é a massa espećıfica do ĺıquido base (fluido

2), µ é a viscosidade de cisalhamento do ĺıquido base (fluido 2), σ é a tensão

superficial e k é uma curvatura caracteŕıstica (k ∼ 1/Ro).
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Note que R0 ∼ Rb se δ ¿ 1.

Considere a aproximação de lubrificação no escoamento do filme

ĺıquido. Para que os efeitos de inércia sejam desprezados com relação aos

efeitos viscosos, devemos ter

(
R0Uρ

µ

)(
δ

Ro

)2

¿ 1.

Desde que δ ¿ Ro, do detalhe na figura observamos que

r = R0 + δ − (R2
0 − x2)1/2,

ou ainda

r = R0 + δ −R0

(
1− (x/R0)

2
)1/2

.

Uma aproximação parabólica do perfil da bolha r(x) nas vizinhanças do

ponto onde δ ¿ R0 (ver figura) é válida quando x/Ro ¿ 1. Usando

desenvolvimento em série binomial, temos

r ∼ R0 + δ −R0

(
1− 1

2
(x/R0)

2 + . . .

)

e, portanto,

r ∼ δ +
x2

2R0

.

Nas vizinhanças do ponto onde δ ¿ R0, r ∼ δ. Conseqüentemente,

x ∼
√

R0δ.

Caso de Ĺıquido Newtoniano, De = 0

Na condição Newtoniana (De = 0) gradientes de pressão capilar

balanceiam efeitos viscosos. Portanto,

dp

dx
∼ µ

d2u

dr2

σ

Ro(Roδ)1/2
∼ µU

δ2
.
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Resolvendo a equação acima para δ, obtemos

(δ/Ro)
3/2 ∼ µU/σ,

e em termos do número de capilaridade,

δ ∼ RoCa2/3.

Note que no caso de δ ∼ Ro (nas vizinhanças da frente da bolha), x ∼ Ro

e, portanto,

δ ∼ RoCa1/2.

Caso não-Newtoniano

Para o caso não Newtoniano consideramos uma camada limite elástica

de espessura t́ıpica da ordem de δ. Considerando τ o tempo de relaxação

da macromolécula e γ̇ a taxa de cisalhamento do escoamento, uma escala

caracteŕıstica da tensão elástica σe é expressa como sendo simplesmente

σe ∼ µτ
∂γ̇

∂t
.

Escoamentos em que De ¿ 1

Neste caso a escala de tempo t́ıpica do escoamento é

t ∼ 1/γ̇ ∼ U/R0.

Portanto, a força elástica por unidade de volume, fe, possui a seguinte escala:

fe = dσe/dx ∼ µτ(U/Ro)
2 1/(Roδ)

1/2.

Agora, nessa região de camada limite, forças viscosas balanceiam forças

elásticas tal que

µτ(U/Ro)
2 1/(Roδ)

1/2 ∼ µU/δ2.

Do balanço acima,

(δ/Ro)
3/2 ∼ (Ro/U)/τ,
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então,

δ ∼ RoDe−2/3.

Os argumentos de escala mostram que a espessura de uma camada limite

elástica localizada em regiões em que x ∼ (δRo)
1/2 e De ¿ 1 decresce

algebricamente com expoente De−2/3.

Escoamentos em que De ∼ 1

Neste caso, uma escala de tempo t́ıpica do escoamento é da ordem

do tempo de relaxação da macromolécula, i.e. t ∼ τ . Portanto, a escala da

força elástica em regiões do escoamento em que De ∼ 1 pode ser expressa

na forma

fe = dσe/dx ∼ µ

τ

1

(R0δ)1/2
,

que novamente nessa camada limite elástica deve estar em balanço com as

forças viscosas:
µ

τ

1

(R0δ)1/2
∼ µ

U

δ2
.

Nestas condições determinamos que:

δ ∼ R0De2/3.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA




