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Formulacao Matematica e Modelagem Computacional

2.1
Formulacao de problemas de escoamento com superficie livre

Uma caracteristica distinta do escoamento de fluidos com superficie
livre!, quando comparados com outros escoamentos, é a existéncia de
interfaces fluido-fluido (ou seja, gas-liquido ou liquido-liquido). Interfaces
exercem um efeito marcante no escoamento de fluidos e, portanto, exigem
que se compreenda o fendomeno a fim de modelar corretamente problemas
de escoamento de sua categoria.

A fim de motivar o tratamento matematico do escoamento com su-
perficie livre, considere a configuragao fisica especifica mostrada na fig.(2.1).
Aqui, duas porgoes de fluidos imisciveis estao escoando no dominio como
mostrado. A seguir, procede-se a identificacao das equagoes e das condigoes
de contorno que governam o escoamento com uma interface de separacao
dos fluidos. Apesar do exemplo particular, as equagoes a serem apresenta-
das sao gerais e podem ser usadas em qualquer configuragao, nao estando
restritas ao escoamento da fig.(2.1).

Escoamentos multifdsicos, tais como o mostrado na fig.(2.1)), sdo uma
combinacao de escoamentos de fases fluidas simples?, conectados através
do seu contato em interfaces. Assim, ao definir as equagoes que governam

a mecanica de escoamentos multifasicos, que englobam a conservacao de

'Uma discussdo mais detalha sobre as notas que se seguem pode ser encontrada no
capitulo 2 do livro Liquid Film Coating, editado por S. F. Kistler e P. M. Schweiser e
publicado em 1997 por Chapman & Hill em Londres.

2No escoamento de fluidos onde existe mais de um fluido, é comum referir-se a cada
fluido como uma fase, nao importando se o fluido é um gas ou um liquido
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Figura 2.1: Configuracao de um escoamento multifasico usada para motivar
a descricao do escoamento com superficie livre.

massa e a conservagao de quantidade de movimento, examina-se o escoa-
mento de uma tunica fase. As caracteristicas tinicas conferidas ao escoamento
pela interface e pelas fronteiras solidas entram na descricao da mecanica de
escoamentos multifasicos como condicoes de contorno, que sao apresenta-
das subseqiientemente as consideragoes das equacoes de conservagao para
uma fase fluida simples. Como a presente investigacao sera idealizada em
regime isotérmico, a equacgao de conservacao da energia fica identicamente

satisfeita, nao sendo necessario, portanto, aborda-la.

2.1.1
Equacoes de conservacao

O menor “corpo”de fluido que pode ser estudado ainda dentro das
restricoes da mecanica do continuo é chamado de elemento de fluido. As
equagoes da mecanica dos fluidos governam o movimento dos elementos de
fluido. Tais equacoes podem ser derivadas da aplicagao de leis de conservagao
a uma colecao de elementos de fluido, também chamados pontos materiais,

que por definicao consistem sempre das mesmas particulas de fluido a
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medida que as fronteiras do corpo material sao distorcidas e transladam no

tempo. Estas equacoes, na sua forma diferencial, sao apresentadas abaixo:

Conservacao de massa

A equacao de conservacao de massa estabelece que nao pode haver
taxa liquida de massa adicional dentro de um volume fixo no escoamento.

Em termos da derivada material

D 0
Di ot (u-V),
escreve-se.
Dp
_F . — 2-1
Dt +p(V-u) =0, (2-1)

em que p é a massa especifica do fluido e u é o seu vetor velocidade.

Conservacao de quantidade de movimento linear

A equacao de conservacao de quantidade de movimento linear estabe-
lece que o produto massa x aceleragao de um elemento de fluido é igual a
soma das forgas atuando na superficie do corpo (cuja informagao estd arma-
zenada no tensor das tensoes) com as forgas atuando no volume do corpo
(considerando, aqui, apenas as forgas gravitacionais):

Du

_ZV-T 2_2
P D + pg (2-2)

A fim de utilizar a forma diferencial da equacao de conservacao
de quantidade de movimento linear, necessita-se relacionar o tensor das
tensoes T ao tipo de fluido e de escoamento. Tal relacao é chamada
uma equacao constitutiva, e a sua determinagao é objeto de ocupagao da
ciencia chamada Reologia. Geralmente, estas relagoes sao determinadas
experimentalmente. Qualquer equacao constitutiva pode ser postulada.
Entretanto, a justificativa para tal postulado deve residir no acordo entre as

previsoes tedricas resultantes e as observagoes experimentais para o fluido
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em particular. Além do mais, Oldroyd [35] propds que, para uma equagao
constitutiva ser admissivel (ou reologicamente invariante) a mesma deve

obedecer a trés quesitos:
1. Ser invariante na forma sob uma mudanca do sistema de coordenadas;

2. Ser invariante nos valores sob uma mudanga translacional ou rota-
cional do elemento de fluido a medida que o mesmo se desloca no

espago;

3. Ser invariante nos valores sob uma mudanca da histéria reoldgica de

elementos de fluido vizinhos.

Acontece que todas as equagdes constitutivas relevantes aos escoamentos
com superficie livre sao uma soma de forgas de pressao com forgas viscosas.

Assim, o tensor das tensoes pode ser escrito como

T=—-pl+7T (2-3)

em que I e 7 sao, respectivamente, o tensor identidade e o tensor das
tensoes viscosas ou tensor extra tensao. Consequientemente, os esforcos da
Reologia para identificar equagoes constitutivas devem ser concentrados na

determinacao da forma apropriada do tensor extra tensao.

2.1.2
Condicoes de contorno

Na solugao de um problema de mecanica dos fluidos, a variacao no
campo de escoamento depende da importancia relativa dos varios termos
nas equacgoes de conservacao de massa e de quantidade de movimento linear.
A importancia de cada termo pode ser determinada através de argumentos
que implicitamente dependem da interacao do escoamento com as paredes
solidas e com o gas que circunda o dominio do escoamento. Isto salienta
a importancia fisica que as fronteiras do dominio de um escoamento tém
sobre o préprio escoamento do fluido. Para enfatizar ainda mais esse ponto,

note-se que até agora as leis de conservacao apresentadas sao geralmente
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aplicadas a uma fase unica do escoamento. Assim, para o dominio mostrado
na fig.(2.1)), a conservagao de massa e de quantidade de movimento linear sao
aplicadas a cada fase separadamente. Claramente, para o caso em que duas
fases distintas de fluidos entram em contato, o carater iinico do escoamento
resultante é determinado pelas condicoes aplicadas ao longo da interface
fluido-fluido. A informacao fisica introduzida através dos contornos satisfaz
o requisito matematico de que condicoes de contorno sao necessarias para
resolver unicamente as equacoes diferenciais que governam a mecanica dos
fluidos. A seguir, consideram-se as diversas condigoes de contorno que sao

geralmente aplicadas a escoamentos com superficie livre.

Condicao de contorno cinematica

A condigcao de contorno cinemdtica fornece uma restricdo ao esco-
amento estabelecendo a satisfacao da conservacao de massa através das

fronteiras do dominio do escoamento. Em notagao tensorial:

p1(u; —u,) -n; — pa(uy —u,) -n; =0 na interface. (2-4)

Nesta equagao, p; e p sao as massas especificas das fases 1 e 2, u; e uy sao
as velocidades das fases 1 e 2, u, ¢é a velocidade da interface e n; é o vetor
unitario normal a interface que aponta na direcao da fase 2. Na fig.(2.2)
de referéncia, t é o vetor unitario tangente a interface e os vetores normais
obedecem a convencao n; = —ns.

A eq.(2-4) ¢é a forma geral da condigdo de contorno cinemética
(também chamada de salto no balango de massa), e aplica-se tanto para
fronteiras permedaveis quanto impermeaveis. Se, por exemplo, a fase 1 é um
solido impermeavel, sua componente normal da velocidade, u; - ny, sera
idéntico ao componente normal da velocidade da superficie, u, - n; = u,.

Assim, a eq.(2-4) simplifica-se para

uy -n; =u, na superficie, (2-5)

significando que o componente da velocidade do fluido normal a superficie
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Figura 2.2: Representacao de uma interface separando duas fases fluidas.

solida é igual ao componente normal da velocidade do sélido em si. Se,
por outro lado, a fase 1 também ¢é um fluido, de modo que a fronteira
solida é substituida por uma interface fluido-fluido através da qual nao ha

transferéncia de massa, entao a eq.(2-4) indica que a fase 1 satisfaz
u; -n; = u, na interface, (2-6)

enquanto que para a fase 2 a eq.(2-5) permanece vélida.

Condicao de nao deslizamento

A eq.(2-4) apresenta uma rela¢ao entre o componente normal da ve-
locidade em cada fase em uma interface e sua relagao com a velocidade da
interface em si. Também h& uma necessidade de restringir o movimento de
elementos de fluido em cada fase ao longo da interface. Uma hipdtese lar-
gamente utilizada em escoamentos viscosos é que a componente tangencial
da velocidade é continua através de superficies em contato. Esta hipdtese
¢é aplicada tanto para superficies sélidas quanto fluidas. Em outras pala-

vras, supoe-se que a componente tangencial da velocidade da fase 1 é igual


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0115625/CA

Capitulo 2. Formulacao Matematica e Modelagem Computacional 38

a componente tangencial da velocidade da fase 2 na superficie de contato.
Em notacao tensorial:

up - t = us - t, (2—7)

em que t é o vetor unitario tangente a superficie. Se a superficie em contato
com o fluido é a de um sélido, prescreve-se a velocidade do sélido como uy,

e reescreve-se a eq.(2-7) como

u; -t =u,-t. (2-8)

Esta condicao de nao deslizamento fornece previsoes de escoamento em exce-
lente acordo com experimentos para uma larga faixa de configuragoes fisicas.
H4, entretanto, uma excecao digna de nota em que analises matematicas do
escoamento que utilizam esta condicao de contorno apresentam dificulda-
des. A excecao surge em campos do escoamento que envolvem uma inter-
face fluido-fluido mével onde a interface estd em contato com uma parede
sélida (na literatura inglesa é conhecida como mowving contact line problem).
Porém, mesmo em tais casos, a condi¢ao de nao deslizamento pode ser apli-
cada sobre o dominio geral do fluido, ficando as dificuldades matemaéticas
restritas a uma regiao proxima da vizinhanca da linha de contato entre a

interface e a superficie sélida.

Aplicacao das condicoes cinematica e de nao deslizamento a uma
interface fluido-fluido impermeavel

A condic¢ao de contorno cinematica e a condigao de nao deslizamento,
juntamente com as equacoes de conservacao, perfazem tudo o que é ne-
cessario para descrever o escoamento de uma fase tnica de um fluido em
contato com uma superficie solida rigida. Estas condi¢oes também se apli-
cam a um escoamento de multiplas fases. Considere, por exemplo, a interface
fluido-fluido mostrada na fig.(2.1). Como a condigao de nao deslizamento se
aplica na interface, vale a eq.(2-7). Além do mais, a condigao cinematica deve
ser aplicada para ambos os fluidos na interface fluido-fluido. No escoamento

considerado, a taxa de transferéncia de massa entre as fases é normalmente
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pequena o suficiente de modo que seu impacto no escoamento é desprezivel,
e assim a condicao cinematica para uma superficie impermedvel é dada pelas

egs.(2-5) e (2-6). Combinando-se estas equagdes, obtém-se
u;-n=1u;-n, na interface, (2-9)

onde se removeu o indice do vetor normal por entender aqui que n é um

vetor unitdrio normal & superficie. As eqs.(2-7) e (2-9) juntas implicam que

u; = up na interface, (2-10)

isto é, a velocidade deve ser continua através de uma interface impermeavel.
Note-se, entretanto, que a eq.(2-10) nao diz nada sobre a restrigao de impe-
netrabilidade que deve existir na interface fluido-fluido. Assim, a condicao
cinemdtica para uma das fases (dada pela eq.(2-5) ou pela (2-6)) deve ser
aplicada junto com a eq.(2-10) a fim de prover informagao essencial sobre o

movimento da interface, bem como das duas fases sobre a interface.

Condicao de contorno dinamica

Até agora, a discussao envolvendo condi¢oes de contorno limitou-se
puramente a consideragoes cineméticas (do movimento). A forma na qual
tensoes se transmitem através de uma interface ou, o que é equivalente, a
forma na qual forcas se equilibram em uma interface precisa ser igualmente
considerada.

Aplicando-se um balanco de forcas num corpo material que contém
duas fases fluidas distintas pode-se obter a forma diferencial da condicao de

contorno de tensoes na interface:
n-(Ty—T;)+V*- T, =0 na interface. (2-11)

Aqui, T; e Ty sao tensores representativos das tensoes exercidas pelas fases
1 e 2, respectivamente, sobre a interface. Entretanto, muitos fenémenos

observados na mesma s6 podem ser explicados através da introducao de um
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termo adicional representativo de uma tensao (forca superficial) exercida
pela propria interface sobre o escoamento. Este tensor é denotado por T,
que é o tensor das tensoes atuando na interface entre os fluidos. O termo
V# . T, representa o fluxo de tensoes ao longo da interface, em que V* é o
operador divergente decomposto no plano tangente a superficie de contato
entre os fluidos, que se relaciona com o operador divergente tridimensional
como

Vi=(I—-nn)-V. (2-12)

A eq.(2-11) é chamada de condi¢do de contorno dinamica, assim
denominada por possuir sua origem num balanco de forcas. Basicamente,
a mesma estabelece que se a interface possui a habilidade de exercer uma
forga num corpo material, que é caracterizada por um valor nao nulo de T,
entao surge um salto de tensoes através da interface. Por outro lado, se a
interface nao possui nenhuma propriedade indutora de forcas, entao T, = 0

e a eq.(2-11)) torna-se
n-(Ty—T;) =0 na interface, (2-13)

o que indica uma continuidade de tensoes através da interface.

Como no caso do tensor das tensoes superficiais, T, deve-se definir uma
equagao constitutiva a fim de relacionar T, a quantidades fisicas associadas
a interface, e a justificativa para qualquer tal relacao reside novamente no
acordo entre teoria e experimento. A equacao constitutiva mais simples é
dada por

T, =ol°, (2-14)

em que o é a tensao superficial e I? é o tensor identidade no plano tangente
a superficie de contato entre os fluidos, definido em termos do tensor

identidade tridimensional, I, como
I’=1—nn. (2-15)

Substituindo as egs.(2-14)) e (2-15) na eq.(2-11), aplicando varias identidades
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tensoriais e empregando a eq.(2-12)) chega-se a

(pp—pe)n+n-(ra—71)+ Vo — ;_n =0 na interface. (2-16)

Aqui, R,, é o raio médio de curvatura da interface, que se relaciona com o

vetor normal unitario apontado para fora como

1 1,

Para o caso estatico, os unicos termos nao nulos na eq.(2-16) estao na

dire¢ao normal, e a eq.(2-16) fica

2
Ap=1p; —ps = R_a na interface. (2-18)

m

A equagao constitutiva mais simples (eq.(2-14)) é responsével pelo efeito da
tensao superficial no salto de pressao através de uma interface curva, como
descrito originalmente por Young e Laplace.

Para dar uma interpretacao fisica do raio médio de curvatura, R,,,
considere a fig.(2.3). O raio médio de curvatura de uma interface em um
dado ponto pode ser visualizado pela construcao de dois planos perpendicu-
lares, Pl; e Ply, cuja linha de intersecao coincide com o vetor normal, n,
apontado para fora naquele ponto. As intersecoes da interface com cada
plano fornecem duas curvas, C; e Cy. O raio médio de curvatura relaciona-
se com a curvatura destas duas curvas no ponto de interesse. Determina-se
a curvatura de cada curva fazendo com que dois circulos (circulo de raio
Ry e circulo de raio Ry) tangenciem cada curva no ponto de interesse de
modo tal que as primeiras e segundas derivadas dos circulos no ponto sejam
iguais as derivadas das curvas. Assim, o raio médio de curvatura no ponto

de interesse é dado por

L jzl ! + ! (2-19)
Rn "~ 2\Ri Ry
onde a escolha apropriada do sinal depende da configuracao do problema

em questao.

A relagdo matematica entre o raio médio de curvatura e a parame-
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trizacao de uma dada superficie é uma funcao nao linear complicada da
forma da superficie. Logo, com excecao de formas simples tais como su-
perficies planas, cilindricas e esféricas, em que 1/R,, é uma constante, a
aparéncia de tal expressao matematica na condicao de contorno dinamica
torna os sistemas com interface extremamente dificeis de se resolver exata-

mente.

oy
| |

Figura 2.3: Representacao dos raios principais de curvatura, R; e Rs.

Angulos de contato

A expressao matematica para a curvatura de uma interface arbitréria
possui derivadas na interface, implicando na necessidade de condicoes de
contorno adicionais na determinacao da parametrizacao da interface. Em
problemas de superficie livre, é comum ter uma ou mais interfaces fluido-
fluido entrando em contato com uma superficie sélida. Tal linha tocando a
superficie solida é chamada de linha de contato, e o angulo de intersecao da
linha de contato com a superficie sélida, ¢, é chamado de angulo de contato
(ver fig.(2.4)). A localizagao da linha de contato, ou a variagdo no angulo de
contato ao longo desta linha, fornece as condigoes de contorno necessarias
para resolver as formas da interface.

Angulos de contato apresentam duas propriedades bésicas:
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1. Em um caso estatico, em que nao ha escoamento, o angulo de contato
é profundamente afetado pelas caracteristicas da superficie sélida, dos
fluidos e da interface. Assim, mudando as propriedades do material do

sistema é provavel que se varie o valor deste angulo.

2. Em um caso em que a linha de contato se move, o angulo de con-
tato (agora referido como angulo de contato dinamico), ainda é afe-
tado pelas propriedades do material. Entretanto, angulos de contato
dinamicos observados experimentalmente, chamados de angulos de
contato aparentes, dependem também do campo de escoamento en-

contrado no dominio de medigao.

Linha
de

contato \

Fluido 2

Interface \ \
/ Sélido
Angulo
de
Fluido 1 contato

Figura 2.4: Definicao do angulo de contato.

A necessidade de impor restricoes a interface em si, tais como o valor
do angulo de contato ou a localizacao da linha de contato, estd intimamente
relacionada ao surgimento do termo de curvatura na condi¢ao de contorno
dinamica. Nos casos em que a interface possui tensao superficial nula, ou nos
casos em que o operador divergente na superficie é desprezado por meio de
aproximacoes, um sistema de equacoes ficard superespecificado se condi¢oes
de angulo de contato ou linha de contato forem impostas na interface sem

relaxar outras restrigcoes no dominio.
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2.2
Formulacao do problema de deslocamento de liquidos viscoelasticos em
um tubo

O deslocamento de fluidos em tubos é um caso particular do problema
de escoamento com superficie livre. Sendo esse o objeto de interesse desta
tese, apresenta-se a seguir a forma apropriada das equacoes de conservacao,

bem como das condi¢oes de contorno, relevantes ao problema especifico.

2.2.1
Equacoes de conservacao

As equagodes que governam o problema hidrodinamico do deslocamento
de fluidos incompressiveis em um tubo sao a equagao de conservacao da
massa e a equacao de conservacao da quantidade de movimento linear,

particularizadas e escritas abaixo em notagao tensorial.

1. Equacao de conservacao da massa

V-u, =0 (2-20)

2. Equagao de conservagao da quantidade de movimento linear

Prug - Vuk = —Vpk + V- Tr + P8 (2—21)

Note que ambos os escoamentos ocorrem em regime permanente.
Estas equacoes devem ser satisfeitas pelas duas fases fluidas, que sao
identificadas segundo o valor 1 ou 2 do indice k representativo da fase em
questao e correspondente a convencao da fig.(1.3). O sistema de referéncia
¢é posicionado no cruzamento da linha de simetria do escoamento com a
interface entre os dois fluidos (ponta da bolha)®. Deste modo, a bolha
permanece fixa enquanto as paredes se movem com velocidade constante. O

vetor velocidade é denotado por u, a pressao por p, a aceleracao da gravidade

3E comum referir-se & fase que penetra no outro fluido como uma longa bolha de
fluido


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0115625/CA

Capitulo 2. Formulacao Matematica e Modelagem Computacional 45

local por g, a massa especifica por p e o tensor extra tensao por 7. O tensor
extra tensao varia com o tensor taxa de deformagao do escoamento segundo
o modelo constitutivo utilizado.

Como o escoamento se dd em um tubo, apresentam-se a seguir as

equacoes de conservacao em coordenadas cilindricas.

1. Equacao de conservacao da massa

10

B (rug) + 3 (ug) =0 (2-22)

ox
2. Equacgao de conservacao da quantidade de movimento linear na direcao

axial

Ouy, Ouy, 10 0 P,
Pk (%W +Uk%) = [;8_7“ (TT(m)k) + Iz (T(:cx)k):| T on (2-23)

3. Equagao de conservacao da quantidade de movimento linear na direcao

radial

r

Ovy, oy, 10 T(6) 0
" (a— N a_> B {; or o) = T+ g (o) | =

— L4 g (2-24)

Nestas equagoes, u e v sao as componentes da velocidade nas diregoes
axial e radial, respectivamente, g ¢ a componente da aceleracao da gravidade
local na direcao radial e 7,4, Tys, Tyr, Ter € Tgg S0 as componentes do tensor

extra tensao.

2.2.2
Modelos constitutivos

Na solucao do problema de deslocamento de fluidos, assim como na
solucao de um problema geral de mecanica dos fluidos, depara-se com o
seguinte desafio: dado um problema especifico, procura-se obter o perfil de

velocidade do escoamento por meio da solugao das equagoes de conservagao
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utilizando um modelo constitutivo conveniente (uma equagao constitutiva
nada mais é do que uma expressao para o tensor das tensoes em funcao de
alguns tensores cineméticos); em seguida utiliza-se a distribuigao de veloci-
dade obtida para adquirir informagcoes de interesse do problema especifico.

Nesta tese deseja-se investigar no problema complexo de deslocamento
de fluidos os efeitos dinamicos de certos fluidos elasticos. Como a escolha do
modelo constitutivo deve refletir as caracteristicas reolégicas do fluido de
trabalho, bem como da complexidade do escoamento de interesse, procura-
se utilizar aqui equagoes constitutivas mais gerais que sejam 1teis em
escoamento arbitrarios.

Para analisar numericamente a fisica do esticamento de polimeros,
bem como determinar as modificagoes no campo de escoamento devido
ao deslocamento de liquidos viscoelasticos em tubos capilares, supoe-se
o liquido viscoelastico como sendo uma solucao polimérica diluida com
n moléculas poliméricas por unidade de volume. Supoe-se também que o
solvente é um liquido Newtoniano com viscosidade 7;.

Idealiza-se a molécula polimérica como um haltere eldstico (elastic
dumbbell), isto é, duas massas esféricas conectadas por uma mola. As
massas representam segmentos moleculares de varios monomeros e a mola
descreve os efeitos entropicos aos quais um vetor conectando as duas
extremidades do polimero estd sujeito. Existem muitos tipos de modelos
de halteres elasticos, dependendo da escolha para a lei que prescreve a forga
na mola. Sabe-se que os modelos de halteres sao representacoes bastante
pobres das moléculas poliméricas, no entanto eles tém se mostrado muito
uteis no desenvolvimento de uma compreensao elementar, porém vasta, de
relagoes entre movimentos macromoleculares e fenomenos reoldgicos.

A teoria cinética para os halteres consiste de duas partes principais,
uma das quais é o desenvolvimento de uma equacao para a funcao de distri-
buigao da configuragao (chamada “equagao de difusao” por descrever como
o sistema de pontos “se difunde” no espaco de configuracoes multidimensi-
onal apropriado para o modelo molecular), e a outra é o desenvolvimento
de uma expressao para o tensor extra-tensao. A seguir apresenta-se um

breve resumo dos passos principais para deduzir os trés modelos escolhidos:
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Oldroyd-B, FENE-P e FENE-CR (detalhes podem ser encontrados em Bird
et al. [3]).

“Equacao de difusao”

Na auséncia de forcas externas, a “equacao de difusao” para a funcao

de distribuigao de configuragao 1(Q,t) é dada por:

oy 0 2/ 0
= (e gqv) <2 (5q )+

—l—%—T <i . i ) , (2-25)
¢ \9Q 9Q
em que K = Vu’, Q é o vetor tridimensional que conecta as massas, F é a
tensao na mola, ( é o coeficiente de atrito, k é a constante de Boltzmann
e T é a temperatura. O primeiro termo do lado direito da equacao resulta
de forgas hidrodinamicas de arrasto (causadas pelo movimento dos halteres
através do solvente), o segundo termo resulta da for¢a na mola e o tltimo
termo resulta de forcas Brownianas nas massas (devido a flutuagoes térmicas
no solvente). Como supde-se o liquido incompressivel, tr £ = 0. Por sim-
plicidade supoe-se um campo de escoamento homogéneo, uma hipdtese que
deve ser evitada quando o gradiente de velocidade muda significativamente
em uma distancia comparavel ao tamanho das moléculas poliméricas.

Para uma fungao arbitraria B(Q) do vetor de conexao, a média

espacial (dependente do tempo) da configuragao é dada por

(B) = /B(Q)w(Q, £)dQ, (2-26)

em que os colchetes ( ) indicam uma média formada com a funcdo de
distribuicao ¥(Q,1). E oportuno mencionar que multiplicando a eq.(2-25)
por qualquer fungao do vetor de conexao, B(Q), e em seguida integrando

sobre todo o espaco de configuracao obtém-se a equacao de transporte para
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(B):

B~ (e ()2 )2 (G ).

(2-27)
Uma relac¢ao semelhante se aplica a uma fungao tensorial B(Q) de qualquer

ordem. Particularmente, quando B ¢é o tensor de segunda ordem QQ:

5(QQ) -~k (QQ) - (QQ)#" = TT1-Z@F), (229
(QQ) () = #1 - §<QF>, (2-29)

em que o subescrito (;) denota a operacao de diferenciagao segundo derivadas
convectadas. Em um sistema em equilibrio (isto é, K = 0 e auséncia de forgas

externas), a eq.(2-29) fornece

(QF),, = kTL. (2-30)

Tensor extra-tensao

Uma vez que 1(Q,t) para um dado campo de escoamento tenha sido
encontrada e que a equacao de transporte tenha sido determinada, o tensor
extra-tensao da solugao polimérica pode ser escrito como a soma de uma

contribuicao do solvente Newtoniano e do polimero,

T=Ts+Tp="0F+Tp. (2-31)

Aqui, 1, é a viscosidade do solvente e 4 = Vu + Vu’ é o tensor taxa de
deformacao.
A forma de Kramers para a contribuicao do polimero na auséncia de

forcas externas é:

7p = n{QF) — n(QF).,, (2-32)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115625/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0115625/CA

Capitulo 2. Formulacao Matematica e Modelagem Computacional 49

em que n é o numero de moléculas poliméricas por unidade de volume. A
convencao de sinais adotada aqui é simétrica a convencao adotada em Bird
et al. [3].

A forma completa do tensor extra-tensao é definida pela lei que

prescreve a for¢a na mola dos halteres eldsticos.

Halteres Hookeanos

No primeiro modelo escolhido supoe-se uma mola “Hookeana”, isto é,

a forca na mola sendo proporcional a separacao das massas,

F = HQ, (2-33)

em que H ¢é a constante da mola. Introduzindo essa lei de forca da mola na

expressao de Kramers (eq.(2-32)) e observando a eq.(2-30)), obtém-se

T, =nH(QQ) — nkTl. (2-34)

Eliminando (QQ) entre a eq.(2-34) e a eq.(2-29), obtém-se para o tensor

das tensoes poliméricas

Tp + AuTpa) = nkT Agy. (2-35)

Aqui, Ay = (/4H é a constante de tempo para os halteres Hookeanos e o
tensor taxa de deformacao surge do fato de que Iy = 4. A equagao (2-35)
também é chamada de modelo “Oldroyd-B”.

A suspensao de halteres Hookeanos fornece fungoes materiais de
escoamentos de cisalhamento em regime permanente que sao independentes
da taxa de cisalhamento, e também uma viscosidade extensional em regime
permanente que cresce infinitamente a taxas de extensao finitas; este
comportamento improvavel resulta devido ao modelo de halteres Hookeanos

permitir uma extensdo infinita (ver apéndice A)).
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Halteres nao-Hookeanos

Uma relagao linear (Hookeana) de for¢a na mola é realistica apenas
para pequenas deformacoes e nao impoe nenhum limite a extensao a qual
os halteres podem sofrer. Uma abordagem que corrige este comportamento
nao fisico e que parece ter um papel importante em fenomenos reologicos
nao lineares é a idéia de uma extensibilidade finita. Modelos de halteres
com forgas na mola nao lineares e finitamente extensiveis (finite extensible
non-linear elastic - FENE) sao largamente usados em calculos numéricos de
escoamentos.

A lei empirica original de for¢a nao linear finitamente extensivel foi

proposta para halteres primeiramente por Warner [45]:

__ HQ
1 (Q/Qo)*

em que (Jp ¢ o maximo comprimento possivel da mola. Ela exibe, para

F (2-36)

pequenas extensoes, o comportamento linear esperado e um comprimento
finito Qg no limite de forga infinita.

Para os modelos de halteres do tipo FENE pode-se definir duas
constantes de tempo. A primeira, Ay = (/4H, é igual & usada nos halteres
Hookeanos e a segunda, A\g = (Q3/12kT, é o andlogo aquela para um haltere
rigido. Usualmente trabalha-se com a primeira constante de tempo e com o
parametro adimensional de extensibilidade finita b = 3\g/A\g = HQ3/kT.
Note que se b cresce infinitamente, recupera-se a férmula para os halteres
Hookeanos.

A nao linearidade da forca na mola nao permite a obtencao de uma
equagao constitutiva fechada para o tensor das tensoes poliméricas. Muitas
variacoes desse modelo tém sido propostas para superar esta dificuldade. Um
modelo de haltere mais tratavel analiticamente e que leva a uma equagao
constitutiva fechada pode ser obtido pela substituicao do fator nao linear
dependente da configuracao na forga de mola finitamente extensivel por um

termo médio auto-consistente. A aproximagao FENE-P (de Peterlin, que
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introduziu a idéia)

__ HQ
-1 {(Q*/Q%)

foi usada primeiramente por Bird [1]. Seu comportamento é semelhante ao

F (2-37)

modelo FENE em escoamento de cisalhamento e escoamento extensional, no
entanto possibilita contornar as dificuldades operacionais do modelo FENE.
Substituindo a eq.(2-37) na eq.(2-32) e notando que a eq.(2-30)

também se aplica ao modelo FENE-P, obtém-se

H
e (2:39)
ou
7, = nHZ(QQ) — nkTT, (2-39)
em que
gL (2-40)
1 (Q¥/@Q5)

Tomando o trago da eq.(2-39) e usando a eq.(2-40), pode-se escrever
Z = Z(tr T,) para o modelo FENE-P:
3

_ tr 7,
Z =1+ b {1 + ?ka] . (2-41)

Eliminando-se (QQ) entre a eq.(2-39) e a eq.(2-29), obtém-se uma

equacao constitutiva aproximada para o modelo FENE-P:

D
ZTy + AaTpa) — Au[Tp + nkTI]E(an) = nkTApy. (2-42)

Como Z depende de tr 7,, esta equacao ¢ nao linear na tensao. Quando
b cresce infinitamente, Z aproxima-se da unidade, e recupera-se o modelo
de Oldroyd-B. As fungoes materiais para escoamento de cisalhamento em
regime permanente no modelo FENE-P mostram alguma dependéncia com a
taxa de cisalhamento, em contraste com as func¢oes materiais independentes
da taxa de cisalhamento do modelo de Oldroyd-B. Logo, o modelo FENE-P

¢ uma melhor escolha para simulacoes numéricas de liquidos viscoelasticos
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cuja viscosidade decresce com a taxa de cisalhamento (shear-thinning
viscoelastic liquids).

Uma equacao semelhante a FENE-P para a evolucao dos halteres foi
proposta por Chilcott e Rallison [9] (o conhecido modelo FENE-CR) para
o calculo de escoamentos complexos. O modelo ainda usa a aproximacgao
de Peterlin, mas elimina a dependéncia da viscosidade com a taxa de
cisalhamento em regime permanente a fim de descrever fluidos de Boger.

Chilcott e Rallison introduziram um coeficiente de difusao arbitrario
nao constante na “equagao de difusao” (eq.(2-25)) para obter uma viscosi-
dade constante em escoamentos de cisalhamento (veja também Herrchen e

Ottinger [21]):

o 0 2/ 0
= (e gqv) <2 (5q )

2kT 1 o 0
T @R (% | Wl’) | -

Aplicando o mesmo procedimento de médias feito para o modelo FENE-P,

a equacao de transporte para QQ no modelo FENE-CR fica

4kT 4
(QQ)w = TZI - E<QF>’ (2-44)
em que Z ¢ dada pela eq.(2-40).
No equilibrio:
(QF),, = kTZL. (2-45)

Substituindo a lei de for¢a na mola do modelo FENE-P (eq.(2-37)) na
eq.(2-32) e observando que para o modelo FENE-CR a eq.(2-45) se aplica,

obtém-se

7, = nHZ(QQ) — nkTZ1. (2-46)

Tomando o trago da eq.(2-46) e usando a eq.(2-40), pode-se escrever
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Z = Z(tr T,) para o modelo FENE-CR:

14 (tr 7,/nkTb)
L= TG

Eliminando-se (QQ) entre a eq.(2-46) e a eq.(2-44), obtém-se uma

(2-47)

equacao constitutiva aproximada para o modelo FENE-CR:

D
ZTy + AaTpa) — AHTpE(an) = ZnkT\gy. (2-48)

Novamente, quando se permite que b cresca infinitamente recupera-se a

férmula para os halteres Hookeanos.

Sumario dos modelos de halteres elasticos

Identificando o produto nkT'Ag com a contribuicao polimérica para
a viscosidade de cisalhamento, 7,, apresenta-se o sumério da contribuicao
polimérica para a tensao dos modelos de halteres elasticos a serem utilizados

nesta investigacao:

— modelo Oldroyd-B

Tp + AuTp) = Y- (2-49)
— modelo FENE-P
D .
4Ty + AaTp) — Am [Tp + (%) I} E(IHZ> = s (2-50)
em que
3 i
Z=1+-11 — |t . 2-51
+b{+<377p) er} (5)

— modelo FENE-CR

D .
ZTy + AaTpa) — )\H*rpﬁt(an) = ZnYy, (2-52)
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em que

1+ (Ag/bpp)tr T,
Z= 1—(3/b)

(2-53)

2.2.3
Condicoes de contorno

Apresenta-se na fig.(2.5) um diagrama esquemadtico do problema do
deslocamento de fluidos, bem como dos contornos sobre os quais se aplicam

condigoes de contorno especificas.

(O N

© @ j_.@ ®
) - I

Figura 2.5: Representacao das condicoes de contorno fisicas do problema.

O escoamento é perturbado pela agao da interface entre os dois fluidos,
e estas perturbacoes atuam localmente em sua vizinhanca. Logo, supondo
que os contornos (1) e (4) estdo suficientemente distantes da interface,
considera-se nos mesmos um escoamento desenvolvido. Pode-se impor uma
pressao no contorno (4), no entanto, deve-se permitir que a pressao seja
livre para se ajustar ao equilibrio de forcas de tensao superficial existentes
na superficie livre do contorno (1). O contorno (2) é modelado como uma
linha de simetria, portanto, o mesmo ¢é tratado como uma linha de corrente
onde a tensao é nula. Aplicam-se a parede, contorno (3), as condigoes
classicas de impermeabilidade e ndo deslizamento. O contorno (5) representa
a interface entre dois meios continuos. A teoria sobre escoamentos com
superficie livre prescreve para a interface duas condigoes de contorno. A
condicao de contorno cinematica, que afirma que nao ha fluxo de massa

através da interface entre os meios, e a condicao de contorno dinamica, que
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prescreve um salto de tensao entre as fases a fim de equilibrar a tensao
superficial existente na interface.
Em notacao tensorial:

(1) = Escoamento desenvolvido com pressao livre
n-Vu, =0 (2-54)
(2) = Simetria axial
n-u =0, ¢t(T,-n)=0 (2-55)

(3) = Impermeabilidade e nao deslizamento com velocidade prescrita

na parede

u, = Ue, (2-56)

(4) = Escoamento desenvolvido com pressao conhecida
n- Vllg =0 s P2 = P() (2—57)

(5) = Condic¢do cinemética e condi¢do dinamica na interface (na

auséncia de gradientes de tensao)

n-(u—w) =0 |, n-(Tl—Tz):Rin (2-58)

Nas equagoes anteriores n e t sao, respectivamente, o vetor normal e o vetor
tangente a linha de simetria, T é o tensor das tensoes, e, é o vetor unitario
na direcao axial, U é a velocidade prescrita na parede do tubo, F é a pressao
imposta no contorno (4), o é a tensao superficial na interface e R, é o raio
médio de curvatura entre as fases fluidas.

Em coordenadas cilindricas:

(1) e (4) = Escoamento desenvolvido

e Componente axial

8uk 8uk .
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e Componente radial

(%k 8Uk
— =0 2-60
"o n Ox ( )
(2) = Simetria axial
e Impermeabilidade
ny v + nguy = 0 (2-61)
e Tensao tangencial nula

(5) = Condigoes de contorno na interface

e Condicao cinematica

ny(v1 — v2) + ng(uy —ug) =0 (2-63)

e Condigao dinamica na diregao axial

o
oy (T(xr)1 - T(xr)g) + Ny (T(xx)l - T(xx)z) = R—nx (2—64)
e Condigao dinamica na diregao radial
o
ny (T(rr)1 - T(M)Q) + Ny, (T(:cr)l — T(m)2) = R—nr (2—65)

Nas equacoes anteriores n, e n, sao, respectivamente, as componentes
axial e radial do vetor normal, ¢, e t, sao, respectivamente, as componentes
axial e radial do vetor tangente e T.., Tyz, Ty, T s20 as componentes do

tensor das tensoes. Os indices 1 e 2 indicam as diferentes fases fluidas.
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2.3
Modelagem computacional do problema de deslocamento de liquidos
em um tubo (caso geral)

2.3.1
Solucao de problemas com superficies livres

Como visto no capitulo sobre a formulacdo matematica, a solugao
do problema de escoamentos com superficie livre, em particular do des-
locamento de fluidos em tubos, reside na solugao de equagoes diferenciais
tais como a equacao de conservagao da massa e a equacao de conservacgao
de quantidade de movimento linear. Como os fluidos de interesse apresen-
tam comportamento viscoelastico, escolheu-se um modelo constitutivo de
equacao diferencial para determinar o tensor extra tensao. Além desse sis-
tema de equacoes, o problema apresenta uma complicagao adicional que é
o fato de nao se conhecer de antemao a forma e a posicao da interface entre
os fluidos, tornando-se as mesmas outras variaveis do problema. Provavel-
mente devido a dificuldade apresentada por tal sistema de equagoes, nao se
encontrou na literatura pesquisada solucoes analiticas satisfatérias para o
presente problema.

Escolheu-se resolver o problema numericamente utilizando a técnica

de elementos finitos.

2.3.2
Natureza do problema em elementos finitos

Discretizacao espacial

O dominio espacial é discretizado pela subdivisao do meio continuo
em elementos de tamanhos e formas arbitrarias. Como qualquer estrutura
poligonal com lados retilineos ou curvos pode finalmente ser reduzida a

figuras quadrilateras, escolheu-se esta como sendo a base para a subdivisao
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espacial. A unica restricao é que os elementos nao podem se sobrepor e
devem cobrir completamente o dominio computacional. Define-se, aqui, um
nimero de nove pontos em cada elemento, oito pontos posicionados ao
longo dos lados e um ponto no centro do elemento (elemento bi-quadratico).
Estes nds sao os pontos onde os valores numéricos das funcoes incognitas,
e eventualmente de suas derivadas, sao determinados. O numero total
de incégnitas nos noés, valores das funcgoes e eventualmente valores de
suas derivadas compoem os graus de liberdade do problema numérico. Em
seguida, o dominio fisico (de topologia complexa) deve ser mapeado em um
dominio computacional (de topologia simples) a fim de que se processem os

calculos dos graus de liberdade do problema.

Funcoes de interpolacao

As variaveis de campo sao aproximadas por combinagoes lineares de
fungoes base conhecidas. Se 4 é uma solugao aproximada de u(Z), escreve-se

uma expansao em série da forma

onde a soma se extende por todos os nos 7. Portanto, anexa-se uma funcao
de interpolacao a cada grau de liberdade. Escolheu-se para a formulagao
presente a interpolacdo isoparamétrica em cada elemento. A contribuicao
global é obtida por uma montagem conveniente das contribuicoes locais de

todos os elementos.

Discretizacao das equacoes - formulacao integral

O método dos elementos finitos apresenta como caracteristica essencial
o requerimento de uma formulagao integral do problema fisico equivalente
ao campo de equacoes a ser resolvido. Dentre as possibilidades que se
apresentam, escolhe-se aqui a aplicacao do método dos residuos ponderados,

ou formulacdo fraca do problema. O método dos residuos ponderados é a
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Figura 2.6: Mapeamento do dominio fisico curvilineo x(x, r) em um dominio
numérico retangular &(&, 7).

técnica mais geral que permite definir em todos os casos uma formulacgao

integral equivalente.

2.3.3
Mapeamento do dominio fisico/computacional

Como mencionado, em um problema de superficie livre o dominio de
integracao em cada fase liquida é desconhecido. Um modo de resolver este
problema é reescreve-lo em um dominio de referéncia fixo e utilizar técnicas
usuais para problemas de valores de contorno. Para fazer esta transformagcao
é necessario definir uma funcao de mapeamento entre o dominio fisico,
desconhecido, e o dominio de referéncia, fixo (ver fig.(2.6)).

O mapeamento utilizado na transformacao de coordenadas faz parte
da solu¢ao do problema. A funcao M, que relaciona o sistema de coorde-
nadas fisicas com o sistema de coordenadas fixas, é desconhecida. Existem
varias maneiras de definir este mapeamento. Como o célculo de x, vetor
posicao do sistema de coordenadas fisicas, corresponde ao cédlculo das co-
ordenadas dos pontos nodais da malha, costuma-se denominar as equagoes
que descrevem esse mapeamento de equacoes de geragao de malha.

Para problemas de contorno fixo, a geracdo de malha é um pré-

processamento. No entanto, para problemas de superficie livre, a equacgao
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de malha é acoplada ao problema fisico através da condicao de contorno nas
superficies livres.

Apés aplicar o mapeamento, o problema é resolvido no dominio de
referéncia. Para escrever as equacoes que governam o problema no dominio
de referéncia, as derivadas em relagao as coordenadas no dominio fisico
(x,r) devem ser representadas por derivadas em relacao as coordenadas no

dominio de referéncia (§,7):

0 1 for0 Oro
7~ 151 (e~ 5en) (00
0 1 Jr 0 Ox 0
a7 =1 (e * ae ) 00
Nas equacoes anteriores,
Ordx  Orox
H—%%—%% (2-68)

é o determinante da matriz de transformacao de coordenadas.

Resta definir as equagoes que descrevem o mapeamento entre os
dominios fisico e de referéncia, ou seja, as equacoes de geracao de malha.
Uma possibilidade, que se tem mostrado satisfatéria para solucao de pro-

blemas com superficies livres, é utilizar equacgoes do tipo difusiva:

V- [DeVe] =0 (2-69)

V- [D,Vi] =0 (2-70)

D¢ e D, sao coeficientes de difusao de potenciais de £ e 7). Eles controlam o
espacamento entre linhas de £-constante e n-constante.

As equagoes (2-69) e (2-70) descrevem o inverso do mapeamento
M:(&,n) — (x,r). Para determinar o mapeamento M, estas equagoes

também sao transformadas para o dominio de referéncia.
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2.3.4
Formulacao do problema em elementos finitos

No método dos residuos ponderados, procura-se uma solugao aproxi-
mada do problema que pertenca a um espaco de fungoes de dimensao finita.
Desta forma, os campos desconhecidos sao escritos como combinagdes line-

ares de fungoes base:

N N Np
u=y Udo=3 Viop=) P
=1 =1 i=1

N N
=Y X'onr=> Rig;. (2-71)
=1 =1

Se o tipo de subespaco onde a solucao aproximada é procurada for
escolhido apropriadamente, a precisao da solucao melhora com o aumento
da dimensao deste subespaco. No método de elementos finitos, as funcoes
base ¢;’s e x;’s sao nao nulas apenas em uma pequena porcao do dominio.
As funcoes ¢;’s usadas para descrever o campo de velocidade e posicao sao
continuas e biquadréticas na pequena regiao do dominio onde sao nao nulas.
As funcoes x;’s usadas para descrever o campo de pressao sao descontinuas
e lineares por partes. Uma vez escolhido o espaco, isto é, as fungoes ¢;’s e
Xi’s, as incégnitas do problema passam a ser os coeficientes Uf, Vi, P, X}
e Ri da expansao de cada campo.

O método de Galerkin é um caso particular da técnica conhecida como
método dos residuos ponderados. O residuo ponderado de uma equagao
diferencial é obtido multiplicando-se a funcao residuo por uma funcao teste
e integrando o produto ao longo do dominio. No caso do método de Galerkin,
o residuo ponderado deve ser ortogonal ao mesmo subespaco finito do espacgo
de funcoes de dimensao infinita, onde a solucao aproximada ¢é definida. As
fungoes teste podem ser escritas como uma combinacao linear das fungoes
que formam a base do subespago escolhido, isto é, ¢;’s e y;’s. Como as
funcoes base sao nao nulas apenas em uma pequena regiao do dominio,
elas formam um subespaco quase ortogonal, o que representa uma grande

vantagem nos calculos dos coeficientes da expansao.
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Formulacao fraca das equacoes

Calculam-se as integrais seguintes em cada elemento pelo método da

Quadratura Gaussiana com trés pontos em cada direcao.

Conservacao de massa

O vetor residuo ponderado da equacao de conservacao de massa é

representado por:
R, = /(V - uy)xrdS) (2-72)
0

em que X é a funcao peso da equacao de conservacao de massa e 2 é utilizado

para representar as integrais no volume. Em coordenadas cilindricas:

— Residuo da equagao de conservacao de massa

r Or T

Ri — / FQ(WH%U’“} ardQ (2-73)
Q

em que Y; formam a base do espago de fungoes peso da equacao de

conservacao de massa.

Conservacao de quantidade de movimento linear

O vetor dos residuos ponderados da equacao de conservacao de quan-

tidade de movimento linear ¢ representado por:

R, — / (- Vag) - W tr(Tg - VW) — peg - W]rd€2 — / (n-Ty) - Wrdl

! ' (2-74)
em que W ¢ o vetor funcao peso da equacao de conservacao de quantidade
de movimento linear, ) é utilizado para representar as integrais no volume

e I' para representar as integrais no contorno. Em coordenadas cilindricas:
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— Residuos da equacao de conservacao de quantidade de movimento

linear axial

Z. O auk 6@ 06

- [ fowar (2-75)
I

— Residuos da equacao de conservacao de quantidade de movimento

linear radial

i 3Uk 8Uk 8@ a¢z ¢
oy = [ [ (05 ) + 5ot 2 o -

- / frpirdl (2-76)
r

em que f, é f, sao os componentes de forca nos contornos nas direcoes axial
e radial, respectivamente, e ¢; formam a base do espago de fungoes peso das

equagoes de conservacao de quantidade de movimento linear.

Geracao da malha

Resolvem-se as equagoes de geracao de malha da mesma forma que
sao resolvidas as equagoes de conservagao, ou seja, usando a técnica de
residuos ponderados. Apresentam-se a seguir os residuos dos componentes

elementares da equacao de malha.
— Componente elementar &

i 000¢ 90 0
i G

9r0r  oror ) df) + /F (VE-n)pydl (2-77)

— Componente elementar 7

i O On 0 In
R, = —/ (8x pe + = 9 87’) dQ + /F(Vn - n)¢;dl’ (2-78)

PrgP; | rdSd
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2.3.5
Solucao do sistema nao linear pelo método de Newton

Tem-se agora cinco conjuntos de incognitas, U}, Vi, P, X, Ri e

cinco conjuntos de equacoes, R! | R!

i pi i : =
mzs By Rey R, Ry O sistema de equagoes
resultante é nao linear, devido aos termos convectivos e a funcao de
mapeamento. Este sistema é resolvido pelo método de Newton. Para isso,

deve-se calcular a sensibilidade de cada equagao em relacao a cada incégnita,

_ OR;

isto ¢, deve-se calcular a matriz Jacobiana J;; = 35,
J

em que C; representa
os coeficientes de ajuste de cada variavel do problema.

O método de Newton requer a solugao de um sistema linear a cada
iteracao. Este sistema é resolvido através do método de Eliminacao Gaus-
siana. Ainda, por se tratar de um sistema esparso, o algoritmo de solucao
frontal é utilizado. As integrais em cada elemento sao resolvidas pela Qua-
dratura Gaussiana com trés pontos em cada direcao.

Apresentam-se, no apéndice Bl os coeficientes da matriz Jacobiana

relativos as equacgoes de conservagao de massa, de quantidade de movimento

linear e de geracao de malha.

2.4
Modelagem computacional do problema de deslocamento de liquidos
em um tubo (caso presente)

Aplicamos uma formulagao em elementos finitos para estudar o deslo-
camento de liquidos viscoelasticos em tubos capilares. O método de solugao
implementado é a formulagdo DEVSS-G/SUPG proposta por Guenette e
Fortin [20], e Brooks e Hughes [g].

24.1
Parametrizacao da superficie livre

As equacoes diferenciais relevantes sao postas em um dominio desco-

nhecido; a posicao da superficie livre do liquido é parte da solucao. Uma
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forma simples de resolver este tipo de problema ¢é usar uma iteracao de Pi-
card, isto é, resolver o escoamento e a posicao do dominio separadamente.
Este procedimento nao é muito eficiente e na maioria dos casos a iteracao
nao converge. Para calcular a solugao de um problema de superficie livre
de maneira mais eficiente, o conjunto de equagoes diferenciais postas no
dominio fisico desconhecido deve ser transformado em um conjunto equiva-
lente definido em um dominio de referéncia conhecido, normalmente cha-
mado de dominio computacional. Esta transformacao ¢é feita por um mapea-
mento x = M (&), que conecta os dois dominios. O inverso do mapeamento
que minimiza o funcional é governado por equagoes diferenciais elipticas
idénticas as encontradas em transportes difusivos com coeficientes de di-

fusdo variaveis. As coordenadas do dominio de referéncia satisfazem

V.- (D-VE) =0, (2-79)

em que D é o tensor coeficiente de difusao e € sao as coordenadas do dominio
de referéncia.

Para resolver estas equagoes diferenciais parciais de segunda ordem sao
necessarias algumas condig¢oes de contorno. Ao longo das paredes sélidas e
de planos de entrada e de saida, o contorno € localizado pela imposicao de
uma relagao entre as coordenadas fisicas x e r da equacao que descreve a
forma do contorno, e funcoes de distribuicao sao utilizadas para distribuir
os pontos ao longo dos contornos. O contorno livre (interface gas-liquido)
é localizado pela imposi¢gao da condi¢do cinematica (eq.(2-4)). A versao
discreta das equacoes de mapeamento sao geralmente denominadas de

equacoes de geracao de malha.

2.4.2
Funcoes de interpolacao

Os campos desconhecidos sao escritos como uma combinagao linear
de fungoes base como polinomios de Lagrange. Assim, o vetor velocidade

u, a pressao p, o vetor posicao nodal x, o tensor gradiente de velocidade
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interpolado g e o tensor das tensoes poliméricas 7, sao aproximados por,

respectivamente:

9 3 9

u=> (U;¢;).p= > (Pix;),x=> (X;¢),

j=1 j=1 j=1
4

g = Z(ijj)"rp = Z(Ipﬂ/’j)- (2-80)

=1 =1

Aqui, Uy, P, X, Gj, ij sao os coeficientes das fungoes base, e represen-
tam as incégnitas do problema discretizado. As fungoes base ¢;(&,n) sao
biquadréticas, x;(&,n) sdo lineares discontinuas e v;(£,7n) sao bilineares,

todas escolhidas para satisfazer a condicao de Babiiska — Brezzi.

243
Formulacao fraca das equacoes governantes no dominio de referéncia

As equacoes de conservacao de massa, conservacao de quantidade de
movimento linear, gradiente de velocidade interpolado e geragao de malha
sao resolvidas usando o método de Galerkin. Por sua natureza hiperbdlica,
todas as trés equacoes constitutivas diferenciais sao resolvidas usando o
método SUPG (Streamline Upwinding Petrov-Galerkin). A forma fraca das

equacoes governantes ¢, em notagao tensorial:

— Conservagao de massa

R, = /Q (V- u)xJdQ2 (2-81)

— Conservagao de quantidade de movimento linear

R, = /Qtr(T -Vw)JdQ) — /F(n -T)-wJdl' (2-82)

— Gradiente de velocidade interpolado

R, = / (g — Vu+ %I) 4 JdY (2-83)
Q r
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— Geragao de malha

RX:—/(VW:D~V£)JdQ+/(n‘D-V§)~WdF (2-84)

— Modelo Oldroyd-B

Ry, — / (704 Aoty — ) : @O (2-85)
Q

— Modelo FENE-P

D

Ry, = / {ZTP + AuTp) — An {Tp + (&> I} —(InZ) - 7717'.7} L JdQ
0 A Dt

(2-86)

— Modelo FENE-CR

D
Ry, = / {Zq-p + AgTp(1) — )\H‘rpﬁt(an) - an"y} cpJdQ2 (2-87)
Q

Aqui, Q e I' denotam o dominio de referéncia e seu contorno, respectiva-
mente. J é o Jacobiano do mapeamento entre os dominios fisico e computa-
cional, y é a funcao peso escalar para a equacao de conservagao de massa,
w é a funca@o peso vetorial para as equagoes de conservacao de quantidade
de movimento linear e geragao de malha, 9 é a fungao peso tensorial para
o gradiente de velocidade interpolado, ¢ ¢ a fungao peso tensorial para as

equagoes constitutivas e I é o tensor identidade.

2.4.4
Solucao do problema via iteracoes de Newton

O sistema de equagoes nao lineares resultante é resolvido pelo método

de Newton:

J-dc=—-R(c), (2-88)
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= cF +de. (2-89)

Aqui, J é a matriz Jacobiana contendo as derivadas de todas as equagoes
com relacao a todas as incégnitas, ¢ é o vetor solucao contendo todas as
incégnitas do problema, dc é o incremento no vetor solucao, R é um vetor

de residos ponderados e k indica a iteragao atual.
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