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APÊNDICES 

APÊNDICE A - 
Obtenção da matriz de rigidez para problemas de elastostática no 
método híbrido dos elementos de contorno 

A matriz de rigidez 0K  para problemas de elastostática pode ser obtida 

por meio de um procedimento mais simples e direto (Dumont, 2005) do que o 

método geral apresentado na seção 2.10 do capítulo 2.  

De acordo com o que é exposto no item 2.7.2, do capítulo 2, a 

singularidade de TH0  (para problemas estáticos) significa que certas forças *p  

não podem ser transformadas em forças nodais equivalentes ( )bpp − . Isto 

implica a não-existência de uma solução única para o sistema representado 

pelas equações (2.6.19) e (2.6.20). Esta unicidade da solução deve então ser 

provida, adicionando-se a condição de ortogonalidade 

0pV *T =   (A.1) 

para completar o sistema. Em outras palavras, o vetor *p  correspondente à 

solução desejada do sistema deve ser ortogonal às forças pertencentes ao 

espaço coberto pela base V. 

A partir da equação (A.1), pode-se resolver a primeira equação do sistema 

das equações (2.6.19)-(2.6.20) para as forças *p  formalmente como: 

( ) ( )[ ] ( )bTTT* ddHVVVVIFVVIp −+−−=
−1

  (A.2) 

onde ( ) ( )[ ] 1−
+−− TTT VVVVIFVVI  é chamada de inversa do Bott-Duffin da 

matriz de flexibilidade F e ( )TVVI −  é o projetor ortogonal ao espaço coberto 

pela base V (Ben-Israel e Greville, 1980). 

Substituindo-se a equação (A.2) na equação (2.6.20) e considerando a 

equação (2.7.16), obtém-se a expressão final: 

[ ] ( )bb ddHVVFHpp TT −+=−
−1

  (A.3) 

onde 

[ ] HVVFHK TT 1−
+=   (A.4) 
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é a matriz de rigidez do método híbrido de elementos finitos para problemas 

estáticos. Esta matriz é simétrica, positiva semi-definida por construção 

ortogonal a deslocamentos de corpo rígido: 

0KWKW ==T   (A.5) 
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APÊNDICE B - 
Avaliação de deslocamentos no domínio em problemas de 
elastostática 

Diferentemente do que acontece no método de elementos finitos 

convencional, no método híbrido de elementos finitos apresentado a contribuição 

de corpo rígido aos deslocamentos internos em problemas estáticos tem que ser 

calculada explicitamente durante o processo de pós-análise, já que nenhuma 

referência é feita direta às constantes Csm da equação (2.3.8) durante a 

formulação do método (Dumont, 2003). Isso tem a ver com o fato conceitual de o 

método estar baseado num campo de tensões e não de deslocamentos. 

No entanto, deslocamentos de corpo rígido inerentes ao problema e, 

portanto, deslocamentos absolutos, podem ser calculados uma vez conhecidos 

os deslocamentos nodais d em todo Γ , como se descreve a seguir. Inicialmente, 

expressa-se a função de deslocamentos de corpo rígido r
isu  da equação (2.3.8) 

de forma normalizada, de tal modo que, nos pontos nodais do contorno Γ seja 

coincidente com os valores da matriz normalizada siW , que é a base dos 

deslocamentos de corpo rígido, introduzida na Seção 2.7.2. Sejam r
isu~  funções 

genéricas de corpo rígido, ainda não-normalizadas. Funções normalizadas  

kj
r

ik
r
ij uu Λ= ~   (B.1) 

podem ser obtidas pela determinação da matriz quadrada, não-singular kjΛ  a 

partir da imposição de que, nos pontos nodais do contorno, mj
r
mj

r
mj WUu =≡ , ou 

seja, 

ΛUWU rr
kj

r
mkmj

r
mj UWU ~ou~ =≡Λ=≡  (B.2) 

usando notação tanto indicial quanto matricial, de onde se obtém, pré-

multiplicando-se toda a equação por TW  e observando a equação (2.7.13): 

( ) 1~ −
= rUWΛ T  (B.3) 

Além disso, pode-se reescrever a equação (2.3.8) em uma forma equivalente, na 

qual os deslocamentos de corpo rígido são expressos separadamente, para 

certo vetor de parâmetros sr≡r : 

j
r
ij

b
imjm

r
ijim

b
ii

f
i ruupCuuuuu +++=+= *** )(   (B.4) 

Para ser consistente, a equação (B.4) deve ser válida nos pontos nodais, 

( ) imi
b
mninmimnm

b rWdpCWUdou +++=+++= **** )(WrdpWCUd   (B.5) 
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em notação matricial e indicial, respectivamente. Neste equação, U* é uma 

matriz obtida expressando-se a solução fundamental *
imu  nos pontos nodais do 

elemento. 

Então, pré-multiplicando-se a equação (B.5) em ambos os lados por TW  

(lembrando que W é ortonormal) e isolando-se r, resulta: 

( ) ( ) ( ) ( ) ****TT
nsnmnms

b
mmmss

b pCUWddWrou +−−=+−−= pCUWddWr   (B.6) 

Finalmente, substituindo-se esta expressão em (B.4), obtém-se a 

expressão dos deslocamentos em pontos internos do método híbrido para 

problemas estáticos com consideração de corpo rígido: 

( )b
mmns

r
is

b
imnmns

r
isimi ddWuupUWuuu −++−= **** )(   (B.7) 

Observe que, nesta expressão, *
iu  depende apenas dos valores encontrados na 

análise para ∗p  e bdd − , já que a constante C  é cancelada. 
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APÊNDICE C - 
Cálculo da matriz de rigides K no contexto do Método híbrido 
simplificado de elementos finitos 

Alternativamente à forma como é calculada a matriz de rigidez K durante 

todo o presente trabalho, existe uma forma mais simples, eficiente e tão precisa 

quanto, que ao invés de necessitar da matriz de flexibilidade F (como na Seção 

2.6.2, necessita apenas que se avalie a solução fundamental nos pontos nodais 

do elemento, gerando uma matriz denominada U*, sem a necessidade de 

integração no contorno. Além disso, o processo de inversão de U* (necessário 

para a obtensão de K como será mostrado a seguir) é mais simples, já que U* é 

não-singular, mesmo para problemas estáticos. 

Essa forma alternativa de obtenção da matriz de rigidez é a característica 

principal do denominado método híbrido simplificado de elementos de contorno 

(Chaves, 1999, 2003) e de elementos finitos. A seguir é apresentado de maneira 

sucinta o processo de obtenção da matriz de rigidez K através do método híbrido 

simplificado de elementos finitos. 

A partir do equilíbrio de forças nodais em termos de trabalhos virtuais, é 

possível se chegar exatamente à equação (2.6.20), 
bpppHT −=∗    (2.6.20) 

sem a necessidade de se fazer qualquer menção ao potencial de Hellinger-

Reissner.  

Os deslocamentos no domínio Ω do corpo elástico são expressos de 

acordo com as equações (2.3.2) e (2.6.9): 
p
imim

f
i upuu += **    (C.1) 

e os deslocamentos no contorno Γ, de acordo com a equação (2.6.10): 

mimi duu~ =    (2.6.10) 

Pode-se forçar que ambas as hipóteses de deslocamentos coincidam nos 

pontos nodais, o que em notação matricial se escreve, a partir da equação (C.1), 
bdpUd += **   (C.2) 

onde **
mnU≡U  é uma matriz de deslocamentos medidos em pontos nodais em 

termos da solução fundamental, dada pela equação (5.1.9), e b
m

b u≡d  é o vetor 

de deslocamentos relacionados à solução particular. 

A matriz **
mnU≡U , que no método híbrido simplificado de elementos de 

contorno é simétrica por construção, no método híbrido simplificado de 

elementos finitos é não-simétrica para a maioria dos elementos. Uma outra 
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diferença da matriz U* obtida através do método híbrido de elementos finitos em 

relação à obtida através do método híbrido de elementos de contorno é que ela é 

não-singular, tanto para problemas no domínio da freqüência quanto para 

problemas estáticos. 

Um caso particular em que a matriz U* é simétrica é o dos elementos 

unidimensionais (apresentados no Capítulo 5), para os quais a utilização da 

matriz U* fornece exatamente a mesma matriz de rigidez K obtida com a 

utilização da matriz de flexibilidade F, já que nenhuma aproximação é feita em 

relação às funções de interpolação utilizadas no contorno destes elementos. 

Eliminando-se p* nas equações (2.6.20) e (C.2), obtém-se 

( ) ( ) bb ppddUHT −=−
−∗ 1

   (C.3) 

em que 

( ) 1−∗= UHK T    (C.4) 

é uma matriz de rigidez que, devido à equação (C.2) ser formulada sem base 

variacional, é em geral não-simétrica. 

Como mencionado no item 2.6.3 do Capítulo 2, em geral há mais graus de 

liberdade internos, relacionados a p*, do que graus de liberdade externos, 

relacionados a )dd( b− , ou seja, ( ) ( )bddp* −≥ dimdim  (ver tabelas 3.1 e 3.2 do 

Capítulo 3), o que ocasiona uma matriz U* retangular (exceto em casos 

especiais, como o caso particular de elementos unidimensionais apresentados 

no Capítulo 5), que só pode ser invertida através de procedimentos de obtenção 

de matrizes inversas generalizadas. 

Para o caso particular de elementos de treliça, apresentados na seção 5.1 

do Capítulo 5, a matriz U* dada para uma determinada freqüência assume a 

forma 

















=∗

0sen

sen01

k
k

k
k

EA l

l

U    (C.5) 

de acordo com a equação (5.1.9), ou em um desenvolvimento em série de 

freqüência, 

)(
0

5040

5040
0

0
120

120
0

0
6

6
0

01
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6

6

6
3
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4

4
2

2

2

2

2 ωωρωρωρ 0U +





































−



















+



















−







=∗

l

l

l

l

l

l
l

EEEEA

    (C.6) 

de acordo com a equação (5.1.17). 
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A inversa da matriz U* como uma série de freqüência, a partir da equação 

(C.6), necessária para obtenção da matriz de rigidez K, dada na equação (C.4), 

deve ser obtida através do procedimento de inversão de matrizes em série de 

freqüência apresentado na seção 2.10 do capítulo 2, conforme as equações 

(2.10.1) e (2.10.2), visto que U0* é não-singular. Deve-se notar que o processo 

de obtenção de K, para elementos unidimensionais através de U*, é 

extremamente vantajoso e mais simples do que a obtenção através F, visto que 

apenas a inversão de U0* se torna necessária. 
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APÊNDICE D - 
Matrizes de transformação para elementos de treliça e viga 

Neste apêncice são apresentadas algumas das matrizes de transformação 

entre os deslocamentos de sistemas de coordenadas que podem ser utilizados 

para os elementos de treliça e viga apresentados no capítulo 5. 

Será denominado de natural o sistema de coordenadas com o menor 

número de graus de liberdade possível por elemento; de local o sistema de 

coordenadas em que os graus de liberdade se encontrarem na direção axial ou 

perpendicular ao elemento; e de global o sistema de coordenadas do elemento 

com o maior número de graus de liberdade dispostos de acordo com os graus de 

liberdade globais da estrutura. 

 

D.1 - Matrizes de transformação para o elemento de treliça plana 

O sistema de coordenada natural mais simples para os deslocamentos e 

esforços de um elemento de treliça no plano é o apresentado na Figura D.1a, 

 

22d  ,  p
33d  ,  p

1d  ,  p1

d  ,  p4 4

θ
11d  ,  p

11d  ,  p

a) b)

θ

 
Figura D.1: a) Sistema de coordenadas naturais (sem deslocamentos de corpo rígido) de 

um elemento de treliça; b) sistema de coordenadas globais de um elemento de treliça. 

 

Neste sistema de coordenadas, figura D.1a, não aperecem deslocamentos 

de corpo rígido e a matriz de rigidez do elemento tem ordem de 1x1, visto que o 

elemento possui apenas um grau de liberdade. Porém, em geral, para o estudo 

de treliças no plano, deseja-se obter a matriz de rigidez do elemento no sistema 

apresentado pela figura D.1b, em que aparecem quatro graus de liberdade, dos 

quais três correspondem a deslocamentos de corpo rígido. 

Para que se possa obter uma matriz de rigidez no sistema de coordenadas 

globais (figura D.1b) partindo-se da matriz de rigidez obtida para o sistema de 

coordenadas naturais (figura D.1a), deve-se utilizar uma matriz de 

transformação, que permita transformar deslocamentos do sistema de 
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coordenadas globais (figura D.1b) para o sistema de coordenadas naturais 

(figura D.1a). 

Tal matriz de transformação é obtida aplicando-se um deslocamento 

unitário no grau de liberdade do sistema global, mantendo-se nulos todos os 

outros graus do referido sistema, e medindo-se o valor desse deslocamento 

unitário no sistema de coordenadas naturais, conforme ilustra a Figura D.2. 

 

b)

u  = 11

a)

g

θ
u 1
n

u 
 =

 1
2g

n
u 1

θ

u  = 13
g

n
u 1

θ

c) d)

θ

g u 
 =

 1

u 1
n

4

 
Figura D.2: Deslocamentos unitários do sistema global do elemento medidos a partir do 

sistema natural. 

 

O procedimento ilustrado pela figura D.2 fornece, para os sistemas de 

coordenadas da Figura D.1, a seguinte matriz de transformação: 

θθθθ sencossencos −−=T   (D.1) 

que se relaciona com as matrizes de rigidez dos sistemas acima pela expressão: 

TKTK T ng =   (D.2) 

em que gK  é a matriz de rigidez do elemento no sistema global (Figura D.1b) e 

l

EAn =K  é a matriz de rigidez do elemento no sistema natural (Figura D.1a). 

Portanto, gK  é igual a: 





















−−
−−

−−
−−

=

22

22

22

22

scsscs
csccsc
scsscs
csccsc

EAg

l
K   (D.3) 

onde c = cosθ e s = senθ. 

De acordo com o desenvolvimento feito na seção 5.1 do Capítulo 5, o 

sistema de coordenadas mais adequado para a obtenção da matriz de rigidez de 

um elemento de treliça pelo método híbrido de elementos finitos é: 
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d  ,  p1 1
θ

d  ,  p2 2

 
Figura D.3: Sistema de coordenadas local (com apenas 1 deslocamento de corpo rígido) 

de um elemento de treliça. 

 

Ele fornece a matriz de rigidez apresentada na equação (5.1.21) e a matriz 

de transformação entre este sistema de coordenadas e o sistema da figura D.1b 

tem a forma: 









=

θθ
θθ

sencos00
00sencos

T   (D.4) 

 

TKTK T l=g   (D.5) 

onde lK  é 









−

−
=

11
11

l
l EAK   (D.6) 

e gK  é a matriz de rigidez do elemento de treliça no sistema global, exatamente 

igual à matriz de rigidez encontrada usando a equação (D.3). 

Outro sistema de coordenadas, muito difundido devido ao método da 

rigidez direta, é o da Figura D.4: 

 

d  ,  p1 1
θ

d  ,  p2 2

3d  ,  p3

d  ,  p4 4

 
Figura D.4: Sistema de coordenadas local (com três deslocamentos de corpo rígido) de 

um elemento de treliça plana. 
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Nele aparecem todos os graus de liberdade possíveis em um elemento de 

treliça plana. A matriz de transformação entre os deslocamentos do sistema da 

Figura D.1b e os deslocamentos da Figura D.4 tem a seguinte forma: 



















−

−
=

θθ
θθ

θθ
θθ

cossen00
sencos00

00cossen
00sencos

T   (D.7) 

A transformação entre as matrizes do sistema local e global é dada pela 

equação (D.4), onde lK  tem a forma: 



















−

−

=

0000
0101
0000
0101

l
l EAK   (D.8) 
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D.2 - Matriz de transformação para o elemento de viga com 6 graus 
de liberdade 

 

Em geral os elementos de viga são apresentados com 6 graus de 

liberdade, conforme mostra a Figura D.4, e não apenas com 4 graus de 

liberdade, como feito nas seções 5.2 e 5.3 do Capítulo 5. 

 

2d

a)

d1

d4

d3
5d

6d

db)

d1

d2

3 5d

d6

4d

θ θ

 
Figura D.4: a) Sistema de coordenadas local (com três deslocamentos de corpo rígido) 

de um elemento de viga; b) sistema de coordenadas global de um elemento de viga. 

 

A matriz de rigidez local para um elemento de viga esbelta com os graus 

de liberdade da Figura D.4a é igual a: 





























−
−−−

−

−
−

−

=

22

22

22

22

3

460260
61206120

0000

260460
61206120

0000

llll

ll

ll
llll

ll

ll

l

l

I
A

I
A

I
A

I
A

EIK   (D.8) 

na qual se percebe o acréscimo de mais duas linhas e colunas para representar 

as parcelas de rigidez correspondente aos graus de liberdade d1 e d2, que são 

exatamente iguais às rigidezes calculadas para o elemento de treliça da Seção 

5.1 do capítulo 5. Da mesma forma, as parcelas referentes às matrizes de massa 

do elemento de treliça da Seção 5.1 devem ser adicionadas as matrizes de 

massa do elemento de viga das Seções 5.2 e 5.3 para a obtenção das matrizes 

de massa do elemento de viga com 6 graus de liberdade (de acordo com a 

Figura D.4a). 

A matriz de transformação que relaciona os deslocamentos do sistema 

global de coordenadas da Figura D.4b aos respectivos deslocamentos no 

sistema local da Figura D.4a tem a seguinte forma: 
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

























−

−

=

100000
0cossen000
0sencos000
000100
0000cossen
0000sencos

θθ
θθ

θθ
θθ

T   (D.9) 

sendo a transformação entre as matrizes do sistema local e global para um 

elemento de treliça expressa pela equação (D.4), onde T é dada pela equação 

(D.9) e lK  pela equação (D.8). 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA



 163

APÊNDICE E - 
Formulação analítica de cabos flexíveis 

O cabo, ou fio, flexível, é um elemento estrutural muito utilizado em linhas 

de transmissão, pontes pênseis, transportes funiculares etc. Em seu cálculo 

admite-se, por hipótese, que o cabo seja um corpo em equilíbrio e que nele não 

haja nenhum esforço resistente à flexão, o que implica só existirem no cabo 

esforços normais que agem na direção axial. Seu estudo envolve o 

conhecimento das relações que existem entre as tensões, o vão, a flecha e o 

seu comprimento (Merian, 1985). 

As forças que agem sobre os cabos flexíveis podem ser: forças 

concentradas, como mostra a figura E.1a, ou forças distribuídas em seu 

comprimento, como mostra a figura E.1b, onde w é uma carga de intensidade 

variável.  

F1

2F F3 w

a) b)

 
Figura E.1: Configurações de carregamento sobre um cabo flexível: a) cabo sujeito a 

forças concentradas F; b) cabo sob carregamento distribuído w. 

 

E.1 - Equação de governo 

 

Para que seja satisfeita a condição de equilíbrio do cabo, supõe-se que 

cada parcela infinitesimal do cabo esteja em equilíbrio. Na figura E.2 é mostrado 

o diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal, em que T é a tração no 

cabo, θ é o ângulo que o cabo forma com a horizontal na direção x, w é uma 

carga distribuída verticalmente ao longo da componente horizontal e µ uma 

carga distribuída verticalmente ao longo do cabo, podendo ser, por exemplo, seu 

próprio peso. 
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dy

dx

ds

µ

w

θ       θ

θ

T + dT

+ d

 
Figura E.2: Diagrama do corpo livre de um elemento infinitesimal de cabo. 

 

Fazendo-se o somatório das forças verticais e das forças horizontais, 

respectivamente, tem-se: 

( ) dswdxTddTT µθθθ ++=++ sen)sen(   (E.1) 

( ) θθθ cos)cos( TddTT =++   (E.2) 

Desenvolvendo o seno e o co-seno da soma dos dois ângulos, levando em 

consideração que, no limite, θθ dd =sen  e 1cos =θd , e cancelando os termos de 

segunda ordem, obtém-se: 

( ) dswdxdTdT µθθθ +=+ sencos   (E.3) 

( ) 0cossen =+− θθθ dTdT   (E.4) 

que se pode escrever como 

( ) dswdxTd µθ +=sen   (E.5) 

( ) 0cos =θTd   (E.6) 

A equação (E.6) mostra que a componente horizontal de T é uma 

constante, ou seja, 

0cos TT =θ   (E.7) 

que combinada com a equação (E.5), fornece: 

( ) dswdxTd µθ +=tan0   (E.8) 

Lembrando que 
dx
dy

=θtan , chega-se a 

dx
ds

TT
w

dx
yd

00
2

2 µ
+=   (E.9) 

que é a equação diferencial dos cabos flexíveis. A solução desta equação deve 

levar em conta as condições de contorno. 
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E.2 - Cabo Parabólico 

 

Quando o peso próprio do cabo é pequeno em relação ao carregamento 

que nele age e tal carregamento é constante e uniformemente distribuído pela 

distância horizontal (vão), o cabo assume a configuração de um arco parabólico. 

Sendo então w o carregamento constante e µ o peso próprio do cabo, 

desprezível, tem-se: 

0
2

2

T
w

dx
yd

=   (E.10) 

Integrando-se uma vez a equação (E.10), chega-se a: 

1
0

Cx
T
w

dx
dy

+=   (E.11) 

onde C1 é uma constante de integração. 

Uma segunda integração da equação (E.10) fornece: 

2
2

02
Cx

T
wy +=   (E.12) 

Adotando os eixos coordenados no vértice da parábola, conforme mostra a 

figura E.3a (abaixo), tem-se que, 0=
dx
dy , quando x = 0, de modo que C1 = 0. Da 

mesma forma y = 0, quando x = 0, e portanto C2 = 0. 

x

y

w

L

h

T

T

θ

y

x
x/2

x

y

0

R=wx

a) b)

 
Figura E.3: Configuração de eixos e carregamento em um cabo parabólico. 

 

Então a equação que define a configuração do cabo parabólico, de acordo 

com a figura E.3a é: 

2

02
x

T
wy =   (E.13) 
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Como se pode notar, na figura E.3b, a componente horizontal da tração do 

cabo é a própria tração do cabo na origem. Entrando-se na equação (E.13) com 

os valores 2Lx =  e hy = , tem-se, 

h
wLT
8

2

0 =   (E.14) 

2

24
L
hxy =   (E.15) 

A tração T é dada pela seguinte expressão, de acordo com o diagrama de 

corpo livre da figura E.3b, 

222
0 xwTT +=   (E.16) 

ou, eliminando-se T0, 

22
2

8 







+=

h
LxwT   (E.17) 

A tração máxima ocorre quando 2Lx =  e vale 

2

2

16
1

2 h
LwLTmáx +=   (E.18) 

Para se obter o comprimento S de um seguimento de cabo, utiliza-se da 

relação diferencial ( ) ( )22 dydxds += . Portanto, 

























+++








+=








+=






+= ∫∫

2

00

0
2

00

2

00

2

1ln
2

1
2

11
T
wx

T
wx

w
T

T
wxxdx

T
wxdx

dx
dyS

xx
 

   (E.19) 

 

 

E.3 - Cabo em Catenária 

 

Quando o cabo está sujeito somente à ação do seu peso próprio, sua 

equação de governo torna-se: 

dx
ds

Tdx
yd

0
2

2 µ
=   (E.20) 

A figura E.4a mostra um cabo em catenária e os eixos coordenados 

adotados. Na figura E.4b tem-se o diagrama de corpo livre de uma porção finita 

do cabo de comprimento s. Este diagrama de corpo livre difere daquele de figura 

E.3b pelo fato de ser agora a força vertical suportada igual ao peso da parte do 
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cabo de comprimento s, em lugar da carga uniformemente distribuída em relação 

à horizontal. 

L

y

x
T0

h

R=   x

b)
y x

x

T

y
θ

µ

a)

s

µ

 
Figura E.4: a) cabo em catenária e eixos coordenados; b) diagrama de corpo livro de 

uma porção finita do cabo de comprimento s. 

 

A partir da relação diferencial ( ) ( )22 dydxds += , modifica-se a equação 

(E.20), de forma a torná-la 

2

0
2

2

1 





+=

dx
dy

Tdx
yd µ   (E.21) 

que é a equação diferencial da curva catenária formada pelo cabo.  

Utilizando-se as expressões do co-seno hiperbólico, do seno hiperbólico e 

de suas derivadas é possível chegar à solução da equação (E.21) de maneira 

bastante simples. 

Primeiramente, percebendo-se a semelhança entre a derivada do seno 

hiperbólico de ax, equação (E.22), e a equação (E.21), 

axaaxa
dx

axd 2senh1coshsenh
+==   (E.22) 

chega-se à conclusão que 









= x

Tdx
dy

0
senh µ   (E.23) 

Portanto, a integração da equação (E.23) fornece: 

Cx
T

Ty +







=

0

0 cosh µ
µ

  (E.24) 

em que C é a constante de integração. Considerando-se que 0=y , quando 

0=x , conclui-se que µ0TC −=  e, portanto, 











−








= 1cosh

0

0 x
T

Ty µ
µ

  (E.25) 
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a qual é a equação da curva catenária formada pelo cabo suspenso sob a ação 

do seu próprio peso. 

Do diagrama de corpo livre da figura E.4b e das expressões anteriores 

vem 

0

0
0 00

2

0
senhcosh1

T
xTdx

T
xdx

dx
dydss

xxx µ
µ

µ
==






+== ∫∫∫   (E.26) 

A tração T no cabo é obtida do triângulo de equilíbrio das forças na figura 

E.4b. Assim, 
222

0
2 sTT µ+=   (E.27) 

A substituição do valor de s dado pela equação (E.26) na equação (E.27) 

fornece, 

0

22
0

0

22
0

2 coshsenh1
T

xT
T

xTT µµ
=








+=   (E.28) 

ou, em função de y, através da utilização da equação (E.25), 

yT
T

xTT µµ
+== 0

0
0 cosh   (E.29) 

A solução de problemas de catenária para cabos muito tencionados (cabos 

em que a relação flecha-vão é pequena), pode ser obtida, de maneira 

aproximada, pelas fórmulas apresentadas para o caso de cabo parabólico. Em 

problemas em que os cabos são suspensos em pontos que não estão no mesmo 

nível, pode-se aplicar as relações acima de forma isolada em ambos os lados do 

cabo, de forma a se resolver o problema por inteiro. 
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APÊNDICE F - 
Condensação Estática dos graus de liberdade 3 e 6 do elemento de 
viga 

Para se obter o elemento de treliça com 4 graus de liberdade (conforme a 

Figura 5.5), deve-se pensar o elemento de viga com seis graus de liberdade da 

Figura F.1, como tendo dois graus de liberdade internos (d3 e d6) e quatro 

externos (d1, d2, d4 e d5). 

 

d

d1 d2

3

d5

θ

d6 4d

 
Figura F.1: Graus de liberdade de um elemento de viga plana. 

 

Desta forma pode-se escrever a matriz do elemento de viga, dada pela 

equação (5.2.22) reescrita abaixo, 

( ) ( )

( ) ( )





























−−−−
−+−+−

−−
−

−−−
−+−+

−
−

−

−
=

ScCskSssScCk
kSsCsSckCcksSk

EIk
Cc

s
EAck

EIk
Cc

s
EAk

sSCckScCskSs
cCksSkkSsCsSck

EIk
Cc

s
EAk

EIk
Cc

s
EAck

Cc
EIk

t

tt

t

t

t

t

t

tt

0)(0
)(0)()(0

001001
)(00

)()(0)(0

001001

1

22

22

K
   (5.2.22) 

como: 



























=

iiieieiiieie

eieeeeeieeee

eieeeeeieeee

iiieieiiieie

eieeeeeieeee

eieeeeeieeee

KKKKKK
KKKKKK
KKKKKK
KKKKKK
KKKKKK
KKKKKK

666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

K   (F.1) 

em que, os índices ee, ei, ie e ii nos elementos da matriz indicam a relação 

destes elementos com os graus de liberdade externos e internos. 

Desta forma é possível montar as seguintes submatrizes a partir da matriz 

K, conforme equações (F.1) e (5.2.22): 
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( ) ( )

( ) ( )




























−
+

−
+

−

−

−
+

−
−

+

−

=


















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s
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1
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1
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1
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K  (F.2) 
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K   (F.3) 
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( ) ( )
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
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−
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
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Sendo a equação da matriz de rigidez condensada dada pela seguinte 

equação: 

ieiieieecond KKKKK 1−−=   (F.6) 

então, a matriz de rigidez condensada efetiva do elemento de viga é igual a: 

( ) ( )

( ) ( )








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−
−

−

−
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s
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s
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s
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s
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t
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t
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t

t

t
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2
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2
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2
10

2
10

00

K   (F.7) 

que é a matriz de rigidez efetiva do elemento de treliça bi-dimensional, cuja 

expansão em série de freqüência leva à equação (5.2.25). 
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