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APENDICES

APENDICE A -
Obtencao da matriz de rigidez para problemas de elastostatica no
método hibrido dos elementos de contorno

A matriz de rigidez K, para problemas de elastostatica pode ser obtida

por meio de um procedimento mais simples e direto (Dumont, 2005) do que o
método geral apresentado na segéo 2.10 do capitulo 2.

De acordo com o que é exposto no item 2.7.2, do capitulo 2, a

singularidade de HOT (para problemas estaticos) significa que certas forgas p°

ndo podem ser transformadas em forcas nodais equivalentes (p—pb). Isto

implica a nao-existéncia de uma solugao Unica para o sistema representado
pelas equacgdes (2.6.19) e (2.6.20). Esta unicidade da solu¢cdo deve entdo ser

provida, adicionando-se a condigdo de ortogonalidade
vip =0 (A.1)
para completar o sistema. Em outras palavras, o vetor p° correspondente a

solugdo desejada do sistema deve ser ortogonal as forcas pertencentes ao
espaco coberto pela base V.

A partir da equagao (A.1), pode-se resolver a primeira equagao do sistema
das equacdes (2.6.19)-(2.6.20) para as forgas p° formalmente como:

p ==V JFI-vvT)+vv ] Hla-a®) (A.2)
onde (I—VVTIF(I—VVT)+ VVTT1 ¢ chamada de inversa do Bott-Duffin da

matriz de flexibilidade F e (I—VVT) € o projetor ortogonal ao espago coberto

pela base V (Ben-Israel e Greville, 1980).
Substituindo-se a equacgado (A.2) na equagao (2.6.20) e considerando a

equacao (2.7.16), obtém-se a expressao final:
p-p’ =H'[F+VV'|'H(d-d") (A3)
onde

K=H'[F+VV'['H (A4)
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€ a matriz de rigidez do método hibrido de elementos finitos para problemas
estaticos. Esta matriz é simétrica, positiva semi-definida por construgao

ortogonal a deslocamentos de corpo rigido:

WK =KW =0 (A.5)
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APENDICE B -
Avaliagao de deslocamentos no dominio em problemas de
elastostatica

Diferentemente do que acontece no método de elementos finitos
convencional, no método hibrido de elementos finitos apresentado a contribuicdo
de corpo rigido aos deslocamentos internos em problemas estaticos tem que ser
calculada explicitamente durante o processo de poés-analise, ja que nenhuma
referéncia é feita direta as constantes Cg, da equacdo (2.3.8) durante a
formulagdo do método (Dumont, 2003). Isso tem a ver com o fato conceitual de o
método estar baseado num campo de tensdes e ndo de deslocamentos.

No entanto, deslocamentos de corpo rigido inerentes ao problema e,
portanto, deslocamentos absolutos, podem ser calculados uma vez conhecidos
os deslocamentos nodais d em todo I'", como se descreve a seguir. Inicialmente,
expressa-se a fungdo de deslocamentos de corpo rigido u; da equagdo (2.3.8)

de forma normalizada, de tal modo que, nos pontos nodais do contorno I" seja

coincidente com os valores da matriz normalizada W, que € a base dos

deslocamentos de corpo rigido, introduzida na Seg¢éo 2.7.2. Sejam u, fungdes
genéricas de corpo rigido, ainda ndo-normalizadas. Fun¢gdes normalizadas
u; :ﬁi;Akj (B.1)

g

podem ser obtidas pela determinacdo da matriz quadrada, nao-singular A,q. a

partir da imposicao de que, nos pontos nodais do contorno, u,’nj EU,fy. =W

i OU
seja,

U, =W, =U,A, ou U =W=UA (B.2)
usando notagdo tanto indicial quanto matricial, de onde se obtém, pré-
multiplicando-se toda a equagdo por W' e observando a equaco (2.7.13):

A=(wror) (B.3)
Além disso, pode-se reescrever a equacao (2.3.8) em uma forma equivalente, na
qual os deslocamentos de corpo rigido sdo expressos separadamente, para
certo vetor de parametros r=r,:

u =u; +u’ =u;, +u;.C_/.m)p; +u! +tugr, (B.4)
Para ser consistente, a equacéao (B.4) deve ser valida nos pontos nodais,

*

d=(U"+WC)p" +d"+Wr ou d, =, +W,C,)p.+d’+W,.r (B.5)

mi' i
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em notacdo matricial e indicial, respectivamente. Neste equacdo, U* é uma
matriz obtida expressando-se a solugdo fundamental ulm nos pontos nodais do
elemento.

Entdo, pré-multiplicando-se a equacdo (B.5) em ambos os lados por W'

(lembrando que W é ortonormal) e isolando-se r, resulta:

r=W'(d-d")- (W0 +Cp" ou r =w,(d,-d")-W,U., +C,)p. (B.6)

Finalmente, substituindo-se esta expressdo em (B.4), obtém-se a
expressao dos deslocamentos em pontos internos do método hibrido para

problemas estaticos com consideragéo de corpo rigido:

*

)p:, +uf’ +u;Wm(dm —db) (B.7)

m

* * r
ui - (uim - uisWnsU

nm

Observe que, nesta expressao, ul depende apenas dos valores encontrados na

andlise para p* e d—d”, ja que a constante C & cancelada.
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APENDICE C -
Calculo da matriz de rigides K no contexto do Método hibrido
simplificado de elementos finitos

Alternativamente a forma como é calculada a matriz de rigidez K durante
todo o presente trabalho, existe uma forma mais simples, eficiente e tdo precisa
quanto, que ao invés de necessitar da matriz de flexibilidade F (como na Secéo
2.6.2, necessita apenas que se avalie a solugcdo fundamental nos pontos nodais
do elemento, gerando uma matriz denominada U*, sem a necessidade de
integracdo no contorno. Além disso, o processo de inversdo de U* (necessario
para a obtensdo de K como sera mostrado a seguir) é mais simples, ja que U* é
nao-singular, mesmo para problemas estaticos.

Essa forma alternativa de obtencao da matriz de rigidez é a caracteristica
principal do denominado método hibrido simplificado de elementos de contorno
(Chaves, 1999, 2003) e de elementos finitos. A seguir é apresentado de maneira
sucinta o processo de obtencéo da matriz de rigidez K através do método hibrido
simplificado de elementos finitos.

A partir do equilibrio de forcas nodais em termos de trabalhos virtuais, é
possivel se chegar exatamente a equagao (2.6.20),

H'p =p-p’ (2.6.20)
sem a necessidade de se fazer qualquer mengdo ao potencial de Hellinger-
Reissner.

Os deslocamentos no dominio Q do corpo elastico sdo expressos de

acordo com as equacgdes (2.3.2) e (2.6.9):

‘f zu;ﬁmp; +uip (C1)

1

u

e os deslocamentos no contorno I', de acordo com a equacéo (2.6.10):
u; =u,,d, (2.6.10)
Pode-se forgar que ambas as hipéteses de deslocamentos coincidam nos
pontos nodais, o que em notacado matricial se escreve, a partir da equacéao (C.1),
d=U"p +d’ (C.2)

onde U =U,, é uma matriz de deslocamentos medidos em pontos nodais em

termos da solu¢do fundamental, dada pela equacgao (5.1.9), e d’ Euﬁ, é o vetor
de deslocamentos relacionados a solugao particular.
A matriz U =U,,,, que no método hibrido simplificado de elementos de

contorno é simétrica por construgdo, no método hibrido simplificado de

elementos finitos € ndo-simétrica para a maioria dos elementos. Uma outra
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diferenca da matriz U* obtida através do método hibrido de elementos finitos em
relagao a obtida através do método hibrido de elementos de contorno é que ela é
nao-singular, tanto para problemas no dominio da frequéncia quanto para
problemas estaticos.

Um caso particular em que a matriz U* é simétrica é o dos elementos
unidimensionais (apresentados no Capitulo 5), para os quais a utilizagdo da
matriz U* fornece exatamente a mesma matriz de rigidez K obtida com a
utilizacado da matriz de flexibilidade F, ja que nenhuma aproximagao € feita em
relagcao as fungoes de interpolacao utilizadas no contorno destes elementos.

Eliminando-se p* nas equacgoes (2.6.20) e (C.2), obtém-se

H'(U")'[a-a*)=p-p’ (C.3)
em que
K=H"(U"]" (C.4)

€ uma matriz de rigidez que, devido a equacao (C.2) ser formulada sem base
variacional, € em geral ndo-simétrica.
Como mencionado no item 2.6.3 do Capitulo 2, em geral ha mais graus de

liberdade internos, relacionados a p*, do que graus de liberdade externos,
relacionados a (d—d"), ou seja, dim(p*)z dim(d—d”) (ver tabelas 3.1 e 3.2 do

Capitulo 3), o que ocasiona uma matriz U* retangular (exceto em casos
especiais, como o caso particular de elementos unidimensionais apresentados
no Capitulo 5), que s6 pode ser invertida através de procedimentos de obtencao
de matrizes inversas generalizadas.

Para o caso particular de elementos de trelica, apresentados na seg¢éo 5.1

do Capitulo 5, a matriz U* dada para uma determinada freqiiéncia assume a

forma
| 0 serllckf
U :a sen k/ 0 (©3)
k
de acordo com a equacado (5.1.9), ou em um desenvolvimento em série de
frequéncia,
2 4 /fé

E O 1 O —_— 2 O €— 3 O
U =" _P 2 6 | P _,* 120 |_P_ 6 5040 | 14 0(w®)

EA|[1 o] E |02 | BP0 B

6 120 5040

(C.6)

de acordo com a equagao (5.1.17).
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A inversa da matriz U* como uma série de frequiéncia, a partir da equagao
(C.6), necessaria para obtencao da matriz de rigidez K, dada na equagéao (C.4),
deve ser obtida através do procedimento de inversdo de matrizes em série de
freqiéncia apresentado na secdo 2.10 do capitulo 2, conforme as equacoes
(2.10.1) e (2.10.2), visto que Uy* é nao-singular. Deve-se notar que o0 processo
de obtencdo de K, para elementos unidimensionais através de U*, é
extremamente vantajoso e mais simples do que a obtengao através F, visto que

apenas a inversao de Ug* se torna necessaria.
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APENDICE D -
Matrizes de transformacgao para elementos de trelica e viga

Neste apéncice sdo apresentadas algumas das matrizes de transformacao
entre os deslocamentos de sistemas de coordenadas que podem ser utilizados
para os elementos de trelica e viga apresentados no capitulo 5.

Sera denominado de natural o sistema de coordenadas com o menor
numero de graus de liberdade possivel por elemento; de local o sistema de
coordenadas em que os graus de liberdade se encontrarem na diregdo axial ou
perpendicular ao elemento; e de global o sistema de coordenadas do elemento
com o maior numero de graus de liberdade dispostos de acordo com os graus de

liberdade globais da estrutura.

D.1 - Matrizes de transformagao para o elemento de treliga plana

O sistema de coordenada natural mais simples para os deslocamentos e

esforgos de um elemento de trelica no plano é o apresentado na Figura D.1a,

d,, p,

/v _> d39 p3
a) b) d29 P2

d, p
! Al/ d19p1_>

Figura D.1: a) Sistema de coordenadas naturais (sem deslocamentos de corpo rigido) de

um elemento de treli¢a; b) sistema de coordenadas globais de um elemento de treliga.

Neste sistema de coordenadas, figura D.1a, ndo aperecem deslocamentos
de corpo rigido e a matriz de rigidez do elemento tem ordem de 1x1, visto que o
elemento possui apenas um grau de liberdade. Porém, em geral, para o estudo
de trelicas no plano, deseja-se obter a matriz de rigidez do elemento no sistema
apresentado pela figura D.1b, em que aparecem quatro graus de liberdade, dos
quais trés correspondem a deslocamentos de corpo rigido.

Para que se possa obter uma matriz de rigidez no sistema de coordenadas
globais (figura D.1b) partindo-se da matriz de rigidez obtida para o sistema de
coordenadas naturais (figura D.1a), deve-se utilizar uma matriz de

transformacado, que permita transformar deslocamentos do sistema de
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coordenadas globais (figura D.1b) para o sistema de coordenadas naturais
(figura D.1a).

Tal matriz de transformacdo € obtida aplicando-se um deslocamento
unitario no grau de liberdade do sistema global, mantendo-se nulos todos os
outros graus do referido sistema, e medindo-se o valor desse deslocamento

unitario no sistema de coordenadas naturais, conforme ilustra a Figura D.2.

Figura D.2: Deslocamentos unitarios do sistema global do elemento medidos a partir do

sistema natural.

O procedimento ilustrado pela figura D.2 fornece, para os sistemas de

coordenadas da Figura D.1, a seguinte matriz de transformacgao:

T=<—cost9 —senf cosf sen«9> (D.1)
que se relaciona com as matrizes de rigidez dos sistemas acima pela expresséo:
K¢ =T'K"T (D.2)

em que K?® é a matriz de rigidez do elemento no sistema global (Figura D.1b) e

K" :ET:4 € a matriz de rigidez do elemento no sistema natural (Figura D.1a).

Portanto, K# é igual a:

c? cs  —c¢* —cs
2 2
EA| cs S —cs -5
K% =— X 5 (D.3)
{ |—=¢c® —cs ¢ cs
—cs —-s* cs 52

onde c = cosf e s = sené.
De acordo com o desenvolvimento feito na secdo 5.1 do Capitulo 5, o
sistema de coordenadas mais adequado para a obtengcédo da matriz de rigidez de

um elemento de trelica pelo método hibrido de elementos finitos é:
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d,, p,

dla pl

Figura D.3: Sistema de coordenadas local (com apenas 1 deslocamento de corpo rigido)

de um elemento de treliga.

Ele fornece a matriz de rigidez apresentada na equacéao (5.1.21) e a matriz

de transformacéao entre este sistema de coordenadas e o sistema da figura D.1b

tem a forma:
T cos@ send 0 0 (D.4)
0 0 cos@ send
K¢ =T'K'T (D.5)
onde K' é
1 -1
k' =4 (D.6)
A | 1

e K#¢ é a matriz de rigidez do elemento de trelica no sistema global, exatamente
igual a matriz de rigidez encontrada usando a equacéo (D.3).
Outro sistema de coordenadas, muito difundido devido ao método da

rigidez direta, € o da Figura D.4:

d,, p,

d;, p;
\ v

d,, p,

dl ’ pI/
Figura D.4: Sistema de coordenadas local (com trés deslocamentos de corpo rigido) de

um elemento de treli¢a plana.
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Nele aparecem todos os graus de liberdade possiveis em um elemento de
trelica plana. A matriz de transformacédo entre os deslocamentos do sistema da

Figura D.1b e os deslocamentos da Figura D.4 tem a seguinte forma:

cosd send 0 0
T —send cosd 0 0 (D.7)
0 0 cosf send
0 0 —senf cos@

A transformacao entre as matrizes do sistema local e global é dada pela

equacéo (D.4), onde K’ tem a forma:
1 -1 0

_EA| 0 0

-1
0

K’ (D.8)

S O o O

0
0
0
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D.2 - Matriz de transformagao para o elemento de viga com 6 graus

de liberdade

Em geral os elementos de viga sdo apresentados com 6 graus de

liberdade, conforme mostra a Figura D.4, e ndo apenas

liberdade, como feito nas sec¢des 5.2 e 5.3 do Capitulo 5.

T,

Figura D.4: a) Sistema de coordenadas local (com trés deslocamentos de corpo rigido)

com 4 graus de

de um elemento de viga; b) sistema de coordenadas global de um elemento de viga.

A matriz de rigidez local para um elemento de viga esbelta com os graus

de liberdade da Figura D.4a ¢é igual a:

[ 402
I
0
EI 0
A
I
0
0

0

12
4

0
—-12
4

2
0 Al
I
6/ 0
40* 0
2
0 Al
1
-6/ 0
202 0

0
-12
14

0

12
-6/

0
6!

202
0

—60

40* |

(D.8)

na qual se percebe o acréscimo de mais duas linhas e colunas para representar

as parcelas de rigidez correspondente aos graus de liberdade d; e d,, que séo

exatamente iguais as rigidezes calculadas para o elemento de trelica da Secdo

5.1 do capitulo 5. Da mesma forma, as parcelas referentes as matrizes de massa

do elemento de trelica da Secdo 5.1 devem ser adicionadas as matrizes de

massa do elemento de viga das Secbes 5.2 e 5.3 para a obtencdo das matrizes

de massa do elemento de viga com 6 graus de liberdade (de acordo com a

Figura D.4a).

A matriz de transformagéo que relaciona os deslocamentos do sistema

global de coordenadas da Figura D.4b aos respectivos deslocamentos no

sistema local da Figura D.4a tem a seguinte forma:
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cosd

0

0
0
0

send 0

—senf cos@ O

0

0
0
0

1

0
0
0

0 0

0 0

0 0
cosd send
—send cosf

0 0

—_- o O O O O
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(D.9)

sendo a transformac&o entre as matrizes do sistema local e global para um

elemento de trelica expressa pela equacédo (D.4), onde T é dada pela equagéo

(D.9) e K’ pela equacdo (D.8).
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APENDICE E -
Formulagao analitica de cabos flexiveis

O cabo, ou fio, flexivel, € um elemento estrutural muito utilizado em linhas
de transmissdo, pontes pénseis, transportes funiculares etc. Em seu calculo
admite-se, por hipétese, que o cabo seja um corpo em equilibrio e que nele néo
haja nenhum esforgo resistente a flexdo, o que implica s6 existirem no cabo
esforcos normais que agem na diregdo axial. Seu estudo envolve o
conhecimento das relagbes que existem entre as tensodes, o vao, a flecha e o
seu comprimento (Merian, 1985).

As forcas que agem sobre os cabos flexiveis podem ser: forgas
concentradas, como mostra a figura E.1a, ou forgas distribuidas em seu
comprimento, como mostra a figura E.1b, onde w é uma carga de intensidade

variavel.

Fi
w
F, F3

Figura E.1: Configuragdes de carregamento sobre um cabo flexivel: a) cabo sujeito a

forgas concentradas F; b) cabo sob carregamento distribuido w.

E.1 - Equagao de governo

Para que seja satisfeita a condicao de equilibrio do cabo, supbe-se que
cada parcela infinitesimal do cabo esteja em equilibrio. Na figura E.2 € mostrado
o diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal, em que T & a tragdo no
cabo, 6 é o angulo que o cabo forma com a horizontal na dire¢ao x, w € uma
carga distribuida verticalmente ao longo da componente horizontal e p uma
carga distribuida verticalmente ao longo do cabo, podendo ser, por exemplo, seu

proprio peso.
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W T+dT
TRRRRRRRRRRRE:
9+Jde
M dy

ds

4 dx |

Figura E.2: Diagrama do corpo livre de um elemento infinitesimal de cabo.

Fazendo-se o somatério das forcas verticais e das forgas horizontais,
respectivamente, tem-se:

(T +dT)sen(6 + d0) = T sen 0 + wdx + puds (E.1)
(T +dT)cos(6 + d6) = T cos & (E.2)

Desenvolvendo o seno e o co-seno da soma dos dois angulos, levando em
consideracao que, no limite, sendfd =d6 e cosdf =1, e cancelando os termos de

segunda ordem, obtém-se:

T cos(0)d6 + dT sen 6 = wdx + uds (E.3)

—T'sen(0)d +dT cosd =0 (E.4)
que se pode escrever como

d(TsenH)zwdx+Ms (E.5)

d(Tcos0)=0 (E.6)

A equacado (E.6) mostra que a componente horizontal de T é uma

constante, ou seja,

TcosO=T, (E.7)
que combinada com a equacao (E.5), fornece:
d(T, tan @) = wdx + uds (E.8)
dy

Lembrando que tané = o chega-se a
X

2
d_g’ _ W, MG (E.9)
dx> T, T,dx
que é a equacao diferencial dos cabos flexiveis. A solucdo desta equacao deve

levar em conta as condi¢des de contorno.
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E.2 - Cabo Parabdlico

Quando o peso préprio do cabo é pequeno em relagcdo ao carregamento
que nele age e tal carregamento é constante e uniformemente distribuido pela
distancia horizontal (vao), o cabo assume a configuragao de um arco parabdlico.

Sendo entdo w o carregamento constante e u o peso préprio do cabo,

desprezivel, tem-se:

d*y w
=— (E.10)
ax* T,

Integrando-se uma vez a equacéo (E.10), chega-se a:

D_ Tyt (E.11)

onde C; é uma constante de integracao.

Uma segunda integragao da equagéao (E.10) fornece:

w2
=—x +C E.12
o G (E.12)

Adotando os eixos coordenados no vértice da parabola, conforme mostra a

figura E.3a (abaixo), tem-se que, %:
X

0, quando x = 0, de modo que C, = 0. Da

mesma forma y = 0, quando x = 0, e portanto C, = 0.

a) b
w

|AAAAAARARARRRARAAA)

x/2

)
T
x |
¥
y
X
R=wx

Y]
|
-
To
h

Figura E.3: Configuragao de eixos e carregamento em um cabo parabdlico.

Entao a equacao que define a configuragao do cabo parabdlico, de acordo
com a figura E.3a é:

w5

- E.13
T (E-13)

y
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Como se pode notar, na figura E.3b, a componente horizontal da tragdo do
cabo é a prépria tracdo do cabo na origem. Entrando-se na equagao (E.13) com

os valores x = L/2 e y=h, tem-se,

wiL?

T, = E.14

"= ¢ (E.14)
4hx?

y= e (E.15)

A tracdo T € dada pela seguinte expressao, de acordo com o diagrama de

corpo livre da figura E.3b,

T=T,% +w’x? (E.16)

ou, eliminando-se Ty,

2 2
T=w s+ £ (E17)
8

A tragdo maxima ocorre quando x=L/2 e vale

2
T =W7L 1+—léh2 (E.18)

Para se obter o comprimento S de um seguimento de cabo, utiliza-se da

2

relacao diferencial ds = . Portanto,

2 2
T,
S = _[ 1+ dx I 1+ wx de=2 14| 25 ¢ 20y 2 1| 22
2 T,) 2w | T, T,

(E.19)

E.3 - Cabo em Catenaria

Quando o cabo esta sujeito somente a acédo do seu peso préprio, sua

equacao de governo torna-se:

dy M ds
dx? de

(E.20)

A figura E.4a mostra um cabo em catendria e os eixos coordenados
adotados. Na figura E.4b tem-se o diagrama de corpo livre de uma porg¢ao finita
do cabo de comprimento s. Este diagrama de corpo livre difere daquele de figura

E.3b pelo fato de ser agora a forga vertical suportada igual ao peso da parte do
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cabo de comprimento s, em lugar da carga uniformemente distribuida em relagcao

a horizontal.

Figura E.4: a) cabo em catenaria e eixos coordenados; b) diagrama de corpo livro de

uma porcéo finita do cabo de comprimento s.

A partir da relagédo diferencial ds =4/(dx)’ +(dy)’ , modifica-se a equagéo

(E.20), de forma a torna-la

2 2
zzy:Tﬁ 1{%} (E.21)
X o x

que é a equacao diferencial da curva catenaria formada pelo cabo.

Utilizando-se as expressdes do co-seno hiperbdlico, do seno hiperbdlico e
de suas derivadas é possivel chegar a solugdo da equacgao (E.21) de maneira
bastante simples.

Primeiramente, percebendo-se a semelhanga entre a derivada do seno

hiperbdlico de ax, equacgao (E.22), e a equacao (E.21),

ds’%h"x = acoshax = a1 +senh? ax (E.22)
X
chega-se a conclusao que
L senh| £~ x (E.23)
dx T
Portanto, a integracao da equacéo (E.23) fornece:
y zicosh(ﬁxJ+C (E.24)
H Ty

em que C é a constante de integragdo. Considerando-se que y =0, quando

x=0, conclui-se que C=-T,/u e, portanto,

) %[cosh(Tﬁxj _ 1} (E.25)
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a qual é a equacgao da curva catenaria formada pelo cabo suspenso sob a acao
do seu proprio peso.

Do diagrama de corpo livre da figura E.4b e das expressdes anteriores
vem

. ; dy) * cosh 2 g = Lo ooy 2

s =IO ds=I0 IJ{EJ dxzjo coshToafxzzsenhT—0 (E.26)

A tracdo T no cabo é obtida do tridngulo de equilibrio das for¢as na figura
E.4b. Assim,

T2 =T, + u’s? (E.27)
A substituicdo do valor de s dado pela equacao (E.26) na equacao (E.27)
fornece,
T? =T02(l+senh2 %}zToz cosh? & (E.28)
0 0

ou, em funcgéo de y, através da utilizagdo da equacao (E.25),
T=T, cosh% =T, + uy (E.29)
A solugao de problemas de catenaria para cabos muito tencionados (cabos
em que a relagdo flecha-vdo € pequena), pode ser obtida, de maneira
aproximada, pelas formulas apresentadas para o caso de cabo parabdlico. Em
problemas em que os cabos sao suspensos em pontos que nao estdo no mesmo
nivel, pode-se aplicar as relagdes acima de forma isolada em ambos os lados do

cabo, de forma a se resolver o problema por inteiro.
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APENDICE F -
Condensacao Estatica dos graus de liberdade 3 e 6 do elemento de
viga

Para se obter o elemento de trelica com 4 graus de liberdade (conforme a
Figura 5.5), deve-se pensar o elemento de viga com seis graus de liberdade da
Figura F.1, como tendo dois graus de liberdade internos (d; e ds) e quatro

externos (dy, d,, ds e ds).

Figura F.1: Graus de liberdade de um elemento de viga plana.

Desta forma pode-se escrever a matriz do elemento de viga, dada pela

equacao (5.2.22) reescrita abaixo,

k'EAc' (1-Cc) 0 0 _k'EA(1-Cc) 0 0
s' Elk s Elk
0 K*(Sc+Cs)  kSs 0 —k*(S+5) k(C-¢)
K- Elk 0 kSs Cs—Sc 0 k(c-C) S—s
1-Ce| k'EA(1-Cc) 0 0 k'EAc' (1-Cc) 0 0
s Elk s' Elk
0 —k*(S+s) k(c=C) 0 k*(Sc+Cs) —kSs
L 0 k(C—c) S—s 0 —kSs Cs - Sc |
como:
K K5 K§ K KS K
K5 K5 Ki Ki K Ky
| K Kb KL OKE KK (F1)

ee ee ei ee ee ei
K41 K42 K43 K44 K45 K46
ee ee ei ee ee ei
KSI K52 K53 K54 KSS K56
ie ie ii ie ie ii
_Kél K62 K63 K64 K65 Ké()_

em que, os indices eeg, €, ie e ii nos elementos da matriz indicam a relagéo
destes elementos com os graus de liberdade externos e internos.
Desta forma é possivel montar as seguintes submatrizes a partir da matriz

K, conforme equagoes (F.1) e (5.2.22):

(5.2.22)
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K3
K5
ks
kS

K
K5,
K
K%,

ie
K32
ie
K62

il
K36
ii
K66

t t
k'EAc 0
ee St
Kis I EI(Sc + Cs)
Kee 0 -
25 | _ 1-Cc
Ke| | _k'EA 0
Kss s'
0 _KEI(S +5)
L 1-Cc
0 0
k*EISs k*EI(C -c)
1-Cc 1-Cc
0 0
_KEI(C-c)  K’EISs
1-Cc 1-Cc
. 4 k’EISs
Ky K _ 1-Cc
K& Kl | K?EI(C -c)
1-Cc
KEI(-Sc+Cs)  kEI(S —s)

1-Cc 1-Cc
KEI(S —s)  kEI(-Sc+Cs)
1-Cc 1-Cc
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t
k J;L:A 0
S
_KPEI(S +5)
1-Ce | (F.2)
k'EAc'
0
St
0 k*EI(Sc + Cs)
1-Cc i
(F.3)
_K’EI(C-¢)
1-Cc (F.4)
_ k*EISs
1-Cc
(F.5)

Sendo a equacgdo da matriz de rigidez condensada dada pela seguinte

Ky Ky
K | K Ks
ee
K K
K5y K5
K
K3,
Kff = Kei
43
L K5
K
Kie = ie
_Kél
K,
K. = ii
_K63
equacao:

K _Kee _KeiKiiilKie

cond —

(F.6)

entdo, a matriz de rigidez condensada efetiva do elemento de viga é igual a:

[ k'EAc!

cond = ktEA

0
_1EEI(S -s)
2 Ss (F.7)
0

t
0 k f;A

S

1 K*EI(Sc - Cs) 0

2 Ss

t t
0 k Ez:lc

N

_1EEI(S —s) 0

2 Ss

1 k*EI(Sc—Cs)

2

Ss

que é a matriz de rigidez efetiva do elemento de trelica bi-dimensional, cuja

expansao em série de freqiiéncia leva a equacao (5.2.25).
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