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5
ELEMENTOS UNIDIMENSIONAIS PARA ANALISE DE
ESTRUTURAS APORTICADAS

Neste Capitulo € desenvolvida a formulagdo do método hibrido de
elementos finitos para elementos unidimensionais (elemento de trelica e
elemento de viga) seguindo-se de maneira semelhante o desenvolvimento da
formulagdo apresentado de forma completamente geral no Capitulo 2 para
elementos bi- e tridimensionais.

A motivagdo deste capitulo € o estudo realizado pelo Nucleo de
Instrumentagdo e Computagdo Aplicada a Engenharia — NIiCAE, que ¢
coordenado pelo professor Remo Magalhdes de Souza, do Departamento de
Engenharia Civil do Centro Tecnoldgico da Universidade Federal do Para
através do convénio Eletronorte/lUFPa, com a participagcdo do autor e do
orientador desta dissertagao.

O intuito deste capitulo é apresentar a formulacdo de elementos finitos
hibridos unidimensionais de forma a possibilitar sua implementacdo em um
programa de analise dindmica de estruturas aporticadas adequado a analise de
trechos de linhas de transmissdo, de acordo com os objetivos do NiCAE.

Os desenvolvimentos feitos neste Capitulo sao fortemente influenciados
pelas apostilas e notas de aulas do curso de método hibrido de elementos de

contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont.

5.1.Formulagao de um elemento de trelica

Elementos de trelica sdo os elementos mais simples da analise estrutural.
Sao definidos como elementos que trabalham unicamente sob cargas axiais
(tracdo ou compressdo). Sao denominados elementos unidimensionais, por

possuirem apenas uma dimens&o predominante (Figura 5.1).
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Figura 5.1: Elemento de treliga.

5.1.1.Formulacao do Problema

A equacéo diferencial do problema de elasticidade para um elemento de
trelica de comprimento ¢, segdo transversal constante A, modulo de elasticidade
E, massa especifica p e amortecimento viscoso ¢, submetido a vibragao
harmdnica, é dada por,

g 62u()26,t) ) azu(yzc,t) e ou(x,t) _

Ox ot ot

onde ¢=2(p é definido por unidade de volume e u(x,f) é o deslocamento no

0 (5.1.1)

tempo na direcéo do eixo longitudinal x da barra.
Supde-se que o deslocamento u(x,7) possa ser definido em termos de
uma separacao de variaveis de espaco 0<x </ e tempo ¢t > 0, como:
u(x,t)=u"(x)e " (5.1.2)
em que e ¢é fungdo 1(t,0) definida na equagdo (2.7.4). Portanto, a nova
expressao para a equacgao (5.1.1), passa a ser
0*u*(x)

ox?

E +p(0* +2iCo)u’(x)=0 (5.1.3)

ou ainda, de forma mais simples,
o*u"(x)
ox?

em que

+k*u"(x)=0 (5.1.4)

i =%((02 +2itw) (5.1.5)

5.1.2.0btencao da matriz de rigidez

A solugao geral da equacéo (5.1.4) é:
sen kx

u"(x)=C, +C, coskx (5.1.6)
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de tal maneira que a solugao estatica alcangada como o caso limite seja
limu"(x)=C,x+C, (5.1.7)
k—0
Como se esta analisando um problema no dominio da frequéncia, em

termos de uma superposi¢cao de harmébnicos, requer-se que
C,=0 (5.1.8)

ja que a solucdo oscila em torno de u"(x)=0.

Uma forma adequada de expressar o campo de deslocamentos u"
(Dumont, 2005) é

u*:i senkx senk({—x)\|p, —u'p’ (5.1.9)
EA\ k k D5

como uma funcdo de dois parametros de forca p; e p,, 0s quais sdo
interpretados como as bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas,

caracterizado por () Consequientemente, obtém-se para as tensées normais:

G’ =EdL=l<coskx —cosk(ﬂ—x)> P =¢'p’ (5.1.10)
dx A D>

Por outro lado, pode-se descrever para o0s deslocamentos nas

extremidades do elemento, definidas como os contornos I e I, :

u=(l 0>{Zl}led em I u={0 1>{Zl}zde eml, (5.1.11)

2 2
em que N; e N, sdo as fungbes un, definidas na equagao (2.6.10). Observa-se
que neste caso especial de elementos unidimensionais, u, € constante, valendo

1 ou 0, de acordo com a equacgao (5.1.11).

d,, p; d,, p,
I I I, Q I,
a) b) <— —>
—> —> M1 X N,
P P:

Figura 5.2: a) Sistema de coordenadas para a derivagdo da matriz de rigidez de um
elemento de ftrelica e sistema interno de coordenadas; b) definicdo do dominio Q,

contornos I'y e T'; e correspondentes co-senos diretores n; e n, do elemento de treliga.
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A matriz H de transformagio cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa, de acordo com a equagao (2.6.14), como:

T 3 1 coskl B -1  coskl
H=[o nNdF—{_COSM}(—I)@ o>+{ 1}(0 1>_LOSM o } (5.1.12)

onde 77 é a normal ao contorno do elemento e assume os valores —1 e 1, para os
contornos TI'; e TI',, respectivamente, de acordo com a figura 5.2b. Deve-se
observar que, para o elemento de trelica, a matriz de incidéncia cinematica H é
quadrada, como mostra a equagéao (5.1.12).

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com

a equacao (2.6.13), como:

1 k¢
Fz.[ c*Tnu*dl“:L =10 sen k/ N cos sen k/ 0
r EA| |—coskl k -1 k

(5.1.13)
B senkl| coskl -1
"~ kEA | -1 coskl
com a correspondente inversa
- kl 1
p o CKEA oo (5.1.14)
sen’ k¢| 1 coskl
Finalmente, obtém-se a matriz de rigidez
ko -1
K= H"F g = B4 | o (5.1.15)
senkl/| —1 coskl

em que se pode verificar que

1 -1
limk = £4 (5.1.16)
/| -1 1

E valido mencionar que as matrizes H e F expressas pelas equacdes
(5.1.12) e (5.1.13), respectivamente, sdo obtidas para uma dada freqléncia
angular o e também que elas sao nao-singulares, como foi dito na Subsecdo
2.71.

Como ja foi dito na Subsecdo 2.7.3, pode-se, ao invés de se formular o
problema para uma dada freqiiéncia m, expressar as solugdes fundamentais,
dadas nesta secdo pela na equacao (5.1.9), como uma série de poténcia de

freqUécias, ou seja,

3 2.5 3.7
u’ 1<(x_px P R Cd a)6+0(a)8)J

T EA 6E 120E2 5040E°

)

(5.1.17)

6F 120E> 5040E° o
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- o+ S0 — 3
2E 24E 720E

(—£+ )2 2(_€+ )4 3(_“_ )7 (5.1.18)
(_IJFP X a)z_p X a)4+’0 X 6

2FE 24E* 720E°

e dessa forma se obter as matrizes H, F e K também em série de freqiiéncias

como

H=Lﬁ%+w%f+w%§+w%§+Mw%meF=HO+Hﬁ45+H3+mw%=

2 2 /6
0 — 2 0 — 3 0 — (5.1.19)
-1 1
P2 5 2 |1 Py 5 24| _P_ 4 5 720 +0(0®)
L B o A N I S
2 24 720

_ * 2 * 4 * 6 * g\ \T * 2 * 4 * 6 * 8 .
F—L(GOJra) 6, +w'06,+w o, +0(w )) n(u0+a) u +o'u, +o’'uy +0(@ ))dr—
*T * 2 *T * *T * 4 *T * *T * *T *

I 6, Uuy+® |6, u, +06, U, |[+o' (6, u,+6, U, +0, u, [+

r

T T T T
+a)6(cz; U, +6, u,+6, U, +0; u3)+0(a)8))77dF=F0+F1+F2+F3+0(a)8)=

200 4P 204 A
11 -1 = "<l 5 Jd 75 T 5.1.20
L P 3 6| P 15 120 ( )
711 N e B T N AR Vi)
6 3 120 15
40° (°
P’ ol 3155040 ||, oo
-—=w +0(w
E3 ~ ,66 ﬂ ( )
5040 315

=1 pr2 L2 17 prt |1
koA o o2 1] pet
-1 1] 6E |1 2| 45E?

— 0|

7
8
5.1.21
2 31 ( )
3,6 —_— —_—
P sl 21 336 8
15 1) 312 +0(@”)
336 21

Fica claro na equacdo (5.1.20) que a primeira das matrizes no
desenvolvimento em série da matriz F, ou seja F,, € singular, como ja se havia
mencionado na Subsecao 2.7.2, do Capitulo 2, e sua inversdo pode ser obtida
de acordo com o que apresenta o Apéndice A.

Na equacéao (5.1.21) estao explicitas as matrizes de rigidez e massa, Ky e
M, encontradas na analise dindmica pelo método convencional de elementos

finitos denominadas apenas por K e M.
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5.2.Formulagao de um Elemento de Viga — Viga Esbelta

Nesta formulagao de viga, viga esbelta ou viga de Bernoulli-Euler, ndo se
considera a deformagao por cisalhamento, tampouco se considera a inércia a
rotagéo, consideracdo que corresponderia a uma proposta de Rayleigh, que no

entanto, ndo é consistente.

5.2.1.Formulag¢ao do Problema

A equacao diferencial do problema de viga esbelta é:

4 2
gr&WD |, 0wl | o) g, (5.2.1)

ox ot ot
onde E € o modulo de elasticidade, / € o momento de inércia, m=p4 € a

densidade especifica (por unidade de comprimento), sendo A a area da secao

transversal e p a massa especifica, e ¢=2{p é o amortecimento viscoso,

definido por unidade de comprimento.

Supdbe-se que o deslocamento w(x,f) possa ser definido em termos de

uma separacao de variaveis de espaco x e de tempo ¢, como:

w(x,t) =w'(x)e” (5.2.2)
Entao, e equacao (5.2.1) passa a ser expressa como:
ow(x) m, , .. .
—— (o +2ido)w (x)=0 5.2.3
o E[( go)w (x) (5.2.3)
ou de forma mais adequada,
4 *
oW fx) — KW (x)=0 (5.2.4)
ox
onde
K=" (@ + 2i¢w 5.2.5
EI( cw) (5.2.5)

5.2.2.0btenc¢ao da Matriz de Rigidez

A solugao geral da equacao (5.2.4) se expressa, de maneira conveniente,

sen kx + senh kx sen kx — senh kx
+C, 3
k k
cos kx —cosh kx
kZ

w(x)=C,
(5.2.6)
+C;y(coskx + coshkx)+ C,

de tal modo que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

99

}{irraw*(x) =C,+Cx—C,x* - C,x° (5.2.7)

O campo de deslocamentos transversais pode ser expresso na forma

*

2

W*:<senkx+senhkx senkx—jenhkx cos o + cosh ko coskx—zcoshkx> pi
k k k P3| (5.2.8)

pi

— * * * * *_ * *

=W Wy W3 Wy )p =EWDP
em funcdo de quatro parametros de forca, numa formulagdo hibrida de
elementos finitos. Estes parametros p° nZo tém necessariamente um sentido

fisico definido, embora pudessem té-lo, como se fez para a deducdo de matriz
de rigidez do elemento de trelica. Para efeito de estabelecimento das equagdes
que governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notagcdo usada

para o elemento de trelica,

* * * * * pl*
w W, W, W; W, P

dw' p=|aw! dw, dw] dw) [y Sr=u’p (5.2.9)
dx dx dx dx dx pi
P4

Conseqlientemente, obtém-se para os esforgos seccionais:

d*w;  d’wi  dw;  d’wi || P
o _ dx® dx® dx® dx® P; N 210
[ TH awe aw arwl drw ([T P (5:2.10)
1 2 3 4 [|P3
dx* dx? dx? dx? Pa

M M

—
dIH Td3 ? ?

Figura 5.3: a) sistema de coordenadas para a matriz de rigidez; b) convengdo de

esforgos para viga.

Por outro lado, usando a primeira das figuras 5.3 para a definicdo das
grandezas do sistema externo de coordenadas e a segunda para a convengao
de momentos fletores e esforgos cortantes positivos, pode-se descrever para os
deslocamentos e rotagcdes nas extremidades do elemento, definidas como os

contornos T’y e T',, assim como para as matrizes n com os co-senos diretores:
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d,
w 1 0 0 0||d 1 0
dw 'l = *L=Nd; 1, = em I (5.2.11)
—["lo 1 0 o]q, 0 -1
x
d,
d,
w 0 01 0]|d -1 0
dw'l = Pl=NLd; o, = em [, (5.2.12)
2| Lo o o 1]ja 0 1
X
d,

A matriz H de transformagio cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa, de acordo com a equagao (2.6.14), como

H=N"

N, + N
=0

n,N, (5.2.13)
=0

X X

Escrevendo, por simplicidade, C=coshk/, c=coskl, S =senhkl,

s =senk/ , tem-se:

0 0 k*c-C) k(S-s)
m-p| >0 Cte ‘(25”)/" (5.2.14)
0 -k S+s) kK (C-c)
0 2 k(S-v) -C-c
Pode-se verificar que
0 00 O
-1 0 1 —¢
limH = 2E1 (5.2.15)
k—0 0 0 0 O
0 1 0 -1

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa, de acordo com

a equagéo (2.6.13), como

F=N"| qu'| +N"| nu” (5.2.16)
x=0 x=0 x=/ x=/{
ou,
k(Cs - Sc) 0 k*Ss ~1+Cc
_ 3 _ _ 2
P 2E 20 (Sc—Cs)/k 31 Ce Sc/k (5.2.17)
k*Ss 1-Cc  k*(Sc+Cs) 0
~14Cc  -Ss/k? 0 —(Sc+Cs)/k
Pode-se verificar que
0 0 00
, 0 20°/3 0 ¢
limF =-2FEll (5.2.18)
k—0 0 0 0
0 ¢ 02
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Apds a avaliacdo da inversa F™', realiza-se o produto K=H"F'H,

conforme equacgéo (2.6.22), obtendo-se

k*(Sc+Cs) kSs —k*(S+s) k(C-c)
K - Elk szS Cs—Sc 2k(c—C) S—s (5.2.19)
1-Cc| —k*(S+s) k(c—C) k“(Sc+Cs) —kSs
k(C-c) S—s — kSs Cs—Sc
Pode-se verificar que
12 6/ —-12 6/
2 2
limk = ZL| O 4 mor 2 (5.2.20)
k=0 rPl=-12 -6/ 12 —64
60 20* —60 41?

Dada a equagado (5.2.19), pode-se expressar a expansdo em série de

poténcia de freqliéncia da matriz de rigidez efetiva do elemento de viga, como:

oo LT
_EL| 60 4% =60 207 | ml | g 3 12 4
Pl-12 —6r 12 -6/ 35 9 B, 1
60 207 —60 4 2 12 6
e e e 2
) L 12 4 6 3 |
5 223¢ 1279 1681/
18 24 144
223¢ 7107 16810 109747
295 -
__om sl 18 27 144 432
161700EI 1279 1681/ _223¢
24 144 18
1681 1097¢*  223¢ 717
) L 144 432 18 27 ]
551 3547¢ 5801 _ 1126310
794593800 23837814000 8475667200 762810048000
3547¢ 12707 112631/ 899/
39 -
_mL 6| 23837814000 3972969000 762810048000 28252224000 |, g(n%)
E’I? 5801 112631¢ 551 35470
8475667200 762810048000 794593800 23837814000
1126314 899¢° 3547 1270
[ 762810048000 28252224000 23837814000 3972969000
(5.2.21)

A combinagdo das matrizes de rigidez efetiva dadas pelas equagobes
(5.1.15) e (5.2.19), obtidas para os sistemas de coordenadas indicados pelas
figuras 5.2a e 5.4a, respectivamente, permite escrever a matriz de rigidez efetiva
de um elemento de viga de Bernoulli-Euler em um sistema de coordenadas

locais com 6 graus de liberdade (de acordo com a figura 5.4a) na forma:
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k E:élc (1-Cc) 0 0 k ]::A (1-Cc) 0 0
s Elk K Elk
0 kK*(Sc+Cs)  kSs 0 —KX(S+s) k(C-o) (5.2.22)
K= Elk 0 kSs Cs—Sc 0 k(c-C) S—s
1-Cc| K'EA(1-Cc) k'EAc' (1-Cc)
-== 0 0 t 0 0
s Elk s Elk
0 —K*(S+s) k(c-0O) 0 kK*(Sc+Cs)  —kSs
L 0 k(C-c) S—s 0 —kSs Cs—Sc |

onde: ¢’ =cosk'x, s’ =senk'x e k' zwfg(a)z +2ilw) .

Figura 5.4: a) sistema de coordenadas locais e; b) sistema de coordenadas globais de

um elemento de viga com 6 graus de liberdade.

A matriz de rigidez expressa pela equagado (5.2.22) corresponde ao
sistema local indicado pela figura (5.4a). Porém, em geral se quer trabalhar com
uma matriz de rigidez de um elemento de viga que corresponda ao sistema de
coordenadas da figura 5.4b. Para tanto é necessario utilizar-se de uma matriz de
transformacao (ver Apéndice D) que transforme os deslocamentos do sistema da

figura 5.4b para o sistema da figura 5.4a. Tal matriz de transformacao é:

[ cos@ send 0 0 0 0
—senf cosf@ 0 0 0 0

T= 0 0 ! 0 0 0 (5.2.23)
0 0 0 cosf senf O
0 0 0 —senf cos@ O
|0 0 o0 0 0 1]

A relagao que expressa a transformacao da matriz de rigidez do elemento
de viga no sistema local, equacgao (5.2.22), para a matriz de rigidez no sistema
global do elemento, através da utilizacdo da matriz de transformacao T, equacéao

(5.2.23), é expressa como:
K¢ =T'KT=T'K,T+T"M,T+T"M,T+T"M,T +0(0") (5.2.24)

onde K?® ¢é a matriz de rigidez do elemento de viga para o sistema de
coordenadas indicado pela figura 5.4b.
A expressao mais a direita da equacao (5.2.24) expressa a transformacao

das matrizes de rigidez e massa generalizada do sistema local para o sistema
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global do elemento, nela percebe-se que tal transformacao pode ser realizada
apos o desenvolvimento em série da matriz de rigidez efetiva, dada pela
equacao (5.2.22).

A matriz de rigidez da equacgao (5.2.22) é também o ponto de partida para
se obter a matriz de rigidez efetiva de um elemento de treliga em um sistema de
coordenadas locais com 4 graus de liberdade, conforme ilustra a figura 5.5. Para
tanto é necessario que se faga uma condensacgéao dindmica (ver Apéndice F) dos

graus de liberdade 3 e 6 da figura 5.4a.

d,, p, d,, p
3 P3

d,, p,
dl ] pl/
Figura 5.5: sistema de coordenadas locais de um elemento de trelica no plano.

Depois de feita a condensagao dindmica dos referidos graus de liberdade,
obtém-se a seguinte matriz de rigidez para um elemento de trelica plana (de

acordo com a figura 5.5):

10 % 0
1 0 -1 0 2010 Y 32
0 = o
KoFAIN0 00 0] pf* 51020 11 p** W™ 3 336
=10 1 0 6E |1 0 2 0 4582 |7 4 |
00 0 0 0102 & ,
o 34, 22
336 21 |
2, 3L
21 336
22 732
306 0 0
P 2079 76032 | | (0" )
45E° 31 2
= 0 = 0
336 21
734 0 24t
76032 2079 |

(5.2.25)

onde: A - é o indice de esbeltez da barra, em que r = \/g € o raio de giracao.
r

Pode-se concluir da equacéo (5.2.25) que, num elemento de trelica, a influéncia

da rigidez a flexdo é tdo maior quanto maior for o indice de esbeltez da barra, ou

seja, quanto maior for o comprimento da barra, maior sera a influéncia de El no
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deslocamento transversal da barra, aproximando o comportamento da trelica ao
comportamento de uma viga.

O mesmo tipo de transformacao expressa pela equacao (5.2.24) pode ser
aplicado a equacao (5.2.25), em que a matriz de transformacado T passa a ser

expressa como

cos@ send 0 0
—send o 0 0
¢ P I (5.1.22)
0 0 cos@ send
0 0 —senf cosl@

e permite transformar a matriz de rigidez da equacéo (5.2.25), correspondente
ao sistema de coordenadas da figura 5.5, para a matriz de ridigez de um

elemento de treliga no sistema global dado pela figura 5.6.

d,, p,

—» d;, p;
d,, p,

d,, p, ™

Figura 5.6: sistema de coordenadas globais para um elemento de trelica plana.

No Apéndice D sdo dados mais detalhes sobre a obtencao das matrizes de
transformacao entre sistemas de coordenadas distintos para elementos de trelica

e viga no plano.
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5.3.Formulagao de um Elemento de Viga — Viga de Timoshenko

Nesta formulacdo de viga, considera-se tanto a deformacido por
cisalhamento quanto a inércia de rotagdo. Nao sera mostrada nesta segéo, por
questdo de espago, a expansao em série de frequéncia da matriz de rigidez
efetiva do elemento de viga de Timoshenko. Porém, através do desenvolvimento
apresentado a seguir, o leitor sera capaz de efetuar tal expansdo em série, de

forma analoga ao que é feito na secao anterior.

5.3.1.Formulag¢ao do Problema

Em decorréncia da deformagao por cisalhamento, a rotagéo w(x,t) de uma

secao transversal, sobre a qual o momento fletor realiza trabalho,

M = g 2V %0 (5.3.1)
ox
. e Op(x,t) . ]
e a derivada da elastica T diferem entre si de uma parcela y,(x,?):
X
oy(x,t
YD _ L, (5.3.2)

ox
devido a deformagao causada pelo esforgo cortante,
0 =GAxy, (5.3.3)

onde k é um fator de forma que leva em conta a forma da secao transversal. A
equacao (5.3.2) expressa a compatibilidade de deformacbes de uma seg¢ao da
viga, para momento fletor M e esforgo cortante Q obtidos segundo as equacoes
constitutivas (5.3.1) e (5.3.3).

Um elemento infinitesimal da viga esta em equilibrio segundo as equacoes:

o0 o’y %
F,=0=—+¢g- -2{m—=0 5.3.4
25 ERRR P om ot ( )
oM ml &%y
M=0=0— - 5.3.5
Z © Ox A ot ( )

Considerando o carregamento transversal ¢ = 0, tem-se das equacgdes
(5.3.1) a (5.3.5):

2 2
Gar] E2_ V9V @ g (5.3.6)
o’ ox or? ot
Oy ) o*w  ml 0%y
GAr] Ly |+ Er Y MOV 53.7
(ax VT e T e (5:3.7)

Fazendo
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y(x,0) =y (x)e” (5.3.8)
w(x,n =y (x)e ™ (5.3.9)
tém-se as equacobes (5.3.6) e (5.3.7) na forma transformada:
2 x *
GAK[ a&x); —68—‘/)’Cj +(mw? + 2iwcm)y” =0 (5.3.10)
a)/* * 52§//* ml 2
GAx| —— +EI +— =0 5.3.11
K( ox v ox? A eV ( )

Nestas equacdes, E € o médulo de elasticidade, / € o momento de inércia,

m €& a densidade especifica (por unidade de comprimento), c¢=2(p é o

amortecimento viscoso, definido por unidade de comprimento e « é o fator de

forma para deformacéo de uma segao por esforgo cortante.

Eliminando v (x) nas equagdes (5.3.10) e (5.3.11) tem-se a equagao

4 x 2 %
Oy 4(’6)+Ta Y z(x)—k4y*(x)=0 (5.3.12)
Ox Ox
onde
1 mlw*
g i ma® +2ilw—w 5.3.13
EI[ GAZKJ( w0 ( )
:L m_la)2+£(ma)2+2ié’a)_w) (5.3.14)
Ell A GAx

A solucao da equacéo (5.3.12) é expressa convenientemente na forma

P =C, senk,x +ksenhk2x e senk1X—3SCnhk2x
k : hk (5.3.15)
+C,(cosk,x +cosh k,x)+C, cos lxl_{zcos X
onde
2
" k4+T_+Z (5.3.16)
4 2
2
. k4+T__Z (5.3.17)
4 2

Analogamente, obtém-se da equacgao (5.3.10) a expressdo de y (x):

K, cosk,x+ K, coshk,x K, cosk,x— K, coshk,x
+C, 3
k k
- K, senk,x— K, senhk,x
k2

y'(x)=C,
(5.3.18)

+ C3(— K,senkx+K, senhkzx)+ C,

onde
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2 mao
2
K, :k—EA (5.3.19)
2
k 2 ma)2
2
K, =k—EA (5.3.20)
1

As expressdes de y'(x) e y (x) nas equagdes (5.3.15) e (5.3.18) foram

obtidas de tal modo que

> EIx
lim y* (x) = 2C, +2C,x —C,x* —C,| 2 — 5.3.21
IHOJ’ (x) 3 1X 4x 2[ 3 ZGAKJ ( )
3EI
limy *(x)=2C, -2C,x—C,| x* — 5.3.22
k_)()‘// (x) 1 4X 2[3( 2GAK‘) ( )

5.3.2.0btencao da Matriz de Rigidez

O campo de deslocamentos transversais y (x) e as rotagdes w (x)

podem ser expressos na forma

5

P

. +senh, —senh, —cosh )
_ /senk,x+senhk,x  senk,x 3s.en k,x coskyx +cosh k,x coskx 2cos k,x pi
k k k D

P

=(v ¥ ¥ v =y

(5.3.23)
. [K,coskx+K coshk,x K,coskx—K, coshk,x
Yy = 3
k k
2
— K,senk,x + K senhk,x —Kzsenklx—zKlsenhkzx> pi (5.3.24)
k P
P

=(wi v v owip v
em funcdo de quatro parametros de forca, numa formulagdo hibrida de
elementos finitos. Os parametros p* ndo tém necessariamente um sentido fisico
definido, embora se pudesse fazer alguma atribuicdo a partir dos limites das
equacdes (5.3.21) e (5.3.22). Para efeito de estabelecimento das equagdes que
governam o problema da viga, escreve-se, com a mesma notagdo usada para o

elemento de trelica,
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*

P
{y*}:|:yl* J/2* y3* yi} Pi Eu*p* (5.3.25)
4 Vi VW, W3 Y4]|Ps

P

Conseqlentemente, obtém-se para os esfor¢os seccionais, segundo as
equacdes (5.3.1) e (5.3.3):

: . dzy/;’+ma)2 [P

d*y; mo® dzt//;+ma)2 ?

2
. dy; mo

{Q* }: gl ad  EAY @l EAP Tad B4 Tad | EAVH|P|_
M dy; dy, dy; dy, P
dx dx dx dx Da

(5.3.26)

De acordo com a secdo anterior pode-se, usando a primeira das figuras
5.4 para a definicdo das grandezas do sistema externo de coordenadas e a
segunda para a convencgao de momentos fletores e esforgos cortantes positivos,
descrever para os deslocamentos e rotacbes nas extremidades do elemento,

definidas como os contornos I'y e I',, e para as matrizes n dos co-senos,

dl
‘1 1 0 0 0]d 10
Yol 2loNd, = em T (5.3.27)
v [ lo 1 0 ol 0 -1

d,

dl
1 o 0o 1 0]ld 10
Vo= 2loNyd m, = em I, (5.3.28)
w'[ 1o 0 0 14 0 1

d,

Desta forma, a matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d

e p* Se expressa como

H=N"

N, + N*T
-0

,N, (5.3.29)
=0

X X

e a matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa na forma

T

F=N" (5.3.30)

«T
+N
0

«T *
nu nu
x=0 x= x=/ x=/

Portanto, apds a avaliacdo da inversa F', é possivel realizar-se o produto

H'F 'H, obtendo-se assim a matriz de rigidez K do elemento de viga de

Timosheko, de acordo com a equagéao (2.6.22).

N*p*
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5.4.Matriz de rigidez geométrica efetiva para elementos de trelica 2D

Para o estudo de cabos flexiveis através de elementos de trelica é
necessario que se introduza na analise a matriz de rigidez geométrica, que leva
em conta a influéncia da nao-linearidade geométrica e permite a simulagdo do
efeito do esforgo de tragdo no cabo.

Na figura 5.7a é mostrado o sistema de coordenadas conveniente ao
estudo do efeito de uma forca de tragdo T sobre um elemento de trelica, e a

figura 5.7b ilustra a configuracao da for¢ca T no elemento.

—» T

Figura 5.7: a) sistema de coordenadas para obtencao da matriz de rigidez geométrica de

um elemento de treliga; b) configuragao dos esfor¢os de tragdo no elemento.

5.4.1.Formulagao do Problema

A equacao diferencial do problema em questdo, sem a consideragao de

amortecimento, € a equacgao conhecida como equacgao da corda vibrante:

2 2
79 v(f’t) _ 2 V(ch,t) _
Ox ot

onde T é a forca de tragdo no elemento e m=p4 é a massa por unidade de

0 (5.4.1)

comprimento do elemento.

Supbe-se que o deslocamento transversal v(x,t) possa ser definido em
termos de uma separagao de variaveis de espago 0<x </ e tempo ¢ > 0, como:

v(x,t) =v"(x)e (5.4.2)

it

em que ¢ € a fungdo 1(t,0) definida na equacao (2.7.4). Portanto, a nova

expressao para a equagao (5.4.1) passa a ser expressa como

0% (x)

T > +mo*v' (x)=0 (5.4.3)

ou ainda, de forma mais simples,
o*v* (x)

0 +k2 (x)=0 (5.4.4)
X

em que
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K =—aw (5.4.5)

5.4.2.0btencao da Matriz de Rigidez Geométrica

Como se pode notar, a equacdo (5.4.4) tem a mesma forma da equacao
(5.1.4), e portanto, sua solucdo é analoga a solugao apresentada na Sec¢ao 5.1,
lembrando-se que k esta definido pela equacéao (5.4.5) e ndo mas pela equacéao
(5.1.5).

Entdo, seguindo-se o desenvolvimento feito na Secdo 5.1 chega-se a
expressao da matriz de rigidez geométrica de elemento um elemento de treliga,

que se expressa como

kT
ATy =
K,,=H'F'H= {

(5.4.6)

sen k/

coskl -1
-1  cosk/

Desenvolvendo-se em série de freqliéncia em o a expressao da matriz de

rigidez geométrica acima, tem-se:

e el e
LT Sl om 53 e |_mT 45 360
S | S N A i A Al
6 3| 360 45

e e (5.4.7)

3
m- | 945 15120 8
—w +0(w
T 3108 208 (@)
15120 945 |

Deve-se lembrar que a matriz de rigidez geométrica dada pelas equagdes
(5.4.6) e (5.4.7) diz respeito aos graus de liberdade d; e d, mostrados na figura
5.5a, os quais s&o perpendiculares aos graus de liberdade d; e d, mostrados na
figura 5.2a.

A matriz de rigidez geométrica K,,, dada pela equagéo (5.4.7) deve ser

adicionada a matriz de rigidez elastica dada pela equacgao (5.2.25), levando em
conta sua contribuicdo no grau de liberdade correspondente (comparar figuras
5.7a € 5.5). ou seja,

K=K; +K,, (5.4.8)

onde K, é a matriz de rigidez elastica dada pela equacao (5.2.25). Desta forma

obtem-se a matriz de rigidez efetiva de um elemento de trelica que leva em conta
os efeitos da formulacdo das equacbes de equilibrio para a configuracao

deformada (o que é bastante apropriado para o estudo de cabos).
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Dada de maneira Explicita, a

forma:
(1 0 -1 0 ]
2l 0 Ir o, _r
K==2 EA FEA
/-1 0 1 0
o - L o L
i _EA EA
1 0
O z.,.ﬂ
Pt 20 T
2
45 |7 0
8
311> TAE
0 T
336 8T
2 0 31
21 336
214 24%E?
346 0 Tt
P 2079 21T
4sg’ | 3L 0 2
336 21
7324 314°E?
0 +
i 76032 33672

(comparar com a equacgao (5.2.25)).

S oo

—

N O O
S DN O =

3122 s 7AE
336 8T
0

20> AE

_+_

21 T
0

734 314%E?

+
76032 3367
0

224 24%E?

+

2079 2172

111

equacdo (5.4.8) expressa-se da seguinte

A O N O

+0(0®)
(5.4.9)

Um estudo mais elaborado deste Capitulo esta sendo preparado para

publicacdo (Dumont e Prazeres, 2006).
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