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4
SOLUGOES FUNDAMENTAIS PARA CO!\IDUQAO DE
CALOR EM MATERIAIS COM GRADACAO FUNCIONAL

Neste Capitulo sdo obtidas as solugbes fundamentais nao-singulares para
problemas de condugado de calor, 2D e 3D, em materiais cujas propriedades
variam (materiais com gradacao funcional, ou FGM, na sigla em inglés) em uma
das direcbes, de acordo com trés diferentes padrdes, no contexto de uma
formulagcao hibrida de elementos finitos para analise no dominio da frequéncia,
assim como ¢é feito nos capitulos anteriores. O presente desenvolvimento conta
exclusivamente com fungbes de variaveis reais tanto para problemas 2D quanto
3D.

Cheng (1984) ja havia feito um desenvolvimento similar ao presente
trabalho, aplicado a fluxo em estado permanente em materiais heterogéneos e
isotropicos, baseado em um desenvolvimento teérico de Georghitza (1969). O
problema de conducéo de calor em meio ndo-homogéneo no contexto de uma
formulagao de integrais de contorno foi também tratado de maneira extensiva por
Divo e Kassab (2003). Todavia, os desenvolvimentos feitos aqui foram
executados de maneira independente e de acordo com uma abordagem que
possibilita a total compreensdo das possibilidades de variagdo do material
(Dumont e Chaves, 2003).

4.1.Equacgao de Governo

Considera-se o problema de conducdo de calor dependente do tempo,
com as propriedades do material variando com a direcdo z, de acordo com a
figura 4.1 (Dumont e Chaves, 2003). Ainda de acordo com a figura 4.1, o
problema é descrito em termos das coordenadas globais (X,Y,Z) e se esta

procurando uma solucado fundamental referida as coordenadas locais (x,y,z).
Como ilustrado na figura 4.1, Z é a coordenada global Z de um certo valor de
referéncia k para k(z) e ¢ para c(z) correspondendo a Z em coordenadas

locais (x,y,z).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

80

P

&=
NI

i
|
Zy |
|
[
|

v

Figura 4.1: Sistema de coordenadas para descricao de um FGM com propriedades ke

C definidas em Z=7 (coordenada global), a qual é equivalente a z=7 (coordenada

local).

4.1.1.Problema Isotrépico

Para problema isotropico, a equacdo de fluxo, para o potencial
u =u'(x,y,2), é

q, =—k(2)u",, (4.1.1)
onde k(z) = kf(z) ¢ a condutividade térmica do material. Na auséncia de fontes

de corpo, a equacao de equilibrio de fluxo do problema para calor especifico

c(z)=cf(z) se escreve, em notagdo indicial,

ou”
L, =—c(z)— 41.2
q; (2) Py (4.1.2)
Assim, da substituicdo da equacao (4.1.1) em (4.1.2) tem-se:
* * a :
k', +k, u”, = (4.1.3)
ot
ou, em uma formulagdo no dominio da freqiéncia, para 1;2 :%, de acordo
com a notagao das equagdes (3.1.22) e (3.1.23):
* k’z * T2 %
u,.+—u, =—ku (4.1.4)

il k

4.1.2.Problema Ortotrépico

As equacbes de fluxo para materiais ortotropicos com gradacao funcional
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g, =—k (2, =—kk (2", =—kku,, (4.1.5a)
q, =k, (2, =~kk, ()", =~kku,, (4.1.5b)
q. =—k.(2)u’,,=—kk (2)u’",, = —kku',, (4.1.5¢)

com k definido na Secao 4.1.1 em certos valores de referéncia para a
condutividade em coordenadas Z , de acordo com a figura 4.1. k (z)=k, e
ky (2)= ky sdo em principio fungdes arbitrarias de z =27 -7, como na figura
4.1. k_(z)=k, no qual o subscrito foi abolido, por simplicidade, sera obtido
como familias de fungdes, para FGM’s ortotrépicos. Nas equacgdes (4.1.5), &
requerido que k (2) =k (2)=k.(2)=1.

Além do mais, a equacéao de equilibrio pode ser expressa como

~ Ou _ ou _ou
. =—C(2)—— = —Cc(z)— = —Ce o 416
g, =—¢(2) Py ce(z) 7 = ¢4 ( )

com ¢ definido na Se¢éo 4.1.1 e ¢(z) = ¢ sendo a variagédo de calor especifico a

* *

ser obtida no contexto de familias de fungdes que nao sdo necessariamente
coincidentes com £k, contrario ao procedimento da Secao 4.1.1.
Escreve-se, por conveniéncia, a equagao (4.1.6) mais uma vez como
gisi _ € 8u
kc k o

da qual segue a equagdo de Helmholtz para uma formulagdo no dominio da

(4.1.7)

freqiiéncia, como na equacéo (4.1.4), embora ainda em termos de fluxos:

qi’i _CC() * )
ke k

(4.1.8)

em que u Eu*(x,y,z) € uma fungdo dependente apenas das coordenadas
espaciais.

Com o intuito de se chegar a uma expressao da equacao (4.1.8) que seja
adequada a manipulagdo, tdo parecida quanto possivel a equacao (4.1.4),
introduz-se a seguinte transformacao de coordenadas (Dumont e Chaves, 2004)

entre o sistema cartesiano original (x,y,z) e um sistema auxiliar (x',y’,z’):

x= k \/7 (4.1.9)
y v l ¢
Y=< - o \/T (4.1.10)
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k

Supde-se, desde que de outra forma poderia se torna extremamente

14 k , aZ'_ C _ ‘i '
Z=I0 \/;dz + Const. —)5— — t—J.O c/kdt (4.1.11)

complicado para se chegar a solugdes simples, que o sistema auxiliar de
coordenadas (x,y’,z’) tem a mesma origem que (x,y,z). Entdo, a constante
indicada nas equacgoes (4.1.9)-(4.1.11) tem que ser calculada de tal maneira que
z=0 quando z'=0. De acordo com a transformagéao introduzida, as seguintes

expressoes de fluxo e suas derivadas primeiras séo obtidas:

q. =—kku',. f--»%”=—ﬂuﬂmfi=—&fmw (4.1.12)

= —kku',, |< = —kku', S =—keu'
q, = kiU, r Gy, = TREU SE —RCU 5y (4.1.13)

y y
q, =—l€ku*,z,\/E=—l;u*,Z,\/E -
1k . (4.1.14)
q:,.= _lgcu*’z'z'__l;u*az' _(kc)’z' £ = _Ecu*’z'z'_&];u*’z'
2 ek k 2k

e, apos algumas manipulagdes, chega-se a equacao de Helmholtz (Dumont e
Chaves, 2004)

PP N L0 S (4.1.15)

u 5t T ke .

o x'x'

em que o nimero de onda é simplesmente k*=w.
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4.2.Solugao da Equagao de Governo para Problemas 2D e 3D

Tendo em vista que o problema isotropico € um caso particular do
problema ortotrépico, o desenvolvimento apresentado a seguir é feito
diretamente para o caso de problema ortotropico, cuja equacéo de governo é
dada pela equacéo (4.1.15). Particularizagbes referentes ao problema isotrépico
podem ser feitas diretamente do desenvolvimento feito para o problema

ortotrépico, como sera mostrado mais a frente.

Procura-se uma solugéo u" Eu*(x,y,z) que satisfaca a equagéao (4.1.15),
tanto para problemas 2D quanto para problemas 3D. Tal solugao pode ser
expressa da seguinte maneira:

u' =h(x’,y',z',l;)p(z') 4.2.1)
para o caso geral de problemas 3D.

Entdo as derivadas de «~ que aparecem na equacéo (4.1.15) expressam-

se da seguinte forma:

*

U ,oo=hop (4.2.2a)
U =h, p (4.2.2b)
u,.=h_p+hp,. (4.2.2c)
U= s P20 Do AhD, (4.2.2d)
e suas substituicdes na referida equacao, eq. (4.1.15), resultam em:
hyy+h,., ((k")’f +2 p’Z‘Jm(p’Z'Z' b p j =—kh (4.2.3)
2kc p p 2ke  p

Para que haja consisténcia da equacado (4.2.3), os seguintes termos,

expressos como fungao da variavel z, devem ser constantes, ou seja,

Pozz | (ke). p.. =+/% = const. (4.2.4)
p 2kc p

bde P2 ) 5 cons (4.25)
2kc p

As equacgodes do caso particular do problema isotropico podem ser obtidas
pela substituicdo das coordenadas (x',y’,2’) por (x,y,z) diretamente nas equagdes
acima. Todas as equacdes anteriores sao validas para o caso 2D, bastando para
tanto suprimir a coordenada y’ das equacbes, em que teriamos como eixo
coordenado para o caso 2D o eixo (X, Z').

Seis casos particulares podem ser contemplados, em principio, com o

objetivo de se chegar a padrdes de variagdo para as propriedades k(Z) e ¢(Z) do
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material, ja que a primeira constante  pode ser negativa, positiva ou igual a zero
e a segunda constante A pode ser igual a zero ou diferente de zero. Porém, as
solucdes para A # 0 correspondem a padroes de variagdo de k(z), no caso de
problemas isotrépicos, e de k(z'), para problemas ortotropicos, que sao
fisicamente inviaveis.

Entao, para A = 0 na equacao (4.2.5), a equagéao (4.2.3) torna-se:

h,,+w*h=0 (4.2.6)

onde w:,u?z + 3> e B é um parametro do material a ser obtido a partir de

testes experimentais, a partir dos desenvolvimentos feitos a seguir.
A solucdo geral da equacgao (4.1.15) para o caso geral de problemas
ortotropicos € obtida na forma do produto de fungdes apresentado na equacgao

(4.2.1), ou colocado de forma mais conveniente,
u" — h(r'y)p(z') (4.2.7)

onde A(r',y) é a mesma fungdo u’(+',y) dada nas equagdes (3.1.22) e (3.1.23),
para problemas 2D e 3D, respectivamente, em que ' =+/x"* + > +z'*> substitui

r e y substitui k.

Os trés diferentes tipos de solugdes para as expressoes de p(Z'), k(z’) e ¢(z’)
como fungdes da difusividade térmica, correspondendo a A=0, sao
apresentados na tabela 4.2 da Secdo 4.3 para problemas ortotrépicos. Na
subsecao a seguir serdo apresentados os padrbes de variagado para os casos de
problema isotropico e logo em seguida, na Subsecdo 4.2.2, é feita uma

generalizagado dos padrbes de variagao para problemas ortotrépicos.

4.2.1.Problema Isotrépico

Para os casos de padrao de variagao de problema isotropico apresentados

nesta secao, € necessario que se faca a substituicdo das coordenadas (x,y’,z’)

2kc

se supde que ¢ seja constante, embora nao seja necessario.

por (x,y,z) e de por kTZ nas equacgoes apresentadas anteriormente, onde
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4.2.1.1.Solugao Exponencial

Neste padrdo de gradacéo funcional, as hipoteses adotadas sdo B> <0 e

A=0. Tais hipoteses levam ao padrdo de gradacdo mais freqlientemente
sugerido na literatura de materiais com gradacgao funcional.
Reescrevendo as equacgodes (4.2.4) e (4.2.5) na forma do sistema de

equacoes diferenciais, de acordo com as substituicdes necessarias mencionadas

acima,
Pz for P: g2 (4.2.8)
p k p
ke 0P (4.2.9)
k p
tem-se a seguinte solugéo geral (Dumont e Chaves, 2003):
k=k, e_ZBZ(OLGZBZ+1)2 com k, :Izezﬁz(aezﬁz+l)72 (4.2.10)
p=p,e” (a e 4 1)_1 com p, =k, e (a e?Ph 4 1)_1 (4.2.11)

em termos das constantes do material o, P, as quais serdo obtidas
experimentalmente. A constante k, é expressa de tal maneira que k(Z)=k, o

parametro fisico de referéncia. Além disso, k(z) é intencionalmente expressa

como uma fungéo de Z=z+Z7,, de forma a se ter sempre a mesma descri¢cao

material desconsiderando-se a coordenada local de referéncia, de acordo com a
figura (4.1). Este conceito de invariancia a translagao é requisito basico, no caso
de solugbdes fundamentais singulares (Dumont e Chaves, 2003), mas nao no
caso de solugdes fundamentais nao-singulares, que sao as unicas de interesse
neste trabalho. No entanto, mantém-se esta condigdo, ja que nao afeta os
resultados dos desenvolvimentos feitos aqui.

A figura 4.2 (Dumont e Chaves, 2003) mostra dois graficos de alguns
padrées de variacdo de k(z), dados pela equacdo (4.2.10), para o caso
exponencial, para alguns valores de o e 3. No primeiro grafico o valor de = 1,5
esta fixo e a varia de 0,0 a 0,22. No segundo fixa-se o valor de a = 0,2, variando
B de0,0a1,6.
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Figura 4.2: Padrbes de variagéo ilustrativos da fungao exponencial i(z).
Ao invés das equacdes (4.2.10) e (4.2.11), pode-se escrever a solugao
mais restritiva das equacoes (4.2.8) e (4.2.9), correspondendo a a = 0:
k=ke¥#? (4.2.12)
p=k'efPA22) (4.2.13)
Este é o caso de material com gradagdo exponencial encontrado na

literatura. As equacdes (4.2.10) e (4.2.11) permitem mais flexibilidade no padrao

de variacao de k(z).

4.2.1.2.Solucao Quadratica

Este padrao de variagdo adota a hipotese mais simples =1 =0, levando

ao seguinte sistema de equacgdes diferenciais, ja considerando as substituicdes

necessarias mencionadas no inicio desta subsecao,

Pz Koo P (4.2.14)
p k p

ke oP: (4.2.15)
k p

cuja solucao geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por
k=ky(azZ+1? com k,=k(aZ+1)" (4.2.16)
p=p,(aZ+1)" com p,=k;'(aZ,+1)" (4.2.17)
em termos da constante do material o, obtida experimentalmente. A constante
de referéncia k é expressa de tal forma que k(Z) =k . Assim como no primeiro
caso, k(z) é expressa explicitamente como uma fungdo de Z=z+Z2,, em forma a

se ter sempre a mesma descricdo material desprezando-se a coordenada local

de referéncia. O parametro p, é avaliado de acordo com os mesmos tipos de
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consideracdes que dizem respeito as equacdes (4.2.10) e (4.2.11) no primeiro
caso.

A propriedade material k(z) varia como um polinbmio do segundo grau, o
qual representa aproximadamente e € uma alternativa para a fungao exponencial
do primeiro caso. Note que aZ +1= 0 é requerido, neste caso.

A figura 4.3 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o grafico de alguns padrbes
de variagado de k(z), dado pela equagao (4.2.16), para o caso polinomial, para

alguns valores de a.

k(Z)
0 : 3 >
Figura 4.3: Padrbes de variacdo ilustrativos da funcdo quadratica k(z), para alguns

valores de a.

4.2.1.3.Solugao Trigonométrica

Para este padrdo de variagdo, as hipdteses adotadas sdo B> >0 e A=0.

As quais levam as equacoes (4.2.4) e (4.2.5) a serem reescritas na forma do
sistema de equacobes diferenciais, de acordo com as necessarias substituicdes

mencionadas no inicio desta subsecéo,

Pz for P g (4.2.18)
p k p

ke foP: g (4.2.19)
k p

para o qual a solugao geral (Dumont e Chaves, 2003) é dada por
k = ky(asin(BZ) + cos(BZ))  com k, =k (osin(BZ) + cos(BZ)) (4.2.20)
p = polasin(BZ) +cos(BZ))" com p, = k;'(asin(BZ,)+cos(BZ,))”" (4.2.21)
em termos das constantes materiais o, B e um valor de referéncia k. A

propriedade material k(z) varia de acordo com uma curva que ndo pode ser

aproximada pela fungédo exponencial do primeiro caso, conduzindo assim a uma
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descricdo de um padrdao material completamente diferente. O parametro py €
avaliado de acordo com os mesmos tipos de consideragdes que dizem respeito
as equagdes (4.2.10) e (4.2.11), no primeiro caso. Observe que uma translagao
de coordenadas também é possivel neste modelo material, em vista de que as
constantes o e 3 foram ajustadas de forma a expressar k(z) como uma funcéo de
Z=z+Z,.

A figura 4.4 (Dumont e Chaves, 2003) mostra o grafico de alguns padrbes
de variacao de k(z), dado pela equacao (4.2.20), para o caso trigonométrico, para
alguns valores de a e . No primeiro grafico o valor de B = 1,5 esta fixo e a varia
de 1,0 a 1,8. No segundo fixa-se o valor de o = 1,0, variando 3 de 0 a 1,6

A

VA
17 A

1
0.8 0.8 1
0.6 0.6
0.4 1 0.4

0.2 1 0.2

05 10 15 20 U 15 2
Figura 4.4;: Padrées de variagao ilustrativos da funcao trigonométrica k(z), para alguns

valores de a e B.

4.2.2.Problema Ortotrépico

Como conseqliéncia de o processo de obtencado das equacdes (4.2.4) e
(4.2.5) ser o mesmo para materiais isotrépicos e ortotropicos, como ja
mencionado no inicio da Secao 4.2, as solugdes delineadas na Subsecéo 4.2.1
sdo imediatamente aplicaveis, ndo apenas em termos das constantes basicas 3
e A que se podem escolher para se chegar a expressdes viaveis das fungdes

incognitas Z, de acordo com

pﬂz'z' + (kc)’z' p’z' — +ﬂ2, (kC),Z- +2& = //{, (4224)

p 2ke  p 2kc p
mas também em termos das solugdes de p(Z), as quais tém a mesma expressao
de p(z), exceto pela constante embutida, a qual deve ser reinterpretada, haja

vista que se esta trabalhando em um espaco transformado.
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Dada a expressao de p= p(z'), é possivel executar a transformacgao de

coordenadas entre Z e Z, de acordo com as equacgoes (4.1.9)-(4.1.11) (Dumont e
Chaves, 2004):

[k(z") B ' dz'
J- ) dz'+Const. = \/_J.p(z) C(Z)+C0nst. (4.2.25)

j ;EZ dZ + Const. = j P (Z )’ "(Z ) 47 + Const. (4.2.26)

E importante relembrar que as constantes de integracdo nas equacdes acima
devem ser calculadas de tal maneira que Z = Z, quando Z = 0 (e particularizada
para A = 0).
Diferentemente do que foi feito na seg¢ao anterior, para material isotrépico,
na presente formulagdo os padrbes de variagdo para a condutividade £(Z) e o
calor especifico ¢(Z) nao sao obtidos diretamente, haja vista que as
transformacgdes de coordenadas entre Z e Z, dadas nas equacgbes (4.2.25) e
(4.2.26), e as expressodes explicitas de p(Z’) e ¢(z’) sdo interdependentes.
De acordo com a segunda das equacgdes (4.2.24) obtém-se
124

Adiante, a substituicdo de kc na primeira das equacgdes (4.2.24), para a

k(z")e(z') =C, (4.2.27)

expressao de p = p(z'), fornece:

Do Hpow 2Apa) g (4.2.28)
p Zp p
Um procedimento que parece funcionar (Dumont e Chaves, 2004, 2005)
comega com uma presumida familia de relagdes entre a condutividade e o calor
especifico dada pela relagdo c¢(z)/k(z), conduzindo assim a uma expressao de Z
a partir da equacao (4.2.26). Em um segundo passo, calcula-se p(Z) na equagao
(4.2.28), executando-se a transformacéo de coordenadas para expressar p(z) e
finalmente usa-se alguma heuristica para inferir qual familia de fungdes k(z) e ¢(2)
satisfaz tanto o produto k(z)c(z) na equacdo (4.2.27) quanto a relagéo

inicialmente presumida c(z)/k(z) (sempre tendo 2 = 0). Nos itens a seguir é

mostrado o desenvolvimento que leva as expressoes de k(z) e c(2).

4.2.2.1.Hipo6tese a respeito da relacao entre condutividade e calor
especifico

Inicia-se com a hipétese
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c(z2)
k(z)

=f(2)=f(z+Z,) (4.2.29)

tal que, por definigdo, como introduzido nas equacgodes (4.1.5),

f(2)=1, k(z)=c(z)=1 (4.2.30)

4.2.2.2.Calculo da coordenada transformada z’ a partir da equagao
(4.2.26)
A seguir, obtém-se Z a partir da equacgéao (4.2.26), cuidando para que f(Z)

seja integravel e tal que Z = 0 quanto z= 0.

4.2.2.3.Calculo da func¢ao p(z’) como uma solugao da equagao
(4.2.28) em termos dos parametros o e 3

Entao, é possivel expressar p(Z) como uma solugcdo da equacao (4.2.28),
em termos dos parametros o e 3, como mostra a tabela 4.2 na se¢ao seguinte,

escrita de forma geral como

p=pP(a,p,Z)= p,P (4.2.31)
onde a constante p, € obtida de tal forma que
k(Zy)p(Zy) =1 (4.2.32)

de acordo com o desenvolvimento feito na Se¢éo 4.2 para material isotrépico.

4.2.2.4.Calculo das fungoes para condutividade e calor especifico

Partindo das equacgdes (4.2.29) e (4.2.27) e usando a notagao da equacéao

(4.2.31), segue que

Ve c Jes (4.2.33)

) f(PoP)2 ’ ) (POP)2

Calculando as constantes \/a € po das equacodes (4.2.30) e (4.2.32)

_ PZ)Y o _ oy PEZy)
\/C_l—(f(zo) P(Z)j ., B _f(ZO)P(Z)Z (4.2.34)
obtém-se as expressoes finais da condutividade e do calor especifico
— \2 — N2
__L[PD) .z [—P(Z)J 4.2.35
f(Z)(P(Z)J A ) (4.2:35)

Estas expressdes em termos das fungbes presumidas f(Z), como na equagao

(4.2.29), e dos parametros o e [, devem ser checadas em relagdo aos
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parametros reais do material com gradacao funcional, obtidos em laboratdrio,
com ajustes feitos de forma iterativa até uma concordéncia satisfatéria entre o
experimento e o modelo.

Além disso, na obtencio da expresséao de p(Z) na equagao (4.2.31),
P(Z,)

p :f(ZO)P(Z)2

P(2) (4.2.36)

pode-se também fazer uso do seguinte produto na implementagdo numérica:

k ZM (4.2.37)
F(2)P(2) a
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4.3.Resumo das expressoes obtidas na Segao 4.2

Nas tabelas a seguir é feito um resumo das equagdes desenvolvidas na
Secao 4.2 para as fungdes p(z) e k(z) para problemas isotrépicos e as fungbes
p(z°), kAz’) e ¢(z’) para problemas ortotrépicos em termos das suposigdes feitas
para a constante gtendo 4= 0.

A tabela 4.1 apresenta as expressdes de p(z) e k(z) de acordo com a
hipotese adotada para £ na equagéao (4.2.4) adaptada para problema isotrépico,

conforme é explicado na Subsecgéo 4.2.1.

Tabela 4.1: Resumo das solugdes p(z) e k(z) para os padrbes de variagdo adotados.

Funcdes k(z) e p(z)
£=0 k=kyaz+1 | k =klaZ+1)"
(Quadrética) p=py(aZ+1)" |, p,=ky'(azZ,+1)"
+ B k = ky(asen(BZ) +cos(BZ)) . k, =k (asen(BZ)+cos(BZ))”
(Trigonométrica) | p = p,(asen(BZ)+cos(BZ))" , p, =k, (asen(BZ,)+cos(BZ,))"
- p? k=k,e (a e+ 1)2 , kg =ke” (a e 4 1)_2
(Exponencial) p=pee” (a62ﬂ2+1)’1 . po =kt (aQZﬂZo +1)’1

A tabela 4.2 apresenta um resumo das solugdes p(z’), kAz’) e c(z’) em

fungdo da difusividade térmica a(z") =k (z")/c(z"), de acordo com as hipdteses

adotadas para fna equacao (4.2.4).

Tabela 4.2: Resumo das solugdes p(z’), kAfz’) e c¢(z’) para os padrdes de variagdo

adotados de difusividade térmica a(z") = k.(z")/c(2") .

p=0 _ (&' +1fa,

, (Quadratica) RS S P[4 Y
Z,ZJ dzZ + 3 B (asen(fz") +cos(fz")) \/a_o p(z")
2, \Ja(Z) | (Trigonométrica) P= (asen( ") +cos(f3")) . PE 2

_p Pl -1 o, | P a@)

(Exponencial) p= e (a(ezﬁz' -+ 1)
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