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SOLUGOES FUNDAMENTAIS NAO-SINGULARES

Este Capitulo apresenta as solugbes fundamentais n&o-singulares,
também conhecidas como fungbes T completas que nada mais sdo do que
solugdes homogéneas regulares da equacgao diferencial do problema, aplicadas
no presente trabalho a problemas no dominio da freqtiéncia.

O nome de fungdes T completas vem sendo usado em homenagem ao seu
criador Trefftz. O termo completas tem a ver com um polinébmio completo. Tais
solugdes sdo aqui apresentadas, tanto para o caso de problemas de potencial
como para problemas de elasticidade, num contexto independente e mais geral
do que se pode obter na literatura (Qin, 2003).

Inicialmente sdo abordadas as solugbes fundamentais para os casos de
problemas de potencial quase-harménicos e harménicos, Sec¢ao 3.1. Em seguida
sdo apresentadas as solugbes fundamentais para os casos estaticos e
dinamicos de elasticidade, este ultimo no dominio da frequéncia, Secao 3.2. E
finalmente, sdo abordados os casos de espagos nulos relacionados a parte
estatica das solu¢des fundamentais, Segéo 3.3.

Neste trabalho interessam apenas as solugbes fundamentais néo-
singulares, as quais passarao a ser chamadas a partir deste ponto apenas de
solugbes fundamentais. Os desenvolvimentos aqui feitos sdo fortemente
influenciados pelas apostilas e notas de aulas do curso de Método Hibrido de
Elementos de Contorno ministrado na PUC-Rio pelo professor Dumont. Uma
exposicao resumida do que sera aqui apresentado pode ser encontrada em
(Dumont e Prazeres, 2004, 2005).

3.1.Problemas de Potencial

Nesta secao, diferentemente do que se fez na Sec¢ao 2.1, sera priorizado o
uso da notagao indicial e todas as equacgdes aqui utilizadas, mesmo aquelas ja
apresentadas na Secgao 2.1, serdo reescritas com uma nova numeragao, com o

intuito de facilitar o acompanhamento das deducoes.
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3.1.1.Problemas de Potencial Quase-harmoénicos

A equacao diferencial de equilibrio para problemas de potencial quase-
harménicos (Zienkiewicz) é a equagdo de Poisson (para problemas com fonte
interna) ou a equacao de Laplace, como apresentado na Secdo 2.1. Seja entao
a equacao de Laplace, equagéao (2.1.14), reescrita abaixo em notagao indicial:

;=0 em Q (3.1.1)

2ii

A questado de se achar a solugao fundamental da equacgao (3.1.1) envolve

encontrar um campo potencial u, que a satisfaca.

A fungdo u, pode ser expressa como

uo=f(r)g(0)=fg (3.1.2)
para problema 2D, em coordenadas polares. Portanto, a equagéo (3.1.1) se
expressa

f,,.g+%f,g+r%fgee =0 (3.1.3)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Esta equagdo pode ser

subdivida em duas equagdes,
1 m*
frﬂF;fr—r—zf:O (3.1.4)

Qo =—Mm'g (3.1.5)
em que m é uma constante de separacgao, de valor qualquer, a principio.

A solugéo geral da equagéo (3.1.5) é

g =C, cos(m@)+C,sen(m8) (3.1.6)
em que C, e C, sdo constantes arbitrarias.

Como se requer que

g(=m)=g(x)

8y(—7m)=g,(7)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

(3.1.7)

A solucédo geral da equacao (3.1.4) € uma combinacao linear qualquer das

m

fungbes ™ e r™". No entanto, como somente interessam solugbes que
resultem em polinbmios, toma-se apenas a primeira das solugbes, com o que se

obtém a expresséo de u,, de acordo com a equagao (3.1.2):

uy =r'"(C1 cos(mB)+C, sen(m@)) (3.1.8)
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A expressdo correspondente em coordenadas cartesianas se obtém
fazendo

x=rcos(@) e y=rsen(0) (3.1.9)

Para corresponder a solugdes que devem ser nao-singulares e Unicas, m
deve ser um inteiro positivo. Note que havera apenas uma solugao possivel para
m=0 e duas solugdes para cada valor subseqlente de m, 0 que corresponde a
2n+1 solugbes compreendidas por polinbmios completos de grau » em
coordenadas cartesianas.

Para ilustrar o que foi dito até entdo, o conjunto de tais termos polinomiais

para n=3 é dado abaixo para o vetor u, , em que s esta relacionado ao grau de
liberdade de p,,

u; =<1 | rcos@ rsen@ | r’cos26 risen2@ | r’cos36 r3sen39>
. . s . . s (3.1.10)
E<1!x yixy —-x"+y° 1-3xy +x -3yx +y>
Pode-se demonstrar que para o caso de problemas 3D a expresséo de u,,

em coordenadas esféricas (r,0,¢), corresponde a:

uy =r"L} (cos@)(Csenl 8+ C, cos6) (3.1.11)
em que
x =rsen(f)cos(p), y=rsen(d)sen(p) e z=rcos(6) (3.1.12)

e L/(cosf) é a fungdo associada de Legendre de primeira ordem, com

argumento cos6, na verdade uma fungdo trigonométrica de 6 calculada no

contexto de “harmdnicos esféricos”
(http:/mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonic.html). L} =L} (cos®) existe

apenas para (<m. Entdo, para todo m=>0 existem 2m+1 solucdes

compreendidas na equacgao (3.1.11) e, como resultado, o conjunto de possiveis

polinbmios em coordenadas cartesianas até o grau n corresponde a (n+1)2.

Para n = 3, por exemplo, obtém-se um vetor u;S com 16 solugdes fundamentais:

Uy, =<1 | 7Ly rLseng rLcosg i r’Ll r*Lisenp r’Lcosg r’Lisen2p r’L2cos2e
Ly r’Lsenp r’Lcosp r’Lsen2p r’Lycos2p r’Lsendp r’L) cos3g0>
E<1!x y zixy —x*+y’ xz yz —x*+z° |

X' =3xy° =3x°y+y’ xyz yz-x'z xz'—-xy° —x'y+yz’ —3x22+z3>

(3.1.13)
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Na Tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples
para problemas de potencial. Nela sdo apresentados o numero de graus de
liberdade interno (dimensdo de p*) de cada elemento e a dimensdo e o posto

das matrizes H e F relacionadas. O valor n apresentado na segunda linha da

tabela é o grau da fungéo polinomial u, .

Tabela 3.1: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de potencial.

Dimenséao 2D 3D
n 1 2 3 4 1 2 3 4
2n+1 n+1)
dimp’) n1)
3 5 7 9 4 9 16 25
Elemento | T3 | Q4 | T6 | Q8 Ted H8 Te10 H20
Dimensao
3x3 | 5x4 | 7x6 | 9x8 4x4 9x8 16x10 25x20
de H
Posto de
2 3 5 7 3 7 9 19
H
Dimensao
3x3 | 5x5 | 7x7 | 9x9 4x4 9x9 16x16 25x25
de F
Posto de
. 2 4 6 8 3 8 15 24

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

llustragbes dos elementos T6 (tridngulo de 6 nos), Q8 (quadrilatero de 8
nos), Te10 (tetraedro de 10 nés) e H20 (hexaedro de 20 nés) sdo apresentadas
nas Figuras 3.1 e 3.2 da Subsecdo 3.3.1. Delas também podem ser obtidas as
formas dos elementos T3 (triangulo de 3 nds), Q4 (quadrilatero), tetraedro de 4
nos e H8 (hexaedro de 8 nds) através da desconsideragdo dos nds nos meios

das faces ou arestas, nos elementos 2D e 3D, respectivamente.
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3.1.2.Problemas de Potencial Harmonicos

A equagdao de governo do problema de potencial harmbnico foi
apresentada na Secao 2.1.2, equacgao (2.1.17), e é apresentada aqui novamente

em notacgéo indicial, sem consideragao de fonte interna, ou seja,
,;+k *u=0 em Q (3.1.14)
A questao de se achar a solugdo fundamental da equacgao (3.1.14) envolve
encontrar um campo potencial u* que a satisfaga.

Novamente, assim como feito para a funcao u;; na Secao anterior, a

funcdo u~ pode ser expressa como

u =f(r)g(0)=fg (3.1.15)

Portanto, em coordenadas polares, a equacgao (3.1.14) se expressa como
1 1
ﬂrg+;ﬁg +r—2fgee +k*fg=0 (3.1.16)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas,
1 2 m2
fot=fH| k" ——|f=0 (3.1.17)
r r

oo =-m"g (3.1.18)
em que m € uma constante de separagao, de valor qualquer a principio.

A solucao geral da equacao (3.1.18) é:

g=Csen(m@)+C,cos(m8) (3.1.19)
em que C, e C, séo constantes arbitrarias. Como se requer que

g(-n)=g(n)

(3.1.20)
8o(—m)=gp(m)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

A solugdo geral da equacgao (3.1.17) € uma combinagao linear qualquer
das fungbes de Bessel Jm(Er) e Ym(l?r), de primeira e segunda espécie e
ordem m, com argumento kr . Como somente interessam solugdes que resultem
em polindbmios, toma-se apenas a primeira das solugdes, com o que se obtém a
expressdo de u ", de acordo com a equacéo (3.1.15):

u = (Clsen(mﬁ) + C, cos(m 0))] (l;r) (3.1.21)

m

Uma maneira mais adequada de escrever a solucdo u~ dada na equagéo
(3.1.21) é:
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u' = /k) mlJ, (kr)(C, cosmO+C,senm) (3.1.22)

em que o termo que multiplica J, (l?r) é escolhido de tal maneira que Limu = u,
k—0

*

para u, dado na equacdo (3.1.8). Como consequéncia, pode-se expressar o

vetor u: de 2n+1 solugdes fundamentais na forma de uy, na equagdo (3.1.10),

apenas trocando " por (2/1;)"1 m/Jm(l;r), considerando n o grau do polinbmio

completo que se obtém quando k—0.
A solucao geral nao-singular da equagédo de Helmholtz, equacgéo (3.1.14),
para problemas 3D em coordenadas esféricas, &

W= %sz(%})w(cos 0)(Csent@+C, cos (6) (3.1.23)
com um fator multiplicando a fungcdo de Bessel de tal maneira que a equacao
(3.1.11) seja obtida como o caso limite de k —>0. As fungdes de Bessel de
ordem m+1/2 sdo na verdade fungdes trigonométricas. Como ocorrido para o
caso 2D, pode-se expressar o vetor u: das solugdes fundamentais com (n+1)*

(2m+1)\n

termos usando u,, definido na equagéo (3.1.13) com =
‘ m!(2k )"

‘]m+1/2 (EI") no

lugar de r".
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3.2.Problemas de Elasticidade
3.2.1.Elastostatica

A equacao diferencial de equilibrio da elastostatica, apresentada na
equacgado (2.2.13), é reescrita abaixo por motivo de conveniéncia, sem a
consideracao de forcas de corpo e levando em conta o que foi exposto na Se¢ao
2.3, no Capitulo 2, ficando entao

* 1 *

im’jj+(1——2v)ujmyﬁ=0 emQ (3.2.1)

u

Uma solugéo do problema proposto pode ser obtida considerando-se que o

campo de deslocamentos um possa ser expresso em termos de uma funcao

potencial @, (funcdo de Marguerre) na forma
1
uy, =®, ., ———D, . 3.2.2
0im im > kk 2(1—\/) km 2ik ( )
sendo
- 1 1-2v
Uo jm,ji = (Djm’kk/i_mq)km s jigi = mq)jm s kki (3.2.3)
# 1
Uoim,jj = P im vk — 2(1 ~ V)(ka’ikjj (3.2.4)
a equacao (3.2.1) resulta em
®,, =0 ou V2(V20,, )=0 (3.2.5)
onde se considera que
®©,, =D,5,, (3.2.6)

em que o indice 0 na fungéo @, se refere a solugéo estatica e 3,, é um delta de

Kronecker generalizado, onde o indice i corresponde as diregdes coordenadas X,
y € z para o caso geral de problemas 3D e o indice m varia de 1 até o numero de
graus de liberdade do problema.

Assim, uma solugdo simples pode ser formulada num sistema polar de
coordenadas, para problemas bidimensionais, ou num sistema esférico de
coordenadas, para problemas tridimensionais.

A solucao pode ser obtida pelo produto de uma fung¢ao do raio » e uma
funcao do angulo ¢, para problemas bidimensionais.

Seja o duplo sistema de equacgdes diferenciais, obtido a partir da equacéao

(3.2.5), e considerando a equacéo (3.2.6),
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{VVZ;‘IZO:IEO (3.2.7)
em que o indice 0 na funcdo ¥, tem o mesmo significado de se referir ao
problema estatico com mencionado acima. Quanto aos subscritos im, que
aparecem nas equacgoes (3.2.5) e (3.2.6), sdo omitidos na equacdo acima
apenas por simplicidade de notacgao.

A fungao ¥, pode ser expressa como o produto de duas fungdes,

¥, =f(r)g(0)= fg (3.2.8)

Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equacgdes (3.2.7) se expressa
1 1
S8 +;f,g +r_2fgee =0 (3.2.9)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas equacoes,
1 m?
fot=f,—— =0 (3.2.10)
r r

Qoo =—M°g (3.2.11)

em que m € uma constante de separacao, de valor qualquer, a principio. Note
que esse procedimento é igual ao procedimento utilizado na secédo anterior
(Secao 3.1).

Assim como na Secdo 3.2 a solugao geral da equacao (3.2.11) tem a

forma
g=C, sen(m@)+C,, cos(mb) (3.2.12)
emque C,, e C,, sao constantes arbitrarias.

Também aqui, assim como na segao anterior, se requer que

g(-m)=g(mn) (3.2.13)
go(—m)=ge(m)
em que se verifica que m tem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.

Como ja se sabe, a solugéo geral da equagéao (3.2.10) € uma combinagao

m

linear qualquer das fungdes r™ e r™™. E, como somente interessam solugdes
que resultem em polindmios, apenas a primeira das solucdes € valida, e portanto

a expressao de ¥, de acordo com a equagéo (3.2.8) fica
¥, =r"(C,,sen(mb) +C,, cos(m6)) (3.2.14)

Para a solugdo da segunda das equacgdes (3.2.7), supde-se também que

®, possa ser expressa por
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©,=1(r)g(0)=fg (3.2.15)
em que f e g sao fungdes a determinar (diferentes das fungbes obtidas

acima), de acordo com a equagéao
1 1
fog+—f.g+— f2, = (C,sen(m)+C,, cos(mb))r" (3.2.16)
r r
A solucdo homogénea desta equagao tem a mesma expresséo de ¥, na
equacao (3.2.14), com outras constantes de integracdo. Uma solucao particular

desta equacéao pode ser obtida se se escrever

cos(m@) )r" (3.2.17)

1 1 1

rf +_f‘rp +_2fp @ :_(Clmsen(me) + C2m
r r g g

Ficando evidente, entdo, que se pode supor para g a mesma expressao

da equacéo (3.2.12), resultando para f” a equagao
1 m*
A= f == fr=r" (3.2.18)
r r

cuja solucéo é

rm+2

T 4mt1)

S/ (3.2.19)

e, portanto, tem-se a solugao geral da equacgao (3.2.7):

m+2
r (C

O, =(C, sen(n@)+C, cos(n@) " +——
0 ( 1n ( ) 2n ( )) 4(m+1) 3m

sen(m@)+C,, cos(m6)) (3.2.20)

em que n e m sao numeros inteiros positivos quaisquer. Esta funcdo pode

compor qualquer solugao da fungao potencial geral ®, , conforme a proposi¢cao

do problema. A equacdo acima pode ser expressa, de maneira mais simples,
como
@, =r"[C, sen(nb) +C,, cos(nd) +C, sen((n—2)0)+C,, cos((n—-2)0)] (3.2.21)
A funcao @, pode ser dada em termos da funcao u; da equacéo (3.2.8) ou
da equacéo (3.2.11) para problemas 2D ou 3D, respectivamente, ficando
@, =r’u; (3.2.22)

Sendo assim a express&o de u,,, da equagéo (3.2.2) que & fungéo de @,,,

que por sua vez é funcao de u;;, é

* 2 * 1 2 %
u,, =1 ® r (I)Okm,ik

L ——— 3.2.23
Oim,kk 2(1 _V) ( )
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Para efeito de ilustragdo, as solugdes u,, como desenvolvimento da

equacao (3.2.2), em que s se refere ao grau de liberdade de pg para 0s casos

bi e tridimensionais sao, respectivamente:

u;‘,fLF_‘W 0 i(S—Sv)x —y (7—-8v)y —x :} (3.2.24)
1-v 0 3-4v | -y (7—-8v)x —-X (5-8v)y |-
5-6v 0 0 | (7-10v)x —y -z O-10v)y
u;,.s=i 0 5-6v 0 % -y (O-10vx 0 -
0 0 5-6v! -z 0 O—-10v)x 0 (3.2.25)
-Xx 0 9-10v)z 0 —-x e
(7-10v)y -z 0 ©O-10)z  —y |-
—z  ©-1v)y  -x —y (T-10v)z |

O nuimero de solugdo compreendidas pelo indice s dos deslocamentos u,,

corresponde a um polindmio completo de grau n, ou seja, 2(2n+1) para

problemas 2D e 3(n+1)* para problemas 3D.

Na tabela abaixo é feito um resumo dos elementos 2D e 3D mais simples
para problemas de elasticidade. Nela sdo apresentados o numero de graus de
liberdade interno (dimensao de p*) de cada elemento € a dimensao e o posto

das matrizes H e F relacionadas.

Tabela 3.2: Resumo de elementos 2D e 3D para problemas de elasticidade.

Dimensao 2D 3D
n 1 2 3 4 1 2 3 4
2(2n+1) 3(n+1)
dimp’) 1)
6 10 14 18 12 27 48 75
Elemento | CST| Q4 T6 Q8 Ted H8 Te10 H20
Dimensao
o 6x6 | 10x8 |14x12 18x16| 12x12 27x24 48x30 75x60
e
Posto de
3 5 9 13 6 18 24 54
H
Dimensao
o 6x6 | 10x10 | 14x14 | 18x18| 12x12 27x27 48x48 75x75
e
Posto de

F
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Nas figuras a seguir sao ilustrados os elementos T6 (tridngulo de 6 nés),
Q8 (quadrilatero de 8 nés), Te10 (tetraedro de 10 nés) e H20 (hexaedro de 20

nos), aos quais se referem a tabela acima e a tabela 3.1.

Pl

Figura 3.1: Elementos 2D — T6 e Q8.

&by

Figura 3.2: Elementos 3D — Tetraedro de 10 nés e H20.
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3.2.2.Elastodinamica

A equacéo diferencial de equilibrio da elastodindmica, equacao (2.2.1), é
reescrita abaixo sem a consideracgao de forgcas de corpo:

2
o, i—pa—? -0 em Q (3.2.26)
T ot
Foi demonstrado na Secgao 2.2, Capitulo 2, que a aplicagao da lei de

Hooke a equacao (3.2.26) leva a

Gu; e+ )uk,ki —pti; =0 em Q (3.2.27)

G
(1-2v
que nada mais € que a equacao diferencial da elastodindmica em termos de
deslocamentos.

Para que se possa ter uma formulagdao no dominio da freqiiéncia, supbs-se
que estes deslocamentos possam ser expressos como o produto de duas
fungdes, como exposto na Secgao 2.6, equagao (2.7.2), em que t(¢,) satisfaz a

£

equacdo (2.7.4) e dessa forma u,, deve satisfazer a equagao diferencial

im

kS

Gu +po’u,, =0 em Q (3.2.28)

.
imojj+ (- 2V)”jm i
Que pode ser expressa da seguinte forma, em analogia com o que foi feito

na Secao 2.2:
czzi,t;n,j/.+(cl2 —ci}fk +o’u, =0 emQ (3.2.29)

Jjm? ji
Uma solugdo para a equagdo acima pode ser obtida a partir da

substituicao

. k’
Uiy = @+ D, _{l_k_lz}q)k’”’”‘ (3.2.30)
2
em que k =2 e k, -2, Entéo,
G )
: k}
Uinsji = P i+ 5 Poon s i (3.2.31)
kz
. 5 kl
Ui 5= Pt TT D iy = l—k—2 D ity (3.2.32)
2
Portanto, a equacao de equilibrio se expressa como
(Dim’kkjj_'_klzq)im’jj+k22q)im’jj+k12k22q)im :O (3233)

que pode ser posta na forma

(V2 k2 fv2 4k o, =0 (3.2.34)
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onde se considera, por simplicidade, que
®,, =3, (3.2.35)
E valido mencionar que, para problema estaticos, em que ©=0, ky=k,=0

kP (1-2v)
e —= .
k> (2-2v)

A partir da equacao (3.2.34) e considerando a equacgéao (3.2.35), pode-se

formular o seguinte duplo sistema de equagdes diferenciais,
2 2 _
(v2 A Jr =0 (3.2.36)
(V2 ko =w
para cada termo da fungdo potencial @,,.
A funcao ¥ pode ser expressa como
V=r(r)g(6)=fg (3.2.37)
Portanto, em coordenadas polares, a primeira das equagobes (3.2.36) se

expressa como
1 1
frgt— g +r—2fgee +kifg=0 (3.2.38)

em que os subscritos denotam derivadas parciais. Por seu lado, esta equagao

pode ser subdivida em duas equacoes,
1 2 m2
fot =S+ kK ——|f=0 (3.2.39)
r r

Qoo =—M°g (3.2.40)
em que m é uma constante de separagao, de valor qualquer a principio.

A solucao geral da equacao (3.2.40) é:

g=C, sen(m@)+C,, cos(mb) (3.2.41)

emque C,, e C,, sdo constantes arbitrarias. Como se requer que

g(-m)=g(m) (3.2.42)
go(—m)=gy(m)

verifica-se que mtem que ser um numero inteiro, positivo ou negativo.
A solugado geral da equacgao (3.2.39) é uma combinagao linear qualquer

das fungbes J,(kr) e Y,(kr), que sdao de ordem m. Como somente
interessam solugdes que resultem em polindbmios, toma-se apenas a primeira

das solugdes, com o que se obtém a expressao de ¥, de acordo com a equagao
(3.2.37):

¥ =(C,,sen(m)+C,, cos(m))J, (k,r) (3.2.43)
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Como se pode perceber, a equacgao (3.2.36) é simétrica em relagdo as
funcbes ¥ e ®, o que permite dizer que sua solugdo € uma combinacdo do
resultado obtido acima para a fungao ¥, de forma a se terem 4 constantes de

integragéo e duas fungbes de Bessel de primeira ordem com argumentos k, e

k, . Portanto, a solugéo geral da equacéo (3.2.36), adequadamente escrita, é

e = ( wsen(nd)+C,, cos(né?){‘]" (k,7) n I (kz”)J_'_

k' k)
(3.2.44)
Gy, sen(mb)+C,, cos(mb)( J,(kr) J, (ko)
k12 o k22 klm kén

de modo a se obter @, da equacéo (3.2.21) para © —> 0.
E possivel escrever a funcdo ® em termos da funcdo potencial uo
encontrada na Sec¢ao 3.1 do Capitulo 3 na forma

(ki) =Ty (hor ) 1S )2‘”2(‘”1)/ (3.2.45)

v i)

para problemas 2D, ou

= (Jd+1/2 (kl”)/kldﬂ/2 Janp (ks ”)/de/Z )\/7(2d "‘3)/

}"d+l/2( k hd+1/2(d +1)/ (3246)

para problemas 3D, em que d é o grau do polindmio u, em coordenadas
cartesianas. As funcdes de Bessel de ordem m+% sao na verdade funcbes

trigonométricas. Os fatores multiplicadores nas equacdes (3.2.45) e (3.2.46) séo
escolhidos de tal maneira que a expressao de ® para o — 0 se torna igual a
equagao (3.2.21).

Seja dim(u’gs) a dimensao do vetor de solugdes potenciais da Segéo 3.2, a
qual é 2n+1 para problemas 2D e (n+1)2 para problema 3D, onde n é o grau do
polinbmio completo que se esta usando. Seja ainda D uma constante igual a 2
ou 3, para problemas 2D ou 3D, respectivamente. Entdo, para u, expandido
como o vetor u, da equagéo (3.2.10) ou (3.2.13), pode-se expressar um vetor
de fungbes @, nas equagdes (3.2.45) ou (3.2.46) e, considerando-se a solugéo

geral ®, na forma ®,=®5,, compbe-se uma matriz de solugdes

Uy =, p) da equagéo diferencial (3.2.28) ou (3.2.29) fazendo-se uso da

equacéo (3.2.30) na forma

U prosy = (®,, y+H2D, B, + (62 /2 1), i=1.D, k=1.D, (=1 dim(u;) (3.2.47)
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O numero de solugbes compreendidas pelo indice s=D/+k—D dos

deslocamentos u;, corresponde a um polindmio completo de grau n, assim como

no caso estatico, ou seja, 2(2n+1) para problemas 2D e 3(n+1)* para

problemas 3D.
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3.3.Espacos Nulos Relacionados a Parte Estatica das Solugodes
Fundamentais Nao-Singulares

A implementacdo no dominio da freqiéncia das solugbes fundamentais
deduzidas nas sec¢des anteriores resulta em matrizes F e H de posto cheio,
como é apresentado na Secado 2.7. Entretanto, as matrizes F, e Hq do caso
estatico tém espacos nulos, como foi indicado nas equagdes (2.7.15), (2.7.16) e
(2.7.20). A matriz W de potencial constante ou deslocamentos de corpo rigido é
construida de maneira direta (apesar de dependente de modos no caso de
elasticidade, devido a rotagdes de corpo rigido), como dada abaixo para um

modelo discretizado com nnp coordenadas de pontos nodais (x,,y,,z, ).
w=1 1 - 1" (3.3.1)

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, ou

1 0 |1 0 (-1 1 0

~ | | |

W={0 110 1 [~ 0 1 (3.3.2)
7777777 5 I
yl xl } y2 xZ } ' } yrmp xrmp

1 0 0 | 1 0 0 -1 1 0 0
0O 1 010 1 0 l-l 0 0
G| 00 oo e 00 1 (3.3.3)
0 -z y ! 0 -z ! ! 0 mmp Yanp
z, 0 -x i z, 0 -x i i Znp =X,
L= X 0 i_yz X, 0 | E_yrmp Xnp 0 )

para problemas de elasticidade 3D. Nas equac¢des (3.3.1)-(3.3.3), uma matriz
nao-ortogonal W esta sendo representada ao invés de W, por motivo de
simplicidade. W €& obtida por ortogonalizacdo de W, tal que W'W=I. As
equacgoes (3.3.1)-(3.3.3) sdo validas também para materiais ndo-homogéneos.

A base ortogonal representada por V'V =1 nas equagbes (2.7.16) e

(2.7.20) é, em caso de material homogéneo,
v=[1 0 - 0]" (3.3.4)

para problemas de potencial tanto 2D quanto 3D, e

T

1 0;0 O 0 0 0
| |

0 0!« 0 (3.3.5)

0 010 1/N21-1/N2 01 0

para casos de elasticidade 2D, ou


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310981/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310981/CA

1000 0 010 0 0 | 0 0 0} 0
0100 o0 o0 0 0 | o0 0 0l 0
yo|0 0 1fo 0o f0 0 0 i 0. 0 0f:0
000i0 0 01 0 0-1/V21 0o V2 0i- 0
0000 0 210 0 0 [-1/y2 0 0i- 0
00 0i0 -1/2 0 11/2 0 o | o0 0 0i- 0]

para casos de elasticidade 3D.
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(3.3.6)

As séries de produtos u, .V, para V dado na equagéo (3.3.4) e u,, dado em

(3.1.10) ou em (3.1.13) correspondem a potencial constante puro (dando assim

fluxo zero). Também, as séries de produtos ungy para V dado nas equacdes

(3.3.5) ou (3.3.6) e u,, dado pelas respectivas equagdes (3.2.24) e (3.2.25)

correspondem a deslocamentos de corpo rigido puros. Abaixo é mostrado, a

titulo de ilustracdo, como ficam tais produtos para potencial e elasticidade 2D,

respectivamente.

u;SVS=<1!x y!xy —x2+y2!—3xy2+x3 ¥y =3’ >

- 1 |3-4v 0 | (5-8)x -y (7-8v)y -x |
u V., =—— | |
T lev 00 34! -y (T-8x —x  (5-8)y -]
3-4y —8(1-v)y
0 - N
| 1=V \/5
B 0 3-4v  8(l-v)x
1-v \/5

S O O o o =

S O o o o =

=1

S O O O = O

(3.3.7)

0
/2
-1/42

(3.3.8)

Para materiais ndo-homogéneos, entretanto, as equagdes (3.3.4)-(3.3.6)

valem apenas aproximadamente. Um modelo dependente mais preciso da base

V deve ser obtido como um espaco nulo aproximado de Fq na equagéao (2.7.20).
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