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Modelo de Perdas Operacionais

“When you can measure what you are speaking about, and express it in
numbers, you know something about it; but when you cannot measure it,
when you cannot express it in numbers, your knowledge is of a meagre and
unsatisfactory kind.”

William Thompson, Lord Kelvin

Este é o principal capitulo deste trabalho, pois ndo ha como controlar, e,
por conseguinte, gerenciar algo, sem medi-lo. Sendo assim, o capitulo apresenta
0 Modelo de Distribuicdo de Perdas (LDA) como uma métrica para o risco
operacional.

Portanto, em primeiro lugar formaliza-se a abordagem classica de perdas
operacionais, prosseguindo em discussdes técnicas a cerca de métodos
intermediarios, cujo objetivo final estd no célculo e na alocacdo do capital
regulatorio destinado a protecdo contra o risco operacional. Para tanto, é
necessario determinar os modelos de severidade e de frequéncia, pecas
fundamentais na composicdo do modelo de perdas agregadas ou perdas

operacionais.

4.1.
Modelo de Distribuicdo de Perdas (LDA)

Decidiu-se utilizar o LDA para a mensuracao do risco por sua objetividade,
uma vez gque ndo necessita da interpretacdo gerencial dos indicadores de risco,
dependendo obrigatoriamente do histérico de perdas observadas para previsao
da distribuicdo das perdas futuras; e por permitir fazer predi¢des, analise de
cenarios, teste de estresse e analise de custo-beneficio — inclusive para
transferéncia de risco (Coleman, 2000) [20].

Adicionalmente, sob o ponto de vista metodoldgico este modelo parece ser
menos complicado para construgcdo que os modelos internos para risco de
crédito e de mercado (Frachot et al., 2001) [42].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310428/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310428/CB

4 Modelo de Perdas Operacionais 52

Além disso, o LDA é mais sensivel ao risco, pois os dados internos sao
usados para calibrar o processo. Isso torna esta métrica mais ligada ao real risco
de cada banco, e, portanto ao seu gerenciamento, podendo minimizar o capital
alocado em detrimento aos métodos do tipo “one-size-fits-all methods”.

No apéndice 6, o Comité da Basiléia (2001a) [6] apresenta o LDA
conforme transcrito a seguir: ‘Under the Loss Distribution Approach, the bank
estimates, for each business line/risk type cell, the probability distribution
functions of the single event impact and the event frequency for the next (one)
year using its internal data, and computes the probability distribution function of
the cumulative operational loss.”.

Alguns comentarios sobre a transcri¢cdo acima:

O LDA é uma modalidade de AMA, pois cabe ao banco estimar suas
proprias distribuicdes de probabilidade.

A Basiléia espera que a medida do risco operacional seja feita por linha
de negdcio e por tipo de evento de perda, conforme visto nos capitulos
2e3.

O LDA se baseia em modelos preditivos para a distribuicdo de
probabilidade da severidade e da freqiiéncia, um ano a frente, para
cada unidade de risco — par linha de negdcio / tipo de evento de perda.
Normalmente, o modelo de previsdo é ingénuo, considerando as
distribuicbes de probabilidade da severidade e da freqiiéncia de uma
unidade de risco um ano a frente iguais as respectivas distribuicées de
probabilidade subjacentes baseadas somente nos dados internos
(Coleman, 2003b) [24].

Pode-se concluir erroneamente que a calibragdo das distribuicdes de
probabilidade da severidade e da freqiéncia dos eventos seja feita
Unica e exclusivamente por intermédio de dados internos. Conforme
visto no capitulo 3, a Basiléia permite a conjuncédo dos dados internos
com dados externos e opinides de especialistas para a AMA. Isso
possibilita a criacdo de modelos de previsdo para as distribuicoes de
probabilidade da severidade e da fregiiéncia mais robustos e menos
ingénuos.

0 Os dados externos e os dados simulados em cenérios de
estresse tornam o modelo mais robusto, pois captam perdas
extremas que comumente ndo sdo fazem parte dos dados
internos.
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0 As opinides de especialistas se traduzidas em dados permitem
uma previsdo do comportamento dos controles internos um ano
a frente, tornando o modelo preditivo menos ingénuo.
Além da conjuncdo dos dados internos com os dados externos e as
opinides de especialistas, uma outra solucéo para tornar os modelos de
previsdo menos ingénuos é dar maior peso as perdas mais recentes.
Como sugestdo, pode-se aplicar um alisamento exponencial aos
impactos financeiros nos dados internos. Em toda a revisdo da
literatura n&o foi encontrada proposta semelhante.
Por fim, calcula-se a distribuicdo de probabilidade das perdas
operacionais de uma unidade de risco como sendo o0 somatoério das
severidades das perdas operacionais desta unidade de risco. E
importante destacar que para cada unidade de risco a severidade é
uma variavel aleatéria, assim como a quantidade de perdas nesta
unidade de risco (frequéncia), sendo suas distribuicbes de
probabilidade um ano a frente estimadas pelos modelos internos de
cada banco.

Entretanto, a distribuicdo de probabilidade das perdas operacionais por si
s6 ndo representa uma medida simples para o risco operacional. Por isso, o
Novo Acordo estabelece que para obtencdo do valor de capital alocado para
risco operacional, os bancos deverao calcular o VaR, com horizonte de um ano,
para um intervalo de confianca de 99,9%.

Em termos préticos, este VaR corresponde ao quantil 99,9% da
distribuicdo de probabilidade das perdas operacionais de uma unidade de risco,
que é determinada pela agregacdo das distribuicbes de probabilidade da
severidade e da frequéncia desta determinada unidade de risco com horizonte
de um ano.

Esta agregacéo baseia-se em modelos da area de ciéncias atuariais, mas
nao pode simplesmente copia-los, pois tem suas particularidades, como viés nas
amostras, e baixa qualidade e quantidade de dados. Entretanto, o custo
beneficio de tais modelos necessita ser avaliado. Um bom exemplo de processo
de escolha da complexidade adequada para modelos é o modelo IRB (Internal
Rating Based) para o risco de crédito proposto pela Basiléia, que comega com
uma versao sofisticada, e vai relaxando-a até torna-la aceitavel, implementavel e
um proxy correto para o capital requerido (Frachot et al., 2003) [44].

O VaR é uma medida j& utilizada por outros tipos de risco, principalmente
pelo risco de mercado. Todavia, existem alguns aspectos que diferenciam os
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modelos de VaR para risco mercado, dos modelos de VaR para risco

operacional, chamados de OpVaR:
O processo estocastico gerador das perdas operacionais quase nunca
determina uma distribuicdo normal subjacente, ao contrario da hipotese
Gaussiana geralmente assumida pelo modelo de VaR para risco de
mercado®’ (Cruz, 2002) [26].
O modelo de VaR para o risco de mercado néo utiliza a freqliéncia dos
eventos, pois 0S precos seguem um processo estocastico continuo
(geralmente movimento Browniano), isto €, assume-se que sempre
existe uma cotacdo de preco disponivel para um papel, enquanto o
mercado estiver aberto. Logo, ndo € possivel contar a quantidade de
eventos em um periodo para o risco de mercado, 0 que ndo ocorre com
as perdas operacionais. Assim as quantidades de perdas operacionais
em periodos pré-determinados seguem um processo estocastico
discreto, tais como: Poisson, Poisson misturado, Cox etc (Cruz, 2002)
[26].
Tendo em vista a hipétese de continuidade dos precos para o risco de
mercado, os dados séo coletados somente quando h4 mudancas no
valor MTM (nark-to-market), diferentemente das perdas operacionais

gue sao coletadas quando observadas (Cruz, 2002) [26].

41.1.

Distribuicdo de Perdas Operacionais

Em ciéncias atuariais existem dois modelos de risco basicos para estimar o
total de perdas para um periodo: modelos de risco individual ou coletivo.
Conforme mencionado, estes modelos® também podem ser utilizados para risco
operacional, bastando efetuar pequenas adaptacdes.

Resumidamente, a agregacéo das perdas em um periodo pode ser escrita
como a soma (S) de um numero (N) de perdas individuais (Xi,...,Xy), onde cada
X, J=1,...,N, € uma variavel aleatoria continua que representa a severidade
(impacto financeiro) de cada j-ésima perda dentro do periodo determinado.

®" Mais recentemente, a hipotese Gaussiana tem sido bastante questionada, inclusive
para o risco de mercado, e técnicas de TVE (teoria dos valores extremos) sao utilizadas
aonde fatos estilizados indicam que a distribuicdo de probabilidade da populagdo tem
caudas pesadas.

%8 Mais detalhes podem ser vistos em (Klugman et al., 1998) [58].
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O modelo de risco coletivo assume que as perdas X; sdo variaveis
aleatorias iid (independentes e identicamente distribuidas). Neste modelo, N
(freqliéncia) é considerado uma variavel aleatoria independente de cada X
(severidade).

Ja4 o modelo de risco individual caracteriza-se por um namero fixo de
perdas em um periodo, isto €, N € uma constante. Além disso, assume-se que
as perdas X sdo variaveis aleatorias independentes, porém néo
necessariamente identicamente distribuidas, como no modelo de risco coletivo.
Este modelo é comumente usado em seguros para a soma das perdas de um
contrato em particular. Em risco operacional este tipo de modelo pode ser usado
para um numero fixo de eventos em uma unidade de risco — par linha de negdcio
e tipo de evento de perda (Cruz, 2002; Klugman et al., 1998) [26,58].

Especificamente em relacdo ao LDA, seguem alguns conceitos
necessarios a formulacdo matematica da distribuicdo de perdas operacionais:

Os indices i e j correspondem respectivamente a uma determinada
linha de negdcio e um tipo de evento de perda, conforme preconiza o
Novo Acordo da Basiléia.

X(i,j) € uma variavel aleatéria continua que representa a severidade
(impacto financeiro) da k-ésima perda operacional para a linha de
negaocio i e para o tipo de evento de perda j.

N(i,j) € uma variavel aleatoria discreta que corresponde ao numero de
eventos de perda para linha de negécio i e para a o tipo de evento de
perda j.

A fungéo de probabilidade da freqiiéncia N(i,j) € chamada de p;;, onde
Pii(M)=Pr(N(i,j)=n).

O indice k varia de 0 até N(i,j).

N(i,j) e X(i,)) dependem do periodo de interesse, geralmente esse
periodo corresponde ao horizonte de um para o calculo do VaR.

Assim, a perda operacional total para uma linha de negdécio i e para um

tipo de evento de perda j em um determinado periodo é:
N, Jj)

SG. J) = é_xk(i,J') @
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Com base na equacdo (1), no Teorema de Bayes®, no fato dos eventos
N(i,j)=n serem mutuamente excludentes para todo n’’, e sendo G; a fungao de
distribuicdo de probabilidade acumulada da variavel aleatoria S(i,j), tem-se:

¥
Gy () =Pr(S(i, )) £X)=Q Pr(S(, J) EXING, ) =n)" p,(0) (2

Portanto, G; € uma média da distribuicéo de probabilidade acumulada da
variavel aleatoria S(i,j) condicionada a N(i,j)=n, ponderada por p;;(n). Logo
guanto maior a probabilidade de N(i,j)=n, , maior a parcela de contribuicdo da
distribuicdo de probabilidade acumulada da variavel S(i,j) condicionada a N(i,j)=
n, para G; , onde n, varia de 0 a +8. Esta observag¢é&o pode ser muito util para
aproximacgoes e otimizagdes computacionais.

Todavia, é extremamente dificil fazer inferéncias sobre o modelo descrito
em (2), sem que algumas hipéteses sejam arbitradas. Sendo assim, considera-

se S(i,j) um modelo de risco coletivo com algumas adaptacdes. Estas

hipoteses séo descritas abaixo, definindo S(i,j) como um processo estocastico de
contagem composta (Nystréom & Skoglund, 2002) [68]:
X1, X, ... %, S0 variaveis aleatorias iid condicionadas a N=n.
A distribuicdo das variaveis aleatérias X;, X, ...X, independe de n,
condicionadas a N=n.
N e X séo independentes para todo o k.
X« € uma variavel aleatéria ndo-negativa.
Todos os itens comentados acima valem para cada linha de negécio i e
tipo de evento de perda j.
Das hipéteses acima, conclui-se que X, X%, ...X, sdo variaveis aleatorias
iid, unificadas pela notagéo X(i,j), onde a funcéo de distribuicdo de probabilidade
acumulada desta severidade € chamada de F; com dominio real ndo-negativo.
Por exemplo, Log-Normal, Weibull, Gamma, Pareto etc.
Ainda de acordo com as hipéteses mencionadas, no apéndice A é
demonstrado que Pr(S(i, j) £ x|N(, j)=n) éigual a 1 quando x = 0, e igual a

% Teorema de Bayes: sejam A e B eventos pertencentes a um conjunto de Borel,

Pr(A) = Pr(A|B)" Pr(B) ®
7 Seja B um conjunto de Borel composto por eventos mutuamente excludentes B,
(particbes), onde n varia de 0 até +8, logo:

Pr(B) = & PI(B,) =1 @

n=0
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Fif;(x) quando x > 0, onde * é o operador convolugdo’' sobre fungdes de

distribuigao, e F7(x) € a n-ésima auto-convolugao’ de F,;(x).

Portanto, a distribuigdo composta G;; tem a seguinte expressao’>:

6, (9= | ZPUMFT0 x>0 (5)
pi,j(o) x=0

Assim a modelagem da distribuicdo de perda agregada G;; para o LDA é
feita em duas etapas. Em primeiro lugar, encontra-se a distribuicdo da
severidade e da freqiiéncia das perdas. Em seguida, obtém-se a distribuicdo de

perda agregada compondo-as.

Severidade

T~

Tamanho das Perdas NuJmero de Perdas

Frequencia

Probabicade
Probabilidede

Probabilidade

Perdas

Agregadas

Perdas Agregadas

Figura 2 — Modelo de agregagéo da severidade e da freqiéncia.

& Segundo Feller (1971) [40]: a convolugdo de uma fungao limitada pontual @ com uma
fungéo de distribuicdo de probabilidade acumulada F é a fungdo em x definida por:

U = [o(x-Y)dF(y) ©

A convolugao é representada por u = F * ¢. Quando F tem uma fungéo de densidade de
probabilidade f pode-se alternativamente escrever u =f * @, e tem-se:

U = [o0c-y)f (y)dy )

2 Estas relagdes sdo importantes para o calculo da auto-convolugao:
F'=F
. . (8)
F " _ F (n-1)* % F
BE importante destacar que quando n=0, ndo existe x definido, e quando x=0, n=0, pois
por hipétese a variavel aleatéria da severidade é ndo-negativa.
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Entretanto, geralmente ndo existe expressdo analitica para distribuicdo
composta apresentada em (5). Nestes casos sao utilizados métodos numéricos
implementados em computadores ou métodos analiticos aproximados (Frachot
et al., 2001; Nystrom & Skoglund, 2002) [42,68].

Conforme mencionado anteriormente, 0 maior objetivo da determinacgéo da
distribuicdo composta é encontrar o seu VaR. Todavia, a determinacdo de VaR
com métodos numéricos altamente acurados € dificil, ou pelo menos demanda
muito tempo de processamento. Isto se deve a tipica baixa freqiéncia de
eventos e a alta variancia das distribuicdes de severidade. Logo, uma simulagéo
da distribuicdo composta eficiente requer uma quantidade enorme de numeros
aleatorios (Nystrom & Skoglund, 2002) [68].

Assim solucdes analiticas fechadas para a distribuicdo composta, ou
aproximacdes dessas solucdes de forma rdpida e acurada sao desejadas, nao
s6 para reduzir o tempo de processamento, mas também para viabilizar analise

da sensibilidade dos parametros (Nystrom & Skoglund, 2002) [68].

41.1.1.

Métodos de Determinacédo da Distribui¢cdo de Perdas Operacionais

Todos os métodos, que serdo vistos adiante, se baseiam em uma ou mais
formulas apresentadas abaixo. Estas formulas derivam dos conceitos
matematicos de convolucao, das equacdes (1) e (5), e das hipoteses assumidas
pelo modelo LDA.

Das equagoes (6) e (8):

+¥

FH 00 = oF 2 (x- y)dF(y) ®)

-¥
Como X é por hipotese uma variavel aleatéria continua ndo-negativa, pelas
equacoes (7) e (9) tem-se:

+¥

F )= oF “P(x- y)f (y)dy (10)

0
Diferenciando a equacao (10) obtém-se f, que € a funcéo de densidade de
probabilidade (f.d.p) de X:

+¥

£ (0= 0of “P(x- »f(ydy (11)

0
Caso a variavel aleatéria X seja discreta com probabilidades definidas no
conjunto dos naturais, as equagodes (10) e (11) se reduzem a:
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F x)=8 F(x- y)f(y), xI N (12)
y=0

£ 0 =8 F <Y (x- y)f(y), xI N (13)
y=0

A variavel aleatéria S tem como f.d.p a funcdo g, que é obtida por
diferenciacdo a partir da equacao (5):
+¥
g =a pmn)f " (x) (14)
n=0
As funcgBes geradoras de probabilidade (f.g.p) das variaveis aleatorias S, N
e X, denominadas respectivamente Ps, Py e Py, seguem a relacao:
Ps(2) = R[Px(2)] (15)

Ja as fungbes caracteristicas™ (f.c) das variaveis aleatérias S e X,

denominadas respectivamente f s e f x, seguem a relagéo:
(@ =R (2] (16)
Panjer & Willmot (1992) [71] utilizam a transformada de Laplace das
variaveis aleatérias ® S e X, denominadas respectivamente Ls e Ly
Ls(2) = Py[Ly (2)] (17)
As funcdes geradoras dos momentos (f.g.m) das variaveis aleatorias S e X,
denominadas respectivamente Ms e My, seguem a relacao:

Ms(2) = R [My (2)] (18)

Da equacao (15) encontram-se relacdes entre momentos’® de S, N e X:
E(S) = E(N)E(X) (19)
Var (S) = E(N)Var (X) +Var (N)[E(X)]? (20)

As(S) = E(N)Ass(X) +3Var (N)E(X)Var (X) + Ass(N)[E(X)P  (21)

41.1.1.1.

Método Analitico — Solucédo Fechada

Apesar da maioria das combinagOes de distribuicbes de severidade e de

frequéncia s6 apresentar solucdes aproximadas ou numeéricas, ha algumas

* Nem todas as funcbes geradoras existem para todas as variaveis aleatérias. Excecéo
1;<5aita a funcao caracteristica.

Sempre existe para variaveis aleatérias ndo-negativas, que € justamente 0 caso
conforme hip6tese do modelo.
’® Seja a variavel aleatéria Y: Var(Y)=E{[Y — E(Y)]’} e Ass(Y)=E{[Y — E(Y)]*}.
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combinacgfes aonde a solucédo analitica da distribuicdo composta apresentada na
equacao (5) € possivel, como por exemplo:
X ~Exp(g), N~Geomb)

.i. 1 , X=0
| 1+b
0 g(X)=.|. é X U
f————epg ———3 x>0
fa@+b) & ql+b)g
b é X U
o G(x)=1- expa —— X3 0
(X 1+b p8 qL+b)H

X ~Exp(q), N~ Qualquer

w_ X/
0 G(x)=1-e%§1¥ Pj(J/)— x3 0

=0 i
= ¥ -
o Pi=anpm, jIN
n=j+1
X ~Exp(), N~NBin(r,b) rl z

n

s @b 0@l o
o G(X)=1- §¢ 3 x T "H, x30
() f’}lgn_;;gub ggl+b¢
rc])-l{Xq —1(1+ b)—l}je—xq'1(1+b)'1
A j!
j=0

Normalmente utiliza-se a equacéo (18) na busca por uma solucao fechada

o H,=

para equacéo (5).

O procedimento consiste em:

1. Calcular My e Py. Geralmente estas fungdes estdo tabeladas em livros
de estatistica para as principais distribuicfes.
Determinar Ms com base na equacao (18).
Fazer uma analogia de M com outras f.g.m tabeladas objetivando
encontrar uma distribuicdo conhecida cujos parametros sdo funcdes
dos parametros das distribuices de X e N.

Vantagens:
Resultado rapido e exato.
Possibilita analise acurada da sensibilidade dos parametros.

Desvantagens:
Normalmente nao existe solucao fechada para varias composi¢ées de

distribuicbes de severidade e de freqiéncia.
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4.1.1.1.2.

Método da Distribuicdo Aproximada

Este método consiste em aproximar a distribuicio composta para alguma
distribuicdo conhecida, e em seguida aplicar alguma técnica de estimagéo de
parametros, como por exemplo: maxima verossimilhanca, minimos quadrados
ordinarios, método dos momentos etc. Com 0s parametros estimados tem-se a
distribuicdo composta aproximada.

O método de estimacdo mais utilizado é o dos momentos pela facilidade
de emprego. Portanto, as equacdes (19), (20) e (21) sdo fundamentais nesta
técnica.

Quando E(N) é muito grande, a distribuicdo Normal é uma boa
aproximacao. Em particular, se N tiver uma distribuicdo Poisson, Binomial ou
Binomial Negativa, uma versdo do teorema central do limite indica que os
parametros ?, m ou r respectivamente tendem ao infinito, e a distribuicdo de S
torna-se Normal.

Vantagens:

Simplicidade e facilidade de uso.

N&o ha necessidade de se conhecer as distribuicdes de severidade e
de frequéncia.

Evita o calculo direto da equagéo (5) por intermédio da equacéo (10).
Geralmente este calculo é muito dispendioso em termos de
processamento computacional.

Desvantagens:

Nao existe meio de se saber o qudo boa € a aproximagéo.
Distribuicdes aproximadas distintas podem apresentar resultados muito
diferentes, particularmente na cauda das distribuigcdes.

A distribuicdo aproximada pode falhar na acomodacdo de
caracteristicas especiais da distribuicdo verdadeira. Por exemplo, se a
variavel aleatoria aproximada de S for continua, e probabilidade para
determinados valores da variavel aleatéria verdadeira de S forem
diferentes de zero.
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4.1.1.1.3.

Método do Calculo Direto

Dado que se conhecem as distribuicbes de severidade e de freqiéncia,
este método baseia-se na determinacédo das auto-convoluc¢des da distribuicdo de
severidade paran =2, 3, 4, .... Ap0s isso, aplica-se a equacéo (5).

Estas auto-convolugdes podem ser calculadas numericamente por
intermédio da equacéo (10). Todavia, embora X seja ndo-negativa, pode ser uma
variavel aleatéria mista (continua e discreta). Logo, a equacéo (10) é re-escrita

na forma Lebesgue-Stieltjes "

X

F 00 = OF “"(x- »f(y)dy (22)

-0

O calculo da equacéo (22) requer métodos numéricos de integracdo. Como
o primeiro termo da integral depende de X, a equacgéo (22) precisa ser calculada
para todos os possiveis valores de x, para cada valor de k, respeitando a
recursividade. Isto torna esta forma de célculo tecnicamente impossivel, pois x
pertence ao conjunto dos reais ndo-negativos.

Uma forma simples de contornar este problema é substituir a distribuicéo
da severidade por uma distribuicéo discreta” definida em multiplos 0, 1, 2, 3, ...
de alguma unidade monetaria conveniente, como por exemplo 1000. Assim,
podem-se utilizar as equacdes (12) e (13), ao invés da equacéo (22).

Quanto menor a unidade monetaria, mais a distribuicdo discreta se
aproxima da verdadeira distribuicdo. Entretanto, maior o nimero de possiveis
valores de x, 0 que aumenta o esfor¢go computacional.

Apesar de tornar viavel o calculo das auto-convolugbes, este método
requer um ndmero de multiplicacdes da ordem I’ para obtencdo de valores da
distribuicdo de S para x =0 até x = n, isto se Pr (X =0) = 0.

Se Pr (X = 0) > 0, é necessario um numero infinito de calculos para
obtencdo de uma Unica convolugéo.

Vantagens:

Utiliza a distribuicdo de freqiiéncia, e a equacdo (5) sem nenhum

artificio de aproximacao.

" By f(y)dy€é calculado por integracéo de g(y)f(y) sobre os valores de y aonde X é
uma variavel continua, somando-se a g(y;)Pr (X = y;) para os valores y; aonde Pr (X = y;)
> 0, isto é, valores de y para os quais X € discreta. Esta forma de integragdo pode entédo
ser usada para X continua, discreta ou mista.

® Os métodos de discretizagdo séo vistos no anexo B.
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Desvantagens:

Necessita que a distribuicdo de severidade seja discretizada.

Para garantir uma distribuicdo de S acurada, a unidade monetaria deve
ser a menor possivel. Em contra partida, a quantidade de possiveis
valores de x cresce. Isso aumenta o maior valor de N, denominado n.
Como o nimero de multiplicacbes neste método é da ordem n®, pode-
se tornar inviavel computacionalmente obter uma distribuicdo de S
acurada.

Se Pr (X =0) > 0 nao é possivel encontrar solugédo por este método.

4.1.1.1.4.

Método Recursivo

Este método restringe o universo de distribuicdes de freqiéncia a familia
classe (a, b, 1)"°, que satisfaz a relacao:

o0 =B+ 2%(k-1, k=234K 23
e¢ kg
Sendo X uma variavel aleatéria continua ndo-negativa, a p.d.f de S é:
9(x) = p@ f(x) + 0;a+ f(y)g(x y)dy (24)

A equacgdo (24) representa uma integral de Volterra de segundo tipo.
Solucéo numérica para esta integral € encontrada em Baker (1977) [13].

Portanto, para fugir da aplicacdo do método de Baker, que € bastante
complicado, X é discretizada®, tal que f(x) seja definida em 0, 1, 2, ..., r, sendo
estes niumeros multiplos de alguma unidade monetéaria conveniente. O niumero r
representa a maior perda possivel, e pode até ser infinito.

Assim, a p.d.f de S reduz-se a:

min( x,r)

[p(® - (a+b)p(@)]f (%) + é 8%+——f(y>g(x y)

9(x) = 5 (25)

Sendo a distribuicdio de freqiiéncia pertencente a subclasse (a, b, 0)** da

classe (a, b, 1), tem-se:

;z Ver anexo D.
Os métodos de discretizagdo sdo vistos no anexo B.
1
8L Ver anexo C.
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b P
p(k) =Ga+_Ip(k- ), k=1234K (26)
e kg
Neste caso a p.d.f de S reduz-se a:
minéx,r)& b O
a @2t gl y)
x) =22 27
9(%) ) (27)
O valor inicial para as equacgdes recursivas (25) e (27) é:
9(0) = R, [ (0)] (28)

O numero de multiplicacdes para obtencéo de valores da distribuicdo de S
para x = 0 até x = n é de ordem n®.

Sundt & Jewell (1981) [83] mostraram que a classe (a, b, 0) somente
possui 4 distribuicdes possiveis: Poisson, Binomial, Negativa Binomial e
Geométrica®™.

Como estas séo as distribuicbes de frequéncia mais utilizadas para o LDA,
a restricdo imposta pelo método ndo causa perda significativa.

Vantagens:

Reduz o tempo de processamento em relacdo ao método do célculo
direto.

Apresenta valores exatos caso a distribuicdo de severidade seja
discreta.

A Unica fonte de erro estd na discretizacdo da distribuicdo de
severidade.

Exceto para a distribuicdo de frequéncia Binomial, os calculos s&o
numericamente estaveis (Klugman et al., 1998) [58].

Método de facil implementacéo computacional.

Desvantagens:

O método s6 funciona para as distribuices de freqiiéncia pertencentes
aclasse (a, b, 1) ou a classe (a, b, 0).

Produz a distribuicdo agregada inteira, ndo sendo possivel determinar
a probabilidade para um Unico valor de S antes que todos os calculos

sejam feitos.

2 ~ . . . .~ ~
8 Informagdes mais detalhadas sobre estas distribuicdes sdo apresentadas no anexo C.
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41.1.1.5.

Métodos de Inversao

O objetivo dos métodos de inversdo € obter numericamente a p.d.f por
intermédio de uma expressao conhecida de uma transformada de uma funcao
desejada, tal como f.g.p, f.g.m ou f.c.

Esta estratégia de solucdo € natural para as distribuicbes perdas
agregadas, uma vez que suas transformadas sdo facilmente compostas,
conforme visto nas equacdes de (15) a (18), dado que as expressbes das
distribuicdes de severidade e freqiiéncia sdo conhecidas.

A seguir serd mostrado um método®® cuja transformada objeto é a f.c
(funcéo caracteristica). Isto se deve ao fato de que uma distribuicdo sempre tem
uma unica f.c. Por outro lado, para uma dada f.c, sempre existe uma Unica

distribuicéo.

41.1.15.1.

Transformada Rapida de Fourier — Fast Fourier Transform (FFT)

A transformada de Fourier de uma funcédo continua f(x) qualquer é:

+¥

f(2)= Of (x)e™dx (29)
-¥
A transformada inversa que recupera a fungéo original é:
1%
f(x) =— of (Yedz (30)
20

Quando f(x) € uma p.d.f, a sua transformada de Fourier representa a sua
funcao caracteristica (f.c).

Se fx for uma funcéo periédica de tamanho n (fx., = fy) definida para todos
os valores x pertencente ao conjunto dos Inteiros, a transformada discreta de
Fourier (Discrete Fourier Transform — DFT) de fx é:

~ n-1 H .
fi :é f; apgeﬂjk?, k =K - 101K (31)
j=0 en 7]

8 Em Klugman et al (1998) [58] e Robertson (1992) [80] encontram-se outro exemplo de
método de inversdo baseado em f.c. Esse método utiliza algoritmos de Heckman e
Meyers para aproximagdo de integral numérica. A grande vantagem deste método € a
possibilidade determinar a probabilidade para um Unico valor de S sem precisar levantar
a distribuicdo agregada inteira. Todavia, este beneficio ndo é tdo importante para o
calculo do VaR, e portanto, este método ndo sera apresentado neste trabalho.
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A DFT de fx também é uma funcdo periddica de tamanho n, cuja
transformada inversa que recupera a fungéo original é:

1 i "
f :%éo f, @(pg? %jkg j =K - 101K (32)
Pela equacgéo (31) observa-se que para obter n valores para a DFT de fy, 0
ndmero de termos a serem calculados é da ordem n’.
Todavia, o algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) reduz o numero de
calculos a ordem nlogzn.

Este algoritmo baseia-se na relagéo:

= a&2pi a2pi
afZJe(p p p

j=

Jk +e><|o kafz,ﬂexpc;—JkB m=> (33)

Logo, a equacéo (33) pode ser re-escrita de uma forma recursiva:

ﬂ = Fk +exp8éa£k fk (34)

Se n = 2, onde r € um numero inteiro positivo, pode-se dividir a

transformada r vezes até encontrarem transformadas de tamanho 1. O
conhecimento das transformadas de tamanho 1 permite composicdes sucessivas
de transformadas de tamanho 2, Z, ..., 2 por simples adicdo, usando-se a
equacao (34).

Assim, 0 método segue o procedimento apresentado abaixo:

1. Discretizar a distribuicAo de severidade usando algum método
apresentado no anexo B, obtendo um vetor de valores que representa
a distribuicao discretizada da severidade: fy(0), fx(1), ..., fx(n-1), onde n
= 2 para r inteiro positivo, € n o nimero de pontos desejados para a
distribuicdo agregada g.

2. Aplicar o algoritmo FFT ao vetor de valores, obtendo a f.c. da
distribuicdo de severidade discretizada. O resultado é um vetor
complexo com n = 2" valores.

3. Transformar o vetor complexo na f.c.de g por intermédio da equacao
(16). Esta f.c. também é um vetor complexo com n = 2" valores.

4. Aplicar o algoritmo IFFT® (Inverse Fast Fourier Transform) no vetor
complexo resultante do passo anterior. Este novo vetor € real, possui n

= 2 valores, e representa a distribuicdo agregada discretizada: gs(0),
0s(2), ..., gs(n-1).

* Este algoritmo utiliza o mesmo principio de divisdes sucessivas do algoritmo FFT.
Portanto, equacgéo similar a (34) pode ser obtida partindo-se da equacéo (32).
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Algumas observacoes referentes ao método FFT:

Quando o numero de pontos da distribuicdo de severidade discretizada
for menor que n = 2, o vetor que representa esta distribuicdo deve ser
completado com “zeros” até que o seu tamanho seja igual a n.

Quando a distribuicdo de severidade possui probabilidade para valores
além de x = n, a premissa de que fx é periddica de tamanho n introduz
erro no célculo da transformada de Fourier, e por conseguinte, na
determinacgéo da distribuicdo agregada gs. Uma solucéo para minimizar
este problema é considerar que a probabilidade restante concentra-se

em X = n, sendo n suficientemente grande.

Vantagens:

Reduz o tempo de processamento em relagdo ao método recursivo
para n grande.

O método FFT pode ser estendido para distribuicdo de severidade com
valores negativos.

Método de facil implementagdo computacional, sendo que a maioria
dos pacotes de softwares estatisticos dispde de algoritmos FFT e IFFT.

Desvantagens:

Produz a distribuicdo agregada inteira, ndo sendo possivel determinar
a probabilidade para um unico valor de S antes que todos os céalculos
sejam feitos.

4.1.1.1.6.

Método de Simulacao

De forma geral, este método segue trés passos objetivando determinar a

distribuicéo de S:
1. Construir um modelo para S em funcéo das variaveis aleatorias N, X,
vy XNy Y, Z, ..., onde suas distribuicbes e dependéncias séo
conhecidas.

3.

Parai =1, ..., m gerar valores pseudo-aleatérios n, X, ..., Xui» Yir Ziy «--»
e entdo calcular s; usando o modelo elaborado no passo 1.
A distribuicdo de S é aproximada a distribuicdo empirica baseada na

amostra pseudo-aleatoéria sy, ..., Sp.

Vantagens:
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O erro causado pela simulagéo pode ser tdo pequeno quanto se queira,
bastando para isso, entre outras coisas, aumentar 0 numero de
cenarios.
O método néo é restrito as hipoteses de independéncia das variaveis
aleatorias N, X, ..., Xy e distribui¢bes idénticas das variaveis Xs. Isso
torna a medida do risco operacional mais fiel ao controle executado
pela geréncia de risco. Por exemplo, caso exista uma politica de risco
que estipule um limite para as operac¢des bancarias atrelado as perdas
acumuladas, a hipétese de independéncia das variaveis aleatérias N,
X1, ..., X cai por terra. Provavelmente, esta hipotese geralmente é
levada em consideracdo por ser mais conservadora. Todavia, a AMA
permite que modelos internos sejam utilizados desde que sua
consisténcia seja aprovada.
Facilidade de implementacéo, inclusive por intermédio de planilhas
eletrbnicas largamente utilizadas por usuarios sem muita experiéncia
em programacao.
Muitas planilhas ou pacotes estatisticos dispdem de geradores de
ndmero pseudo-aleatérios®® para vérias distribuicdes de probabilidade.
Desvantagens:
Produz a distribuicdo agregada inteira, ndo sendo possivel determinar
a probabilidade para um unico valor de S antes que todos os céalculos
sejam feitos.
Dependendo da capacidade de processamento do computador e da
guantidade de cenarios simulados o processo por ficar extremamente

lento.

4.1.2.
Célculo do Capital Regulatério (OPVaR)

No modelo LDA, o capital regulatério € uma medida de VaR chamada
OPVaR (Operational Value at Risk). O VaR operacional com horizonte de um
ano e um intervalo de confianca q (99,9% pelo Acordo da Basiléia) € definido

como:

OPVaR(q) =G *(q) =inf {z|G(2)? q} (35)

% para encontrar informacdes mais detalhas sobre geradores de numero pseudo-

aleatérios consulte o apéndice H de Klugman et al. (1998) [58].
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, onde G(z) é a distribuicao de perdas operacionais prevista para o0 préximo
ano, e é determinada por intermédio de algum dos métodos vistos anteriormente.

Vale ressaltar que aqueles métodos executam a agregagcdo das
distribuicdes de severidade e freqiiéncia em um ano. Portanto, pode ser ingénuo
afirmar que a distribuicdo resultante seja a mesma para 0 proximo ano. Assim, a
AMA permite que métodos de “envelhecimento” da carteira de riscos
operacionais também sejam utilizados. Considerar-se-4 que G(z) j4 é a
distribuicdo de perdas operacionais prevista para o proximo ano.

Para se entender a medida OPVaR é importante conhecer como as
instituicbes financeiras classificam suas perdas com base na distribuicdo G, e

como elas se protegem dessas perdas.

Probabilidade

99,9%

Perdas
troficas

Perdas Perda
Esperadas | Inesperadas

Média OPVaR
Perdas Agregadas

Figura 3 — Classificac&o das Perdas.

Perdas esperadas: séo perdas até a perda esperada, que é a média®® da
distribuicdo G. As instituicbes financeiras absorvem estas perdas com o lucro

proveniente das receitas. Visando ndo diminuir demais o lucro, divide-se a perda

8 Segundo Coleman (2003b) [24], deve-se utilizar a mediana ao invés da média para
determinacéo da perda esperada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310428/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310428/CB

4 Modelo de Perdas Operacionais 70

esperada pelas transacgdes, e embute-se este valor na taxa administrativa de
cada transacao.

Perdas Inesperadas: estdo entre a média e o OPVaR. Estas perdas séo
cobertas pelo capital regulatério destinado a protecéo contra o risco operacional
(OPVaR).

Perdas Catastroéficas: estdo além do OPVaR, e necessitam de capital extra
ou seguro visando a protecao.

Primeiro sera apresentado o célculo do OPVaR para uma linha de negécio

e um tipo de evento, e depois para o banco como um todo.

41.2.1.

Para uma linha de negocio (i) e um tipo de evento (j)

A perda esperada EL (i,}), e a perda inesperada UL (i,j;q) para um intervalo
de confianca g séo definidas como:

EL(, j)=E[SG, )]= OdG,; (%) (36)

ULG, ;o) =G.*(9) - E[SG, )] =inf {x|G, (0 ® ¢t~ &dG,(x)  (37)

O Novo Acordo da Basiléia [12] propde que o OPVaR seja igual a soma da
perda inesperada com a perda esperada:
OPVaR(j, j;q) = UL(, j; q) +EL(, j) (38)
Isso se justifica, pois de (37) tem-se:
ULG, j: 9) +EL(, ) =G;}(a) (39)
Baseando-se nas hipOteses apresentadas no item 4.1.1, EL (i,j) é
calculado sem a necessidade de se determinar a distribuicdo agregada G.
E[sG, )] = E[E[S(, D ING, DI =E[x@ DI EING. D] 40)
Ja para o calculo de UL (i,j;q) € necessaria a determinacdo de G, cujo
guantil estimado pode apresentar um viés muito grande em relacdo ao quantil
verdadeiro, especialmente quando a distribuicdo de severidade tem caudas

pesadas, e o intervalo de confianga (q) € muito elevado. Por isso, € muito
importante controlar a acuracia do OPVaR, e isto pode ser feito confrontando os
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quatro primeiros momentos estimados de G com seus valores teéricos®’ (Frachot
et al., 2001) [42].

41.2.2.

Para o banco como um todo

Como o LDA é uma abordagem dentro da AMA que possibilita uma
alocacéo de capital econdmico seguindo o conceito “bottom-up”, 0 OPVaR para
0 banco como um todo € composto pelos OPVaR’s de todas as combinacdes
possiveis de linhas de negdcio e tipos de eventos de risco operacional.

Esta composi¢éo é funcdo da estrutura de dependéncia entre as unidades
de risco (linha de negdcio e tipo de evento).

Uma solugdo mais apropriada e geral para representar estruturas de
dependéncia € a utilizagdo de copulas. Copulas sao as fungdes que relacionam
a distribuicdo conjunta de vetores aleatérios com suas distribuicbes marginais
uniformes padrdes. Como consequiiéncia, copulas pode ser uma solucdo para
modelar as estruturas de dependéncias entre unidades de riscos. Existem
numerosas familias de copulas, e cada uma com suas especificacdes®
(Chapelle et al., 2004) [18].

A seguir serdo apresentados alguns casos particulares dessas estruturas

de dependéncia.

41.2.2.1.

Método do Somatério

O Comité da Basiléia sugere que o OPVaR para o banco como um todo
seja igual a soma dos OPVaR’s para cada linha de negdcio e tipo de evento,
como é feito na IMA:

OPVaR(q) = §

|
i=1

4 OPVaR(, j:q) (1)
j=

Esta sugestdo corresponde a assumir que diferentes unidades de risco

(par linha de negdcio e tipo de risco) sdo totalmente dependentes positivas, ou

¥ As equacgdes (19) a (21) apresentam os trés primeiros momentos teéricos de G.

Mais informag8es sobre cépulas e a sua utilizacdo na determinagéo da estrutura de
dependéncia das unidades de risco podem ser vista no apéndice B de (Frachot et al.,
2001) [42].
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melhor, perfeitamente correlatadas®. Isto superestima o OPVaR total, forcando o

banco reservar mais capital que o necessario.

4.1.2.2.2.

Método das Unidades de Risco Independentes

Uma suposicdo mais realista consideraria as unidades de risco

independentes®. Neste caso, seja S a perda total de um banco, logo:
=8 & S0.J) “2)
Sendo S(i,j) independentes, a distribuicdo do banco como um todo G é a
auto-convolugéo das distribuicdes G;;:
G(x) = il Jic;i, () (43)

Assim, similarmente as equacdes (38) e (39) tem-se:

OPVaR(q) = G'}(q) (44)

4.1.2.2.3.

Regra da Raiz Quadrada

A idéia desta regra é encontrar UL (q) diretamente por intermédio das
perdas inesperadas individuais UL (i,j;q), sem ter de determinar a distribuicdo de

perdas operacionais do banco como um todo (G).

OPVaR(q) = EL + \/5 5 (OPVaR(, j;q)- EL(, j))? (45)

i=1 j=1
Observa-se que esta regra corresponde a uma aproximagdo a uma
Normal.
Apesar da formula (45) facilitar computacionalmente o célculo do OPVaR,

pode produzir erros significantes.

89 Corresponde ao caso aonde a fungdo dependéncia —ou a copula — é o limite superior
de Fréchet.
% Cépulas produto.
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4.1.2.2.4.

Efeito da Diversificacao

A medida do efeito da diversificacdo — composicao das unidades de risco
operacional para o célculo do OPVaR — é chamada de razao de diversificagao, e
¢ definida por:

_ OPVaR"(q) - OPVaR(q)

c(@) OPVaR" (q)

(46)

, onde OPVaR(q) é dado pela equacéo (41).

A razéo de diversificacéo varia de 0 a 1.

Portanto, quando esta razao € superestimada, isto €, tende a 1, o0 OPVaR
para o banco como um todo € subestimado, e vice-versa.

4.1.3.
Validagcao do Modelo de Perdas Operacionais

Conforme visto anteriormente, 0 OPVaR depende das distribuicdes de
severidade e frequéncia da(s) unidade(s) de risco(s), do(s) método(s) de
agregacao e da estrutura de dependéncia, no caso do OPVaR de um banco com
um todo. Uma combinacédo destas alternativas define um modelo de distribuicdo
de perdas.

Entretanto, para efeito de controle interno e exigéncia regulatéria, cada
unidade de risco deve possuir um unico modelo de perda operacional.

Além da unicidade, os modelos devem ser avaliados internamente,
garantindo a confianca nas medidas apresentadas pelo modelo, e a qualidade
dos controles internos e das politicas de risco que derivam destas medidas; e
externamente pelos 6rgdos reguladores, assegurando que 0S critérios
gualitativos e quantitativos estabelecidos pelo Novo Acordo da Basiléia estejam
sendo observados.

Portanto, técnicas de validacdo de modelos de perdas operacionais séo de
extrema importancia para selegéo e avaliacdo de modelos.

A validacéo pode ocorrer em dois momentos:

Na determinacdo do modelo. Neste caso, delimita-se um conjunto de
perdas operacionais para teste e um outro conjunto para treinamento.
O conjunto de treinamento serve para estimagdo do modelo, e o de
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teste serve para a validacdo do modelo. Exemplos: as técnicas de
“Cross Validation”e “k-fold Cross Validation”.

Auditoria interna ou externa no modelo em uso. Neste caso, compara-
se 0 previsto (calculado pelo modelo) com o realizado (perda
operacional real).

Para a validacdo dos modelos de risco operacional utilizam-se analises
bésicas, baseadas simplesmente no nimero de violagbes (realizado ou teste
excedendo o previsto), e andlises estatisticas. Como analises estatisticas
destacam-se as mesmas utilizadas para o risco de mercado: teste de Kupiec e o
critério de Crnkovic-Drachman.

Outra medida importante € o indice extremal, que verifica o0 grau de
agrupamento de eventos extremos. Este indice varia de 0 a 1, sendo que quanto
menor o0 seu valor, mais agrupada a série temporal. Ele é muito (til
principalmente quando a distribuicdo de severidade é uma distribuicdo de valor
extremo, pois estas distribuicdes sdo muito sensiveis ao parametro de forma. A
observacado durante a validagcdo de muitas violagdes temporalmente juntas pode
indicar que o processo estocastico escolhido para determinar a distribuicdo de
severidade néo foi o ideal. Além disso, o indice extremal oferece uma alternativa
para sobrepujar a deficiéncia de predicdo causada por uma forte estrutura de
dependéncia de eventos, identificada por um agrupamento de eventos extremos
(Cruz, 2002) [26]. Esta alternativa sera vista mais adiante.

A seguir sdo apresentados de forma sucinta alguns detalhes das técnicas
indicadas acima. Em todos os casos, é considerado que as distribuicbes de
severidade e de frequiéncia também passaram por seus critérios de selecéo e

validacao.

4.1.3.1.

Técnica de Cross Validation

O método de holdout é o mais simples e mais comum quando se utiliza
esta técnica.
1. Dividi-se o conjunto total de dados em conjunto de treinamento e
conjunto de teste.
Ajusta-se o modelo com os dados de treinamento.
Utiliza-se 0 modelo para predizer os valores do conjunto de teste.
Acumulam-se os erros encontrados, calcula-se a média e o erro

absoluto dos erros.
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Esta técnica pode apresentar alta variancia, pois depende muito do
conjunto de testes escolhido (Guimaraes, 2003) [46].

4.1.3.2.

Técnica k-fold Cross Validation

Esta técnica contorna o problema descrito no item anterior.

1. O conjunto total de dados € dividido k subconjuntos.

2. O método de holdout é aplicado em k iteracdes. Cada iteragdo tem um
conjunto de teste dentre os k existentes, e os demais constituem o
conjunto de treinamento. Os erros vao sendo acumulados nas k
iteracoes.

3. Finda as iteragdes, todos os k conjuntos foram utilizados como
conjunto de teste, e estatisticas sdo realizadas sobre os erros
acumulados: média, desvio padréo, erro absoluto etc. Estas estatisticas
visam medir a qualidade do modelo.

Esta técnica ndo é tdo dependente de como o0s subconjuntos sao
formados, sendo que a variancia do resultado estimado reduz-se drasticamente
como o aumento de subdivisdes k.

Outra vantagem é fato de todos os dados serem utilizados tanto para

ajuste do modelo como para teste (Guimaraes, 2003) [46].

4.1.3.3.

Teste de Kupiec

Utiliza-se este teste para verificar a probabilidade de aceitar um modelo
incorreto ou rejeitar um bom modelo.

Conceito basico do teste: tenta verificar se a diferenca entre razdo de
violagdo (nimero de excecdes/tamanho da amostra) do modelo e o nivel de
confianca especificado é estatisticamente ndo significante.

Seja:

V = numero de violacdes, isto €, nimero de perdas acima do VaR

T = nimero total de observacdes

p = nivel de confianga especificado para o VaR. Exemplo: VaR 99%, p =
1%
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Ho:p=p
£ T-V Ve
Y. ) vy
LR, :2In[(1- S +2|n%- 1o gé_/g d (47)
& Vo eTgy

,onde LRyc ~ 7(1) sob Hy.

4.1.3.4.

Critério de Crnkovic-Drachman

Este critério € utilizado para encontrar uma medida do ajuste das predigbes

aos impactos financeiros reais.

Conceito basico do critério: comparar a funcdo de distribuicdo de

probabilidade (fdp) da predicdo (g) com a distribuicdo uniforme.

1. Para cada dia (ou periodo), verificar que percentil (p) de g corresponde
a perda real.

2. Repetir o passo 1 em N dias (periodos) consecutivos.

3. O desvio da distribuicdo dos percentis em relacdo a distribuicdo
uniforme € uma primeira medida de qualidade do modelo. Menor o
desvio, maior a qualidade.

4. Seja n(t) o numero de percentis observados menores ou iguais a t,
onde t pertence [0,1]. Seja ainda f(t) = n(t)/N e g(t) = t. A qualidade do
modelo pode ser medida por:

K(f (0,900) = max{f () - g(0}- max{g(x)- (¥}  (8)

K é conhecido como estatistica de Kuiper, e mede basicamente a distancia
entre duas funcbes de distribuicdo acumuladas. Entdo K € a medida de quéo

longe a distribuicdo dos percentis esta da distribuicdo uniforme.

4.1.3.5.

indice Extremal

Existem alguns métodos para estimar o indice extremal, mas serao vistos
apenas dois: tamanho médio do agrupamento e blocos.
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4.1.3.5.1.
Método do Tamanho Médio do Agrupamento

Sejam d,, ..., d. observacbes excedentes, isto é, acima de um limite pré-
determinado u. Estas observagdes estdo ordenadas no tempo, sendo t, ..., t 0S
respectivos instantes de tempo.

Dado um inteiro positivo r, qualquer conjunto de pelo menos r observacgoes
consecutivas abaixo do limite u define dois agrupamentos excedentes. Logo, r &
o tamanho minimo entre dois agrupamentos excedentes consecutivos.

Seja n(u,r) o nUmero de agrupamentos excedentes.

Assim, o tamanho médio do agrupamento excedente é definido como:

k

m(u,r) = U

(49)

7

O indice extremal é o inverso do tamanho médio do agrupamento
excedente:

1
m(u,r)

IE(u,r) = (50)

4.1.3.5.2.

Método dos Blocos

Em primeiro lugar, separa-se a série temporal das diferencas entre os
OPVaR’s e as perdas operacionais reais em B blocos.

Em seguida, determina-se o limite u.

Sendo assim, seja K o nimero de blocos com uma ou mais observacoes
excedentes, e N o numero total de observacdes excedentes. O indice extremal

estimado é definido como:

IE(B,u) =% (51)

4.1.3.5.3.

Uso Pratico do indice Extremal

Conforme dito anteriormente, o indice extremal oferece uma alternativa
para sobrepujar a deficiéncia de predicdo causada por uma forte estrutura de
dependéncia de eventos. A corre¢do na predigédo pode ser feita pela formula:

g =(q,)° (52)
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, onde g é o nivel de confianga inicial, por exemplo 95%, ¢ é o nivel de
confianca final, isto €, o ajustado para correcdo na predicdo, e ? é o indice
extremal.

Cruz (2002) R6] ressalta que: como quanto menor o valor de ? mais
agrupado os valores extremos, a correcdo na predicdo é obtida com valores de
nivel de confianca maiores, de acordo com a equacéo (52).

4.1.4.
Alocacéao do Capital Econdmico

Apos a validagcdo do modelo, o célculo do OPVaR para o banco como um
todo ganha credibilidade.

Entretanto, esta medida por si s6 ndo adianta muita coisa. Além de servir
para 0 mecanismo de controle, peca fundamental no gerenciamento de risco, 0
principal objetivo do OPVaR é subsidiar a alocagdo econdmica de capital por
linha de negdcio e tipo de evento (unidade de risco). Assim, cada unidade tem
sua reserva para conter as perdas inesperadas.

A Figura apresenta um esquema simplificado de alocacdo de capital

econdmico™.

1 Métodos mais complexos podem ser vistos em Delbaen & Denault (2000) [33].
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1 Caleular os Capitais a Risco individuais CaR(ij) ou Car(ig)

2. Calcular o Capital a Risco total com ou sem efeito de deversificagdo CaRia)
3 Alocagao por tipo de evento EC(1;q) EC(jq) EC(J;0)
4, Fatores de mitigagdo EC(1;q) EC(q) EC'(JQ)

0 0

5 Alocagéo por unidade de risco ¥ v . . > Y‘ N
(linha de negocio e tipo de evento) EC(t.t@ ... EC{1jg) EC(ijq) - - - EC(1.4:q) EC(iJq) EC(lJ:q)

Figura 4 — Efeito bottom-up na alocacdo de capital econémico com o LDA.

1. Calcular os OPVaR'’s individuais

Vale destacar que geralmente ndo existem dados suficientes para
considerar linhas de negdcio e tipos de evento. Por este motivo, os bancos
preferem utilizar somente os tipos de evento para obter resultados mais
robustos.

2. Calcular o OPVaR total com ou sem efeito de diversificagdo

O célculo sem o efeito de diversificacdo ndo leva em consideracdo a
estrutura de dependéncia que possa haver entre as unidades de risco.

Todavia, o Novo Acordo da Basiléia aprova tal procedimento, até porque
ele é mais conservador, superestimando o OPVaR.

3. Alocacéao por tipo de evento

O método mais simples para esta alocacao é o linear:

EC(j;a) =o(j;q)OPVaR(q) (53)

onde
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 OPVaR(, j; q)

. OPVaR(j; . .
d(ii@) =D oy d(j;q) == 4)
8 OPVaR(j;q) a & OPVaR(, j;q)

j=1 i1 j=1

4. Fatores de mitigacéo

A AMA permite que fatores de mitigacdo sejam adicionados aos modelos
internos. Um exemplo de mitigacdo permitida pelo Novo Acordo € a cobertura
por seguro.

Assim, a alocacgéo por tipo de evento EC’(j;q) leva em consideracdo que
fatores de mitigagéo foram utilizados.

5. Alocacéo por unidade de risco

EC(i, j;a) =d(i, j;a)EC’(j;a) (55)

onde

OPVaR(, j;q)

d(,j;q) =—
& OPVaR(i, j;q)

i=1

(56)

4.1.5.

Extensf@es ao Modelo de Perdas Operacionais

A AMA permite que extensfes sejam feitas ao modelo de distribuicéo de
perdas apresentado anteriormente. Estas extensdes visam prever a acao dos
controles e da organizagao interna, bem como dos fatores externos que
influenciardo as perdas operacionais em um horizonte de um ano. Um bom
exemplo é a inclusdo da taxa de recuperagao de perdas operacionais ao modelo.
A descricdo completa deste modelo encontra-se em Guimarées (2003) [46].

Além disso, politicas de risco ou informacdes de especialistas podem gerar
restricbes para a estimacdo dos parametros d modelo. Por exemplo, uma
unidade operacional deixa de exercer suas funcbes quando uma perda
acumulada limite for atingida. Outro exemplo, uma perda igual ou superior a um
valor acontece apenas uma vez a cada d anos. Isso deve ser levado em
consideracao para que as estimativas sejam nao-viesadas. Este tratamento é
feito via Analise de Cenéarios e Auto-Avaliacao.

Serdo vistos mais adiante os métodos basicos (sem restricdes) de
estimacdo dos parametros das distribuicées de severidade e de freqiéncia.
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4.1.6.

Metodologia do Modelo de Perdas Operacionais

A seguir é apresentada metodologia basica para trabalho com modelo de

distribuic&o de perdas:

1.

2.

5.

8.
a. Modelo rejeitado: Vai para 6 ou para 3.

Modelar base de dados por unidade de risco (linha de negdcio e tipo de
risco).

Coletar os dados de perdas operacionais para a base de dados
modelada em um periodo de tempo pré-determinado. Lembrar que é
permitido utilizar dados externos e dados simulados para compor a
base de dados quando a abordagem AMA é adotada.

Modelar os dados de perda para cada sub-base, isto é, analisar os
dados, identificando fatos estilizados que indiguem a adogdo de
modelos para severidade e para freqiiéncia por unidade de risco.
Estimar os parametros das distribuicbes de severidade e de frequéncia.
Validar a aderéncia das distribuicbes paramétricas aos respectivos

dados:

a. Modelo rejeitado: Vai para 3 ou 2.
b. Modelo néo rejeitado: Continuar.
6.

Realizar teste de independéncia entre a distribuicdo de severidade e de
freqiéncia.
Agregar as distribuicdes de severidade e frequéncia segundo algum
dos métodos apresentados em 4.1.1.1.
Se as distribuicbes forem independentes, pode-se utilizar qualquer
um dos métodos.
Caso contrario, utilizar o método de simulacdo incluindo a estrutura
de dependéncia na geracao pseudo-aleatoria.
Validar os modelos:

b. Modelo néo rejeitado: Continuar.
9.

Escolha o quantil (q) para o calculo do OPVaR.

10. Calcule OPVaR(q).
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4.2

Modelos de Severidade

O objetivo desta secdo é apresentar uma metodologia para encontrar a
distribuicdo de probabilidade da variavel aleatéria que melhor se ajuste aos
dados de severidade® da base de dados de perdas operacionais.

A Figura 5 descreve de forma sucinta esta metodologia.

Coletar dados Manipular dados Dadoes de
(internos, externos — ———){ (ajustes, dados ——— > Perdas

| e/ou simulados) faltantes etc) | Operacionais
|
Z \\l

Dados com problemas 1 Analisar dados

Dados OK

Escolher a
distribui¢do

Estimar os
pardmetros

l Modelo rejeitado

Ajustar o modelo

Y

Velidar o modelo

Modelo
aceito

Figura 5 — Abordagem geral para ajuste de distribuigdo estatistica.

Logo, a idéia central consiste em se estimar os parametros de uma funcéo
de distribuicdo com base nos dados de perdas operacionais da base de dados.
Todavia, a maioria das unidades de risco apresenta eventos extremos, que

séo eventos de baixa frequéncia e alto impacto.

%2 Segundo Guimarées (2003) [46], a severidade ou impacto é o valor monetario que a
instituicdo financeira perde, caso um evento de risco operacional se materialize.
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Portanto, a utilizag&o de técnicas estatisticas tradicionais para estes casos
nao levard em consideracao este comportamento nos extremos, e subestimara o
OPVaR.

Apesar da desconfianga de varios estatisticos em relagédo a confiabilidade
de estimativas baseadas em eventos que nunca foram observados, ferramentas
matematicas da teoria dos valores extremos (TVE)* apresentam resultados
estatisticos significantes, extrapolando eventos extremos do passado para

predizer o futuro. A Figura 6 ilustra bem este conceito.

Dados
Historicos e TYVE e Previsio

de Perdas

/

k]
o /
g °
§ /
ILG-'% o/
[ ]
° e ®
[ ] [ ) Y
[ J
[ ] [ J
Cados Historicos Frevisao TVE

Figura 6 — llustracdo basica da TVE. Fonte: Cruz (2002) [26].

O maior objetivo na determinacao da distribuicdo agregada é o célculo do
VaR em um quantil elevado (regido extrema na cauda da distribuicdo). A
distribuicdo agregada € funcdo da distribuicido da severidade, e, portanto, a
cauda da distribuicdo da severidade € de suma importancia para o céalculo do
VaR.

Quando a unidade de risco apresenta eventos extremos, ha escassez de

dados para modelagem da cauda da distribuicio de severidade, sendo

9 Informacgdes detalhadas sobre TVE podem ser vistas em Mendes (2004) [64].
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necessario utilizar uma distribuicao assintotica limite da estatistica de ordem que
represente 0 maximo na amostra de severidade de perdas operacionais, ou
entdo uma distribuicdo limite do excesso das perdas operacionais em relacao a
um limiar muito alto.

A Tabela 4 apresenta uma ordenacdo do peso da cauda® de algumas
distribuicdes.

Distr. Weibull  Exponencial Pearson Weibull  Lognormal GEV,

@>1) (@<1) GPD
f(x) p/ x | Exp(-X")  exp(-) exp(-Bx)  exp(-X) XA v
grande | (A>1)

peso da cauda =

Tabela 4 — Comparacéo entre o peso das caudas de algumas distribuicdes. A e B

sdo constantes. Fonte: Cruz (2002) [26].

Em dltima instancia, a analise de dados indicara os fatos estilizados que
apontarao qual distribuicdo subjacente paramétrica utilizar para descrever o

comportamento da variavel aleatéria severidade.

4.2.1.
Distribuicdes de Probabilidade

Tendo em vista a caracteristica de eventos extremos em grande parte das
unidades de risco operacional, esta secdo apresenta uma descricdo basica da
modelagem univariada dos extremos e dos excessos para a severidade. Estas
modelagens fazem parte da TVE.

Assim, sdo apresentadas duas distribuicbes, que de acordo com o valor
dos parametros estimados se degeneram em seis, aumentado a possibilidade de
um melhor ajuste aos dados de severidade.

% Nao existe comum acordo sobre a definicdo de uma distribuicdo de cauda pesada. Um
exemplo de definicdo baseia-se no momento méximo de uma distribuicdo — sup{r : E(x")
< 8}. Nesta definicdo, uma distribuicao é dita de cauda leve se tiver momento finito para
todas as ordens r, e cauda pesada caso contrario (de Fontnouvelle & Rosengren, 2004)
[31].
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Entretanto, outras distribuicdes devem ser utilizadas na fase de escolha da
distribuigdo, permitindo que na validagdo dos modelos seja selecionado aquele
gue melhor se ajuste aos dados.

Além das distribuicbes da TVE, costumase utlizar as seguintes
distribuicdes®:

Exponencial, Pareto;*°
Weibull, Gumbel;*’
Lognormal;

Gamma,

Loggamma,;

Burr;

Loglogistic;

42.1.1.

GEV (Generalized Extreme Value)

A GEV é a distribuicdo limite para a estatistica de ordem que define o
méaximo de uma amostra iid.

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo GEV (?, 4, S), onde 1 é0
parametro de localizacéo, s de escala, e ? de forma. Sejaz = (x — ) / s, entao:
P(X £ %) =F, e (X) = Fy0,(2)
expl- ep(- 2] "z (x=0) (57)
T— (1+xz)}<] "z|1+xz3 0 (x 1 O)

Quando? - 0 (? ?0) ou ? = 0, a GEV se degenera em uma distribuicéo
Gumbel. Para ? >0 e ? <0 a GEV representa as distribuicdes Fréchet e Weibull
respectivamente.

A amostra utilizada para estimacdo dos parametros baseia-se no método
do maximo dos blocos. Nele, M, ..., M, sdo variaveis aleatérias iid que
representam os maximos coletados em blocos de tamanho n ®. A amostra de m

% de Fontnouvelle & Rosengren (2004) [31], nas péaginas 8-11, apresenta varias

caracteristicas destas distribuicdes que servem de subsidio para escolha da distribuigdo
com base nas informagfes da analise dos dados.

% Estas distribuic6es sdo degeneragbes da GPD, como sera visto adiante.

9 Estas distribuicdes sdo degeneracdes da GEV, como serd visto adiante.

% Mesmo que as variaveis originais X;, %, ... possuam alguma forma de dependéncia, é
razoavel supor que os blocos de tamanho n sejam variaveis aleatérias iid em R', e que
0s maximos em cada bloco sejam também iid. De fato, n deve ser escolhido de tal forma
gue essas suposicdes sejam satisfeitas (Mendes, 2004) [64].
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maximos (my, ..., my) é utilizada nos métodos de estimacdo de parametros, que

serao vistos mais adiante. A Figura 7 representa esta técnica de amostragem.

(6]
o] /
© /
o /
N
o /
wn | /
by !
P
| / /
/ /
o Y - »
/
I/o ® o |” ol
/ /‘f/ ’/
”T #//./ 17 T 00| @
7 -
. ”,/ o/// 1--®
\I///éé/
\l 2=
v Tempo

Figura 7 — Método do Maximo dos Blocos: eventos de maior severidade séo

coletado em determinados periodo de tempo. Fonte: Cruz (2002) [26].

4.2.1.2.
GPD (Generalized Pareto)

A GPD ¢é a distribuicdo limite do excesso das perdas em relagcdo a um

limiar muito alto.

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo GPD (?, 4, s), onde u é0

parametro de localizagdo, s de escala, e ? de forma. Sejaz = (x — ) / s, entéo:

P(X £X) =G, s (X)=G,,.(2)

i 1- exp(- 2) "z30 (x =
_i P30 (k>
=l Qexa) A, !

’:\ ( ) %O<Z<-}§ (X<

o O O

N e

(58)
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Quando? - 0 (? ? 0) ou ? = 0, a GPD se degenera em uma distribuicdo
Exponencial. Para? >0 e ? <0 a GPD representa as distribuicdes Pareto e Beta
respectivamente.

A amostra utilizada para estimacao dos parametros baseia-se no método
POT (Peak Over Threshold). Determina-se um limiar u suficientemente alto para
satisfazer as suposicdes tedricas e ndo gerar viés nas estimativas. Por outro
lado, u ndo pode ser alto demais, o que implicaria em um numero pequeno de
observacdes na cauda, resultando em maior variabilidade dos estimadores *. A

Figura 8 exemplifica esta técnica.

)
3
@
§e)
o ®
o
n
e
®
e e
[ ] L J [ [ ®
® Q
- e ® e
® ® o o ® ®e b4
Tempo

Figura 8 — Método POT (Peak Over Threshold): eventos sdo selecionados acima

de um limite (linha tracejada), ignorando o tempo. Fonte: Cruz (2002) [26].

Cuidado, pois a GPD apresenta a distribuicdo dos excessos, e na verdade
0 que se quer € a distribuicdo da severidade. Para u suficientemente alto, pode-
se aproximar a cauda da distribuicdo F da severidade para (Hidetoshi, 2002)
[51]:

F(X)=1- FW))G, ,. (x- uy+F(), x>u (59)

x,0,s

% Métodos para determinag¢do do limiar étimo encontram-se em Pickands (1975;1994)
[72,73].
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Assim é necessario estimar dois parametros (?, s). Entretanto, este
trabalho pode ser simplificado caso os dados sejam transformados. Ao se aplicar
0 logaritmo natural aos dados da amostra, e ao limiar u, a distribuicdo dos
eXCess0s para essas novas variaveis sempre tera caudas leves, e entdo ? sera
igual a 0. Portanto, a variavel aleatoria transformada s6 possuird um parametro

para estimacao (s) (de Fontnouvelle et al., 2003) [30].

4.2.2.
Analise dos Dados

Esta se¢do apresenta algumas ferramentas para escolha da distribuicdo
subjacente a ser utilizada para estimagdo dos parametros do modelo de
severidade.

42.2.1.

Distribuicdo Empirica e Gréafico de Cauda

A relacdo entre estatistica de ordem e a funcéo de distribuicdo empirica

cumulativa é direta:

1 -
H I{XiEX} XI A (60)

| 9)03

F.(x) =

i=1

Em termos praticos, o grafico da distribuicdo empirica pode ser feito
utilizando a formula:

Py = 22 61)

,onde k € o numero de ordem do dado, e n o niumero de eventos da
amostra (Cruz, 2002) [26].

A forma empirica € mais usada para analise de dados, dando indicacdes
sobre a forma paramétrica a ser utilizada no ajuste aos dados.

Esta andlise pode ser feita visualmente, comparando o grafico da
distribuicdo empirica com gréficos de outras distribuicées, ou por intermédio do
grafico da cauda.

O grafico da cauda € obtido pelo par ordenado (log(x),log(1-F(x)) para as
observacoes {x}.

Segundo de Fountnouvelle & Rosengren [31], para os gréficos de cauda

gue apresentam um comportamento linear, a sugestdo € que a distribuicdo
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subjacente seja uma distribuicdo Pareto Tipo |. Além disso, a inclinagdo do

gréfico (a) indica uma estimacéo heuristica para o indice de cauda™®:

log(1- F(x))=-alog(x,)+c (62)
, onde c é uma constante.
indices de cauda maiores que 1 sugerem que a perda esperada seja muito
alta, o que torna o OPVaR praticamente inviavel de ser alocado. Contudo, de
Fountnouvelle & Rosengren (2004) [31] afirmam que as distribuicdes
subjacentes da severidade ndo tém caudas tdo pesadas assim, e que portanto, é
possivel obter OPVaR razoaveis.

4.2.2.2.

Grafico da Média dos Excessos

A média dos excessos para um dado limiar € definida como a média de
todas as perdas superiores ao limiar menos o valor do limiar:
Portanto, a média dos excessos € uma fungéo do limiar.
Segundo de Fountnouvelle & Rosengren (2004) [31], a forma deste grafico
depende do tipo da distribuigéo subjacente:
Linear com inclinagdo positiva e maior que 1 =» Pareto
Horizontal (inclinagéo zero) =» Exponencial
Céncava com inclinacdo positiva e maior que 1 =» Lognormal ou
Weibull

4.2.3.
Estimacéo dos Parametros

O objetivo desta secéo é apresentar detalhes dos métodos de estimagao
dos parametros das distribuicdes de severidade escolhidas como distribuices
subjacentes.

Entretanto, h& que se ter cuidado com a amostra utilizada para estimacéo
dos parametros. Dependendo das questbes envolvidas na amostragem, o
modelo de severidade sofre alguns ajustes.

190 5 indice de cauda sera tratado com mais detalhes no item 4.2.3.2.4 deste trabalho.
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4.2.3.1.

Amostragem

Existem dois problemas fundamentais relacionados as amostras de perdas
operacionais: dados truncados e dados agregados.
Estes problemas, bem como suas solugdes, sdo vistas nos dois proximos

topicos.

4.2.3.1.1.

Dados Truncados

Conforme visto na se¢édo 3.2, € necessario fazer o tratamento adequado
do limiar na amostra de perdas operacionais. Assim, garante-se que 0S
estimadores seréo ndo-viesados, e que o OPVaR nao sera superestimado.

Mesmo que sO sejam utilizados dados internos para estimacdo da
distribuicdo de severidade, sempre havera um limiar. Logo, para a estimacao dos
pardmetros da distribuicdo subjacente, a amostra deve ser considerada
truncada, e isso requer um tratamento estatistico apropriado para evitar o vies.

Como o grau de incerteza a respeito do limiar é grande, uma vez que cada
area de negocio coleta os dados de forma diferente, este limiar passa a ser
considerado um parametro a ser estimado no modelo de severidade. E claro que
se houver certeza sobre este limiar, a estimagdo dos parametros do modelo é
simplificada.

Além disso, quando os dados externos (publicos ou consorcio) sdo usados
para complementar os dados de perdas, principalmente com o objetivo de
melhorar a previsdo de eventos extremos, deve-se utilizar um método para

' com os dados internos. Como no caso dos dados

torna-los compativeis™®
internos, sempre existe um limiar para os dados externos, e na maioria das
vezes também é desconhecido.

De forma geral, a distribuicéo de severidade deve ser estimada com base
em m conjuntos de dados de perdas de m diferentes provedores, onde provedor
pode ser uma unidade de negdcio interna ao banco, publico externo, consorcio
ou simulacdo (analise de estresse). Assim, existem dois métodos possiveis para

a calibracdo da severidade:

101 . S , . ..
oA incompatibilidade esta relacionada a problemas de escala e de viés.
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Método 1: As distribuicdes de probabilidade subjacentes das m fontes
de dados de perdas sao as mesmas, mas os limiares de cada fonte
podem ser diferentes.

Método 2: As m fontes de dados de perda sdo provenientes de
diferentes distribuicbes subjacentes, e logo devem ser re-escaladas.
Além disso, os limiares também podem ser diferentes como no método
anterior.

Apesar do método 2 ser mais geral e realistico, a sua complexidade nao
vale o esfor¢o de implementacéo (Frachot et al., 2003) [44].

Para o método 1, consideram-se dois casos mutuamente excludentes:

Caso 1: O limiar corresponde a um vetor nao-estocastico e
desconhecido, onde cada coordenada representa o limiar de uma fonte
de dados. E claro que se houver fontes cujos limiares sejam
conhecidos, a estimacéo do modelo é simplificada.

Caso 2: O limiar é estocastico, sendo representado por uma
distribuicdo continua e ndo-negativa. Este caso representa a situacéo
aonde o numero de fontes é muito grande, como por exemplo, nos
dados publicos.

O caso 2 € bem mais sofisticado, e necessita que seja arbitrada uma
distribuic&o para o limiar'®.

Portanto, este trabalho s6 apresentard o método 1 e o caso 1 (Baud et al.,
2002a; 2002b; Frachot et al., 2003) [14,15,55].

O conceito geral reside no fato da distribuicdo da amostra total ser
fundamentalmente diferente da distribuicdo verdadeira por conta dos diferentes
limiares das fontes de dados. Em termos estatisticos, a distribuicdo da amostra
total estd relacionada com a distribuicdo verdadeira condicionada a perdas
maiores que o limiar. E neste ponto que a méaxima verossimilhanca se encaixa.

A maxima verossimilhanca é um método assintoticamente eficiente desde
que a funcéo de verossimilhanga tenha sido corretamente especificada, isto €, a
distribuicdo da amostra seja correta. Denomina-se f ( . ; ?) a distribui¢cdo
(verdadeira) da severidade, onde ? é o vetor de parametros que caracterizam
essa distribuicao.

Exemplificando o conceito acima para o caso de uma unica fonte de dados
de perda, como todos os dados séo coletados acima de um unico limiar H, a

102 Informacdes detalhadas sobre o caso 2 s&o vistas em Baud et al. (2002%) [14] e de

Fontnouvelle (2003) [30].
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distribuicdo da amostra da severidade f ( . ; ?) é igual a distribuicdo verdadeira

condicionada as perdas que excedem H. Logo:

£ (a,h) = f(xg | H=h) =1 s Ry 59 (63)

+¥

Of (x)dx
h

,onde 1{ x = h} é uma varidvel dummy igual a 1 se x = h, e 0 caso
contrario.

Ja para o caso de m fontes de dados de perdas, os parametros adicionais
ndo sdo somente os m limiares h, ..., h, (representados pelo vetor h) , mas
também os pesos py, ..., pn de cada provedor (representados pelo vetor p), isto
€, 0 numero de dados de perdas de um provedor sobre o numero total de
perdas. Finalmente, a funcdo de verossimilhanca deve se basear na distribuicdo

de probabilidade da amostra total:
f (xg,hp)® f(xaH =h)p p +K + f(xa|H, =h)p p, (64)
Logo, aplicando o método da maxima verossimilhanca, os parametros

devem ser calculados com base na seguinte formula:

In f
te 1

. i . 0
@.h.p) =arg max | (x:a,h, py)g+
| u

;D> D

[}
a
fon

+

+

~

(65)
+& &1 (.0, P )y
s

& fonte_m

Alguns comentarios a respeito do método apresentado:

Quando m = 1 (obviamente p = 1), ? é estimado para diferentes h, o
gue estabelece curvas h ? ? (h). H é determinado graficamente no
ponto de inflexdo destas curvas!®

Mesmo para m = 1, este método lida com severa perda de acurécia ja
gue todas as perdas abaixo do ponto de inflexdo sdo desconsideradas
para o processo de calibracdo. Logo, existe um trade-off entre vicio e
acuracia.

Sempre havera viés quando m > 1.

Os casos aonde m > 1 sd0 mais propensos a acontecer na pratica,
embora requeiram algoritmos de otimizacdo de alto nivel para

resolucao da equacao (65).

19 Baud et al. (2002b) [15] garante que existe prova matematica para este procedimento,

quando m = 1.
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Devem-se aplicar testes estatisticos rigorosos para decidir se um peso
€ igual a zero. Caso haja aceitagdo da hip6tese nula, este peso é
retirado do processo de estimacao. Na pratica, aumenta-se m, até que
o logaritmo natural da fungc@o de verossimilhanca pare de crescer.
Entretanto, é possivel usar um teste estatistico que aponte o m 6timo,
isto é, a partir desse valor ndo € esperado algum crescimento
estatisticamente significante para verossimilhanca. Como exemplo,
utiiza-se o teste da razdo de verossimilhanga, cujo esforco
computacional ndo muito grande.

Como f é uma funcéo ndo-negativa, quanto maior o nimero de dados,

maior sera o valor da verossimilhanga. Logo, em uma primeira analise:

ﬁj = mn x,. Entretanto, os dados da fonte j podem ter sido

il fonte_j
coletados de forma errada. Como exemplo, uma fonte externa pode
apresentar poucos dados com severidades muito baixas. Assim, o
limiar verdadeiro sera significantemente subestimado, sendo preferivel
considerar que a amostra esta contaminada por dados aberrantes e

nao-informativos, que devem ser excluidos do processo de estimacao.

4.2.3.1.2.
Dados Agregados

Normalmente as bases de dados de perdas contém eventos individuais e
eventos agregados. Isto ocorre principalmente quando a base de dados de
perdas operacionais é criada, pois nem sempre é possivel coletar todos os
eventos individuais do passado. Na maioria das vezes, somente as somas das
severidades destes eventos agregados estédo disponiveis.

O efeito dos dados agregados esta no fato dos métodos de estimacédo néo
poderem ser utilizados diretamente sobre a amostra. Assim, duas solugdes séo
apresentadas, partindo-se do pressuposto que as perdas agregadas sao
conhecidas (Frachot & Roncalli, 2001) [42].

A primeira: eliminar todas as observacbes agregadas da amostra.
Geralmente, este solugdo ndo é satisfatoria, pois existem poucos dados
histéricos de perdas.

A segunda: suponha que sejam conhecidos os numeros de eventos de
cada perda agregada. Seja z a severidade de uma perda individual e x a

severidade de uma perda agregada. Considere t o indice da observacéo. Logo, a
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estrutura da base de dados é (t, n;, x;) onde t é a observacéo, n, € o numero de

eventos correspondentes a esta observagdo e x € a severidade da perda

agregada observada. Se a observacao for uma perda individual, entdo o registro
na base de dados € (t, 1, z). Assim, a perda individual pode ser considerada um

caso especial de perda agregada. Dessa forma, x; é definida como:

X, =az, (66)

n=1
Assim a equacao (66) representa o modelo a ser utilizado para estimagéo
dos parametros da distribuicdo de severidade.
Pelo fato de na maioria das vezes ndo haver expressdo analitica para a

distribuicdo de x, ndo é possivel utilizar o0 método da méaxima verossimilhanca

para estimacao dos parametros.

Uma solucéo € o método generalizado dos momentos (GMM — generalized
method of moments). Sabendo-se os momentos tedricos da distribuicdo de
severidade (z), encontra-se uma expressdo para os momentos de x ***:

Ex, |= nth]
Elx.”|=n,Ez 2[+ n(n, - DE?[z ] (67)
Elx’|=nElz?|+3n 0 - DER JEL 2]+ n(n, - D(n, - 2E]
Parametros da distribuicdo de severidade sdo facilmente estimados por
intermédio do GMM. Quando existem dificuldades de se implementar o GMM,
métodos mais complicados podem se utilizados, como os métodos dos
momentos simulados e o da inferéncia indireta.*®
Este assunto tem duas implicagdes com o limiar:
Com o passar do tempo, uma vez estabelecido o limiar para coleta dos
eventos, o efeito causado pelos dados agregados ird diminuindo
(Frachot et al., 2003) [44].
Para base de dados com muitos eventos agregados com altas
severidades, além do modelo descrito pela formula (66), deve-se levar
em consideracado também o modelo para dados truncados. Isso
complica e muito o processo de estimacdo, e normalmente estes dois

fendmenos ndo séo tratados em conjunto.

194 Utilizar os resultados apresentados no apéndice A de Frachot et al. (2001) [42] para

encontrar as expressdes para 0s momentos de ordens superiores.
195 Estes métodos séo detalhados no apéndice D de Frachot et al. (2001) [42].
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4.2.3.2.

Métodos de Estimacéao

Esta secdo apresenta alguns dos principais métodos de estimacao
utilizados nos modelos de risco operacional. O objetivo ndo é descrever no
detalhe os métodos, mas sim indicar as suas particularidades em relacdo ao
risco operacional. Varios livros de estatistica tratam destes métodos de forma
didatica e completa, ficando a cargo do leitor um aprofundamento nos métodos
de seu interesse.

4.2.3.2.1.

Método dos Momentos Truncados

Este método apresenta uma solugédo alternativa ao problema dos dados
truncados visto na secdo 4.2.3.1.1.

Nao é possivel aplicar o método dos momentos (incondicionais) para se
estimar os parametros da distribuicdo subjacente, pois esta € uma distribuicdo
condicionada ao limiar. Neste caso, € possivel estimar estes parametros por
intermédio do método dos momentos truncados, visto em Alvarez (2001) [1]:

1. Determine os n primeiros momentos tedricos da distribuicdo de
probabilidade (verdadeira) truncada, onde n € o nimero de parametros
da distribuicao.

Calcule os n primeiros momentos empiricos da amostra.

Iguale cada expressado de momento truncado com seu respectivo valor
de momento empirico.

Resolva as n equacdes simultaneas.

5. A solucdo destas equacbes apresentard 0s n parametros da
distribuig&o incondicional.

Apesar da facilidade de implementacdo em relacdo a solucdo apresentada

na secédo 4.2.3.1.1, este procedimento apresenta duas desvantagens:
Considera o limiar Unico. Quando existem varias fontes de dados, para
nao gerar viés nos parametros, o limiar Unico devera ser igual ao maior
limiar de todas as fontes. Isso diminui a acuracia.
Considera o limiar conhecido. Conforme visto anteriormente, iSso
permite que dados aberrantes e nao-informativos facam parte do

processo de estimagéo.
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4.2.3.2.2.

Método da Ma&xima Verossimilhanca

Apesar do método da maxima verossimilhanca (ML — Maximum Likelihood)
ser um dos mais populares, ele apresenta dois sérios problemas em relacéo as
especificidades dos modelos de risco operacional:

Conforme ja foi visto, geralmente a severidade apresenta eventos
extremos. Assim, existe um maior interesse na cauda da distribuicdo
subjacente, sendo que o método da maxima verossimilhanga pondera
cada valor da distribuico igualmente.*®

Hidetoshi (2002) [b1] observa que tendo em vista a alta concentracao
dos dados em uma faixa reduzida, e o pequeno tamanho da amostra,
geralmente, o OPVaR baseado na distribuicdo de severidade estimada

por este método néo é robusto em relacao ao valor do limiar.

4.2.3.2.3.

Método dos Momentos Ponderados

O método dos momentos ponderados (PWM — Probability Weighted
Method of Moments) foi desenvolvido por Hosking & Wallis (1997) [54]. O
objetivo foi possibilitar a aplicagdo do método dos momentos para distribuicdes
com momentos inexistentes. A descricao deste método encontra-se no anexo E
desta trabalho.

Analisando a descricdo do método, observa-se que ele atribui um maior
peso aos valores da cauda da distribuicdo, resolvendo um problema apontado no
método ML.

Além desta vantagem sobre o ML, Cruz (2002) [26] apresenta outras,
destacando uma melhor aplicabilidade do PWM em pequenas amostras'®’ - ver
Landwehr et al. (1979) [59]:

Embora os estimadores PWM sejam assintoticamente ineficientes
comparados aos estimadores ML, nenhuma deficiéncia é detectavel em
amostras de tamanho 100 ou menos — ver Hosking et al. (1985) [53].

19 o efeito da ponderacao igualitaria é resolvido por intermédio do método da maxima

\l/c%rossimil_hang? penalizada. _ _ o

Esta situagdo representa bem o caso do risco operacional, principalmente quando se
utilizam técnicas de amostragem POT ou Maximo dos Blocos para estimar distribuices
de caudas pesadas.
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Os vieses dos estimadores PWM sdo pequenos, e decrescem
rapidamente com o aumento do tamanho da amostra. Além disso,
Coles & Dixon (1998) [25] confirmaram que os estimadores PWM séo
menos viciados que os estimadores ML para pequenas amostras.
Os desvios padrBes dos estimadores PWM sdo comparaveis aos dos
estimadores ML para amostras de tamanho moderado (n = 50, 100), e
sempre sao significativamente menores para peguenas amostras.
Hidetoshi (2002) b1] observa que os valores dos parametros estimados
pelo PWM, bem como o OPVaR correspondente séo relativamente estaveis a
variagcdes de limiar. Além disso, ele observa também que o ajuste na cauda para
a distribuicdo GPD apresenta os melhores resultados quando estimada pelo
PWM.

4.2.3.2.4.

Métodos de Estimacédo do Parametro da Forma (?)

A estimacdo do parametro da forma (?) € fundamental para inferéncia
estatistica da cauda da distribuicdo, especialmente se a distribuicdo subjacente
for a GEV ou a GPD.

O indice da cauda (?) € o inverso do parametro da forma (?):

g= }§ (68)

Estimadores do indice de cauda ndo assumem que as observacbes
extremas seguem exatamente uma distribuicdo assintética, e entdo eles podem
ser mais eficientes que os estimadores ML.

Hill (1975) [52] propds um conjunto de estimadores para ?, cuja
consisténcia para distribuices com caudas pesadas foi provada por Pictet et al.
(1996) [74].

Para as estatisticas de ordem X;.,>X>.»>...>X,., de uma amostra aleatéria de
tamanho n, e supondo ? > 0 (caudas pesadas), os estimadores de Hill para o

parametro da forma séo:

1 %t
_k-1a(|n Xjin - 'nXk;n) k=2K,n (69)
j=1

X, =
, onde k representa o numero de observagfes da cauda. Particularmente,
guando a distribuicdo subjacente for uma GPD, k representa o numero de

observagdes que excedem um determinado limiar.
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O grafico de Hill k ? X, auxilia na sele¢do do limiar e do parametro da

forma ao mesmo tempo. O parametro deve ser escolhido onde o grafico estiver
mais estavel (flat), e o k deve ser o maior possivel para este parametro (aumenta
a acurécia).

Coleman (2003) [23] utiliza um método analitico empirico para a

determinacéo do parametro da forma, mas s6 vale para amostras pequenas:
n-
X = ﬁéjik (70)

Apesar da formula apresentada acima, tradicionalmente, a estimacéo de ?
depende fortemente da escolha de k. Entretanto Huisman, Koedijk, Kool e Palm
(2001) [55], a partir de agora HKKP, propuseram uma melhoria baseada em uma
regressdo no estimador de Hill para minimizar o papel da selecéo de k.

HKKP notaram que o estimador de Hill € viciado em pequenas amostras, e
este viés é aproximadamente linear em k, ent&o:

E[xk] =x +ck (71)

, onde ? representa o verdadeiro valor do parametro da forma, e ¢ uma
constante.

Assim, motivados pela equacdo (71), HKKP propuseram a seguinte
regressao:

X, =b,+bk+e, (72)

Esta regresséo € estimada para k variando de 1 a K. HKKP sugerem que K
seja igual a metade do tamanho da amostra N. Apesar disso, de Fontnouvelle &
Rosengren (2004) [31] indicaram que deve-se procurar um K 6timo, uma vez que
para K = N/2 (janela grande dependendo do tamanho de N) pode ndo haver
linearidade.

Apesar disto, HKKP e de Fontnouvelle & Rosengren (2004) [31]
concluiram que a estimativa de 3, € robusta em relagéo a escolha de K, onde %
€ interpretado como a estimativa de ? com viés corrigido.

Como HKKP é uma melhoria do estimador de Hill, e o estimador de Hill é
construido sob a hip6tese de ? > 0, entdo ndo se pode utilizar estes dois
métodos para rejeitar a hipotese de distribuicdo de cauda leve. Esta é uma
hipétese muito importante, pois distribuicdes de caudas leves podem ter
diferentes implicagcbes para o OPVaR em relacdo a distribuicdes de caudas
pesadas.
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Como solucao para este problema, podem ser utilizados os estimadores de
Pickands (1975) [72] ou de Dekkers, Einmahl e de Haan (1989) [32] — DEdH'*,
para os quais ? pertence aos Reais.

Para as estatisticas de ordem X;.,>X>.»>...>X,., de uma amostra aleatéria de
tamanho n, podendo ? assumir qualquer valor nos Reais, 0os estimadores de

Pickands para o parametro da forma séo:

A 1 &x. -X, 0
Xk - |ng Xk.n 2kn I (73)
In2 Xon = Xan @

Para as estatisticas de ordem X;.,>X>.»>...>X,., de uma amostra aleatéria de
tamanho n, podendo ? assumir qualquer valor nos Reais, 0os estimadores de

DEdH para o parametro da forma séo:

-1

2 e
~ 1840 0
X, =1+H® +=¢—2_

gHY 5 (74)

Hn‘“ - é’lk (In Xjop - Xk:n)j
j=1

x|~

Logo, os estimadores de Pickands e de DEdH dependem do valor de k.

A maneira mais simples®

de se determinar o estimador do parametro da
forma para estes dois estimadores é feita com auxilio de gréafico, assim como no

caso do estimador de Hill.

4.2.3.2.5.

Método dos Minimos Quadrados

A estimacdo baseada no método dos minimos quadrados (LS - Least
Square) é dada pela resolucdo de um problema de minimizacdo da soma dos
guadrados das diferencas entre as probabilidades da distribuicdo acumulada
empirica e as correspondentes probabilidades obtidas da distribuicdo a se
estimar.

Logo, a distribuicdo estimada por este método apresenta o melhor ajuste
aos dados da amostra, considerando a distribuicio como um todo. Isso é

facilmente visto no grafico P-P plot.

igz E uma extensdo ao estimador de Hill.

Hall (1990) [48] sugere um critério de minimizacdo do erro quadratico médio para o
estimador de Hill, usando bootstrap; Danielsson & de Vries (1997b) R8] ajustam o
procedimento de Hall. Estes procedimentos dispensam o gréfico.
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Entretanto, para o calculo do OPVaR a preocupag¢do maior deve ser no
ajuste junto a cauda da distribuicdo, e este método geralmente apresenta uma
diferenca muito grande entre os dados reais e o0s obtidos na distribuicdo

estimada na cauda.

4.2.4.

Critérios de Selecéao

Uma vez analisados os dados da amostra, escolhidos alguns modelos de
severidade, estabelecidos os pares: funcdo de distribuicio e método de
estimacdo para estes modelos, estimados os parametros ajustando a
distribuicdo a amostra para cada par, é necessério selecionar que distribuigdo
estimada melhor representa a severidade da unidade de risco em questéo.

Existem dois tipos de critérios que auxiliam esta selecéo:

Critérios baseados em andlises graficas.
Critérios baseados em testes analiticos.

Esta secdo apresenta alguns dos principais critérios de selecdo utilizados
nos modelos de risco operacional. O objetivo ndo € detalhar os critérios, mas sim
apresentar as suas particularidades em relacdo ao risco operacional. Varios
livros de estatistica tratam destes critérios de forma didatica e completa, ficando

a cargo do leitor um estudo adicional.

4.2.4.1.
PP-plot ou QQ-plot

PP-plot ou QQ-plot sdo critérios graficos para verificar qudo proxima a
distribuicdo estimada esta da distribuicdo empirica.

Quanto melhor o ajuste, mais proximo da funcéo identidade estardo s
pontos “plotados”.

E importante verificar o comportamento do grafico na parte superior a
direita, pois € la que se encontra a cauda, que representa as maiores
severidades (valores extremos). Portanto, ndo adianta ter um ajuste perfeito no
corpo da distribuicdo, e discrepancias na cauda. Como o objetivo final é o calculo
do OPVaR em quantis elevados, 0 ajuste na cauda passa a ser a prioridade

ndmero um.
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4.2.4.2.

Funcéo de Sobrevivéncia do Maximo Tedrico

Investiga-se a cauda da distribuicdo de severidade pela observacdo da
relacdo entre o valor teérico maximo do suporte da distribuicdo estimada e o
maior valor dos dados originais.

Esta relacdo é obtida pelos pares ordenados: severidade da perda original,
e respectivo valor da fungéo de sobrevivéncia do maximo teorico, para todos os
dados originais da cauda.

A funcéo de sobrevivéncia do maximo tedrico para um determinado valor é
a probabilidade da variavel aleatéria, que representa o maximo do suporte da
distribuic&do estimada exceder o referido valor.

Em termos matemaéticos, seja Fnax a funcdo de distribuicdo do maior valor
dentre N variaveis aleatérias, M, = max(Xy, ..., %), a funcédo sobrevivéncia do

maximo tedrico é representada pela seguinte formula:
Foec (X) =1- Frp (X) = P(M, >X) (75)

Considerando as N variaveis aleatérias das perdas como iid, a formula (75)

é simplificada para:
Foac () = PM,, > %) = [P(X > x]]" =[1- F(o]" (76)

Hidetoshi (2002) [51] apresenta um exemplo de andlise grafica utilizando a
funcdo sobrevivéncia do maximo tedrico para quatro tipos de distribuices
estimadas por intermédio do método de estimag¢éo da maxima verossimilhanca.

Quando a extremidade a direita da curva da fungéo sobrevivéncia do
maximo teorico € préxima de 1 (caso LN na Figura 9) , julga-se que a cauda da
distribuicdo estimada é mais pesada que os dados originais. Isto significa que o
maximo teodrico excede a maior perda dos dados originais com uma
probabilidade muito alta. Logo, o risco é superestimado.

Por outro lado, no caso da Gamma, na Figura 9, é muito pouco provavel
gue o maximo tedrico exceda a sexta maior perda dos dados originais. Logo, 0

risco é subestimado.
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Figura 9 — Fungé&o sobrevivéncia dos dados originais da cauda.

4.2.4.3.
Teste de Kolmogorov-Smirnov (KS)

A estatistica de teste do KS™° é o valor da maior discrepancia entre a
distribuicdo estimada e a distribuicdo empirica.

Portanto, este teste ndo leva em consideracéo se a distribuicdo estimada
se ajusta bem aos dados como um todo.

Além disso, o poder deste teste € baixo, e existe uma tendéncia a
superajustar os dados, especialmente para pequenas amostras.

Em relagdo aos modelos de severidade para risco operacional, este teste
nao é recomendado, uma vez que se foca em apenas um ponto no suporte da
distribuicdo estimada, que pode ndo estar na cauda da distribuicdo, principal
objetivo do ajuste das distribuicbes de severidade. Todavia, Chandra et al.

(1981) [19] apresenta uma extens&o a este teste para a distribuicio GEV. '

19 Este teste é apresentado em Cruz (2002) [26] 47-48.

oA descricdo deste teste encontra-se em Cruz (2002) [26] 80-81.
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4.2.4.4,
Teste de Anderson-Darling (AD)

Segundo Alvarez (2001) [1], este teste pode ser utilizado para os modelos
de severidade, pois da maior peso a cauda da distribuicdo. Este € um importante
critério uma vez que a variacao na cauda reflete a sensibilidade da distribuicéo.

Além disso, a poder do teste é maior que para 0 KS.**?

4.3.

Modelos de Freqiiéncia

O objetivo desta secdo é apresentar uma metodologia para encontrar a
distribuicdo de probabilidade da variavel aleatéria que melhor se ajuste aos

dados de frequiéncia™®

da base de dados de perdas operacionais.

A Figura 5, apresentada na secao anterior, descreve de forma sucinta esta
metodologia, ndo sé para os modelos de severidade, como também para os
modelos de frequéncia.

A variavel aleatoria da frequiéncia possui uma distribuicdo de contagem,
gue é uma distribuicdo discreta com probabilidade somente nos inteiros nao-
negativos. Esta distribuicdo descreve o numero de eventos de perda em um
determinado periodo.

Portanto, baseada na frequéncia dos eventos de perdas em intervalos de
tempo de igual periodo, estimam-se os parametros de uma distribuicdo de
contagem.

Entretanto, € necessario executar um ajuste na estimativa dos parametros,
uma vez que a exposicdo ao risco varia ao longo do tempo, e, teoricamente,
guanto maior a exposicdo ao risco maior o ndmero de eventos de perdas
operacionais. Este fenbmeno é chamado de efeito da exposicdo, e 0 ajuste
necessario sera visto mais adiante.

1z Informagfes mais especificas podem ser vistas em Cruz (2002) [26] 48-49.

11 N . - , . .
A freqiéncia € o numero de eventos de perdas operacionais que ocorrem em um
determinado periodo.
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4.3.1.

Distribuicdes de Probabilidade

As distribuicdes de frequéncia podem ser divididas em trés grupos de

acordo com a classe a que pertencem:

Ordinario: classe (a, b, 0). Sao as distribuicdes de contagem usuais:
Poisson, Binomial Negativa, Binomial e Geométrica. Ver apéndice C
deste trabalho.

Zero-truncado: classe (a, b, 1) com p, = 0. S&o as distribuicbes aonde
nao ha a possibilidade de freqiéncia nula. Nao fazem muito sentido
para modelos de risco operacional. Ver apéndice D deste trabalho.
Zero-modificado: classe (a, b, 1) com p > 0. Sdo as distribui¢cdes
aonde é arbitrado um valor para a probabilidade na frequéncia zero, e
as probabilidades remanescentes sdo ajustadas de acordo. Ver
apéndice D deste trabalho.

Quanto a composicao, as distribuicdes podem ser classificadas em:

Simples: ndo ha composicéo de distribuices.

Compostas'**: as distribuices sdo obtidas para composicdo de uma
distribuicdo com outra. Exemplo: Polya-Aeppli é a composicdo da
Poisson com a Geométrica ™.

Para risco operacional, normalmente se tem trabalhado com as seguintes

distribuicbes ordinarias e simples:

4.3.1.1.

Poisson

Poisson
Binomial Negativa

Binomial

E a distribuicdo de freqiiéncia mais popular nos modelos de risco

operacional, apresentando a seguinte funcéo de distribuicdo de probabilidade:

el

N ~Po(l ), p(k)=Pr(N =k)= k=012K (78)

114

Informagdes completas séo vista em Klugman et al. (1998) [58].

1A distribuicéo e os estimadores podem ser vistos em Cruz (2002) [26].
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Facil de estimar, pois tem apenas um parametro que é igual a média e a

variancia.
E[N]=Var[N] =1

(79)

A distribuicdo de contagem gerada por um processo estocastico

homogéneo de Poisson apresenta duas caracteristicas muito Gteis**:

Seja N, Ny, ..., N, variaveis independentes de Poisson com parametros
2, % ..., 2. Entdo, N = N, + N, + ... + N, forma uma distribuicdo de
Poisson com paréametro ? = 2 + 2 + ... + 2. Assim, é facil adicionar
mais dados a base sem mudar estruturalmente as analises.

Suponha que o nuimero de eventos N € uma variavel aleatéria de
Poisson com média ?. Considere que cada evento € classificado em
uma das m classes de probabilidade p, p., ..., pn independente de
todos os demais eventos. Logo, o nimero de eventos N, N, ..., Np,
correspondentes aos eventos do tipo 1, 2, ..., m respectivamente, séo
variaveis aleatérias de Poisson com médias ?p,;, ?pz, ..., ?Pm. LOQO, se
uma distribuicdo de Poisson se ajustar a base de dados de perdas,

ajustar-se-a também a mesma base truncada (com parametro

diferente).

Entretanto, a hipotese de se assumir que 0 processo estocastico é

homogéneo de Poisson implica que a probabilidade de uma perda ocorrer ndo

depende do tempo passado desde a ultima perda.

Danielsson et al. (2001) [29] e Embrechts et al. (2002) [37] sugerem que
esta probabilidade varia no tempo para perdas operacionais muito grandes.

Neste caso, a assuncao da Poisson ndo é tecnicamente correta.

Todavia, segundo de Fountnouvelle et al. (2003) [30] a variacdo no tempo

da taxa de eventos de perdas resultaria em uma distribuicdo agregada de cauda

pesada. Logo, o OPVaR estimado seria muito conservativo.

4.3.1.2.

Binomial Negativa

Esta distribuicdo tem sido usada alternativamente a distribuicdo de

Poisson, pois possui dois parametros, tendo maior flexibilidade na forma.

A funcéo de distribuicdo de probabilidade Binomial Negativa é dada por:

116

A demonstragdo destas caracteristicas é encontrada em Klugman et al. (1998) [58].
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r-lge 1l 9eeb Qk
K ﬁﬂhggkha' (80)
k=012K r>0b>0

N ~BN(r,b), p(k)=Pr(N :k):g“

A média e variancia da Binomial Negativa sdo apresentadas abaixo:
E[N]=rb Var[N]=rb{1+b) (81)
Da equacéo (81), e sendo r e 3 positivos, a variancia € sempre maior que
média.
Em Klugman et al. (1998) [58] € visto que se a taxa de eventos de perda
for linearmente crescente ao longo do tempo, a distribuicdo de frequiéncia deve
ser a Binomial Negativa.

4.3.1.3.

Binomial

A distribuicdo Binomial descreve uma situagéo fisica na qual uma colecao
de m fontes de risco esta sujeita, cada uma, a um certo evento de perda. Assim,
sejam m fontes de risco independentes e idénticas, onde para cada uma existe
uma probabilidade q do evento de perda ocorrer. A probabilidade de ocorrerem
exatamente k eventos de perda para esta colecéo de fontes de risco € a fungéo
de distribuicdo de probabilidade Binomial, e € dada por:

a&no m
N ~B(m,0) p(k)=Pr(N=k)=§k%qk(l- Q™ ©2)
k=01LK ,m 0<q<l1
Esta distribuicdo tem o um suporte finito. Portanto, € uma boa opc¢éo para
0s casos aonde existe um limite para a quantidade de perdas. Por exemplo, um
grande processamento é feito uma vez por més. Logo, € impossivel que este
processamento trave mais que 12 vezes no ano.
A média e a variancia da distribuicdo Binomial sédo dadas por:
E[N]=mq Var[N]=mq(- q) (83)
Da equacao (83), sendo m inteiro positivo e 0 < q < 1, a variancia é sempre
menor que média.

Geralmente m é conhecido e fixo.
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4.3.2.

Andlise dos Dados

Esta secao apresenta uma ferramenta béasica para escolha da distribuicdo
subjacente a ser utilizada para estimacdo dos parametros do modelo de
freqliéncia. Todavia, a sofisticagdo do modelo de freqiiéncia esta intimamente
relacionada com o modelo de severidade, quando o objetivo € o célculo do
OPVaR.

Frachot et al. (2001) [42] apresenta uma analise de sensibilidade
generalizada da relacdo do OPVaR e a distribuicdo de frequiéncia. De acordo
com sua experiéncia, existem dois tipos de riscos operacionais: aqueles com
perdas potenciais de alta severidade, e aqueles com perdas de alta frequiéncia e
baixa severidade. Um erro na estimativa dos parametros da distribuicdo de
freqiéncia produz um pequeno impacto no OPVaR no primeiro caso, e um
resultado totalmente diferente no segundo. A explicacdo desta andlise € a
seguinte:

Caso 1: Se a distribuicdo de severidade for de cauda pesada, a
probabilidade de dois (ou mais) eventos extremos de perdas é muito
pequena (exceto se a freqiiéncia for muito alta).

Caso 2: O OPVaR néo é relacionado a um evento extremo de perda,
mas sim a varias perdas de baixa severidade. Neste caso, a
frequiéncia assume o papel principal no calculo do OPVaR.

Alvarez (2001) [1] confirma esta anélise quando apresenta praticamente os
mesmo resultados para o OPVaR, utilizando as distribuicdes Poisson, Binomial
Negativa e Binomial ambas com a mesma meédia, e com algumas variancias
diferentes para cada distribuicdo (exceto Poisson, pois a média € igual a
variancia neste caso).

Desta forma, para o caso 1 o principio da parciménia prevalece, logo, a
melhor escolha é a distribuigdo de Poisson.

Por outro lado, maior cuidado na modelagem da freqiiéncia deve ser

despendido para o caso 2.
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4.3.2.1.

Estatistica Descritiva

As principais ferramentas utilizadas neste caso sdo as estatisticas
descritivas da amostra, principalmente a média e a variancia, pois apresentam
indicadores na escolha da distribuicdo paramétrica.

A diferenca basica entre as trés distribuicbes descritas anteriormente
reside na relacéo entre a média e variancia teorica:

Poisson: média e variancia iguais.
Binomial Negativa: varidncia maior que a média.

Binomial: variancia menor que a média.

4.3.3.

Estimacéo dos Parametros

O objetivo desta secdo é apresentar detalhes dos métodos de estimacéo
dos parametros das dstribuicbes de freqiiéncia escolhidas como distribuicbes
subjacentes.

Entretanto, h& que se ter cuidado com a amostra utilizada para estimacao
dos parametros. Dependendo das questbes envolvidas na amostragem, o

modelo de freqiéncia sofre alguns ajustes.

4.3.3.1.

Amostragem

Existem dois problemas fundamentais relacionados aos dados de
frequéncia de eventos de perdas operacionais: efeito da exposicdo ao risco e
mistura de dados internos e externos.

Estes problemas, bem como suas solugfes, sao vistas nos dois préximos

topicos.
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4.3.3.1.1.

Efeito da Exposicéo

Considere que a unidade de risco consiste de n fontes. Seja N o nimero
de eventos de perdas da [ fonte. Entdo N = N + N, + ... + N,. Assumindo-se
que N séo iid, logo:

R(2)=[R. @ (84)
Agora suponha que a unidade de risco espera expansdo para n fontes,
com a freqiiéncia N'. Entéo:

P (@) =[P, @] =[P @]% (85)

Logo, se N for infinitamente divisivel™™’, as distribuicdes de N e N terdo a
mesma forma, apenas com diferencas nos parametros.

Todos os membros da classe (a, b, 0), exceto a Binomial, tém esta
propriedade. Para a classe (a, b, 1), nenhum membro tem esta propriedade.
Para as distribuicbes compostas, basta que a distribuicdo priméria tenha a
propriedade, que a composicao também o tera.

Um segundo ajuste possivel é quando os dados sdo coletados de fontes
com exposicoes diferentes (geograficamente ou temporalmente).

Seja N a distribuicdo de freqiéncia para uma exposicdo unitaria, com seu
vetor de parametros ?. Suponha g um indicador da exposi¢ao (por exemplo, a
receita bruta) para | fonte. Se a fonte j tem g exposicdes unitarias, e
considerando N ~ Po (?) para simplificar as contas, o nimero de perdas para
esta fonte tera uma distribuicdo de Poisson com prametro ?e. Se n for o
namero de perdas para a fonte j, tem-se:

o' (l ej)nJ

|
nj.

N, ~Po(le) p,(k)= (86)

Assim, utiliza-se a equacdo (86) para estimar o parametro da Poisson

levando-se em consideracéo o efeito da exposicao.

70 conceito de divisibilidade infinita ¢ muito importante ndo sé para o efeito da

exposicdo, mas também para justificar o fato de normalmente ndo se encontrar solucéo
fechada para distribuicdo agregada. Este conceito é visto em detalhes em Klugman et al.
(1998) [58].
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4.3.3.1.2.

Mistura de Dados Internos e Externos

Considerando um banco especifico, os seus dados internos para a
frequéncia evidenciam a sensibilidade ao risco e as praticas de gerenciamento
de risco dentro da instituicdo. Por exemplo, um banco cujas freqiéncias dos
eventos passados foram particularmente pequenas em relagéo a sua exposic¢ao,
alocardo um OPVaR abaixo da média dos bancos. Todavia, nada garante que
esta freqiéncia abaixo da média resultou de um competente gerenciamento de
risco ao invés de mera sorte no histérico de negdécios. Se a distribuicdo se
baseasse em frequiéncias abaixo da média ocasionadas por sorte, o baixo
OPVaR poderia estar mal dimensionado.

Portanto, a comparacédo dos dados internos com dados externos é uma
solucdo para separar 0 que pode ser atribuido a uma boa pratica de
gerenciamento de risco, do que advém do decurso de sorte nos negocios.

Mas como tornar os dados compativeis para uma comparacao? A resposta
é baseada em um modelo estatistico chamado de Teoria da Credibilidade™*®.

Segundo Klugman et al. (1998) [58], Credibilidade € um procedimento pelo
gual os dados externos sdo combinados com os dados internos com o objetivo
de obter melhor estimativa para perda esperada (ou qualquer outra estatistica).

A seguir sdo apresentados trés topicos que descrevem o método para
mistura dos dados internos e dos dados externos.

4.3.3.1.2.1.
Célculo da Frequéncia Esperada dos Eventos

Considere uma unidade de risco de um determinado banco, e seja N o
correspondente nimero de eventos do ano t.

Os dados histéricos internos (em relagdo a dados de frequéncia) sdo
representados por N; = {N;, N1, ...}.

Seja El o indicador de exposicédo desta unidade de risco neste banco, e
assuma que N; € uma Poisson com parametro ?xEl, onde ? € um parametro (ndo

observado) que mede o grau de risco do banco.

e Informacgdes detalhas sobre a Teoria da Credibilidade séo vistas em Klugman et al.

(1998) [58].
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O numero de eventos esperados para o ano t deve ser E[N; | N.1], € ndo
E[N:], pois o historico deve ser levado em consideragéo.

Considerando o risco, os bancos diferem uns dos outros pelo parametro ?
e o indicador de exposicao El. De acordo com a teoria da credibilidade, assume-
se que ? é uma variavel aleatdria ndo observavel, que varia dos bancos de baixo
risco (? préximo de 0) a bancos de alto risco. Cada banco tem um especifico
grau de risco ndo observado ?, e seus dados internos N.; fornecem as
informacdes sobre este ?. Assuma que ? tem uma distribuicdo Gamma ?(a,b)

dentro do segmento bancario:

a1 4
f1y=—2" ©7)

b*Gla)
Segundo Frachot & Roncalli (2002) [43], apesar da escolha da distribuicdo
Gamma ser arbitraria neste caso, existem dois bons motivos:
Esta classe de distribuicbes é grande e flexivel o suficiente para
capturar o tipo de heterogeneidade esperada.
Além disso, facilita os calculos e prové solucdes fechadas.
Logo, a esperanca incondicional (nimero de eventos esperados para
unidade de risco do banco em questdo com base em informagdes do segmento
bancario) é dada por:

0

P

E[N,]
E, [E[N, 1 ]] (88)
El " E[l ]

E a esperanca condicional (nimero de eventos esperados para a unidade
de risco do banco em questéo) é dada por:

p. = E[NIN.]
= E[EN,|I,N,,]IN, ] (89)
= El"E[l IN,,]

De acordo com as equacgdes (87), (88) e (89), e o apéndice A de Frachot &

Roncalli (2002) [43], as equacdes (88) e (89) séo explicitadas da seguinte forma:

p’=a’ b El (90)
, ,ad d o}
p=w pl+{@-w) &N+ (91)
el k=1 o

, onde w é o fator de credibilidade que depende do indicador de exposi¢do

El, do tempo t e do parametro b.
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-1
1+t b” El
Pelas equacbes (90), (91) e (92) verifica-se que 0 numero de eventos

(92)

esperados € proximo da média histérica do nUmero de eventos observados pelo
banco, somente quando t € muito grande, isto é, a série histérica interna € bem
extensa. Neste caso, o supervisor pode ficar suficientemente seguro em avaliar o

risco do banco com base Unica e exclusivamente nos dados internos.

4.3.3.1.2.2.

Determinacgéo da distribuicdo de probabilidade da frequéncia futura

A distribuicdo de probabilidade condicional de N, (a posterior) é a
probabilidade de um banco com uma serie histérica N.; experimentar n perdas

em um tempo t — ver Klugman et al. (1998) [58]:

N

a+n aeE Q
Pr{N, =n|N,,}= Gan) T (93)
o bg
onde
t
a=a+a N, (94)
k=1
e
p=—D2 E_ (95)
1+t° b" El

A distribuicAo de probabilidade incondicional de N; (a priori) é a
probabilidade de um banco com uma serie histérica desconhecida experimentar
n perdas em um tempo t:

da+n)(, oya@b® 8
Pr{N, =n} = San L+p°) s (96)
onde

b’ =b" El (97)

4.3.3.1.2.3.
Calibragdo dos parametros

Os parametros a e b devem ser estimados com base nos dados de
frequiéncia do segmento bancario (exemplo, QIS™). Seja {N} um conjunto de
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observacdes de dados de freqiiéncia, e El o indicador de exposicdo ambos do i
banco do segmento bancario. Entdo, o método da maxima verossimilhanca
pode ser utilizado na distribuicdo (incondicional) do numero de eventos, dada

pela equacéo (96), para a estimagéo dos parametros a e b:

(a.b)=argmax g Ingla+N;)- Inga)- (a+ N!)infL+b” EI')+N! Inb]|

I
(98)
Encontrados a e b, ajustam-se estes parametros (5,5) levando em

consideracéo as frequéncias internas do passado, o tempo t e o indicador de

exposicao El do banco em questéo, utilizando para isto as equacdes (94) e (95).

4.3.3.2.

Métodos de Estimacdao

A estimacao dos parametros da distribuicdo de freqtiéncia ndo apresenta
nenhuma novidade ou particularidade em relagdo ao risco operacional.
Os métodos mais utilizados sdo o método da maxima verossimilhanca e o

método dos momentos.

4.3.4.

Critérios de Selecéo

Os critérios de selecdo para os modelos de frequéncia seguem o mesmo
conceito basico dos critérios para os modelos de severidade.

A idéia é comparar as discrepancias entre os dados originais e o que a
distribuicdo estimada esta predizendo.

4.3.4.1.

Teste Qui-Quadrado de Pearson

E usado para testar se uma amostra € proveniente de uma distribuicio de
probabilidade especificada.
O teste qui-quadrado € muito popular, e basicamente compara o resultado

real com a previsdo. A estatistica de teste é dada por:

2
M Ek :nﬁk :nPr(N :k,d) (99)
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s

, onde E, é o valor esperado da quantidade de eventos k, e i é a
quantidade real de eventos k.
A hipétese nula é rejeitada se Q exceder 74, com d = k — r — 1 graus de

liberdade, onde k é o tamanho da amostra, r o0 nimero de parametros e a € 0

nivel de significancia do teste.
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