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2
Teorema no caso de espaco amostral finito

O principal objetivo deste capitulo é rever o Teorema Fundamental do
Apregamento no caso de um espago de probabilidade (€2, F,P) onde € finito
¢ o espago de estados do mundo ¢ F = Z(Q2) com P(w) > 0.

2.1
Exemplo

Afim de ilustrar o teorema e os conceitos envolvidos, vamos considerar o
exemplo mais simples nao trivial do Teorema que iremos demonstrar.

Para isso vamos trabalhar com o modelo binomial uniperiodico que
consiste de dois ativos e dois instantes (t =0 e t = 1). O primeiro ativo B; é
um bonus e o outro S; é uma acao.Vamos supor By = 1 e consequentemente
By = 1+ r. Assim, S; é varidvel aleatéria binomial em (2, F,P) onde
Q=A{ws,wp} e P(S; = Spa) =p=1—P(S; = Spb).

Neste caso temos que:

%(9) = O[B() + 550 = o+ 550

‘/I(Q)ZQB1+551:Q<1+T)+551:{ a(l+r)+ BSpa ,com prob p

Proposicao 2.1 O modelo binomial uniperiodico é vidvel < b < 1+1r < a.
Nesse caso, existe uma distribuicao de probabilidade P* tal que:
1

S0 = 1+7“]E [Sl]

onde, E* é a esperanca com respeito a P*.
Observagao: Note que geralmente esperariamos ter Sy < %HE[SJ se
estivéssemos trabalhando com a medida P, tendo em vista a valorizacao do

investimento de risco. Se pudéssemos sem risco obter Sy nao irfamos nos

a(l+7r)+ BSb ,com prob 1—p
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arriscar. Esse principio é conhecido como aversao ao risco que é natural de se
supor. A nova medida P* é chamada de distribuicdo neutra ao risco.
Demonstragao:
Suponha a viabilidade. Vamos supor, por absurdo, que 1+ > a. Entao:
So(1 4 r) > Soa > Spb e veremos que a carteira = (Sy, —1) é de arbitragem.

Temos:

Vo() = So+ (=1)So =0

(14+7)Sy — Soa >0 ,com prob. p

Vi(0) = (1+7)S + (=1)S1 =
1(0) = (1 +7)So + (—1)5: {(1+r)50_50b>0 ,com prob. 1 —p

Logo:

PVi(0) >0)=1 e P(Vi() >0)=1—p >0,

i.e, ¢ uma oportunidade de arbitragem, logo absurdo. Entao devemos ter
14+ r < a. Analogamente, b < 1+ 7.

Por outro lado, suponha b < 1+ r < a. Seja 6 = («, ) uma carteira tal
que V5(0) =0, entdo 0 = a + Sy = a = — 5.

No instante ¢t = 1, temos:

V(o) = a(l+r)+ BSea = BSpla — (1 +7)] ,com prob. p
e a(l+r)+ BSb = pBSp[b— (1 +7r)] ,com prob.1—p

Suponha 3 > 0, entao Sp[a — (1+7)] > 0, mas para que 6 seja carteira

de arbitragem devemos ter:

BSolb—(1+7)]>0=b>1+r

Contradicao. Analogamente para 3 < 0, e assim a equivaléncia esta provada.
Vamos mostrar o que obtemos nesse caso.

Como b < 147 < a entdo existe ¢ € (0,1) tal que 14+r = ga+ (1—¢)b, o
que significa que 1 + r é combinac¢do convexa de a e b. Assim, Sp(1 4+ 1) =
gSoa + (1 — q)Sob = E*[S1] se g for o peso de uma nova distribuigdo de

probabilidade da variavel aleatéria Si, ou seja,

P*(Sl = SQCL) =q= 1-— P*(Sl = Sob)
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Logo, Sy = ﬁE* [S1] onde:

1+r—20 a—(1+7)
a—0b 1 a—7b
U

Pode-se obter uma férmula de aprecamento através do seguinte resultado:

Proposicao 2.2 Considere o modelo binomial uniperiodico. FEntao sob
A.O.A., o prego justo de um derivativo X1 em t =0 € dado por:
1

Xy = Ef X
0 1+ [1]

Para a prova, ver [9].

Note que como

_ g _
E*[S; | Fo] = E [1;7,‘5:0} =Sy = So,

{gn}n:m é um martingal com relacao a P*.

Este é um resultado especial do Teorema Fundamental que enunciaremos
a seguir.

Precisaremos também definir uma medida de martingal equivalente que

serd a condicao necessaria e suficiente para a auséncia de arbitragem.

Definicao 2.3 Uma medida de probabilidade P* em um espaco de probabili-
dade € dita equivalente a P se, para todo evento A € F , P(A) =0« P*(A) =
0. No caso de §2 finito, discreto com F sendo todos os subconjuntos de €2 medi-
das equivalentes associam probabilidade positiva aos mesmos eventos. Assim,
se P(w) >0, P* € equivalente a P se P*(w) > 0 para todo w € €.

Defini¢ao 2.4 Seja (2, F,P,F.11,S). Umna medida P* ~ P e tal que o
processo S é (P,F)-martingal é chamada uwma medida de martingal equiva-

lente(M.M.E.) ou medida neutra ao risco.
Agora, vejamos o Teorema no caso multiperidédico mas com €2 ainda finito:
)

Teorema 1 (Teorema Fundamental do aprecamento) Seja 2 espago
amostral finito, F o conjunto dos eventos, P medida de probabilidade, F
uma filtragio, 11 = {0,1,2,...,T} espago do tempo e S vetor de pregos. O
modelo (Q, F,P,F 11, S) € vidvel se, e sé se, existe uma Medida de Martingal

FEquivalente.
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2.2
Prova da necessidade

Para provarmos o teorema acima, precisaremos dos dois lemas abaixo,
sendo o segundo chamado de Teorema do Plano Separador. As demonstracoes

podem ser encontradas em [9)].

Lema 2 Seja C C R"™ fechado e convezo e tal que 0 ¢ C' . Entdo existe um
funcional linear 1 : R™ — R e um nimero real a > 0 tal que Vr € C' |l(x) > «.

Em particular, o hiperplano l(x) = 0 nao intercepta C.

Lema 3 Em R"™ , sejam K um conjunto compacto e convexo e V um subespaco

vetorial. Se KV =0 entdo existe um funcional linear | : R™ — R tal que

LV e K:l(x) >0
2Vz eV :l(z)=0

(Logo V' estd contido num hiperplano que nao intercepta K)

Demonstracao da necessidade:

Lembre que Q = {wy,wa,...,wn} e Pw;}) > 0 ¢ = 1,...,m. Entao
identificamos uma X varidvel aleatéria com seus valores (X (wq), ..., X (wm)),
ou seja, se W é o conjunto de todas as variaveis aleatorias em 2 identificamos
W com o R™.

Considere os espacos:

V= {XeW;WO)=0 e X =Vy(0) paraalguma 6 € O}
= {Vn(8) € W; V5(0) =0 e 0 é predizivel e auto-financiadora}

i.e., conjunto das variaveis aleatérias replicaveis via # € © com valor inicial
nulo, e

K={XeW;X >0 com E[X]| =1}

Entao KV = 0. Caso contrdrio, existiria § € © com Vy(f) = 0 e
V(@) > 0 e E[Vy(0)] > 0 = P(Vnx(0) > 0) > 0, ie, 6 é oportunidade
de arbitragem . Contradicao com a viabilidade. Além disso, K é convexo e
compacto e V' é espaco vetorial, logo aplicamos o Teorema do Plano Separador,

obtendo um funcional linear L : W — R tal que

1VX € K : L(X) > 0.

2VX €V : L(X)=0.
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onde L é representado por (A(wq),...,A(wy)) € R™. Portanto, podemos

reescrever:

(1)VX € K: ) Aw)X(w) > 0.

weN

(2)VX €V Aw)X(w)=0.

De (1’) segue que A(w) > 0, ¥V w € €. De fato, basta escolher X;(w) =
1
—lwy 2 0eEX;]=1 i=1,..,me
Di

SOA@)X (@) = SAw) > 0= Aw) >0 i=1,.,m.

weN pi

Defina a medida de probabilidade P* em (2, F) por:
Aw)

Pr{w}) = =——7=

ZZ;GQ )‘(w)

Resta checar que P* é Medida de Martingal equivalente(MME). Para

isso, precisamos do seguinte resultado:

>0 = P"'~P.

Proposigao 2.5 Dado Vy(0) € Fo e (61,60% ...00);n=1,...,N pre-

n’n?
dizivel, entdo existe um tnico processo {0%n = 1,..N} tal que
0 = {(6°,601,0%,...,00);n = 1,..,N)} € uma estratégia auto-financiadora

com valor inicial Vo nulo.

Demonstragao:
Escolha 6) € Fy tal que 6 = 0 e para n > 1 define-se 6° de tal forma

que seja vélida a condigao de auto-financiamento com valor inicial nulo:

n

Va@) =  6+015, + ..+ 655, = S (01A5; + .. + 92AS))

j=1
n—1

= Y (0IAT; + ...+ 6IAS)) + BLAT, + .. + §IAT.
j=1

Cancelando os termos obtemos:

n—1
60 =S (B1AS, + ... + 0IAS}) + [615,_, — ... — 65,

n~n—-1 " n n—1]7
Jj=1

de onde se conclui que 6% € F,_;. Assim, conseguimos uma estratégia auto-

financiadora, com valor inicial nulo e que é predizivel.
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Pela (2) ,VX eV, X =Vy(0); 0€Oe

2w AW) Vi (6)

0=> Aw)X(w)= —0= ZVN(Q)Z_ _

we ZTUEQ /\(&) we

= ]E*[VN(Q)] =0& ]E*[VN(Q)] =0

Mas,
N
V(0) = Vo(0) + D (0, AS,)
n=1
N
= E" ) (0., AS,)| =0
n=1
para {(6},...,09) : n > 1} predizivel.

Seja {QC}N | tal que b, = o = {(£2,0,...,¢5,0, ...

predizivel, auto-financiadora com valor inicial nulo.

Entao, substituindo ¢ em 2-1]:

0 — ]E* <§n7 A§N>

WE

1

n

d
> (01, AS))

J=1

WE

- E*

I
—

L7

(¢h, AS)

n’

WE

- E*

3
I
—

:soi.AEi)n] i=1...d

I
=

Logo,

E* [W.A?i)n} =0 i=1,..d

27
0
AMw)
e @
(2-1)
,0m > 1} 6

. ~ . . ot ,
e pelo Teorema de caracterizagao de martingais, {S,})_, ¢ um (P*, TF)-

martingal, i = 1, ...,d. Logo S é (P*, F) - martingal .

O
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2.3
Prova da suficiéncia

Demonstragdo da suficiéncia: Suponha que S = {S, =
(1,?;7§i,...,§i);n € II} é um (P* F)-martingal; queremos mostrar que

nao existe oportunidade de arbitragem.

Por hipodtese,

E* [AEZJF“_J —0 i=1,...d Yn>1.

Dizemos entdo que P* é uma medida de martingal para S. Dada 0 €

0;0 = {0, = (6°,....,0%);n > 1} temos:

vn(g) = %Vn(e) = ﬁnVn(Q) = <‘9na§n> (2"2)
= Vo(h) + Zn:(em, AS,,) (2-3)

n d
= Vo0)+ YD 0,4, (2-4)

m=1 i=1

para cada n > 1 onde Vy(#) = {6y, Sy) € Fo ,i-e., V,(0) é uma soma de
transformadas de martingal.

Assim, V((#) é um (P*,F)-martingal com valor inicial V;(6), portanto

E*[Vn(9)] = E[Vo(8)] = Vo(0). (2-5)

Mas isso nos diz que nao ha oportunidade de arbitragem (o modelo é
vidvel). De fato, seja § € © com V4(6) = 0 e tal que P*(Vy(0) > 0) = 1.
Entao por (2.4):

E'Vn@)]=V(0) =0 = P {Vy0)=0=1 & P (V) =0)=1,

logo
P*(Vn(0) 2 0) =1=P"(Vn(0) =0) =1,

que é a definicao de # nao ser oportunidade de arbitragem.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321092/CA




