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Neste capitulo, vamos analisar o comportamento dos retornos de precos
intradiarios do IBOVESPA e obter modelagem para as distribuicdes baseadas em
distribuicdes g-Gaussianas.

Lembramos que utilizamos apenas o tempo de pregéo, ou seja, o periodo
em que o mercado esta aberto e funcionando; que é de aproximadamente 6:30h
da sua abertura ao fechamento. O periodo sem pregéao tal como finais de semana,
feriados e periodos de negociacao suspensa por motivo extraordinario, ndo sao
levados em conta.

Para analisar as séries de retorno, construir histogramas e fazer a analise
estatistica dos dados empiricos, utilizamos os softwares Excell for Windows® e
Origin® 7.0.

As curvas de ajuste das distribuigbes empiricas do IBOVESPA
apresentadas neste capitulo sdo as curvas 6timas, ou seja, as que minimizam a
soma dos erros quadraticos. Para calculo destes erros, utilizamos a ferramenta

Chi-quadrado do Origin® 7.0.

4.1
Dados Empiricos de Alta Fregiéncia do IBOVESPA

Os dados obtidos diretamente da Bovespa para o periodo estudado
(novembro de 2002 a Junho de 2004) consistem de 352.489 valores do indice de
precos gravados em intervalos de 30 segundos, apresentados na figura 1.1. A
partir destes dados construimos a série temporal de retornos de precos, segundo
a definicao (1.5), para varias janelas temporais At em escala intradiaria. Assim,
nossa andlise de retornos intradiarios utiliza da ordem de 10° dados, o que
permite uma boa analise estatistica.

Na figura 4.1 apresentamos a série histérica de retornos do IBOVESPA

para intervalos consecutivos At = 1 minuto.
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Figura 4.1 — Retornos para At=1minuto do IBOVESPA

Esta série possui valor médio p = 0,04 x 10~ e desvio padrdo 6 = 5,7 x 107*,
o que da medida do tamanho tipico das flutuagdes de retorno mostradas na figura
4.1. Como era de se esperar, os retornos sdo extremamente pequenos devido ao
curto intervalo de tempo entre as medidas. Verificamos no entanto, que o valor
médio € muito menor que o desvio padrdo, mostrando que mesmo nessa escala
de tempo tdo pequena, devemos levar em conta as flutuagbes de valores em
torno do valor médio. Como comparagéao, para dados de retorno diarios, obtém-se
i =7,0x 10 que é duas ordens de grandeza maior do que para escala de At=1
minuto. Como 1 dia de pregéo possui aproximadamente 400 minutos, esperamos
que a média diaria seja aproximadamente 400 vezes maior do que a média de
At=1 minuto e que esta relacdo valha para a escala anual também. Na escala
diaria, temos como média esperada p [ 16,0 x 107, resultado que apresenta a
mesma ordem de grandeza do valor observado empiricamente. Na escala anual
esperamos uma taxa de retorno médio 252 vezes maionJII do que a taxa de retorno
diario, encontrando p = 0,175 ou uma taxa de 17,5% ao ano. A inflagdo anual real
€ da ordem de 10% [36]. Podemos atribuir a diferenga entre essa taxa e a inflagcao
devido ao fato de que no calculo de indice de precos da bolsa de valores sao
contabilizadas as ag¢des com maior volume de negdcios, que valorizam-se em

média, mais do que a taxa de crescimento do mercado.

' Um ano na bolsa de valores possui aproximadamente 252 dias de pregéo.
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Obviamente a operacao de normalizagdo ndo modifica o aspecto da série
de retornos como podemos verificar pela figura 4.2. A nova série de retornos
normalizados possui pela definicdo (1.8) desvio padrao unitario e média zero. A
operacao de normalizacdo € necessaria para compararmos series de retornos em

diferentes escalas de tempo pois elas terdo a mesma escala de valores.
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Figura 4.2 — Retorno Normalizado para At=1 minuto durante o periodo analisado

A partir dos dados disponiveis para o indice de precos a cada 30 segundos,
podemos calcular retornos de precos em escala de tempo At = 1 minuto de duas

formas: considerando periodos consecutivos At; sem superposi¢cao dos intervalos

. . ) ] '] '] o
temporais ( esquematlcamentezw ),

tal como utilizado na figura 4.2, ou com superposicao dos intervalos At;,

(esquematicamente:  » e e e e e ).

Este ultimo caso equivale a incluir retornos considerando-se outra origem
temporal dos dados. A figura 4.3 apresenta o histograma da frequéncia de valores

de retornos normalizados obtidos a partir das séries geradas com ou sem
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superposicao das janelas temporais. Verifica-se que, devido a enorme quantidade

de dados ndo ha mudanga significativa de resultados.
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Figura 4.3 — Comparacédo dos histogramas de retorno para At=1minuto do
IBOVESPA em escala semi-logaritmica, considerando-se séries geradas com ou

sem superposicao dos intervalos temporais de medida.
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Figura 4.4 — Comparacéo da distribui¢cdo de retornos para At=1minuto do

IBOVESPA (pontos) com a distribuicdo Gaussiana (linha cheia)
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Analisando a distribuicdo de retornos de At=1 minuto em escala semi-log,
mostrado na figura 4.4, verificamos algumas caracteristicas. Esta distribuicdo &
aproximadamente simétrica, ndo Gaussiana e acentuadamente leptocurtica.

Em nossa analise, consideramos as flutuagdes de retorno para varias
escalas de tempo At intradiarias. Como um método de verificagado da acuracidade
dos valores de retorno obtidos, construimos as séries intradidrias nas varias
escalas temporais de duas maneiras. Na primeira, para todas as janelas At, os
retornos foram calculados diretamente utilizando-se a equagdo (1.5) com
intervalos de tempo consecutivos, isto €, sem superposi¢do. Na segunda, a partir
da série de retornos de At=1 minuto construida com intervalos sem superposicéao,
as séries para as demais janelas temporais At foram construidas somando-se
retornos sucessivos de At=1 minuto, usando a propriedade (2.14). Como era de se
esperar, ndo houve mudancas significativas na distribuicdo gerada, comprovado
pela figura 4.5. Os histogramas construidos t¢ém o mesmo nimero e tamanho de

Bl

bins“e o numero total de retornos (contagem total) € o mesmo nos dois casos.
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Figura 4.5 — Histogramas de retorno para At= 2 e 5minutos construidos com dois
métodos: célculo direto (DIRETO), utilizando a equacéo (1.5) ; e através da soma de
retornos de At=1 minuto (SOMA). Os graficos para At=5 minutos estdo multiplicados

por um fator de 100 para melhor visualizacéo.

2 Intervalos de classe de mesmo tamanho originados da divisao do intervalo total de

dados. Em cada um desses intervalos (bins), soma-se a frequéncia de dados ocorridos.
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Uma vez encontradas as séries de forma robusta, passamos a analisar suas
propriedades. Considere a figura 4.6 na qual apresentamos a série de retornos do
IBOVESPA para trés janelas temporais diferentes. Verificamos que a magnitude
média desses retornos aumenta conforme aumentamos o intervalo de tempo de

medida, como era de se esperar, pois as variagbes de precos sdo em geral

maiores.
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Figura 4.6 — Série de retornos intradiarios do IBOVESPA no periodo analisado

Apresentamos na figura 4.7 o histograma sobreposto de dados de retorno
para escalas de tempo de At=1,10 e 60 minutos. De acordo com o observado na

série temporal da figura 4.6, verificamos que a distribuicdo de retornos para At =
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60 minutos é mais larga do que nas escalas de tempo menores.
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Figura 4.7 — Histograma de retornos do IBOVESPA para escalas de tempo
At = 1,10 e 60 minutos.

Na figura 4.8 apresentamos a série temporal de retornos normalizados de
acordo com a definicao (1.8) para as mesmas escalas de tempo da figura 4.6.
Lembrando que estas séries possuem média nula e desvio padrdo unitario,
verificamos que a série de At=1 minuto é a que possui maior frequéncia de

grandes flutuacdes relativas entre as escalas de tempo apresentadas.
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Figura 4.8 — Série histérica de retornos normalizados do IBOVESPA
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A figura 4.9 apresenta para comparacdo os histogramas para retornos
normalizados nas escalas de tempo At = 1 minuto e 60 minutos. Vé-se que a
distribuicdo normalizada para a escala de tempo de At =1 minuto, € a mais
leptocurtica, significando que é a série que apresenta maior ocorréncia de grandes

flutuacdes relativas, de acordo com o observado na série temporal da figura 4.8.
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Figura 4.9 — Histograma de retornos normalizados do IBOVESPA para escalas de

tempo At =1 e 60 minutos.

Considere agora o histograma de retornos normalizados em varias escalas
microscopicas de tempo, ou seja, intervalos de tempo da ordem de minutos (figura
4.10). Verificamos um colapso de dados das distribuicbes sobre uma mesma
forma, uma curva caracteristica. A invariancia das distribuicbes dos pregos de
alta-freqiiéncia por mudanga de escala temporal sugere que a variagdo de pregos
neste horizonte de eventos € governada pelos mesmos mecanismos de mercado.
Este resultado indica que devemos modelar as flutuagdes de precos do mercado
intradiario por uma equagao de Ité-Langevin na qual a solu¢cdo da equagédo de
Fokker-Planck associada possua forma invariante por mudanca de escala

temporal.
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Figura 4.10 — Histograma de retornos normalizados do IBOVESPA para escalas de

tempo apresentadas nalegenda da figura (colapso de dados).

No entanto, como mostrado na figura 4.9, o colapso de dados nao é
verificado entre a escala de tempo de 1 minuto e a escala de tempo de 60
minutos. Isto indica que a estacionariedade do comportamento do mercado de alta
freqliéncia é quebrada para escalas de tempo da ordem de 1 hora.

O objetivo desta dissertagdo € modelar as propriedades estatisticas e
dindmicas dos retornos de alta freqiéncia em escala de tempo At < 60 minutos,
caracterizando o regime do mercado de agdes brasileiro em escalas temporais

microscopicas.
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4.2

Modelagem da Distribui¢do de Retornos na Escala de 1 minuto

Nesta secdo, apresentaremos as distribuicbes de retorno de alta
frequUéncia para varias escalas temporais At e a modelagem destas distribuigdes
baseadas em distribuicdes de Tsallis, definidas pela equacéao (2.15).

A seguir mostramos o grafico para a distribuicao de retornos normalizados
na janela temporal de At=1 minuto em escala semi-logaritmica. Este gréafico foi
construido utilizando 40 bins e considerando retornos reais de amplitude maxima

de 100 (em relagdo a média).
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Figura 4.11 — Histograma de retornos normalizados para intervalo de tempo At=
Iminuto (linha e pontos pretos) e distribuicdo de Tsallis que apresenta melhor
descricdo do comportamento dos dados. Pardmetros 6timos apresentados na

legenda.

Através da figura 4.11, observa-se que a g-Gaussiana de ajuste para toda a
faixa de valores empiricos de retorno descreve bem o centro da distribuigdo
porém nao fornece uma boa aproximacgao para os valores da cauda, em especial

para valores de retorno normalizados com modulos maiores do que 50.
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Como a g-Gaussiana 6tima superestima a probabilidade de ocorréncia de
grandes valores de retornos, € necessario realizar um truncamento na cauda da
distribuicdo para suaviza-la. Para descobrir o tipo de truncamento gradual (2.25),
se em lei de poténcia ou tipo exponencial, realizamos a analise da distribuicao
acumulada dos retornos normalizados. Desta forma, podemos inferir com maior
precisdo o carater do comportamento da cauda, pois as flutuagdes estatisticas da
distribuicdo original sdo atenuadas. A seguir, apresentamos respectivamente nas
figuras 4.12 e 4.13, os graficos semi-logaritmico e log-log da distribuicao

acumulada de retornos de 1 minuto com magnitude até 100.
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Figura 4.12 — Grafico semi-logaritmico da distribuicdo acumulada de retornos
normalizados em intervalo de tempo At= 1minuto. A linha preta representa a cauda
de retornos negativos (transladada para melhor visualizacdo) e a linha vermelha, os

retornos positivos. A linha pontilhada azul delimita o limite considerado para

existéncia de um comportamento exponencial.
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Figura 4.13 — Grafico log-log da distribuicdo acumulada de retornos normalizados
em intervalo de tempo At= 1minuto. A linha preta representa a cauda de retornos
negativos (transladada para melhor visualizac&o) e a linha vermelha, os retornos
positivos. A linha pontilhada azul delimita o limite considerado para existéncia de

um comportamento em lei de poténcia.

Na figura 4.12, observa-se que o limite de persisténcia de uma reta, que
caracteriza o carater exponencial da cauda da distribuicdo de At=1 minuto, se
estende até aproximadamente 8o para a cauda negativa e para praticamente toda
a faixa de valores de retorno na cauda positiva. Na figura 4.13, observa-se um
comportamento aproximadamente linear apenas até 70, caracteristico de cauda
em lei de poténcia. O decaimento abrupto da distribuicdo acumulada para valores
extremos de retornos nas figuras (4.12) e (4.13) deve-se a insuficiéncia de dados
e n&do devem ser levados em conta na analise.

Através da comparagao dos resultados apresentados nas figuras 4.12 e
4.13, observa-se que o truncamento exponencial descreve uma faixa mais larga
de valores de retorno. No entanto, como esta faixa ainda cobre menos do que
uma década de valores, ainda ndo se pode inferir o tipo de truncamento que
melhor caracteriza a cauda da distribuicao de retornos de At=1minuto. Analisando
porém as distribuicbes de retornos para escalas de tempo maiores, como sera
mostrado adiante, observa-se que de fato o truncamento exponencial é o que

melhor caracteriza a cauda das distribuicoes em escala de tempo intradiaria.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0313431/CA

Resultados 87

Para analisarmos quantitativamente o comportamento exponencial das
caudas das distribuicdes, € necessario identificar inicialmente a regido central de
valores de retornos que é bem descrita por g-Gaussianas. Para isso, vamos fazer
a seguir algumas analises comparativas dos parametros 6timos, buscando obter
robustez de resultados.

Nas figuras 4.14 e 4.15 sdo mostradas as distribuicbes de retornos
normalizados para as escalas de tempo de At=1,2 e 3 minutos, considerando-se
retornos de magnitude maxima igual a 100 e 200 respectivamente assim como as
g-Gaussianas que melhor representam estas distribuicbes empiricas na faixa de

retornos considerada.
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Figura 4.14 — Distribuicdes empiricas e g-Gaussianas 6timas (linhas vermelhas) para
retornos normalizados do IBOVESPA de magnitude até 100, em escalas de tempo
At=1 minuto (O), 2 minutos (0) e 3 minutos (4). As curvas para At =2 e 3 minutos

foram movidas verticalmente para melhor visualizacéo.
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Figura 4.15 — Distribuicdes empiricas e g-Gaussianas (linhas vermelhas) para
retornos normalizados do IBOVESPA com magnitude até 200. As curvas para At = 2

e 3 minutos foram movidas verticalmente para melhor visualizagéo.

Comparando-se 0s parametros nao-extensivos q 6timos mostrados nas
figuras, observa-se um decréscimo sistematico do valor de q quando sao
consideradas faixas mais largas de valores de retorno. Isto se deve a tentativa do
ajuste de incluir regides cada vez maiores da cauda, cujo decaimento é
exponencial, através de g-Gaussianas, cuja cauda possui comportamento em lei
de poténcia. Para cumprir tal objetivo, o valor do g o6timo é diminuido
sistematicamente. Caso a cauda da distribuicdo fosse em forma de lei de
poténcia, esperaria-se a convergéncia do valor de q 6timo a medida que mais
dados da cauda fossem incluidos, de acordo com (2.21).

Passamos a investigar a largura da regido central de valores de retorno
(considerada como o “bulk” de valores) cujas distribuicbes sao bem descritas por
g-Gaussianas. Para obter o limite da regido do bulk, apresentamos a seguir nas
tabelas 4.1 e 4.2 os ajustes dos parametros q e 3 em (2.15) para as distribuigbes
de retornos normalizados de At=1 minuto ao longo dos meses, de acordo com a

faixa de retornos considerada.
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MES |Z|<100 |Z|<50 |Z|<30
Novembro 2002 1,58 1,64 1,65
Dezembro 2002 1,54 1,60 1,60

Janeiro 2003 1,59 1,64 1,66
Fevereiro 2003 1,58 1,66 1,66
Margo 2003 1,68 1,78 1,78
Abril 2003 1,64 1,74 1,75
Maio 2003 1,68 1,80 1,83
Junho 2003 1,66 1,76 1,79
Julho 2003 1,62 1,69 1,70
Agosto 2003 1,63 1,75 1,77
Setembro 2003 1,59 1,73 1,82
Outubro 2003 1,57 1,66 1,73
Novembro 2003 1,58 1,61 1,68
Dezembro 2003 1,56 1,74 1,75
Janeiro 2004 1,64 1,77 1,77
Fevereiro 2004 1,67 1,74 1,89
Margo 2004 1,66 1,71 1,76
Abril 2004 1,61 1,77 1,80
Maio 2004 1,65 1,76 1,86
Junho 2004 1,66 1,76 1,81

Tabela 4.1 — Parametros g 6timos para a distribuicdo de retornos normalizados no

intervalo de At= 1minuto para cada més entre novembro de 2002 e junho de 2004.
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MES |Z|<100 |Z|<50 |Z|<30
Novembro 2002 2,46 3,03 3,17
Dezembro 2002 2,36 2,81 2,80

Janeiro 2003 2,77 3,29 3,46
Fevereiro 2003 2,63 3,32 3,31
Margo 2003 4,42 5,25 5,40
Abril 2003 3,57 4,74 4,93
Maio 2003 4,45 6,12 6,74
Junho 2003 3,44 4,63 5,14
Julho 2003 3,45 4,30 4,46
Agosto 2003 3,13 4,26 4,51
Setembro 2003 2,79 3,27 4,55
Outubro 2003 2,42 3,29 3,51
Novembro 2003 2,61 2,62 3,39
Dezembro 2003 2,26 4,26 4,35
Janeiro 2004 3,23 4,88 4,51
Fevereiro 2004 3,58 4,52 6,06
Margo 2004 3,56 3,94 4,71
Abril 2004 2,97 4,34 4,68
Maio 2004 3,94 5,34 6,45
Junho 2004 3,63 4,75 5,34

Tabela 4.2 — Parametros de escala  6timos para a distribui¢cdo de retornos
normalizados no intervalo de At= 1minuto para cada més entre novembro de 2002 e
junho de 2004.

Observa-se que ao longo dos meses ha em geral uma diferenga menor
dos parametros 6timos entre a segunda e terceira coluna, havendo maior
discrepancia em relacdo aos resultados da primeira coluna. Isto nos leva a
considerar o limite de magnitude de 50 para a regido central da distribuicdo de
retornos. Retornos de magnitude maior do que 5o serdo tratados nesta
dissertacdo como valores de cauda e ndo serdo incluidos nos ajustes das g-
Gaussianas.

Considerando-se magnitudes até 50, verifica-se que de fato, a regido
central do histograma de retornos de At = 1 minuto € bem descrita por uma g-

Gaussiana, como mostrado na figura 4.16.
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Figura 4.16 — Distribuicdo empirica e g-Gaussiana 6tima (linha vermelha) para
retornos normalizados do IBOVESPA com magnitude até 5. Na legenda estéo os

paréametros relativos a g-Gaussiana 6tima

Comparando-se as figuras 4.11 e 4.16, verifica-se, que de fato, o
parametro 6timo q aumenta conforme diminuimos a extensdo dos valores de
retornos considerados no ajuste.

Por outro lado, comparando-se os parametros 6timos para a distribuicoes
de At=1minuto mostradas nas figuras 4.11 e 4.14, observa-se uma pequena
diferenga de resultados, apesar de ter sido considerada mesma faixa de valores
de retornos normalizados. Enquanto o histograma da figura 4.11 foi construido
com 40 bins, o histograma da figura 4.14 possui apenas 32 bins. Isto nos leva a
analisar um segundo fator que influencia os resultados de ajuste, que € o niumero
de bins utilizados nos histogramas analisados.

Ao modificar a largura dos bins, agrupamos dados em diferentes classes e
consideramos cada classe através de um unico valor de freqiéncia total. Ao
tomarmos grupos diferentes de dados, teremos uma sutil variagdo na aparéncia
do histograma. Essa diferenca se reflete nas variagdes respectivas dos
parametros q e (3 6timos. Na tabela 4.3 apresentamos os valores obtidos de

acordo com o numero de bins utilizados para distribuicdes de retornos em varias


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA


Resultados 92

escalas temporais. Em todos os ajustes, foram considerados apenas retornos de

maodulo menor do que 50.

q B q B g B q B
At(min) | 20bins | 20bins | 40bins | 40bins | 100bins | 100bing | 1000bins | 1000bins
1 1,70 3,70 1,75 4,47 1,78 4,88 1,72 4,16
2 1,68 3,03 1,72 3,55 1,73 3,68 1,70 3,43
3 1,64 2,60 1,68 3,01 1,69 3,11 1,66 2,96
4 1,61 2,33 1,65 2,67 1,66 2,75 1,63 2,64
5 1,58 2,12 1,62 2,40 1,62 2,47 1,61 2,40
6 1,57 2,02 1,60 2,25 1,60 2,31 1,58 2,25
7 1,55 1,91 1,58 2,13 1,58 2,18 1,56 2,12
8 1,53 1,86 1,56 2,06 1,57 2,10 1,55 2,05
9 1,53 1,82 1,56 2,00 1,56 2,05 1,54 2,00
10 1,51 1,72 1,55 1,95 1,56 2,00 1,54 1,95
15 1,50 1,65 1,52 1,79 1,53 1,82 1,51 1,79
20 1,49 1,61 1,51 1,73 1,52 1,76 1,50 1,72
25 1,49 1,57 1,51 1,69 1,52 1,71 1,50 1,68
30 1,49 1,52 1,51 1,63 1,51 1,66 1,49 1,62
45 1,48 1,40 1,49 1,48 1,49 1,50 1,47 1,47
60 1,47 1,34 1,48 1,41 1,48 1,43 1,47 1,40

PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0313431/CA

Tabela 4.3 — Variac&o dos pardmetros q e B de acordo com o namero de bins

utilizados, considerando-se retornos tais que |x| £ 50

Devido as diferengcas entre os parametros 6timos das distribuicdes ao
modificarmos a quantidade de bins, € necessaria uma padronizagdo de sua
utilizacdo, com a escolha adequada de um numero fixo de bins. Através dos
resultados da tabela 4.3 conclui-se que com 20 bins, tem-se um numero muito
pequeno de pontos para ajuste, gerando limite inferior para o parametro q. Por
outro lado, nos histogramas com 1000 bins, verificamos muitas flutuagbes (ver
figura 4.17).
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Figura 4.17 — Histograma de retorno normalizado para At= 1minuto construido com
1000 bins.

A partir da tabela 4.3, vé-se ainda que a utilizacao de 100 bins majora os
parametros 6timos. Dessa forma, adotamos para nossa analise distribuicdes com
40 bins.

Tendo definido o limite do bulk da distribuicdo de At=1 minuto como 50 e o
numero de bins dos histogramas como sendo igual a 40, obtemos o valor 6timo do
parametro ndo extensivo q=1,75 para a regido central desta distribui¢ao.

Mostramos a seguir, graficos com o comportamento de q e [ étimos ao
longo dos meses, considerando para o ajuste a faixa de valores de bulk para
retornos de At=1 minuto normalizados. As barras de erro representadas nas
figuras 4.18 e 4.19 correspondem ao desvio padrdao dos valores mensais
encontrados. E feita também comparacdo com os parametros 6timos obtidos para

a distribuicao global de todo o periodo analisado.
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Figura 4.18 — Comportamento do parametro 6timo g em cada més estudado em
nossa analise (de Novembro de 2002 a Junho de 2004) e barra de erro do conjunto
dos valores mensais encontrados. A linha representa o pardmetro 6timo q = 1,75 da
distribuicdo global.
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Figura 4.19 — Comportamento do parametro 6timo de escala B em cada més
estudado em nossa analise (de Novembro de 2002 a Junho de 2004) e barra de erro
do conjunto dos meses. A linha representa o pardmetro 6timo B = 4,47 da

distribuicao global.
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Podemos constatar que os parametros encontrados para a maioria dos
meses do periodo analisado sdo consistentes com o comportamento da
distribuicao global. Isto significa que esta modelagem é razoavelmente estavel no
periodo estudado.

Uma vez definida a regiao central dos valores de retornos de At = 1 minuto
que séao regidos por g-Gaussianas, passaremos a obtengao dos dados relativos a
cauda exponencial para retornos de médulo maior do que 50, representada pela

funcao de truncamento exponencial do tipo (2.25a). Segue-se que:

PACUM (X) ~ exp(— (|)<I_—EXC)] para | X |> Xc (41)

A partir da inclinacdo do grafico semi-logaritmico da distribuicao

acumulada de retornos mostrada na figura 4.20, obtemos ¢ [4:
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Figura 4.20 — Grafico semi-logaritmico da distribuicdo acumulada para os valores de

cauda da distribuicdo de retorno normalizado para At = 1 minuto.

Desta forma, nossa analise indica modelagem para a distribuicdo de
retornos normalizados de At = 1 minuto dada pela distribuicdo de Tsallis Truncada

(P,"), descrita em analogia com (2.23) e (2.25a) por:
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Py (X) =CPy(X) para | X< Xc
(4.2)
;XC)

X
Py (X) = CPy(X) exp(—| | 7 para | X[> Xc

Apresentamos na figura abaixo o grafico da distribuicdo de retornos
normalizados de At =1 minuto e a respectiva distribuicdo de Tsallis truncada com
parametros q=1,75 e = 4,47. Foi utilizado o valor xc = 40, consistente com a
constante de decaimento exponencial £ = 40 e a regido | X|> 50 considerada para

ajuste puramente exponencial da cauda. Como se pode concluir pela figura 4.21,

a distribuicdo empirica fica descrita de forma acurada por esta modelagem.
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Figura 4.21 — Gréafico semi-logaritmico do histograma de retorno normalizado
para At = 1 minuto modelado por uma distribuicéo de Tsallis truncada: g-Gaussiana
com parametro q = 1,75 para centro da distribuicdo (linha vermelha) e g-Gaussiana

exponencialmente truncada com parametro & =4 para a cauda (linha azul).
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4.3

Andlise das Correlagbes Temporais Intradiérias

Na escala intradiaria utilizada, as distribuicdes empiricas ainda estdo bem
distantes da distribuicao Gaussiana, que é caracterizada pelo parametro g=1. A
aparente violaggo do T.L.C. nos mercados financeiros se deve
predominantemente a presenca de correlacdo entre retornos de precos
sucessivos, fendmeno que retarda a convergéncia para a distribuicdo Gaussiana
atratora. Para provar a presenga de correlagédo intrinseca a série de retornos
intradiarios, analisaremos comparativamente, para varias escalas de tempo, as
distribuicdes de retornos empiricos (Qque denominaremos com a sigla EMP) e as
distribuicdes obtidas a partir de uma série artificial gerada pela mistura da ordem
temporal dos retornos reais (que denominaremos MIST). Desta forma, eliminamos
efeitos de memoria entre retornos sucessivos que porventura existam na série
real. A série artificial obtida é entdo nao-correlacionada. A série de retornos de
At=1minuto foi misturada aleatoriamente utilizando a subrotina do Fortran77 (ver
apéndice B). Como era de se esperar, esta série possui os mesmos valores de

média e desvio padrao da série original, confirmados pela tabela 4.4.

Dados Média Desvio Padrao
1minuto MIST 163.830 3,39E-6 1,51E-4
1minuto EMP 163.830 3,39E-6 1,51E-4

Tabela 4.4 — Média e Desvio Padréo das séries de At=1 minuto real (EMP) e
misturada (MIST).

A existéncia de correlacdo nos retornos empiricos posera ser detectada
através da comparacao das distribuicbes EMP e MIST para escalas de tempo
maiores. Estas distribuicdes sdo obtidas, utilizando (2.14), a partir da soma de
retornos sucessivos de At=1minuto proveniente da série empirica ou artificial,
respectivamente. Como podemos verificar na figura 4.22, estas distribuigdes
possuem comportamentos que se diferenciam cada vez mais a medida que a

escala temporal aumenta.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0313431/CA

Resultados 98

— 2min MIST
— 2min EMP
4min MIST
10° ——— 4min EMP
, 8min MIST
10 —— 8min EMP
x . 16min MIST
S 1 ~ 16min EMP
.
10
i
O 10
<
E 10°
O /
© 10° W N
10"

10° L /T )

T T T T T T T T T T T T T T 1
-0,015 -0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

RETORNO

Figura 4.22 — Distribuicdes de retorno (EMP) e as construidas a partir da agregacao
de retornos de At=1 minuto misturados (MIST). Os gréficos estdo multiplicados por

um fator para melhor visualizacao.

A figura 4.23 mostra ainda em grafico semi-logaritmico ampliado, os
resultados para At=16 minutos, onde é nitida a diferenca de comportamento entre
as distribuicdes. O grafico comparativo das distribuicdes EMP e MIST para At=16
minutos em escala linear utilizado na figura 4.24 tem como objetivo mostrar que,
apesar das diferencas entre estas distribuicées, ambas satisfazem a condig¢do de

normalizacéo.
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Figura 4.23 —Distribuigdes de retorno EMP e MIST para At = 16min em escala semi-logaritmica.
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Figura 4.24 — Distribui¢c6es de retorno EMP e MIST para At = 16min em escala linear.
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Através da obtencado de um parémetro g efetivo 6timo das distribuicbes de
retornos EMP e MIST, podemos caracterizar a convergéncia para a distribuicao
Gaussiana em cada caso. Foram feitos ajustes para os histogramas nas escalas
de tempo At = 2, 4, 8, 16, 30, 45 e 60 minutos. Estes histogramas foram
construidos na forma escolhida como padrdo: médulos de retorno menores que
50 e numero de bins igual a 40. Os valores encontrados para Qefetivo €St80
apresentados na tabela 4.5 juntamente com o resultado anteriormente obtido do
valor 6timo q = 1,75 para At = 1 minuto. No caso MIST, a convergéncia para a
Gaussiana é rapida devido a auséncia de correlagdo. Por outro lado, o regime
Gaussiano esta longe de ser alcangado na escala temporal intradiaria dos dados
reais. De fato, o ajuste do histograma de retornos diarios ainda fornece o valor
Jetetivo 1 1,4. Com este procedimento comprou-se a importancia das correlagdes na

evolucao temporal das distribuicdes financeiras.

Escala At (min) MIST EMP
1 1,75 1,75
2 1,65 1,75
4 1,50 1,73
8 1,33 1,64
16 1,24 1,52
30 1,18 1,51
45 1,07 1,49
60 1,06 1,48

Tabela 4.5 — Valores dos pardmetros q efetivos das distribui¢c8es de retorno EMP e

MIST para os intervalos At =1, 2, 4, 8, 16, 30, 45 e 60 minutos.

Para ilustrar a grande diferengca de comportamento das distribuicdes EMP
e MIST para escalas de tempo intradiarias, apresentamos a seguir na figura 4.25,
um grafico comparativo para At = 45 minutos, onde no caso MIST, a distribuicao é

bem ajustada por uma Gaussiana (q=1).
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Figura 4.25- Distribui¢c8es de retorno EMP e MIST para At=45minutos em escala

linear. As distribuicBes estéo delineadas pelas respectivas g-Gaussianas 6timas.

A existéncia ou nao de correlagao na série histérica pode ser inferida a
partir do comportamento do desvio padrdo das flutuagbes de pregos com o
intervalo tempo, descrita por o(At) O At", onde H é chamado de expoente de
Hurst. A figura 4.26 mostra em escala logaritmica o comportamento o x At. As
distribuicdes MIST fornecem inclinagdo H=0,5 caracteristica dos processos
aleatérios sem memoria. As distribuicbes reais de retornos (EMP) fornecem
inclinagdo H > 0,5 caracterizando um processo correlacionado. No entanto, esta
inclinagdo diminui para escalas de tempo mais longas, indicando um declinio das
correlagdes. A presencga de correlagio, tendo o efeito de retardar o processo de
convergéncia para a Gaussiana, permite o surgimento de um regime quase-

estacionario caracteristico das escalas de tempo microscopicas.
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Figura 4.26 — Dependéncia do desvio padréo das distribuicdes de retorno EMP e

MIST com a escala temporal At.

Considere a funcao de autocorrelagéo linear R(1), dada pela equacao

(1.15b). A figura 4.27 apresenta o comportamento de R(1) para os retornos

normalizados na escala de At=1 minuto em um grafico semi-logaritmico. O grafico

mostra que a correlagao linear dos retornos € de curto alcance, caracterizado por

decaimento exponencial R(t) O exp(—t/tc). A partir da inclinagao da reta mostrada

no grafico, determina-se o valor de 1c = 4,3 minutos, que caracteriza o tempo de

decaimento tipico da correlagdo no mercado brasileiro.
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Figura 4.27— Correlag@o Linear entre retornos de At=1 minuto & distancia temporal t.
A linha vermelha representa o ajuste linear entre 1=2 e 15 minutos. A partir de

1=20minutos, a correlacdo linear esta em nivel de ruido.

Como mostrado no capitulo 1, fungdes nao lineares de retornos de precos,
tais como o valor absoluto ou o valor quadratico, apresentam meméria de longo
alcance. A seguir apresentamos na figura 4.28 o grafico em escala logaritmica do
comportamento da fungéo de autocovariancia C(t) entre os médulos dos retornos

normalizados, dada pela equacgao (1.16).

Crovanancia Modwlar

T frminutos )

Figura 4.28 — Covariancia Modular entre retornos de At=1 minuto a distancia

temporal 1. A linha vermelha representa o ajuste linear entre T = 2 e 60 minutos.
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A figura 4.28 mostra que a covariancia modular tem decaimento em lei de
poténcia C(t) ~ . A partir da inclinagdo da reta mostrada no gréafico encontra-se
o valor n 0 0,32. Como n < 1, o processo tem memoéria de longo alcance,
caracterizando retornos dependentes em todas as escalas de tempo intradiarias
analisadas.

A seguir apresentamos na figura 4.29 uma comparagao entre a
persisténcia da covariancia modular, que resiste a uma escala de tempo maior, e

a correlagao linear, que em poucos minutos, se encontra em nivel de ruido.
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Figura 4.29- Correlacao Linear (vermelho) e Covaridncia Modular (preto) entre

retornos de At=1 minuto ocorrendo em intervalo temporal t.

Podemos comparar os resultados anteriores com os do mercado
americano S&P mostrado nas figuras 1.8 e 1.9. Verifica-se um comportamento
semelhante entre esses dois mercados tanto na correlagao linear quanto na dos

modulos:

Mercado Tc n
S&P 500 4 minutos 0,3
IBOVESPA 4,3 minutos 0,32

Tabela 4.6—- Comparacdo dos parametros de correlacdo linear e modular entre os

mercados americano[13] e brasileiro[trabalho presente].
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4.4

Evolucdo Temporal das Distribuicbes de Retornos

A tabela 4.3 parece indicar uma diminuicdo inicial rapida dos valores
efetivos de q a medida que a escala temporal de medida de retornos aumenta.
Todos os ajustes apresentados nesta tabela consideram mesma faixa de valores
de retornos normalizados isto €, até magnitude de 50, que mostramos ser a faixa
de valores de retornos de At = 1 minuto cuja distribuicao de ocorréncia € bem
descrita por uma g- Gaussiana.

No entanto, observando a forma das distribuicdes de retorno em grafico
semi-logaritmico mostradas na figuras 4.30, vé-se que, a medida que a escala
temporal aumenta, maior € o dominio da forma triangular, indicando que o regime
g-Gaussiano central é cada vez mais consumido pela cauda exponencial. Notar
também que a medida que este regime central se confina, a forma da distribuigao
torna-se parabdlica, representando comportamento Gaussiano caracteristico de g-

Gaussianas para retornos préximos da origem, de acordo com (2.18).
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Figura 4.30 — Grafico semi-logaritmico das distribuicdes empiricas para retorno
normalizado do IBOVESPA em faixa de meia-largura 50. Os graficos estéo
multiplicados por um fator acumulativo de 10 para melhor visualizagcdo. As escalas

temporais estdo mostradas na legenda.
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Isto significa que os parametros nao-extensivos o6timos para escalas
temporais maiores que At = 1 minuto devem ser obtidos para regides de retornos
normalizados cada vez menores, o que implica na obtengao de parametros 6timos
maiores do que os apresentados na tabela 4.3, de acordo com a analise
apresentada na segédo 4.2.

O colapso de dados mostrados na figura 4. 9 sugere ainda que os dados
de bulk possam ser modelados por uma mesma g-Gaussiana.

Variando a largura da regido central de retornos a ser ajustada por uma g-
Gaussiana, verificamos a possibilidade de obtencdo do parametro 6timo q=1,75
para retornos nas demais escalas de tempo, estabelecendo-se assim, a
estacionariedade desse valor por mudanga de escala temporal. Na tabela 4.7
apresentamos, para varios intervalos de tempo At, o limite de valores de retornos,
em unidade dos respectivos desvios-padrao, para os quais o parametro étimo é
g=1,75. Resultados para bulk menores do que 10 nao foram considerados pois

nao seriam significantes.

At (min) bulk
50
40
3,50
30
20
1,50

10

N O O B W N >

Tabela 4.7 — Limite da regido central da distribuicdo de retornos normalizados para

varias escalas temporais nas quais o valor 6timo é q=1,75.

No entanto, a medida que At aumenta, o desvio padrdo em escala real das
distribuigdes aumenta. Assim, apesar de na escala normalizada, escalas de tempo
a partir de At = 10 minutos apresentarem regido central pequena, isto ndo significa
esta regido ndo possa ser empiricamente observada.

Como ilustracdo, na tabela 4.8 apresentamos as faixas de valores de
retornos descritas pela g-Gaussiana estacionaria, para as mesmas escalas
temporais da tabela 4.7, porém medidas em uma mesma unidade de retornos, a

do desvio padrao de At = 1 minuto (denotado a partir daqui por o4). O limite destas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0313431/CA

Resultados

107

faixas & obtido a partir da multiplicacdo do fator f mostrado nesta tabela pela

largura em escala normalizada apresentada na tabela 4.7.

At (min) o (At) f=o(At)/ oy bulk
1 5,74 E-4 1 50,
2 8,69 E-4 1,52 6,30
3 0,00112 1,95 6,60,
4 0,00134 2,34 6,80;
5 0,00154 2,69 5,20,
6 0,00173 3,02 4,80,
7 0,00190 3,32 3,70,

Tabela 4.8 — Desvio padréo das distribuigdes de retorno o (At) em vérias escalas

temporais (coluna 2), respectivo fator f de alargamento em relagdo ao desvio padréo

0, de 1 minuto (coluna 3) e limite da regido central da distribuicdo de retornos para o

qual o valor 6timo é q=1.75 (coluna 4).

Pelos resultados mostrados na tabela 4.8, vemos que ainda é possivel

encontrar regides de comportamento g-Gaussiano estacionario para escalas

temporais ainda maiores.

Apresentamos nas figuras a seguir algumas distribuigdes empiricas Pyy(x)

de retornos reescalonados, isto €, medidos em escala de o0; e diminuidos da

meédia, e as respectivas g-Gaussianas estacionarias. As figuras 4.31 e 4.32

ilustram que In P(x) é linear para valores de x grandes, de acordo com a equagao

(4.2), e quadratico para x pequenos, de acordo com a equacgao (2.18).
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Figura 4.31 — Distribuic&o de retorno reescalonado para escalas de tempo

At=1,2,3 minutos e q-Gaussiana 6tima com parametro q =1,75. Os gréficos foram
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Figura 4.32— Distribuic&o de retorno reescalonado para escalas de tempo At=5,10,15

minutos e g-Gaussiana 6tima com parametro q =1,75. Os gréaficos foram deslocados

para melhor visualizagéo.
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Para escalas de tempo mesoscopicas ( At > 20 minutos), esta quase-
estacionariedade é quebrada, ndo sendo possivel o ajuste acurado com g=1,75 no
centro das distribuicdes devido ao predominio do comportamento exponencial,

como pode ser observado na figura 4.33:

[—m 20 minutos

s - 30 minutos

. S0 minutos
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Figura 4.33- Distribuicéo de retorno reescalonado para escalas de tempo

At=20,30,60 minutos. Os gréficos foram deslocados para melhor visualizagéo.

Os resultados apresentados até aqui permitem a utilizacao da hipétese de
estacionariedade de g-Gaussianas apenas em escalas de tempo microscépicas
( At < 20 minutos). Como as correlagcdes sao mais fortes quanto menor for o
intervalo de tempo, e em particular, de acordo com o resultado mostrado na figura
4.27, a correlacdo linear dura cerca de 20 minutos, vamos concentrar a analise da
dindmica intradiaria nesta regido de escala temporal.

Como verificado no capitulo 3, as distribuigbes de Tsallis com g>1 sao
solugdes da E.F.P. ndo-linear (3.29), que descreve uma dindmica superdifusiva.
Para identificagdo dos parametros desta modelagem com os dados empiricos
obtidos, considera-se como variavel estocastica x a variagdo logaritmica dos
precos (retornos) e como variavel t o intervalo At das medidas de retorno, em
minutos. A partir dos parametros [(At) 6timos obtidos para as distribuigbes

empiricas reescalonadas (ver tabela 4.9), verificamos a consisténcia de nossos
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dados com o comportamento previsto para ((t) segundo esta modelagem, dada

pela equacgao (3.44c).

At (min) B reescaLonapo (At)
4.47

1.63
0.89
0.58
0.43
0.32
0.26
0.21
0.18
0.16
0.11
0.07

—_— -
olololxNo|a|sw =

N
o

Tabela 4.9 — Parametro B (At) das distribuigdes de retornos reescalonados em varias

escalas temporais microscopicas.

A evolugdo temporal das distribuicbes empiricas de retornos
reescalonados foi ajustada por (3.44c) usando ao todo dois paradmetros livres. O
parametro nao-extensivo q foi fixado no valor estacionario gq*=1,75, obtido pelo
ajuste direto das distribuicdes empiricas nas escalas de tempo ultra-curtas  (t <
20 minutos). O instante inicial considerado é t,=1. Portanto, [3(;) € o parametro de
escala da distribuicdo de 1 minuto. Z(t,) é obtido a partir de (ty) usando o vinculo
de normalizacao da distribuicdo que leva a (2.16). Logo, os dois parametros de
controle para a evolugao temporal sdo: a constante de difusdo D e a taxa de

reversao a média b. O resultado esta mostrado na figura (4.34).
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Figura 4.34 — Evolucéo temporal do parametro 3(t) para os dados do IBOVESPA de
novembro 2002 a junho 2004 e previsdo de comportamento segundo a E.F.P. ndo—

linear (3.29) 6tima.

O ajuste 6timo segundo (3.44c) fornece D = 0,286 + 0,002 e b = 0,025+
0,003 para o mercado intradiario brasileiro, em escalas de tempo microscépicas.
O valor do parametro de reversdo a média a € nulo, uma vez que a média dos
retornos reescalonados € nula por construgéo.

Finalmente, através da solucido (3.41) e (3.44a), vé-se que o parametro
T definido em (3.42a) representa o tempo caracteristico do processo difusivo para
atingir a solugdo de equilibrio. Substituindo-se os valores de ajuste q* e b,
encontra-se T= 32 minutos. Este resultado é consistente com a forte dependéncia
temporal de (B (t) para t< 20 minutos. Além disso, o valor * da solugdo de
equilibrio, dada por (3.45), para o nosso mercado corresponde ao valor 3*= 0.02,
valor que ainda n&o foi atingido nas escalas temporais analisadas, de acordo
com a tabela 4.9, consistente com o valor de T encontrado.

Dos resultados apresentados podemos concluir que a dindmica do
mercado de agbes brasileiro em escalas de tempo ultra-curtas € bem descrita por
uma dindmica superdifusiva e correlacionada governada pela E.F.P. nao-linear

(3.19), com temo forga de reversdo a média.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA




