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Mecanica Nao—extensiva

3.1
Entropia de Informacé&o e Principio da Maxima Entropia

A compreensao e utilizacdo do conceito de entropia sdo fundamentais na
analise de sistemas estatisticos. Ela fornece a ponte entre a descrigdo
microscopica e a descricao macroscopica.

O conceito de entropia, associado a medida do grau de desordem em
sistemas termodinamicos, é devido a Boltzmann, que no final do século XIX

introduziu a expresséo:
W

S=->pilInp (3.1)
i=1

7onde p; é a probabilidade do sistema ser encontrado no microestado i e W é o

numero total de microestados acessiveis, dados os vinculos macroscopicos do

problema. Para estados equiprovaveis temos p; =}\/N, e assim obtém-se a

famosa férmula S=InW (aqui tomamos a constante de Boltzmann Kg=1). Para

um continuo de estados possiveis X, a entropia pode ser expressa como:
S= —I p(Xx) In p(x)dx (3.2)

Utilizaremos nesta dissertagdo o conceito de entropia de informacgao, que
generaliza o conceito de entropia termodindmica de Boltzmann para uma classe
geral de problemas estocasticos, envolvendo medida de desordem, diversidade,
incerteza, etc. Quando a informagdo é sobre a energia, tem-se a entropia
termodindmica, quando a informacdo é sobre precos, tem-se a entropia
econbémica, etc.

O texto fundamental sobre o conceito e medida da entropia de informacgao é
devido a Claude Elwood Shannon (1948) intitulado "The Mathematical Theory of
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Communication." [22]. Trata-se de uma publicagdo técnica da empresa norte-
americana de telecomunicacdes Bell Telephone Laboratories, apresentando uma
sistematizacdo do conhecimento necessario ao entendimento da eficiéncia em
sistemas de comunicagdo. Desde entdo suas idéias permanecem mais
conhecidas sob o nome de teoria da informagdo, no sentido largo desta
expressao. Nela, temos o conceito de entropia significando incerteza de
informacgéo.

Na descricio estatistica de sistemas macroscopicos, a cada observavel X é
associada uma probabilidade p(x) de ser medido o valor X=x. A cada distribui¢cao
p(x) podemos associar uma medida de incerteza associada a informagéo (ou a
falta de informagado) sobre o sistema que esta distribuicdo representa ou, em
outras palavras, ter uma medida da ignorancia de nosso estagio de conhecimento.
Esta incerteza é de natureza probabilistica. A medida de Shannon para a

incerteza de uma distribuicao é dada por:
Pl == p()In p(x)dx (3.3)

A incerteza probabilistica também é chamada de entropia de informacgao
S[p] devido a sua expressdo matematica ser analoga a da entropia
termodindmica, dada pela equacao (3.2).

Assim, diferentes distribuicdes tém diferentes entropias de informagao
associadas. Note que, no caso da distribuicdo de probabilidade prever a
observagao de apenas um valor particular X, isto €, p(x) = & (x-Xo), esta expressao
fornece S[p]=0, significando incerteza nula na obtencao de resultado de medida,
ou seja, total previsibilidade. Para qualquer outra distribuigdo S[p]>0. Logo, a
entropia é sempre positiva quando o resultado nio é totalmente previsivel.

Na analise de qualquer fendbmeno, temos incertezas inerentes ao préprio
sistema, e outras devido a falta de informagdo ou a informagdes incompletas
sobre o sistema. A cada estagio de conhecimento sobre o sistema, dentre o
conjunto de possiveis descrigbes estatisticas p(x) consistentes com estes
vinculos, tem-se um valor maximo Syax[p] € um valor minimo Syn[p]. A inclusido
de mais informagdes ou vinculos restringe o conjunto de distribuicdes consistentes
com todos eles. Portanto, com a utilizacdo de todas as informagdes disponiveis
ou vinculos conhecidos sobre o sistema, restringe-se ao maximo este conjunto de
distribuicdes, gerando o menor valor possivel para o intervalo A = Syax[p] - Sun[p]

de valores de entropia de informagéao, conforme ilustrado no diagrama abaixo:
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Figura 3.1 — Representacdo diagramatica da reducéo do intervalo de entropia
de informacdo A =S5y [Pl —Swin[P] das distribuicdes de probabilidade p(x)

que satisfazem as informacdes dadas, a medida que acrescentamos mais
informacdes sobre o sistema.

Deve-se ressaltar que o pardmetro A ndo descreve a incerteza do resultado
particular de uma medida e sim a incerteza sobre o valor da probabilidade
associada a cada medida.

Apos a utilizagao de todas as informagbes conhecidas, ainda ndo temos
certeza de qual é a distribuicdo que descreve estatisticamente o sistema, havendo
um intervalo de entropia de informagdo A residual. Esta incerteza é devido
justamente as informagdes desconhecidas.

Dentro do principio de incerteza maxima sobre o que desconhecemos,
devemos escolher, dentre as distribuicbes compativeis com os vinculos do
problema, a distribuicdo associada a maxima entropia. De acordo com o diagrama
da figura 3.1, devemos encontrar a distribuicdo que maximiza a entropia da
informacéao fornecendo Syax[p], dadas todas as informagdes disponiveis.

Maximizar a entropia (3.3) significa assumir que o sistema é o mais aleatério
possivel, dentro dos vinculos do problema. Em outras palavras, a distribuicdo de

probabilidade que tem a maxima entropia (incerteza) permitida pela informagao
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disponivel é a que deve ser usada para se fazer inferéncias baseadas em
informacdes incompletas. Qualquer outra distribuicdo associada a uma entropia
menor significaria a utilizagado de algum tipo de informagéao extra ou “escondida”.

Usando estes principios da teoria de informacdo, podemos analisar por
exemplo, o problema da difusdo, fendbmeno que descreve o espalhamento
macroscopico suave de um conjunto de particulas que se movem aleatoriamente.
O protétipo desse problema é o movimento Browniano. A distribuicdo das
posicoes x das particulas apés um intervalo temporal do processo difusivo é
descrito em termos estatisticos através da distribuicdo p(x).

Dada uma mesma condicao inicial xo para a localizagdo de cada particula
(considerando o caso unidimensional), as particulas se espalham, significando
que a incerteza em suas posi¢des ao longo do tempo aumenta, e tende a um
maximo no equilibrio termodinamico.

Sendo uma forma de transporte, a difusdo € um processo de nao-equilibrio.
Porém, a dindmica assintética de longa escala temporal num ensemble de
particulas pode ser descrita pela mecanica estatistica de equilibrio. O formalismo
da maxima entropia prevé assim a ligagdo natural entre os processos de nao-
equilibrio e os estados assintéticos de equilibrio termodinamico.

Neste formalismo, o problema da difusdo se reduz a maximizar a entropia de
Shannon, sujeita aos vinculos do sistema. Neste caso, existem apenas dois

vinculos. O primeiro é a condigdo de normalizagao de p(x):
J' p(x)dx =1 (3.4)

O segundo, de que as particulas, mesmo difundindo-se, nédo se afastam
muito de sua posi¢ao inicial, ou seja, de que a variancia de p(x), que caracteriza a

largura da distribuicdo deve ser finita. Considerando distribuigbes de média nula:
< x? >:jx2 p(x)dx = o2 (3.5)

A maximizacdo da entropia sujeita a vinculos pode ser obtida através da

técnica dos multiplicadores de Lagrange [23]. Sob as n condigbes de vinculo
F[p(x)] =0, a maximizagdo de S[p] equivale a maximizagdo da Lagrangeana

L[p, )\1, )\2,...,)\,1]:
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n
L (A1, Aa) = SIP1 - D AR R, (36)
i=1

onde A; ,(i =1,...,n) sdo os multiplicadores de Lagrange. Usando a entropia de

Shannon (3.3) e os vinculos (3.4) e (3.5), tem-se:
Lo, A 1, Al = = [ (I pOYdx = A[[ p()dx=1] = A,[[ X* p()dx=0°] (3.7)

Pode-se mostrar que L [p, A 4, A2] possui maximo global [24]. Considerando

variagoes dp(x) arbitrarias em relagao a distribuicdo que maximiza L [p, A 1,A2]:

o = d) =0 — 0 (388)

Lo
P

&

P 4

& =[0I pOgox [ 0y B2

= M ()ax ~ Ao x2P(X)dx] =0  (3.8b)

jap(x)[m p(X) +1+ Ay + Aox2]dx =0 (3.8¢)
Inp(x) +1+ A +Ax* =0 (3.8d)
p(X) = exp— (1+ A) exp— (4,X%) (3.8e)

Aplicando-se os vinculos (3.4) e (3.5) a equacéo (3.8d), obtém-se:

a+M)= ; (3.9a)
210

e Ay=—"> (3.9b)
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ou seja, os multiplicadores de Lagrange A 4 e A, estdo associados
respectivamente a constante de normalizacao e a varidncia da distribuicao 6tima.
De (3.8e) e (3.9):

— - 3.10
p(X)_\/ZTO'exp 20_2 ( . )

Verificamos assim que a solugdo deste problema fornece a distribuicao
Gaussiana como a distribuicdo 6tima, ou seja, que as propriedades
macroscopicas da difusdo sao regidas pela distribuicao Gaussiana, de acordo
com a descri¢ao de Einstein de 1905 para o movimento Browniano [25].

Em resumo, através deste formalismo, a distribuicdo Gaussiana foi obtida de
acordo com dois paradigmas da Fisica Estatistica: o primeiro € de que a entropia
do sistema tende a um maximo, ou seja, assumindo a validade de um principio
variacional, e segundo, que o vinculo da varidncia garante que tal distribuigdo

atratora 6tima é a Gaussiana, de acordo com o T.L.C.

3.2

Obtencéao da Distribuicdo de Tsallis

Nos problemas classicos de mecénica estatistica, a entropia € uma
quantidade extensiva. Isto significa que quando o volume do sistema varia, a
entropia varia proporcionalmente ao volume devido as diferentes regides do
sistema serem independentes.

A expressdao (3.3) para a entropia garante que ela € uma grandeza
extensiva. Assim, dados dois sistemas independentes, descritos pelas
distribuicdes pa € ps respectivamente, a entropia do sistema combinado, descrito
pela probabilidade conjunta p=pa*ps, € simplesmente a soma das entropias

individuais (ver apéndice):
S pl =S pal+ I pel (3.11)

No entanto, a hipotese de extensividade da entropia nao é verificada para
sistemas com interacbes de longo alcance ou em eventos que envolvem um

tempo de relaxacdo longo, cuja aproximacdo ao equilibrio é tdo lenta que a
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extensividade ndao é encontrada na pratica. Sistemas descritos pela mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) tém ainda em comum a caracteristica de
serem ergodicos em todo o espace de fase, ou seja, € igualmente provavel que
sejam encontrados em qualquer estado possivel. Levando-se em conta a
possibilidade de que, de acordo com as condi¢des iniciais ou devido a nao-
homogeneidade do sistema, como por exemplo, estruturas porosas ou fractais,
alguns subespagos sejam preferenciais, € necessario generalizar a expressao
(3.3).

Desde a década de 60, dentro do campo de teoria da informacgdo tém sido
feitas propostas de generalizagdo desta expressao. Em 1961 por exemplo, foi

proposta a medida de entropia de Renyi [26] dada por:
1 q
SlpI= - In [Py (1%dx (3.12)

onde g é um parametro real.
Em 1988 [19], a partir de métodos heuristicos foi introduzido o funcional da

entropia ndo-extensiva de Tsallis:

1= [[p(x)]9dx
q-1

(3.13)

Syl Pl =

onde q é um parametro real caracterizando a estatistica particular e interpretado
como parametro de nao-extensividade, que depende do alcance da interacédo ou
quao longe do equilibrio o sistema se encontra. Quando q > 1, esta expressao da
peso maior as regides mais provaveis e peso menor as regides menos provaveis
para o calculo da entropia. Quando gq < 1, o oposto ocorre.

O funcional de entropia (3.13) possui as propriedades usuais de
positividade, concavidade, etc. e generaliza a propriedade de aditividade de
Shannon [27]. Deve-se ressaltar que, apesar da semelhanga entre os funcionais
entropicos (3.12) e (3.13), que em particular produzem como distribuicdo 6tima,
sob vinculos apropriados, g-Gaussianas, a expressao (3.13) é a Unica que satisfaz
um conjunto de condi¢gdes que generalizam os axiomas de Shannon e Kinchin
[28].
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A partir da expressao:

p™ =exp[In(p™)] = exp[(q—1)In p] (3.14a)

no limite g — 1, obtém-se:

p“™? =1+(q-DInp+0O(q-1)* +... (3.14b)
e ainda:

[ p()dx = [ p()[1+ (@ =1 In p(x)]dx (3.14c)

j p(x)?dx =1+ (g -1) j p(x)In p(x)dx (3.14d)

Assim, de (3.13 e 3.14d) :

= (@=Df p()In p(x)dx
(9-1)

Jim Sq(p) = =~ p(x)Inp(x)dx=S(p)  (3.15)

Para a entropia generalizada dada pela equacao (3.13), pode-se mostrar
que sendo pa € pg as distribuicdes de dois sistemas independentes, a entropia de

informagéao do sistema acoplado satisfaz a (ver apéndice):
Si[Pl = S(pa* Pe) = Sj[Pal + S)[P] + A~ A)S[PaAlS,[ Pe] (3.16)

A entropia é portanto, super-extensiva para q < 1, sub-extensiva paraq>1e
recupera-se a extensividade para q = 1. A expressao (3.13) fornece assim a
possibilidade de unificacao de todos os regime difusivos em um unico formalismo.

Usando procedimento analogo ao da sec¢do 3.1 para a descrigdo de
sistemas nado-extensivos, devemos maximizar a entropia de Tsallis, sujeita aos
vinculos do problema. A difusdo generalizada é descrita através da condigao de
normalizagdo (3.4), mas relaxando-se o vinculo de variancia (3.5), utilizando

[p(x)]* como peso estatistico. Define-se assim a variancia generalizada:
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< X2 >q:.[x2[p(x)]quzaq2 (3.17)

Este novo vinculo permite a obtencdo de solugdes leptocurticas em
contraste com a familia de exponenciais que sao solugbes tipicas da maximizagao
da entropia de Shannon. Distribuigdes leptocurticas com variancia divergente
podem ser solugdes 6timas da estatistica ndo-extensiva desde que a variancia
generalizada seja finita. Isto se deve ao peso generalizado [P(x)]* na expresséo
(3.17), que para q > 1, diminui a contribui¢ao relativa das caudas das distribuigbes
quando comparada ao calculo da variancia usual (3.5).

Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange e os vinculos (3.4) e

(3.17), (3.6) se escreve como:
L (0 A 1 A2) = S,Ip] = Al pOdx =1 = A,[[ X’[p(0]"dx-c?]  (3.18)

Substituindo (3.13), a maximizagdo de (3.18) usando (3.8a), temos as

seguintes etapas:

@1 q'_ll) ol OO () dx = A, [ d(x)dx =, [ X p(¥]“? dp(¥)dx =0 (3.19)

] {m_—?l)[ PO = A, = Al p(x] }@dx =0 (3.190)

- p(x)](q_l) ((q—(il) + A2XZQJ -4, =0 (3.19¢)

[POO] ™ = — (3.19d)
o @+ A @-D)

o) = ~A(ad 1 (3.19€)

(1+A4,x*(a-D)
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Verificamos assim que a distribuicado 6tima tem a forma funcional de g-

Gaussianas, analoga a (2.15):
P00 = Z; 1+ (q-DAp] (3.20)

Aplicando-se o0 vinculo de normalizagédo (3.4) a solugao (3.20) e
identificando A, = 3, obtém-se, para 1 < q < 3, a constante de normalizagéao Zq'1
dado pela equacéao (2.16). Aplicando-se o vinculo de varidncia generalizada (3.17)
a (3.20), obtém-se que [20]:

2(9-1)
(3-9)
1 1 r( 11] q
, = @-) \4g (1<q<3) (3.21)
202\ \ 2m I‘( 3-q ]
2(9-1)

ou seja, o multiplicador de Lagrange A, [ oq‘z.
A versdo mais correta da obtencdo da estatistica n&o-extensiva utiliza
valores médios generalizados normalizados. Assim, a expressao (3.17) para o

vinculo da variancia é substituida por:

. [¥Ip0ordax
X >=———=0,

 ipoorax " 322

No entanto, os resultados apresentados até aqui sao qualitativamente os
mesmos [29]. As distribuicbes de Tsallis (3.20) otimizam a entropia generalizada
(3.13) sujeita aos novos vinculos, havendo em particular a simplificagdo da

expresséo (3.21).
Como vimos no capitulo 2, as g-Gaussianas (3.20) para q > % possuem

caudas longas, violando a condicdo de variancia finita dos processos difusivos
normais descritos anteriormente. Isto significa que estas distribuicbes produzem
com alta probabilidade passos muito grandes, indicando a possibilidade de um
mecanismo de transporte mais eficiente do que a difusdo normal, caracterizado

por um comportamento anémalo superdifusivo.
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3.3

Dinamica dos Retornos de Precos e Equacgéo de Fokker-Planck

Processos estocasticos que envolvem difusao normal, e por consequliéncia,
auséncia de correlacao, tipicamente tem evolugdo temporal da distribuicdo da
variavel aleatéria descrita por equacbes de Fokker-Planck (EFP) lineares. Por
outro lado, as variaveis estocasticas descritas por g-Gaussianas devem possuir
forte dependéncia temporal, uma vez que a estatistica ndo-extensiva sugere
sistemas com interagdo ou memodria de longo alcance. No mercado financeiro,
deve-se esperar efeito de memoéria na formacao de precos intradiarios devido a
interacdo dos investidores.

Processos estocasticos com difusdo anémala correlacionada podem ser
descritos por EFP né&o-lineares.Uma classe de EFP n&o-linear tem sido
recentemente analisada [30,31,32] e sera objeto de nosso interesse. Nesses
estudos, um importante resultado é que as solugcbes estacionarias sao
distribuicdes derivadas da estatistica ndo—extensiva de Tsallis.

Vamos analisar generalizacbes de EFPs no ambiente n&o-extensivo, e
investigar a evolugéo temporal das suas solugbes. Considere a equacao

diferencial ndo-linear generalizada que descreve um processo puramente difusivo:

P(x.1) _
a(t)

02 9
D P(x,t)]<™ 3.23
S 2 [P0et] (3.23)

com D sendo o coeficiente de difusao positivo. Esta equagéo equivale a uma EFP
nao-linear quando q = 1.

A equagao (3.23) descreve varios processos de transporte como, por
exemplo, a difusdo de gases em meios porosos.

Dada a condicao inicial P(x,0) = d(x), a equagao (3.23) possui como

solugcédo dependente do tempo uma g-Gaussiana [30] :

(3.24)

N }%1—@

P,(x,t) = ZgX(t)| 1+ (g -1
% (x.1) q(>{+(q e

+

com Zq‘l(t), a constante de normalizagdo e Aq(t), o pardmetro de escala da

distribui¢cdo, dado por:
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Ng(®) =[yq Dt]%S_q) (3.25)

com yq um pré-fator dependente de q.
O parametro A4(t) em (3.24) controla o valor da distribuigéo a “meia altura”,
podendo ser considerado uma medida da largura da distribuicdo. A partir da

dependéncia temporal (3.25), obtém-se que /\zq(t) satisfaz a relacao de escala:

Nq(kt) = k%3_q)/\2q (t) (3.26)

com k, um fator arbitrario de mudanca de escala temporal. De (3.26), vé-se que de
acordo com o valor de q, A%(t) escala mais lentamente do que t, linearmente com
t ou mais rapidamente do que t, indicando respectivamente um comportamento
subdifusivo para g < 1, difusdo normal para q = 1 e comportamento superdifusivo
paraq>1.

Até aqui, os processos de difusdo anémala com correlagao foram descritos
a nivel macroscépico, sendo regidos por EFPs ndo-lineares. A nivel microscépico,
0s processos sao descritos por equagdes de Langevin. A equagao diferencial

estocastica de Ité-Langevin [15] correspondente a (3.23) é dada por:

dx _
o - St (3.27)

com n(t) um ruido branco caracterizado por (7(t)) =0 e (n(t)(t)) = ot -t'). A

amplitude do ruido estocastico é dada por:

G(xt) = (2D)%[P(x,t)]1 % (3.28a)
A amplitude (3.28a) corresponde a um processo multiplicativo especial,
pois depende da propria distribuicdo de probabilidade, ou seja, evolui de acordo
com um processo de “feedback” estatistico do nivel macroscdpico, representado
pela distribuicao P(x,t) [33].
Através da equacgédo de Ité-Langevin associada (3.27) e (3.28a), vé-se que
a EFP nao-linear (3.23) descreve um processo difusivo cujo coeficiente de difusédo

efetivo é dado por:
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Des (X,t) = DPY(x,t) (3.28b)

Analisando as trajetorias da variavel estocastica x descritas pela equagéo
de It6-Langevin (3.27), o tamanho dos impulsos sofridos G(x,t) dependem da
freqUéncia P(x,t) de observacao dos valores de x. De acordo com (3.28a), se q >
1, a amplitude do ruido é maior para valores proibidos de x (de baixa
probabilidade) e vice-versa. Consequientemente, um passo x pouco provavel
tende a ser seguido por uma grande variagdo no préximo intervalo de tempo. Este
€ 0 mecanismo responsavel pelo comportamento superdifusivo das solugdes
(3.24) com q > 1, mostrados anteriormente.

Vamos agora considerar uma classe particular de processos difusivos

andémalos correlacionados descritos por EFPs nao-lineares generalizadas do tipo:

oP(xt) __d 9% [L2q
0 - aX[K(x)P(x,t)]+DaX2[P (x,t)] (3.29)

onde P(x,t) é a fungcéo de distribuicdo, K(x) = —dV(x)/dx é a forca externa (drift)
associada ao potencial V(x) e D é um coeficiente de difusdo positivo. Esta
equagao combina o efeito da evolugédo da distribuicdo de probabilidade devido a
uma for¢a K(x) e o seu espalhamento devido a difusdo. O termo difusivo em (3.29)
tal qual em (3.23), depende da densidade de probabilidade e representa efeitos
nao-lineares que podem ser interpretados como devido a presengca de memoria no
sistema. Da mesma forma, (3.29) descreve um processo difusivo cujo coeficiente
de difuséo efetivo é dependente no tempo dado por (3.28b).

A equagao estocastica de Itd-Langevin [15] correspondente a (3.29) é

dada por:

% = K(X) + G(x,t)7(t) (3.30)

com amplitude de ruido branco dada por (3.28a). Neste caso, além do termo
estocastico gerando flutuagbes arbitrarias da variavel x, existe um termo de
amortecimento deterministico dado por K(x), que permite a estabilizagdo do

Processo.
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Deve-se observar que o termo de difusdo em (3.29) (termo envolvendo a

segundo derivada em x) descreve a diferenca entre o valor de p2d (X) e o valor

meédio nas vizinhangas de x ( p2d ), contribuindo positivamente ou negativamente

para a%t se P2 (x) for menor ou maior do que Pz_q, respectivamente.

Assim, para (2-q) > 0, o termo de difusdo contribui para eliminar as flutuagdes
locais em P(x). Neste caso, espera-se que para potenciais V(x) confinantes,
obtenha-se situacao estacionaria de equilibrio P*(x) quando t - co.

Vamos mostrar que equagbes do tipo (3.29) admitem como solugdes
estacionarias as g-Gaussianas [31]. Podemos interpretar (3.29) como uma
equacgao de continuidade, onde a mudancga temporal de P(x,t) é igual ao negativo

da divergéncia da corrente de probabilidade. Dessa forma, a EFP se torna:

P(xt) .
m +axj(x,t) 0, (3.31)
onde
j(x,t) = K(X)P(x,t) - D% P27A(xt). (3.32)
OP(x1) _

A solugédo estacionaria P*(x) € dada por 0, o que implica, a

partir de (3.31), que g—J=O, ou seja, | = f(t). Utlizando como condigdes
X

naturais de contorno P(x,t) - O para X — o, temos que j(X - *0,t) =0, o

que nos leva a j(x)=0. Assim, de (3.32):

K(X)P*(x)-D

* 2_q
u =0 (3.33)
dx

X
Considere as etapas abaixo, com V(X) :—J-K(X')dx' e constante de

Xo

integracao C positiva. A equacéo (3.33) se reescreve como:

*2—q

P 5o P ()Y 9dP" (x)

P (%) P" (%)

% K (x)dx = =(2-q)P (9 9dP’
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Zrvor= 27D (gta—cta

D -9
Logo:
+1-q - _ (1-q) 1-q
PT (X —D(z_q)V(x) +C (3.34a)
P*l_q (X) — Cl_Q|:1_ (]';q)l_V(X):l (334b)
D(2-qg)Cc
Definindo:
1
T TP 3.35
D(2-g)ct (3:33)
obtém-se:
P' (3 = C[1- B~V ()] g (3.36)

Verificamos assim que a EFP né&o linear (3.29) possui como solugéo
estacionaria a distribuicdo de maxima entropia para a Mecanica Estatistica
generalizada.

Note que, de (3.35), B > 0 se q < 2, de acordo com a analise anterior que

considerou a condi¢ao (g-2) > 0 para obtencao da solugao estacionaria. Podemos

constatar ainda que no limite q-1, 8= D_l, e a solucado estacionaria tem a

forma exponencial:
* 1
P (x) = Cexp{—BV(x)} (3.37)

Vamos considerar um caso muito importante de forga, caracterizada por
K(x) =a—-bx, com b > 0. Esta forma de forga corresponde a um potencial
quadratico cuja solugdo estacionaria para q =1, de (3.37), é a distribuicdo
Gaussiana. Este caso corresponde ao conhecido processo estocastico de
Ornstein-Uhlenbeck de reversdo a média [15].

Em analogia com a solugdo (3.24) para a E.F.P. (3.23), a solugao

dependente do tempo de (3.29) com K(x) =a—-bx é [32] :
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P(x,1) = Zi(t){l— BOIA- ) (x-x1)’] fowa (3.38)

Da equagao de Itd-Langevin (3.30), o valor médio X(t) satisfaz a:

dx _ —, .=
i K(x) =a-bx (3.39a)
Logo,
X(t) = % + [X(to) - %} exp(-b(t —to) , (3.39b)

com ty um instante inicial.

Assintoticamente, no limite t - « , (3.39b) fornece para o valor médio da

solugdo de equilibrio X(t) —>;<D:% . Assim, o termo de forga linear

K(x) =a-bx equivale a K(X) =—b(a—F), onde b é a taxa no tempo de

reversao a média de longo prazo x[. De (3.39b), vé-se que o termo constante na

expressao da forga linear K(x) tem o efeito de alterar o valor médio de longo prazo

da variavel estocastica.

Substituindo-se (3.38) em (3.29), obtém-se que Z,(t) deve satisfazer a:

1 dz¥0)
B-q) dt

+2(2-q)DB(tg)Z%(tg) ~bz> 9 =0  (3.40)

A solugao de (3.40) é obtida substituindo-se Zq t) = [Zq (t)]3_q ;

Zy(t) = Zq(to)[(1- Aq)exp(— ! _rtoj + Aq]%‘?"‘” (3.41)

1
b(3-q)

com r=

(3.42a)

. _ 2(2-q)DB(to)[Zg (to)]
q” b

(3.42b)
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A partir da dependéncia da constante de normalizagéo Z, com o parametro

3 dado em (2.16) obtém-se a relagcao abaixo:

A _ (Zq(to)] (3.43)

Bt) | Z,®

De (3.41) e (3.43) obtém-se que:

—(3-0) -(3-9)
{ﬂ(t)} 2 {_Zq(to)} q ={(1—Aq)exp[- (t'tO)}Aq} (3.442)
T

B(to) Zqy(t)

L] Y% =[] V2] ex { [ : }Aq{l exp[ “’—Tto)}}} (3.44b)

Substituindo os valores de 1 e A, dados por (3.42), obtéem-se:

(3
a0 =AY expto-at-)

q-1
+2Db (2~ 0)[ A(to) Z(to)] A {1-exp[-b(3-q)(t —tp)]} (3.44c)

A partir da dependéncia de (3.29) com o parametro q, fica evidente a relagao
entre a nao-extensividade associada a distribuicdo de Tsallis e a ndo-linearidade
da EFP. Esta nao-linearidade se traduz através das propriedades de difuséo
caracterizadas pelo comportamento no tempo do parametro de escala (3(t) (3.44c).

Esta equacédo pode ser utilizada como teste da evolucédo temporal de uma g-
Gaussiana estacionaria (com valor de q fixo).

Apresentamos na figura 3.2 os resultados da aplicagdo desta modelagem
para os dados de alta-frequiiéncia no mercado americano [34]. Os valores dos
parametros de (3.44c) encontrados foram D = 0,217 £+ 0,003 e b = 0,047 + 0,004,
com parametro ndo-extensivo estacionario 6timo das distribuicdes de retorno q =
1,64 + 0,02.
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Figura 3.2 — Evolugéo temporal do parametro B(t) para os dados do S&P 500
de julho de 2000 a janeiro de 2001 e previsdo de comportamento segundo a E.F.P.

ndo-linear (3.29) 6tima.

A expressédo (3.44c) independe do parédmetro de reversdo a média a
significando que o processo difusivo (alargamento da distribuigdo ao longo do
tempo) néo é afetado por este parametro.

No entanto, a taxa de reversdao a média b é crucial para a obtencdo da

solucao de equilibrio. No limite t -« , (3.34c¢) se reduz a:

_ b %3_51) 2 ~(@1) (3-9)
B* —(mj [B(to)Z(to)] (3.45)

Podemos também analisar o processo difusivo no limite de pequenos

valores do parametro b. Neste caso, (3.44c) se reduz a:

-(3-9) —(3-q)
B(t) 4 = B(to) 4 [1+2D(2-q)(3-a) B(to) 29 M)t ~tp)]  (3.46a)
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A equacao (3.46a) pode ser reescrita como:
A) = Ao+ _tO)r ] 7o (3.46b)
q

onde Iy é a escala temporal para obtengao do regime assintotico:
Mg = 2D(2- )3~ ) Ato) 29 (to) (3.47)

Para tempos “longos”, isto €, (t-to) >> 'y, obtém-se que:

/G(t) _ %j?,—q)
—— (-t 3.47
ﬁ(t ) ( O) ( )

Sendo B(t) equivalente a /\az(t) em (3.24), o resultado acima reproduz, no

limite de taxa de reverséao fraca, o comportamento encontrado em (3.26) no caso
de processo difusivo livre (K(x) =0).

Em resumo, mostramos que processos difusivos correlacionados podem
ser modelados por uma classe de equagdes de Fokker-Planck nio-lineares, nas
quais, tanto no caso livre quanto no caso de forga externa de reversdao a média,
fornecem qg-Gaussianas como solugdes invariantes por mudanca de escala
temporal.

De acordo com o valor do pardmetro de nao-linearidade q destas
equagdes, descrevem-se diferentes regimes difusivos. Em particular, para 1<q<3,
que é o caso de interesse para as aplicagbes no mercado financeiro desta
dissertacao, obtém-se processos superdifusivos, apesar das g-Gaussianas terem
variancia finita para q<5/3. Isto de deve a presenca de correlagdes de longo
alcance na dinamica do processo ( representada pela nao-linearidade do termo de

difusdo na EFP), que viola as condigdes do TLC.
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