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Distribuicdes de Probabilidade

2.1

Distribuicdo Gaussiana

Para uma caracterizagdo completa do processo estocastico seguido por
uma variavel aleatéria é necessario determinar algumas de suas propriedades,
como sua distribuicdo de frequiéncia de ocorréncia e a existéncia de correlagdes

na série temporal.

E comum utilizar como primeira aproximagdo ou primeira tentativa de
modelagem das distribuicbes empiricas uma distribuicio Gaussiana, ou
distribuicdo normal. Essa distribuicdo aparece em diversos fenédmenos na
natureza, e em particular em processos relacionados a difusdo normal ou
Browniana. A razao da presencga praticamente universal da distribuicao Gaussiana
se deve a ela emergir naturalmente como uma distribuicdo limite para processos
aleatdrios, como consequéncia do Teorema do Limite Central (TLC): a soma de
variaveis aleatdrias independentes com segundo momento finito € descrita pela
distribuicdo normal [14]. Esta formulagdo do T.L.C. pode ser estendida para
variaveis fracamente dependentes e para distribuicbes ndo muito heterogéneas,
isto €, onde ndo haja dominio da varidncia de uma distribuicdo em relagcao as das
outras. Sendo invariante por agregacdao de variaveis aleatérias, a distribuicao
Gaussiana é estavel. O TLC explica assim porque distribuicdes com segundo

momento finito convergem gradualmente para a distribuicdo estavel Gaussiana.

A distribuicdo Gaussiana ¢é caracterizada por dois parametros: média 1 e o
desvio-padrdo o. A notagdo para variavel x governada por uma distribuicdo

Gaussiana é X~ N(u,0) .

A funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria com distribuicao

normal € dada por:
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_ 1 i(x-uY
f(x —J\/Eexp{ 2[ p j} (2.1)

Usualmente considera-se a distribuicido Gaussiana padronizada, onde a

variavel aleatdria X tem média zero e desvio-padrao unitario.

Teremos assim:

PoQ:Q%;aqkéxﬂ. (2.2)

A variavel X pode representar uma variavel normalizada, obtida da

variavel original observada x a partir de:

x =2X"H 2.3)
g

Embora os valores |><I < 0 da parte central da distribuicdo possuam maior

probabilidade de ocorréncia, sdo as caudas das distribuicbes que fornecem
informagdes relativas aos valores extremos. Assim, em qualquer modelagem de
distribuicdo de retorno de pregos é fundamental a analise das caudas das
distribui¢cdes, pois permite estimar lucros e prejuizos relevantes para o mercado
financeiro.

Para verificarmos a probabilidade de ocorréncia de valores extremos em
um mercado regido pela distribuicao Gaussiana, apresentamos a tabela a seguir
que mostra a probabilidade P(|X| = n), que equivale, de acordo com (2.3), a
probabilidade de ocorréncia de um valor de retorno, descontada a média, ser
maior ou igual em valor absoluto a n vezes o desvio padrao histérico da série.

A partir da tabela 2.1 podemos concluir que a distribuicdo Gaussiana é
inadequada para analise do mercado financeiro. Por exemplo, a probabilidade
estimada de se observar uma flutuacao de pregos pelo menos 5 vezes maior do
que a flutuacao tipica o é de uma vez a cada 7 milénios, o que torna tal
observacgao praticamente impossivel. No entanto, valores de retornos desta ordem

tém sido observados nas séries reais, conforme ilustrado pela figura 1.4.
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n P(IX| = n) N Tempo

1 0,317 3 dias

2 0,045 22 1 més

3 0,0027 370 1,5 ano

4 6,3x10° 15.787 63 anos

5 57x10~" 1,7x10° 7 milénios

6 2,0x107° 51x108 2 milhdes de anos

Tabela 2.1 — A primeira coluna mostra valores de n de 1 a 6. A segunda coluna
mostra a probabilidade do médulo do retorno em relacéo ao valor médio ser maior
do que n vezes o desvio padréo, segundo a distribuicdo normal. A terceira coluna

apresenta esta probabilidade em numero equivalente N de eventos que se deve
observar para encontrar uma vez tal retorno. Considerando a ocorréncia de cada

evento em escala didria, a quarta coluna traduz este resultado em tempo de negdcio,

onde 1 més equivale a 22 dias de pregédo e 1 ano equivale a 252 dias.

Em geral, a frequéncia de ocorréncia de valores extremos nas séries
financeiras apresenta desvio quase universal da normalidade, sendo ordens de
grandeza maior do que a prevista pela distribuicdo Gaussiana. Diz-se que as
distribuicdes empiricas de retornos de pregos possuem “fat tails” ou ainda “heavy
tails” para designar distribuicbes com caudas mais longas do que a distribuicdo
normal.

Vamos a seguir analisar as propriedades de algumas distribuicdes que
foram utilizadas na modelagem de variaveis financeiras, principalmente de
retornos de precos. Elas servirdo como guias comparativos para o modelo

proposto na presente dissertagao.

2.2

Distribuicdo Log-Normal

Sendo a distribuicdo Gaussiana invariante por adicdo de variavel aleatdria,
€ solucao estacionaria da equacao diferencial do tipo (1.9) onde o ruido é aditivo.
Por outro lado, a distribuicdo Log-normal € invariante por multiplicagao de variavel
aleatdria, sendo assim util na analise de processos estocasticos com ruido
multiplicativo.

A distribuicao Log-normal surge no mercado financeiro a partir do modelo

padrao para a flutuacido de precos, no qual o retorno dos precos é descrito pelo
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movimento Browniano Geométrico,dado por (1.11) e que pode ser reescrito da

forma:
dS =S di+o § dW (2.4)

caracterizando um processo estocastico multiplicativo.

Utilizando-se o Lema de Itd [15] para mudanca de variavel estocastica

x, =logS,, obtém-se:
dx, = g'dt + g.dw, (2.5)

2

com dW, ~ N(O,dt) e ,u'=,u—%.
A equagao (2.5) corresponde ao movimento Browniano Aritmético, cuja
solucao para a distribuicdo de probabilidade da variavel estocastica x; no tempo t

é dada pela distribuicdo Gaussiana de média pt e variancia ¢*t:

_1(Bx -t

P(Axt)=0_fﬁexp{ Zt( - ” (2.6)

onde Ax;= X — Xo.

Da relagao entre distribuicdes por mudanca de variavel,

P(S)dS = P(x)dx 2.7)
obtém-se:

~ _ 1 S
P(S) = S P{log(goﬂ- (2.8)

Identificando Ax; = log S; — log Spou AX, = Iog(%j em (2.6), obtém-se a

distribuicdo de pregos na forma log-normal :


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0313431/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0313431/CA

Distribuicbes de Probabilidade 44

ey 1 _1(log(S/Sy) - ptY’
P(St)—a\/ﬁst exp Zt( . j (2.9)

Muitos estudos utilizam também a distribuigdo log-normal para a analise da
variavel financeira conhecida como volatilidade [13,16]. Para alguns mercados
financeiros, a distribuicdo de precos de fechamentoEIde acoes (de empresas ou de
indices de bolsas) normalizados pelo volume negociado, € muito bem descrita

pela distribuicao log-normal [17], como mostrado na figura abaixo.
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Figura 2.1- Gréaficos a esquerda (de cima para baixo): (a) série de precos de
fechamento das a¢des da Microsoft; (b) volume diario negociado; (c) série de pregos
de fechamento das ac8es normalizados pelo volume diario negociado. Gréafico a
direita: distribuicdo de precos de fechamento diario das acdes da Microsoft

normalizados pelo volume negociado e a distribuicdo log-normal aproximada [17].

Como vimos, a equagdo (2.5) descreve as variagdes logaritmicas dos
precos na escala temporal dt segundo o modelo padrdo. Por outro lado, dx;
equivale ao retorno logaritmico Z4(t), dado por (1.5). Assim, de (2.6), 0 modelo
padrdo também prevé que os retornos logaritmicos de pregos nas diversas
escalas temporais sdo descritos por distribuicdes Gaussianas com média e

dispersao proporcionais ao intervalo de tempo.

' Valor do indice de um ativo no final de um dia de pregao.
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Dados empiricos de retornos de precos, no entanto, apresentam
distribuicdes com caudas mais longas do que a da Gaussiana, como mostrado no
capitulo 1. Consequentemente, a distribuicho empirica de pregos (sem
normalizagao por volume de negociagéo) em geral ndo corresponde a distribuigéo
log-normal, (2.9) previsto pelo modelo padrdo. Vamos a seguir entdo analisar

outras distribui¢cdes “fat tailed” utilizadas na modelagem de variaveis financeiras.

2.3
Distribuicao de Lévy

Existem muitos processos na natureza que sao regidos por distribuicdes
de Lévy, como o ritmo cardiaco de individuos saudaveis ou a fotocondutividade
em semicondutores amorfos. Sua expressdo, na forma simétrica e com média

zero, é dada a partir da fungéo caracteristica [5]:
_ 15 a
L,(x) = ;J'exp(— JLe| )cos(qx)dq (2.10)
0

com parametro de Lévy a (0 < a < 2) e um fator de escala positivoy. Paraa =2 e
a = 1 temos respectivamente a distribuicdo Gaussiana e a Lorentziana.

O comportamento assintético da distribuicdo pode ser obtido a partir da
expansao para | x | >> 1 em (2.10). Considerando-se y = 1 e sendo I(x) a fungao

de Euler tem-se que:

18 (-)* M(ak+1 K i
La(|x|):—]—Tz( k') l(xla;l)sen[ ’ZT"}LOQXV"n ) (2.11)
k=1 .
1
La(IXI)~|X|M (0<a<2) (2.12)

Assim, para grandes valores de x, a distribuicdo de Lévy tem

comportamento em lei de poténcia. Verificamos também que o segundo momento:

<x? >=J' x°L, (X)dx= Ixzx‘(”+1)dxzj X dx (2.13)
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€ divergente para processos com 0 < a < 2.

As distribui¢cdes de Lévy sdo importantes porque sdo também distribui¢cdes
limites de processos envolvendo soma de variaveis i.i.d.. Segundo o T.L.C.
generalizado [18], uma distribuicdo com segundo momento divergente com cauda
em lei de poténcia dada por (2.12) converge para a distribuicdo de Lévy de
mesmo parametro o . Estas distribuicbes formam também uma classe de
distribuicdes estaveis, sendo invariantes por agregacao de variaveis aleatorias.

A importancia das distribuicbes Gaussianas e de Lévy para o mercado
financeiro deve-se a propriedade de que ambas possuem de serem invariantes
pela soma de variaveis aleatdrias fracamente dependentes.

Note que o retorno em escala temporal 2dt equivale a uma soma de

retornos sucessivos na escala dt :

Zoa(t) = log S(t+2dt) — log S(t) = [log S(t+2dt) — log S(t+dt)] + [log S(t+dt) - log S(1)]]

Zoai(t) = Zg(t +dt) + Zy(t) (2.14)

Assim, cada retorno de dois minutos € a soma de dois retornos sucessivos
de 1 minuto, cada retorno de cinco minutos é a soma de cinco retornos sucessivos
de 1 minuto, cada retorno de dois dias € a soma de dois retornos sucessivos de 1
dia, etc. Em outras palavras, retornos em escala temporal 7= n At, sendo At uma
escala temporal de referéncia, equivalem a variaveis formadas pela agregacao de
n variaveis aleatdrias da escala temporal de referéncia.

A andlise de Mandelbrot do mercado americano de algodao [4] mostrou
que a distribuicdo de retorno dos precos tinha mesma forma funcional para
diversas escalas de tempo, ou seja, as distribuicbes possuiam propriedade de
invaridncia por mudanca de escala temporal. Além disso, estas distribuicbes
possuiam caudas com comportamento em lei de poténcia, mais longas do que as
distribuicdes Gaussianas. Baseado nestas duas propriedades, ele sugeriu que as
distribuicdes empiricas fossem modeladas pelas distribuicbes estaveis de Lévy.

Mais recentemente, conforme podemos verificar na figura 2.2., a analise
de dados do S&P 500 [6] mostrou que as distribuicbes de retorno de alta
freqliéncia, quando reescalonados de forma conveniente, colapsam em uma

mesma curva mestra podendo assim ser modeladas por uma distribuicdo de Lévy.
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Figura 2.2 — Funcéo densidade de probabilidade para retornos reescalonados de alta
freqiéncia do S&P 500 em horizontes de tempo At = 1,3,10,32,100,316 e 1000

minutos [6].

A observacgéo das distribuigdes de retorno em diversas escalas temporais
T = n.At, sendo At uma escala temporal de referéncia, permite analisar a
convergéncia das distribuicbes empiricas a luz do TLC generalizado para a soma
de n variaveis aleatorias independentes. Portanto, propriedades de invariancia por
mudanca de escala temporal que sdo observadas nas distribuicbes empiricas de
retorno sugerem modelagem por distribuicbes estaveis. Espera-se assim que para
longos horizontes temporais as distribuicées convirjam para distribuicbes estaveis
Gaussianas, devido ao segundo momento finito das distribuicdes empiricas. Para
horizontes de tempo curtos, devido as caudas longas em lei de poténcia, podemos
observar também uma invariancia de curto prazo da forma funcional dos dados
empiricos devido a estabilidade das distribuicbes de Lévy. No entanto, esta
estacionariedade de curto prazo é quebrada, havendo uma transi¢ao (“crossover”)
do regime de Lévy para o regime Gaussiano de longo prazo, devido a finitude dos
dados reais.

Por outro lado, o TLC se baseia na hipétese de dependéncia fraca das

variaveis aleatérias, que no caso do mercado financeiro é violada em escalas de
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tempo intradiaria ultra-curtas, como mostrado através da figura 1.8 para a
correlacéo linear de retornos. A existéncia de correlacdo temporal entre dados
sucessivos retarda a convergéncia segundo o TLC, permitindo ainda a
observacdao de novas formas de distribuicoes estaveis em horizonte temporal
intradiario. As distribuicdes de Tsallis, que recentemente modelaram os dados de
altissima frequéncia do mercado americano, mostrado no capitulo 1, sao
exemplos de distribuicbes estaveis em uma dinamica de pregos com correlagao,
como sera mostrado no capitulo 3. Estas distribuicbes terdo suas propriedades

basicas descritas a seguir.

2.4

Distribuicao de Tsallis

Em problemas tradicionais da mecanica estatistica de equilibrio, a energia e
a entropia sdo quantidades extensivas. Para que estes resultados sejam validos &
necessario que diferentes regides do sistema sejam independentes. Existem
sistemas com interacdo de longo alcance, no entanto, para os quais ndo é
possivel assumir esta independéncia como por exemplo, estrelas interagindo sob
a influéncia da atragédo gravitacional. Da mesma forma, sistemas complexos cujo
estado fundamental €& altamente degenerado ou que possuem memoria
microscopica de longo alcance apresentam tempo de relaxagdo ao equilibrio
muito longo e ndo podem ser na pratica descritos pela mecanica estatistica
extensiva de Boltzmann-Gibbs (BG).

Recentemente, foi proposto [19] um formalismo para a analise desses
sistemas baseado em uma mecéanica estatistica ndo-extensiva. Deste formalismo,

emerge a distribuicdo de probabilidades dada pela equacéao (2.15) abaixo,

1

p,(¥) = (2, )[1- BEL-q)x]e (2.15)

na qual o indice g € um parametro real que caracteriza a estatistica ndo-extensiva
do sistema, 3 € um parametro de escala e Z, é a constante de normalizacg&o.
O indice + em (2.5) indica que p4(X) = 0 se a expresséo entre colchetes é

nao-positiva, 0 que so ocorre se g < 1. Neste caso, tem-se uma distribuicdo com

cauda nula a partir do valor |Xyax IF [ﬁ(l—q)]_%. Para a descrigdo das
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distribuigcdes de preco portanto, s6 consideraremos casos onde q=1. Para1<q<

{ }

r{ (3—q)}
2(q-1)

Estas distribuigcdes sdo conhecidas como distribuicdes de Tsallis ou ainda

q (1<q<3) (2.16)
T

g%
Z_lz{ﬁ(q 1)}

como g-Gaussianas. A obtencgdo destas distribuicdes a partir do formalismo nao-
extensivo sera justificada no capitulo 3, mas aqui apresentaremos algumas de
suas propriedades.

Ao modificar o parametro g, mantendo-se o parametro de escala B fixo,
verificamos (ver figura 2.3) que este controla a forma da distribui¢cdo, tornando-a
mais plana quanto maior seu valor. No limite superior do parametro, q=3 tem-se
uma distribuicdo totalmente plana. Assim, para valores do parametro q = 3, a

condicdo de normalizagcdo nao é satisfeita.

0.67

0.5
0.4
y 0.3

0.2

Figura 2.3 — Distribuicéo de probabilidade p4(x) para varios valores de 1<q<3 (B=1):
g=1,1 (azul), g=1,5 (rosa), q=1,7 (verde), g=2,0 (marrom) e q=2,5 (vermelho).

O caso particular g=2 representa a distribuicdo Lorentziana. Podemos
também facilmente verificar através das etapas seguintes que a distribuigcdo de

Tsallis possui como limite do parametro q - 1 a distribuicdo Gaussiana. De (2.15),
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P, ()& =z 91— ga-q)x’ (2.17a)
(1-g)Inp,(x) = A-g)InZ,* +Infi- BA- )] (2.17b)
Inp,(x) OInZ, ™ - BX? (q-1) (2.17¢)
p, (%) = Z, * expl- 5x?) G -1) (2.17d)

Analogamente, no limite de x <<1, as distribuicbes de Tsallis (2.15) se

comportam como uma Gaussiana :

p, (%) = Z, “expl- 5x?) (2.18)

O outro parédmetro da distribuigdo, B, controla a largura, e
consequentemente, pelo vinculo de normalizagdo, a altura da distribuicdo. A
influéncia deste paradmetro é ilustrada através da figura 2.4: dado um q fixo,

quanto maior o valor de 3, mais alta e estreita fica a distribuigéo.
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Figura 2.4 — llustracdo do comportamento da g-Gaussiana (g = 1,5) de acordo com o
parametro B: =1,0 (azul), B =3,0 (rosa), p =5,0 (verde), B =10,0 (marrom) e B =30,0 (laranja).
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A relacdo entre o parametro B e largura da distribuicdo pode ser obtida

através da variancia das q-Gaussianas dadas por:
<x2>—<x>2 :J-xzpq(x)dxza2 (2.19)

Substituindo-se a equagéao (2.15) em (2.19) obtém-se que:

2___ 1 5
-3 (a< %) (2.200)
g% o (az %) (2.20b)

Logo, de (2.20), encontra-se que o parametro [3 caracteriza-se por um
parametro de escala, sendo inversamente proporcional a variancia da distribuicao,
no caso de ela ser finita.

Assintoticamente a distribuicdo de Tsallis com g > 1 tem comportamento

em lei de poténcia. De (2.15), com x >>1:

-2
pg(¥) = x4 =7 2.21)

Comparando-se (2.21) com o comportamento assintético em lei de poténcia
da distribuicdo de Lévy (2.12), chegamos a relagéo entre os parametros q de
Tsallis e a de Lévy para que as duas distribuicdbes tenham decaimento com

mesma lei de poténcia:

_3+a (2.22a)
l+a
ou
a="9 (2.22b)
q-1

Para parametro a correspondente ao regime de Lévy (0<o<2), obtém-se
parametro de Tsallis 5/3 < g < 3, consistente com o resultado de variancia
divergente obtida em (2.20b).
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Apesar de mesmo comportamento assintético em lei de poténcia, as
distribuicdes de Tsallis e de Lévy possuem formas diferentes. A comparagéo entre
estas distribuicdes com parametros q e a dados por (2.22) é mostrada na figura a
seguir, em grafico linear, ilustrando a diferenga significativa de comportamento

das duas distribuicdes.

T i e = = = —
q Z 2 4 -4 ] [a] 2 Ll
i
in ol q=2.5
aj/ |
., /) |
e — e e DT == e b
4 2 [ 3 4 4 3 [ 2 4

Figura 2.5 — Distribuicdes de Tsallis com 5/3 < q < 3 (linha pontilhada) e de
Lévy com 0 < a < 2 (linha cheia) [20]. Parametros (q,a) relacionados por (2.22)
de forma que as duas distribuicdes possuam decaimento em lei de poténcia

com mesmo expoente. As distribui¢cdes coincidem para g=2 (Lorentziana).

Assim, na regido de parametros 5/3 < q < 3, as g-Gaussianas tém segundo
momento divergente e convergem por convolugdo, de acordo com o TLC
generalizado, para a distribuicdo de Lévy com parametro a satisfazendo a (2.22b).
Por outro lado, de (2.21), g-Gaussianas com parametro q < 5/3 tem decaimento
em lei de poténcia mais forte (& > 3), possuem segundo momento finito (2.20a) e
consequentemente, tém como distribuicao limite, por convolugdo, a distribuicdo

Gaussiana (0=2).
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Para q < 1, lembramos que a expressao (2.15) é nula a partir de um ponto
de corte. Portanto, nesta regido de parametro nao-extensivo, as g-Gaussianas
também evoluem para a distribuicdo Gaussiana.

Desta forma, as g-Gaussianas permitem unificar os regimes Gaussiano e
de Lévy em um unico formalismo, sendo qc = 5/3 o limite entre os dois regimes,

como representado no diagrama a seguir:

— o0 1 5/3 2 3 q
~ Variancia Finita Variancia Divergente -
—Regime Gaussiano Regime de Lévy -

Cauda em Lei
de Poténcia Forte Cauda em Lei de Poténcia Suave -
(Cauda Nula) (Cauda Curta) : (Cauda Longa)

00 3 2 1 0o

Figura 2.6 - Diagrama do comportamento das g-Gaussianas de acordo com o
pardmetro q de Tsallis. O pardmetro d descreve o decaimento assintético em lei de

poténcia (2.21)

2.5

Distribuicdes Truncadas

Algumas distribuicbes apresentadas possuem desvio padrdo divergente,
mas os sistemas fisicos reais possuem desvio padrao finito. Ao modelarmos um
sistema com essas distribuicdes, devemos realizar um truncamento apds um
determinado valor da variavel aleatéria, para tornar o desvio padrao finito. O
truncamento pode ser abrupto ou gradual, e é realizado conforme (2.23), sendo C
um fator de normalizagdo, P(x) a distribuicdo original e f(x) a fungdo de

truncamento.

R (x) = CP (x)f (x) (2.23)
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O truncamento mais simples é o truncamento abrupto com funcao de
truncamento dado por (2.24), onde xc € o ponto limite a partir do qual efetiva-se o

truncamento. p

1 X < %
f(x) =< (2.24)

0 |)<|>xC

As distribuicdes empiricas também podem ser modeladas através de um
truncamento gradual, utilizando por exemplo fungdo de truncamento exponencial

da seguinte forma:
1 X < %
f(x) =< (2.25a)

s e

com B, & e xc parametros a serem determinados. Quanto menor o valor de &, ou

maior o valor de B, mais forte o truncamento.
O truncamento gradual pode também ser feito através de uma fungao de

truncamento em lei de poténcia da forma:

-

1 X < %
f() =/ (2.25b)

(X —xc)™" X > %

\

com Xxc e n > 3 parametros a serem determinados. Quanto maior o valor de n,
mais forte o truncamento.

Ambos os tipos de truncamento (2.24) e (2.25), por gerarem distribuicdes
com variancia finita, irdo convergir para uma distribuicdo Gaussiana em escala de
tempo longa.

O retorno diario de pregos do IBOVESPA entre 1986-2000 foi modelado
[21] utilizando a distribuicdo de Lévy com truncamento exponencial nas caudas
(ver figura 2.7) ou seja, truncamento dado por (2.25) com B=1. Obteve-se ainda
convergéncia para o regime Gaussiano em aproximadamente 20 dias (ver figura
2.8).
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(b) '
Figura 2.7 — Grafico semi-logaritmico da distribuicdo acumulada de retornos diarios
normalizados do IBOVESPA entre 1986-2000. Obtém-se cauda exponencial com

parametro 1/8=1.7 [21]
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(b) Normalised Returns

Figura 2.8 — Comparacéao da distribuicéo de frequéncia de retorno normalizado
diario do IBOVESPA com a distribuicdo Gaussiana de desvio padrao unitario para

janela temporal maior do que 20 dias. [21]

Um dos objetivos desta dissertacdo é similar: modelar a distribuicdo de
retorno de precos do IBOVESPA, assim como a evolugdo temporal das

distribuicdes, porém, na escala intradiaria.
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