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5
Filtro de particulas

Este capitulo trata da apresentacdo do filtro de particulas em seus conceitos
bésicos. O filtro de particulas ¢ um método numérico de integragio. E adequado
para lidar com problemas ndo lineares e ndo Gaussianos. Desde a década de
sessenta, grande atencdo tem sido devotada a estes problemas. Entretanto somente
com o aumento do poder computacional foi possivel tornar o seu uso mais
corrente. Um dos objetivos desta pesquisa ¢ analisar a sua aplicagdo a modelos de
aprecamento de ativos financeiros. Este capitulo estd organizado desta forma: a
primeira se¢do faz uma introdugdo situando esta metodologia dentro do contexto
da disciplina de estimacdo de componentes ndo observaveis; a segunda se¢do
apresenta os conceitos basicos; a terceira e quarta segoes definem a amostragem
por importancia e a amostragem por importincia seqiiencial e a quinta se¢do
mostra o algoritmo do filtro de particulas. Os conceitos aqui apresentados estdo
baseados em Doucet, de Freitas e Gordon (2001). Foi mantida a notacdo dos
artigos técnicos que tratam dos métodos seqiienciais de Monte-Carlo como pode

ser observado nas inumeras referéncias listadas ao longo do capitulo.

5.1
Introdugao

Em varios ramos do conhecimento ¢ comum o problema relacionado a
necessidade de estimar uma varidavel desconhecida ou ndo observavel a partir de
um conjunto de dados. Também ¢ freqiiente que estes dados ou observagdes sejam
gerados em tempo real e desejavel que a estimacdo seja feita em tempo real. Na
grande parte dos casos ¢ conhecida a distribuicdo anterior (ou a priori) do
fendmeno ou da variavel ndo observavel. Com o uso do Teorema de Bayes ¢
possivel calcular a distribui¢do posterior (a posteriori). Este distribui¢do permite a
inferéncia sobre a variavel que se deseja estimar. Em resumo, trata-se do mesmo

problema que o filtro de Kalman aborda. O filtro de Kalman pode ser visto como

um caso particular em que o modelo ¢ linear e as distribuicdes das variaveis de
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estado e observagdo sdo Gaussianas. O filtro de Kalman é a solu¢do analitica
exata para problemas Gaussianos. No capitulo anterior foi apresentado o filtro de
Kalman e mostrou-se que em seu algoritmo apenas os dois primeiros momentos
da distribui¢do das variaveis de estado sdo relevantes. A aplicabilidade do filtro de
particulas esta relacionada aos mesmos problemas de controle em sistemas
dinamicos que trata o filtro de Kalman. Entretanto, aborda uma classe mais ampla
de problemas, pois ndo tem as mesmas restricdes do filtro de Kalman. Por outro
lado, possui a desvantagem de ser computacionalmente muito mais intenso.
Exemplos de aplicacdes do filtro de particulas sdo diversos no ramo da
engenharia. Esta pesquisa propde o seu uso para estimar variaveis de estado nao
observaveis em mercados financeiros. Um simples exemplo ¢ o caso da
volatilidade de ativos. Esta variavel nio ¢ diretamente observada no mercado. E
extraida das séries financeiras sendo dispensavel ressaltar sua importancia para os
mercados. A cada nova informagdo do preco de um ativo financeiro que
normalmente, vem corrompida por um ruido, este parametro pode ser filtrado e
estimado em tempo real. Outro exemplo esté relacionado aos mercados futuros de
commodities. A cada nova informacao de prego de negociagdo no mercado futuro
para uma commodity, o preco a vista que, via de regra, ¢ ndo observavel, pode ser
estimado.

Portanto, em caso de Gaussianidade, como dito acima, existem solugoes
fechadas para a distribuic@o posterior e este conjunto de equagdes recursivas ¢ o
filtro de Kalman.

Entretanto, nem sempre os fendomenos podem ser tratados por modelos
lineares. Uma solugdo sempre a vista € linearizar tais modelos para que possa
recair sob condi¢des mais faceis para se trabalhar. E o caso do filtro de Kalman
estendido. Ainda mais, nem sempre € possivel trabalhar com modelos Gaussianos.
Ou seja, os modelos Gaussianos restringem o conjunto de fenomenos que podem
ser analisados. A ndo linearidade e a ndo Gaussianidade sdo propriedades
comumente encontradas. Nestes casos a determinagdo da distribuicdo posterior
depende de intensos calculos numéricos para ser determinada, uma vez que nao ha
solucdo analitica fechada. Esquemas de aproximacdes numéricas tém sido
pesquisados nos ultimos trinta anos com esta finalidade. Pode-se citar o filtro de

Kalman estendido e métodos baseados em grids, dentre outros.
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Os métodos seqiienciais de Monte-Carlo (MC)' destacam-se com vantagens
sobre os demais no que se refere ao calculo da distribui¢ao posterior. Além disso,
o aparecimento de computadores potentes possibilitou o rapido crescimento desta
disciplina. Os algoritmos seqiienciais de MC apareceram na literatura sob diversas
denominagdes: filtros bootstrap, condensagao, filtro de particulas, filtro de Monte-

Carlo. Aqui todos serdo tratados por filtro de particulas.

5.2
Definicdes basicas?

Seja {xt,te N} a variavel de estado, ndo observavel, que segue um
processo de Markov. Seja y,,te N} a variavel observavel. Ainda sejam p(x,) a
distribuicao inicial da variavel de estado e p(xt|xH) a equagao de transicdo que
descreve a evolugao da varidvel de estado. A distribui¢ao marginal da variavel de
observacdo ¢ dada por p(yt|xt) . Ou seja, as observagdes y,,te N } sao
condicionalmente independentes dado {xt ,te N}. Em resumo:

p(X,) .... distribui¢do inicial da varidvel de estado,

p(xt|xt_1) .... equagdo de transi¢do da variavel de estado,

p(y, |xt) .... distribui¢do marginal da varidvel de observacao.

Dentro do ambiente Bayesiano toda informagdao relevante sobre

{XO,XI,...Xt} dadas as observacOes até t, podem ser obtidas a partir da
distribuicao posterior p(xo,xl,...,xt|y1,y2...yt). Em varias aplicacdes hd o

interesse em determinar recursivamente, em tempo real, esta distribuicao,

y,..). Além disso, deseja-se saber a distribui¢do marginal p(x,

p(XO:t YI: t)

conhecida como distribui¢do filtrada. Ainda mais, deseja-se saber valores

esperados tais como:

1(£) = [f.(x0. P, Jy1 D, (69)

' Veja em Doucet, Godsill e Andrieu (2000) uma resenha sobre os métodos seqiienciais de
Monte-Carlo.
% Doucet, de Freitas e Gordon (2001) apresentam uma coletanea de artigos relevantes sobre

os métodos seqiienciais de Monte-Carlo.
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onde f :R" — R & integravel com respeito a p(X,.,|y,,). Assim

estabelecido, o problema acima ¢ conhecido como problema de filtragem
Bayesiano ou problema 6timo de filtragem. Veja em Tito (2003), capitulo 2, um
resumo sobre o estado da arte da estratégia Bayesiana de aprendizado.

Em um instante de tempo t qualquer, o Teorema de Bayes fornece a

distribuicao posterior:

p(yl: XO: )p(x )
PX Y1) = DR (70)
J‘p(ylz t XO :t)p(XO: t)dXO: t
Ainda pode-se obter uma féormula recursiva para avaliar a distribuigdo
posterior:
PY o [X s )P(X X))
P(Xg. 11 [Y1:11) = P(Xg. (Y1) —— 1| - t 1| t (71)
PCY e [Yir: )

A distribuicdo marginal p(x,|y,.,) também pode ser obtida de forma

recursiva a partir das seguintes equagoes:

PX|Yy. ) = jp(xt|xt—l XY o)dx (72)
( ) (Y [XOP(X(|Y1. 1) 73)
p(X,|y,.) =
[Py [xopCxJys. )dx,

A eq. (72) é a equacdo de previsao e a eq. (73) € a equagao de atualizagdo.
Estas duas equagdes constituem a base dos algoritmos seqiienciais de Monte-
Carlo.

Quando as equacdes de transicdo e observagdo sdo lineares e as
distribuicdes sao Gaussianas as integrais em (72) e (73) possuem solugao analitica

fechada. A solucgao 6tima obtida ¢ exatamente o filtro de Kalman.

5.3
Amostragem por importancia

O célculo da integral em (69) é fungdo da densidade posterior. Da mesma

forma, toda a descri¢do da varidvel ndo observavel {xo:t,te N} ¢ obtida da

densidade posterior. Dentro do ambiente Bayesiano a distribuicdo posterior

desempenha papel fundamental.
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A excegdo de casos lineares e Gaussianos, o calculo da distribuigdo
posterior ¢ dos estimadores Bayesianos sdo proibitivamente complexos. Para
transpor esta dificuldade o filtro de particulas adota uma abordagem baseada em
simulacdo cuja técnica basica ¢ denominada amostragem por importancia. O
objetivo ¢ estimar a densidade de probabilidade posterior e a idéia central do filtro

de particulas ¢ representar tais densidades por conjunto de particulas.
Adota-se uma distribui¢do m(X,. t‘yh ) denominada distribui¢do por

importancia. A amostragem sera feita a partir desta distribuicdo e geradas

amostras iid. Assim, seja a integral em (69):
I(£,) = [£,(x,, )P(x,.,
E valida a seguinte identidade:

jft (XO: t)p(XO: t yl: t)dXO: t
j‘p(XO: t yl: t)dXO: t

yl: t)dXO:t

I(f,) =

Multiplicando e dividindo por n(x,.,|y,.,) numerador e denominador:

yl:t)

yl:t)
n(XO:tylzt)

yl:t)

p(XO: t

J£.x0. 0

n(XO: t yl: t)dXO: t

TE(XO:t

I(f,) =

jp(XO:tylzt) dXO:t

n(XO:t

YI:t)
YI:t)

p(XO: t

Definindo o(x,. )= resulta em:

TC(XO: t

fft (Xo; Jo(X,, (X, ,
Jootxg. omtx,.

onde o(X,.,) ¢ denominado peso de importancia. Um estimador da integral

yl: t)dXO: t
yl:t)dXO:t

I(f,) = (74)

em (74) ¢ dado por3 :

N . .
L2 F () o(xy)

0:t N . (i)
() == = 2 L))o,
N 2j=1 (’O(XOJ: t

3 N representa o numero de particulas. Veja em Fox (2001) critérios para determinar o

numero N de particulas e ajusta-lo com o transcorrer do tempo.
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(i)
() o(Xy!

t N .
2 oxy),

condigdes fracas, a lei forte dos grandes numeros ¢ aplicavel, isto ¢,

onde ® sdo os pesos de importancia normalizados. Sob

. ae
L (f)—>I(f).
O método acima apesar de ser um método genérico de integracdo de Monte-

Carlo (MC), ndo possui uma forma recursiva.

5.4
Amostragem por importancia sequencial

Seja o caso em que a distribuicdo por importancia em t ¢ obtida da

distribuicao por importanciaem t—1:

(X, (|¥1. ) = T(Xq. [V o)X Xo. 5¥0: ) (75)

Recursivamente pode-se obter:

n(XO:tyl:t):n(XO)H n(xk‘XO:k-l’yl;k) (76)

k=1

Agora os pesos de importancia sdo obtidos por:

«(0) i) p(y |x{")p(x{’
(0)) =0

¢ £l Ry
(1) | ()
(X, [Xg: 15 Y1. )

x1)

(77)

A escolha da distribui¢ao por importancia ¢ essencial pois ela determinara a
eficiéncia e a complexidade do filtro de particulas®.

Se for adotada como distribui¢do por importancia a distribui¢do posterior,

entdo a distribui¢do por importancia serd dada por n(x,. ,[y,.,) =p(X,[Xy. > ¥;.()-
Seria a condi¢do do caso otimo no sentido de que a varidncia dos pesos por
importancia ¢ minimizada e em conseqiiéncia melhores estimativas podem ser

alcancadas. Entretanto, o célculo dos pesos ¢ muito complexo pois envolve a

avaliagdo de p(yt‘xt_l,yh 1) através de integracdes onerosas. Este fato exclui a

distribuigdo posterior como uma boa candidata para ser usada como distribuigdo

por importancia.

* Veja em Huang e Djuric’ (2002) uma proposta de distribui¢io por importancia hibrida.
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Se for adotada como distribuigdo por importancia a distribui¢do anterior (ou

a priori), a eq. (76) transforma-se em:
t
(X, [y, ) =px) T px,[x,.) (78)
k=1

Trata-se de uma situacao especial, pois ¢ de facil implementacao. Quando a
distribuicdo por importdncia ¢ a distribuicdo anterior, a amostragem por
importancia recebe a denominagdo de amostragem por importancia seqiiencial.

Neste caso os pesos por importancia sao dados por:

%(1) @)

o, =0 p(y/x\") (79)

Agora a fungdo p(y,|x\”) é a fungdo de verossimilhanca em t, que ¢é

relativamente facil de calcular. A desvantagem do seu uso ¢ que ela ndo carrega
nenhuma informacdo das observagdes e assim as particulas geradas podem ser
oriundas das caudas da distribui¢ao posterior. Desta forma, com o transcorrer do
tempo o sistema degenera-se rapidamente. Em outras palavras, a varidncia

incondicional dos pesos de importancia aumenta com o tempo.

5.5
Estratégia de reamostragem e o filtro bootstrap

A amostragem seqiiencial por importancia acarreta a degeneracdo do
procedimento. A solu¢do adotada para evitar este problema foi criar uma etapa
adicional. Trata-se da etapa de selecdo ou de reamostragem. Uma vez calculados
0s pesos por importincia, antes de fazer a evolucdo para o instante seguinte, ¢
realizada a selecdo. As particulas de maior peso (maior importincia), sio
selecionadas. De acordo com o seu peso ¢ realizada uma nova amostragem (da
distribuicao anterior). Assim, as particulas de maior importancia dao origem a um
maior numero de particulas. As particulas de menor importancia desaparecem e
ndo originam “descendentes”. Este procedimento ¢ denominado filtro de
particulas bootstrap (FPB). Ao amostrar proporcionalmente a verossimilhanca, o
filtro de particulas (FP) focaliza nas regides da distribuicgdo onde a
verossimilhanga ¢ maior, ou seja, onde as boas aproximagdes significam possuir
maior importancia. As principais vantagens do FPB sdo: (i) facilidade de
implementagao; (ii) modularidade (basta atualizar a densidade por importancia e o

peso por importancia); (iii)) € paralelizavel, (iv) a etapa de reamostragem
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independe da complexidade do modelo e ndo requer nenhuma alteragdo; (v) a sua
aplicabilidade prescinde das condi¢gdes de linearidade e Gaussianidade do modelo
que estéd sendo analisado.

A presenca de outliers nas amostras acarreta problemas para o uso do FPB.
Para contornar este problema foram desenvolvidas extensdes para o FPB tais
como o filtro de particulas auxiliar ou ainda a inclusao de um estagio Monte-Carlo
Cadeia de Markov (MCCM) apos a selegdo das particulas. A introducdo da etapa
MCCM faz com que haja um choque aleatério na posicdo das particulas.
Procedendo iterativamente buscam-se posicdes ou densidades que aproximam

melhor a densidade posterior. O método MCCM considera cada densidade de
filtragem p(xt|ym) como uma densidade objetivo p(x) a qual precisa ser
aproximada numericamente. Admita que as condi¢des necessarias para esta

convergéncia sejam satisfeitas. Pode-se escrever que a densidade a priori (ou

distribuicdo por importancia) ¢ tal que

TC(Xt|Xt—1) = g(xt Xt—l)a‘(xt|xt—l)

onde g(xt|xt_l) ¢ o nucleo de transi¢do e oc(xt|xt_1) ¢ denominada

densidade de aceitagcdo. A fun¢do do nticleo de transi¢do ¢ gerar um conjunto de

particulas candidatas {xf(i) }i:lN a partir do conjunto {xﬁ?l }ile. A fungdo da

*(i)

probabilidade de aceitagdo ¢ aceitar as amostras candidatas X

ou rejeita-las.

(

O da iteragdo anterior.

Rejeitando-as equivale a preservar as amostras x
O ntcleo de transi¢do ¢ um processo aleatorio definido por
X, =X, +§, (80)
onde g ¢ um ruido branco. A probabilidade de aceitagdo ¢ dada por

Metropolis (1953) e Hastings (1970)
Px, )T, (XX, }

(81)

OC(Xt|Xt—1) ={1 ’ p(Xt)TCg (X1|Xt—1)

onde ng(xt|xH) ¢ a densidade definida por g(xt|xH). Na préatica

determina-se a amostra candidata {xf(i) }ile a partir da amostra da iteragdo
anterior {x?_)l }i:l « usando a eq. (80), isto €

X0 =xO+e,  pai=l.,N ®2)
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Posteriormente cada amostra candidata ¢ aceita ou rejeitada de acordo com

A x@ g u<
x!’ :{ t P (83)

x caso contrario

p(XEI—)I )Ttg (XEI—)I

p(x; " )m, (x7

x:)

()
t-1

sendo u~ U(0,]1) e p=

para i=1,...,N (84)
X

()

Assim o conjunto de particulas aceitas {xt_l }i:lN se torna distribuido de

acordo com p(x). ApOs varias iteragdes usando as equagdes (82), (83) e (84)

espera-se que as particulas {xﬁl_)l }ile se localizem em regides de alta

probabilidade p(x), sendo portanto, uma aproximacao eficiente de p(x). Veja em

Doucet, de Freitas e Gordon (2001), no capitulo 6, detalhes sobre a metodologia
reamostragem-evolu¢do (resample-move). Também veja em Tito (2003) detalhes
do algoritmo MCCM bem como a obtencdo da densidade posterior usando a
tecnologia dos algoritmos genéticos.

Como foi dito anteriormente, a amostragem por importancia seqiiencial
fatalmente degenerard. A idéia da reamostragem ¢ eliminar as particulas com
pequenos pesos normalizados. Desta forma, ocorre uma selecdo pelas particulas
de maior peso ou de maior importincia. Uma medida da degeneragdo do

r

algoritmo ¢ o tamanho efetivo da amostra (N ) apresentado em Kong, Liu e

Wong (1994):
N

Va0 (x,, )

(85)

eff

Nao ¢ possivel avaliar precisamente N, entretanto pode-se obter uma

aproximagdo N, para o valor de N, . Esta aproximagao ¢ dada por

~ 1
N =7
2 (@)’

Pode ser feita na etapa de reamostragem uma avaliagdo do tamanho efetivo

(86)

da amostra. Quando a variancia dos pesos ¢ grande, o tamanho efetivo ¢ pequeno
indicando a necessidade da reamostragem. Quando a varidncia ¢ pequena o
tamanho efetivo da amostra ¢ grande. Neste caso, ¢ dispensavel a reamostragem.

Portanto, € possivel exercer um controle sobre a operacdo de reamostragem.
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O quadro abaixo resume as principais etapas do algoritmo do filtro de

particulas bootstrap.

Filtro de Particulas Padrao

1. Inicializagao

Tome um conjunto de particulas da distribuigdo anterior p(x,) e obtenha
(x19,00), i=1..N|

Faca t =1

2. Etapa de Avaliacao

a) Calcule os novos pesos

(i)

(i) *#(1) -
(Dt—l oc wt—zp(yt_l Xt—l 1= 1,. . .,N

b) Normalize os pesos

(i)
~ o, .
(DEI_)IZ? 1:1,...,N
(€)
j=1 O)t—l

3. Etapa de reamostragem ou sele¢ao

Reamostre x!" com probabilidade ®'”,, obtendo N particulas aleatérias iid x!”,

aproximadamente distribuidas conforme p(x,|y,.,).

Faga @’ =L  1=1...,N
4. Etapa de Evolugao
Avance os estados no tempo de t-1 para t usando a equacgdo de evolugdo dos

estados x," ~ () =p(x, | x!") parai=1,...,N

5. Retorne a etapa 2.

Quadro 5 — Algoritmo do filtro de particulas



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124838/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0124838/CA

Filtro de particulas 95

Primeiramente amostre N particulas aleatoriamente da distribui¢do p(x,).
Denomine estas particulas de candidatas a representantes da distribui¢cao posterior

no instante t—1 denotando-as por x| ,. A segunda etapa consiste em avaliar estas

particulas, é a etapa da avaliagdo. Para tal, calcule o correspondente valor y:)
conforme a equagdo do modelo. Considere que neste instante t—1 seja observado

um valor de y, . Verifique o quao proximo este valor esta dos valores oriundos

do modelo, isto ¢ calcule a verossimilhanga p(y,|x;,). Com isso, 0 peso por

importancia pode ser calculado, normalize os pesos obtendo ®'”, . As particulas de
maior peso representam as regides de maior importancia da distribuicdo. A
terceira etapa ¢ a de selecdo. Reamostre da distribui¢do anterior p(xt|xt_1) N

particulas de acordo com os pesos ®'”, . Obtenha entdo as particulas que em t—1

(i)

representam a distribui¢do posterior, denomine-as por x,”,

agora elas possuem
pesos + . A ultima etapa ¢ a de evolugdo. Obtenha a partir da distribuicdo
p(xt|xt_1) (equacdo de transi¢do) as particulas candidatas a representar a

distribui¢do posterior no instante t, denomine-as de x;, agora repita o

procedimento, e prossiga até T.
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