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Derivagao dos modelos

Este capitulo apresenta a derivagdo de todos os modelos que serdo
analisados. Basicamente serdo desenvolvidos trés casos distintos. Destes casos
serdo extraidos os modelos que serdo estudados nesta pesquisa. Derivar o modelo
significa obter a expressdao do pre¢co futuro de um contrato, com vencimento
definido, sob a medida neutra ao risco ou medida martingal equivalente (MME).
A suposic¢do inicial é que sd@o conhecidos os tipos de processos estocasticos para
as variaveis de estado (ou componentes ndo observaveis). O nimero de variaveis
de estado define o niimero de fatores do modelo. Assim, os modelos de dois
fatores possuem duas varidveis de estado, que ndo s3o observaveis, € assim
sucessivamente. O prego futuro sera fungdo do tempo de maturagdo do contrato e
das variaveis de estado. O objetivo ¢ definir uma equagdo para o prego futuro para
que seja possivel comparar os pregos do modelo, assim obtidos, com os dados
reais do mercado. A condigdo fundamental utilizada é aquela que considera os
mercados livres de arbitragem. Desta forma ¢ possivel obter a equacao para os
pregos futuros.

Este capitulo foi organizado da seguinte forma: a proéxima secdo apresenta
uma introducdo mostrando os modelos que serdo analisados; a segunda se¢do faz
uma breve introducdao aos trabalhos de Duffie e Kan (1996) e Duffie, Pan e
Singleton (2000) expondo a abrangéncia das transformadas (aqui denominadas
transformadas DK e DPS) e a abrangéncia dos processos de difusdo afins com
saltos; a terceira se¢do apresenta a formulacao analitica das transformadas; as duas
segOes subseqiientes tratam, cada uma, das transformadas DK e DPS e,
finalmente, seguem-se as secdes com a derivagdo dos modelos dos pregos futuros.
Ao final ¢ dedicada uma secdo para cada modelo. As proximas quatro se¢des sao

baseadas no artigo de Duffie, Pan e Singleton (2000).
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3.1
Introdugao

O modelo de Schwartz e Smith (2000) sera denominado de Modelo Basico.
Serao analisadas trés extensdes deste modelo que foram denominadas de Primeira,
Segunda e Terceira Extensoes.

Em geral, as commodities sdo negociadas em mercados futuros que sdo
bastante ativos em termos de volume de negdcios. J4 os mercados a vista das
commodities sdo menos expressivos em volume. A informagdo relevante sobre
preco ¢ formada a partir dos contratos futuros negociados para diferentes
maturidades. Aqui a consideracdo basica € que o prego a vista ¢ uma varidvel nao

observavel. O Modelo Basico considera que o logaritmo do preco a vista S, ¢ a

soma de duas variaveis de estado estocasticas (dois fatores) ndo observaveis. A

primeira 7y, responde pelas variagdes de curto prazo. O processo de evolucdo

desta variavel ¢ de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. A segunda
varidvel &, representa os precos de equilibrio e o seu processo de evolugdo ¢ do
tipo movimento geométrico Browniano (MGB). Estas duas variaveis yx, e &,
constituem as duas variaveis de estado ndo observaveis (conseqlientemente o
prego a vista € ndo observavel).

O modelo Primeira Extensdo considera uma modifica¢do no processo de &, .
Seu processo ¢ considerado como de reversao a média.

O modelo Segunda Extensdo ¢ o mesmo Modelo Basico incluindo saltos na
variavel de curto prazo, y, . Neste modelo ha dois casos a considerar com relagao
ao tamanho dos saltos: (i) a distribuicdo do tamanho dos saltos ¢ normal, e (ii) a
distribui¢do do tamanho dos saltos ¢ exponencial.

O modelo da Terceira Extensdao ¢ o Modelo Primeira Extensdo incluindo
saltos na variavel de curto prazo, ¥, .

A derivacdo do Modelo Basico ¢ descrita em Schwartz e Smith (2000).
Entretanto a derivacdo que serd apresentada neste capitulo difere substancialmente
daquela contida no artigo original. Os modelos serdo deduzidos com o uso das
transformadas de Duffie e Kan (1996) e de Duffie, Pan e Singleton (2000). O uso

destas transformadas ¢ aplicdvel a inumeras situagdes de aprecamento de

derivativos cujas variaveis de estado sdo processos Markovianos e caracterizadas
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por fungdes afins. Um processo de difusdo de uma variavel é dito afim se a
tendéncia (drift), a difusdo e os saltos sdo funcgdes afins desta variavel. Estas
transformadas serdo denominadas de DK e DPS, respectivamente.

Os processos de difusdo afins com saltos (Affine Jump Diffusions) foram
escolhidos nesta tese porque eles sdo “bem equipados” no sentido que contém a
componente de difusdo, a componente dos saltos e ainda permitem agregar
componentes de volatilidade estocastica ou volatilidades variando no tempo, tais

como processos ARCH/GARCH.

3.2
Aspectos preliminares das transformadas DK e DPS

Em Financas o aprecamento de derivativos da taxa de juros ocupa um papel
de destaque. Inumeros trabalhos dedicam-se a este tema. Neste contexto, a
consideracdo do tipo de processo estocdstico seguido pela taxa de juros ¢
fundamental. Quando este processo estocastico ¢ afim ¢ possivel encontrar
solugoes fechadas para o apregamento de derivativos. Diz-se que um processo de
difusdo de um vetor de estado X, com saltos, ¢ afim se a tendéncia (driff), a
difusdo (matriz de covariancia instantanea) ¢ a intensidade dos saltos sdo fungdes
afins do vetor de estado (a se¢do seguinte formaliza esta defini¢do). Como
exemplo desta consideracdo na literatura, citam-se os trabalhos de Vasiceck
(1977) e de Cox, Ingerssol e Ross (1985), dentre outros. Outros exemplos no
campo do aprecamento de opgdes sdo os modelos de volatilidade estocastica de
Heston (1993).

Duffie e Kan (1996) escreveram um importante artigo considerando os

estados (retornos de n titulos zero-cupons) X = (Xl,Xz,...,Xn), para diferentes

maturidades, como processos Markovianos. Impuseram uma estrutura afim a estes
estados e demonstraram que o pre¢o dos titulos sdo fungdes exponenciais afins.
Os termos desta exponencial afim s3o solugdes de equagdes diferenciais
ordinarias (EDOs), conhecidas como equagdes de Ricatti. Ficou assim definida
uma transformada que permite, dentro de determinadas condi¢des, o apregamento
de derivativos do ativo objeto (vetor de estado X) através de solugdes analiticas

fechadas. Os autores lancaram a base e os conceitos fundamentais € o tema voltou
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a ser abordado em Duffie, Pan e Singleton (2000). Neste ultimo, ¢ ampliado o
conceito da transformada que foi denominado de transformada estendida.

Exemplificando, considere que um titulo paga em t um valor que é funcao

do vetor de estado X_. Seja este valor dado pela fungio (v, +v,-X_)e"*, onde
v,,V, € u possuem n elementos escalares reais ou complexos. Seja R(X,) a taxa

de desconto do fluxo de caixa futuro. Entdo, o valor do titulo em t ¢ dado por:
Et[exp(— j:R(XS,s)dsj(vo +v, X, )e"™ } (1)

onde E, ¢ o valor esperado condicional em t.

A transformada estendida permite o célculo da expressdo acima, ou seja, do
valor do titulo, através de uma expressao que envolve uma exponencial afim. Um
caso muito comum na literatura ¢ a situagdo de um titulo sem risco de crédito
=1,+1,-X,. O

(default-free). Seja a taxa de juros uma fungdo afim de X, :r,

preco de um titulo zero-cupon que vence em t ¢ dado por:

E(exp(— f:rsds)‘ Xt)

onde foi considerado na eq. (1) que R(X,)=r,u=0,v,=1 ¢ v, =0.
Ainda, o valor esperado ¢ considerado sob a medida neutra ao risco ou medida
martingal equivalente (MME). Duffie e Kan (1996) apresentam a solugdo analitica
para o preco do titulo. Titulos com risco de crédito podem ser tratados
similarmente. Outro uso da eq. (1) ¢ aquele em que se busca a fun¢ao

caracteristica condicional da distribuigdo de X . Fazendo R=0,v,=1¢ v, =0,

tem-se que (I)(u,Xt,t,r):E(ei“'X‘ Xt), para u real. Conhecendo a fungdo

caracteristica de X_ a fun¢do densidade pode ser conhecida e os pardmetros do

modelo estimados por maxima verossimilhanga. Singleton (2001) considera esta
abordagem e Das (1998) considera uma densidade Poisson-Gaussiana e o método
dos momentos para estimar os parametros do processo da taxa de juros. Heston
(1993) mostrou que os pregos de derivativos de acdes, titulos e cAmbio podem ser
determinados pela transformada inversa de Fourier da fungdo caracteristica
condicional, para os casos em que o ativo objeto ¢ uma funcdo afim e a

volatilidade ¢ estocastica.
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3.3
Formulagao das transformadas DK e DPS

~

Considere um espago de probabilidade (Q2,3J,P) e uma filtragdo J,.

Suponha que X é um processo de Markov no espago estado D < R" e que segue a
seguinte equacao diferencial estocastica:
dX, = u(X,)dt+o(X,)dW, +dm, (2)

~

onde W, é um processo Browniano padrdo adaptado a 3, em R";
u(.):D—->R"; o(.):D—> R sdo fungdes que definem a tendéncia e a difusio,
respectivamente. 1 ¢ um processo que representa saltos e possui uma distribuicdo
de probabilidade v em R" com intensidade {w(Xt) t> 0} para @ definido tal
que w:D — [O,oo).

Intuitivamente o salto representado por © representa um salto cujo tamanho
¢ aleat6rio e dado pela distribui¢do v multiplicado por um processo de Poisson de
intensidade m tal que {w(XS) :0<s< t}. O processo de Poisson e de difusdo sao
independentes um do outro e cada um deles ¢ independente de v. Para que o

processo em (2) seja afim € necessario que a tendéncia, a difusdo e a intensidade

dos saltos sejam fungdes afins. Isto significa que as fungdes p, 66" ¢ @ sejam

afins em seu dominio D. Seja R:D — R a fun¢do que representa a taxa de

desconto. Portanto, estas funcgdes afins sdo representadas por:
ux) =K, +K,x, para K =(K,,K,) e R" xR"™
(o(x)o(x)'); =(H,), +(H,), -x, para H=(H,,H,) € R" xR"
o(x)=l,+/(,-x,para £ =({,,0,) e RxR"
R(x)=r1,+1,-X, para r = (1,,1,) € Rx R"
Seja um complexo tal que ¢ € C", entdo:

0(c) = [, exp(eq)dv(q)

define a func¢ao caracteristica do tamanho do salto.
Sera considerado o caso em que r, =0, conseqiientemente a taxa de

desconto sera constante e representada por r. Neste contexto os precos futuros e

forwards sdo idénticos (veja em Duffie (1989) esta demonstracdo).
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3.4
O conceito da transformada DK
Dada a condi¢do inicial do processo X(0), os coeficientes (K,H,/,0)

determinam perfeitamente a distribuicdo de X. Ja4 o conjunto dado por

v =(K,H,/,0,r) descreve tanto a distribui¢do de X como também os efeitos dos
descontos. Entdo y determina uma transformada y’ :C" xDxR, xR, - C de

X, condicionada a 3, , para t < t, dada por:
WX 60 = B exp(-[ REX)d9) 3, ) )

onde E” representa o valor esperado da distribui¢ao de X determinado por
y. ' difere da fungdo caracteristica condicional somente pela presenca da taxa
de desconto R(X,).

Proposicao 1. Suponha que (K,H,/7,0,r) seja bem comportado em (u,t).
Entdo a transformada y” de X definida em (3) é dada por

v (u,x,t,1)=e VPO (4)

onde B e a satisfazem as seguintes EDOs de Ricatti:

B(t) =1, —K{B(t) — L B'(OH,B() — £, (O(B() ~ 1) 5)

&i(t) = 1, = Ky - B(t) =L B(H B() — £, (O(B(1)) ~ 1) (©6)

com as condi¢des terminais dadas por B(t)=u e a(t) =0.

Prova: Veja no corpo do texto de Duffie, Pan e Singleton (2000) e no

Apéndice A deste mesmo artigo. m

Intuitivamente pode-se verificar tal resultado usando o lema de It6 na
fun¢do y' dada em (4). As EDOs (5) e (6) podem ter solucdo fechada se a

distribuicao v tiver fungdo caracteristica facilmente tratdvel. Duffie e Kan (1996)
apontam que as distribui¢des exponencial, binomial e normal sdo convenientes.
No caso de nao possuirem solug¢des analiticas as EDOs devem ser resolvidas
numericamente. A condicdo de bem comportada ¢ dada pela definicao a seguir.

Defini¢do 1. O conjunto (K,H,/,0,r) ¢ dito bem comportado em

(u,7) € C" x[0,0) se (5) e (6) possuem em P e o solugdes Unicas, € se
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@) E{ [ o0 | <=0 onde o, = 7,003 - DoX,)
. s
(i) E{( Jin, na) } © onde n, ='¥,p(Do(X,)

(iii) E(¥,

)< o onde ‘I’t = exp(— J:R(Xs)ds) e *(OHBOX,

3.5
O conceito da transformada estendida DPS

Em alguns casos o aprecamento de derivativos recai no calculo do valor

esperado do produto de uma fun¢do afim de X_ e de uma exponencial afim de
X,.. Por isto a necessidade do conceito da transformada estendida, ou

transformada DPS. Nesta pesquisa todos os modelos estao definidos em termos do

logaritmo do preco a vista: In(S,). Por esta razao a transformada DK ¢ suficiente

para a obtencdo dos modelos. Caso os modelos tivessem sido desenvolvidos a

partir do prego S,, ao invés do seu logaritmo, usar-se-1a a transforma DPS. Pode-
se definir a transformada ¢* : R" xC" xDxR, xR, — C de X _, condicionada a

J,,para t <1 por:

o' (v,u, X, ,t,7) = E[exp(— f R(X, )ds) (v-X,)e"™ |St } (7

Proposicao 2. Suponha que y= (K, H,/, G,r) seja bem comportado em
(v,u,1), agora no sentido estendido. A transformada estendida ¢’ definida em (7)
¢ dada por:

o' (v,u,x,t,7) =y’ (u,x,t,7) (A(t) + B(t) - x) (8)

onde vy’ ¢é dada em (4) e B e A satisfazem as EDOs:

~B(t) = K]B(t) + B'()H,B(t) + ¢, VOB(1)B(1) ©)

— A(t) = K,.B(t) + B'(t)H,B(t) + £ , VO(B(1))B(t) (10)

com as condic¢des terminais dadas por B(t)=v e A(t) =0, onde VO(c) € o
gradiente de 6(c) com relagdoa c € C".

Prova. Veja no Apéndice de Duffie, Pan e Singleton (2000). m
A condi¢do bem comportada no sentido estendido ¢ dada pela defini¢do a

seguir.
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Definicao 2. (K,H,/,0,r) ¢ bem comportada no sentido estendido se 3 e a
sdo solugdes unicas de (5) e (6), se O ¢ diferenciavel em P(t) para t<t,se Be A

sdo solugdes unicas de (9) e (10) e ainda se as seguintes condi¢cdes forem

satisfeitas:

@) E{ [[[p0jdt ) < 2. onde 5, = (X, )(@OB0) 1) + 7,VOBO)BL)

. %
(i1) E{UO n, -ﬁtdtJ } < oo, onde 1, = P(P'(t) +B'(t))o(X,)

(iii) E(® [)< o, onde ®, =¥, (A(t) +B(t)-X,)

3.6
Derivagao dos modelos com a transformada DK

Nesta se¢do serdo apresentadas as condig¢des gerais para o desenvolvimento
dos modelos. Posteriormente sera apresentado o prego futuro como uma fungdo da
transformada DK. Em seguida serd apresentado cada modelo com as respectivas
particularidades.

Os modelos desta tese foram desenvolvidos considerando o logaritmo do
preco a vista (In(S,)). Por vezes encontra-se na literatura a denominagdo de tais
modelos como modelos de retorno. Decorre deste fato que somente a
transformada DK sera necessaria. Se além dos modelos de retorno, houvesse o

desenvolvimento de modelos no nivel do preco (S,), haveria a necessidade da

utilizagdo da transformada DPS.

Considere inicialmente um intervalo de tempo onde ocorre a negocia¢ao nos
mercados futuros [0,t], onde t € fixo. A incerteza na economia ¢ descrita pelo
espaco de probabilidade (Q, S,P), sendo P a medida real de probabilidade. Os
eventos na economia sdo revelados ao longo do tempo de acordo com a filtragao

~

J,. O modelo de mercado considerado admite que as commodities sdo

.-
negociadas em mercados futuros sob diferentes contratos, ou seja, com diferentes

datas de vencimento. O preco a vista em t € S, que ¢ fun¢do de duas variaveis de

estado ndo observaveis y, e §,, tal que

In(S,) =f(t) +x, +¢&, (11)
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onde y, sdo as variagdes do preco no curto prazo, &, € o preco de equilibrio
no longo prazo e f(t) ¢ uma funcdo deterministica que descreve a sazonalidade

emt.
As variaveis de estado evoluem segundo processos gerais de Itd':

dy, = w(X,)dt +o(X,)dW, +dm, (12)

ds, =u(S,) +o(g,)dW, (13)

onde pu(.) e o(.) sdo processos estocasticos adaptados em (Q, S,P). A eq.

(12) equivale ao processo descrito em (2). A eq. (13) descreve um processo
similar sem saltos.

Assume-se a existéncia de ndo arbitragem para os pregos futuros. Decorre
deste fato a existéncia de uma unica medida neutra ao risco ou medida martingal
equivalente (MME), definida por Q. Este ¢ o Teorema Fundamental de Finangas.
O seu enunciado formal e sua demonstracdo estdo contidos em varios textos
classicos como em Huang e Litzenberger (1988). Em sintese este teorema
estabelece que se ndo ha arbitragem entdo existe uma Unica MME, e por outro
lado, se existe uma MME o mercado ndo admite possibilidade de arbitragem.

E um fato em conhecido em Finangas que sob a MME o preco futuro® em t
de um contrato futuro com vencimento em t, ¢ o valor esperado condicional do

prego a vistaem Tt:

F,, =E°(s,]3,) (14)

onde E?(-|3,) representa o valor esperado condicional a I, sob a MME. O
¢ p p t

capitulol na secdo 1.2.4 oferece os argumentos para a eq. (14). Veja, por exemplo,
em Duffie (1989) as condi¢des de sua validade.
A eq. (14) pode ser escrita como

Fnt — EQ(ST St) — er(‘t—t) EQ(e—r(r—t)Sr|St) — er(‘t—t) EQ(e—r(‘r—t) elrlST

S0

' Por conveniéncia omitiremos o subindice t no processo padrio de Wiener. Entio Wx e
t
Wé serdo escritos como Wx e Wé , Tespectivamente.
t

2 Sera usada a notagio simplificada para os precos futuros F. . que equivale a

T,t
F(t7 T’ Xt > &t) .
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Introduzindo na equagdo a cima o termo InS_ dado na eq. (11):

F

Tt

= ") EQ(g (Y f (et

3,)
Rearranjando os termos,

F — er('tft)Jrf(‘r) EQ (e—r(‘r—t) eu-xt

Tt

3,) (15)
onde x'=(y &) eu =( 1). Comparando a transformada na eq. (3) com
aeq. (15), pode-se escrever:

F, =e """y %u,x,,t,1) (16)

T,t
Entdo para cada modelo basta calcular o valor da transformada DK sob a

MME. O prego futuro sera decorréncia da eq.(16).

3.6.1
Modelo com distribuicado normal para os saltos e MGB para &

Neste modelo a variavel de estado de curto prazo yx, evolui por um processo

de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck adicionado a um processo de
Poisson que ¢ multiplicado pelo tamanho dos saltos. O tamanho dos saltos ¢

descrito por uma distribuicdo normal. A variavel de longo prazo &, (precos de

equilibrio) ¢ descrita por um movimento (ou processo) geométrico Browniano

(MGB). Sob a medida real o modelo ¢ escrito por:

In(S,) =f(t) +x, +&,

dy, =—kxxtdt+csxdWX +v(pv,63)dn(wt) (17)

dg, =p.dt+c.dW,

pdt =dW, dW,

Considera-se para o modelo descrito pelas equagdes (17) as mesmas
condicdes expostas na secao 3.3.

Agora o conjunto de equagdes (17) deve ser escrito sob a MME. Para a
variavel &, a mudanga de medida segue o teorema de Girsanov com um ajuste na
tendéncia do processo. Veja em Oksendal (2000) a demonstragdo do teorema de

Girsanov. Portanto, p; € a tendéncia sob a MME, onde p; =p, —A, e A, €

preco de risco de mercado da variavel &, admitido como constante. Para a
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variavel y,, que segue um processo de difusdo com saltos, trés ajustes sdo
requeridos. O primeiro ¢ feito na tendéncia do processo e neste caso A, representa

o prego de risco de mercado também constante. Os dois ajustes seguintes ocorrem

por conta do processo de saltos. O segundo ajuste ¢ feito na distribui¢do que

representa o tamanho dos saltos trocando p, pelo seu equivalente p; no processo
sob a MME. O ultimo ¢ feito na intensidade do processo de Poisson, onde @, ¢
substituido pelo seu equivalente @, sob a MME. Portanto, as diferengas entre p

e WU, e entre w, e @, sdo as responsaveis pelo premio de risco associado a

incerteza que os saltos introduzem no processo puro de difusdo. Sera feita uma
hipotese simplificadora (esta mesma consideracdo foi feita por Pan (2002)%)
relativa ao premio de risco dos saltos. Serd admitido que todo o premio de risco

dos saltos sera capturado pelo premio de risco da incerteza associada ao tamanho
dos saltos, ou seja por pu, —p,. Em outras palavras, serd considerado que
w, =0,.

Portanto, as equagdes em (17) escritas sob a MME fornecem:

In(S,) =f(t) +x, +&,

dy, =—(k,x, +7\.X)dt+6Xde +v(ul,ol)dn(w,) (18)

dg, =ppdt+o.dW?

pdt = de de

Sob a MME, o processo descrito em (18) permanece um processo afim. Esta

demonstragdo de que a mudanca de medida de probabilidade ndo altera esta

propriedade do modelo pode ser vista em Culot (2003).
A transformada DK para ' ¢é dada pela eq. (4) reescrita abaixo:
\ij (u7 X? t’ ’C) = eu(t)*’ﬁ(t)'x

ou ainda

> Neste artigo a autora investiga os prémios de riscos associados as presencas de
volatilidade estocastica e de saltos nas séries de retornos financeiros. Estuda o prego de risco de
mercado dos saltos e ainda se o risco associado aos saltos ¢ apregado diferentemente do risco

associado ao processo de difusdo puro.
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W, (6,8, 1) = explo(u, t, 1) + B, (u, t, Dy, +B, (Wt DE,)  (19)

As EDOs (5) e (6) devem ser resolvidas, considerando as equagdes em (18)
sob a MME. O resultado fornecera a transformada sob a MME que sera
substituido na eq. (16). As EDOs estdo resolvidas no Apéndice 1.

A transformada sob a MME resulta em

A - T— *
VOBt = explr(r— 0 - (- ) i (- 1)+

2
4(;;( (l_e—ZkX(t—t))+ pc,0: (l_e—kx(‘r—t))_’_

x x

X+ & +B(r—t)] (20)

Levando o resultado de (20) em (16), chega-se a equacao do contrato futuro:

lol(t—t)+e

F,, = explf(t)+ ™y, +&, + A(t-1) + B(z-1) 1)

onde:

2

A c
A== W (t—t)——L(1—e Ty 4 % (1o 20y 4
(t-1) [M - o )

x

G.0
PO kx S (l—ek"(“))+%cé(r—t)J

x
B(t-t)=w j‘: [exp(uie"k"(r's) + Yole )- 1] ds

ou ainda, escrevendo em termos do logaritmo:

In(F,,) = (1) +e™ "y, +& +A(r-t)+ B(t-t) (22)

3.6.2
Modelo com distribuicdo exponencial para os saltos e MGB para ¢

Neste modelo a varidvel de estado de curto prazo ¢ descrita por um processo
de reversdo a média do tipo de Ornstein-Uhlenbeck adicionada a saltos para cima
e para baixo cujos tamanhos sdo descritos por distribui¢des exponenciais. A
variavel de longo prazo (preco de equilibrio) ¢ descrita pelo movimento

geométrico Browniano. Sob a medida real, o modelo ¢ escrito por:
In(S,)=1f(t)+y, +&,
dXt = _kxXtdt + GxdWX + Vu (nu )dﬂ(mut) - Vd (nd )dn(mdt) (23)

dg, = p.dt+oc.dW,
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pdt = AW, dW,

onde os subindices u e d significam saltos para cima e para baixo,
respectivamente. A estrutura para os saltos ¢ diferente daquela do modelo anterior.
Considerou-se um salto para cima e um salto para baixo. Embora ndo seja este o
objetivo, esta estrutura ¢ utilizada para modelar spikes que ¢ um fenomeno comum
em séries de precos de energia elétrica.

Considera-se para o modelo descrito nas equagdes (23) as mesmas
condigdes expostas na se¢ao 3.3.

Aqui também ¢ feita a mesma consideragdo simplificadora acerca do

modelo sob a MME. Isto ¢ o prémio de risco dos saltos estd sendo carregado
inteiramente pela distribuicdo v. Equivale a escrever w, = ®, ¢ @, = @, . Entdo
as equagdes em (23), escritas sob a MME, ficam:

In(S,) =f(t) +x, +&,

dy, =—(k,x, +2,)dt+ GXde +v,(m))dn(w ) -v,(M))dn(w,,) (24)

dg, = pidt+o.dW.

pdt = dW *dW?

A transformada DK para ' ¢é dada pela eq. (19), escrita novamente abaixo:

V(0 (60,6 7) = expla(u, £,7) + B, (U, 6 o), + By (U 6 DE,)

As EDOs (5) e (6) estdo resolvidas para este caso no Apéndice 2.
A transformada DK sob a MME resulta em:

A o
wQ(xt,at,t,ﬂ=exp{—r(r—t)—k—*(l—e Syl (-t +

x

2

(&) 6,0
4k’< (1—e 20y PP k" é(1—e"‘x“‘”)+%c§(r—t)+

x x

1 exp(k, (o 1 [1ma exp(i, (o *®, (t-
Z%ln( Nui exp(-k, (T t)))_Z%ln( Ngi exp(-k, (1 t)))+e X(Tt)xt+ét:| (25)

- x 1-ny, - x I-ng
1 1

Levando o resultado de (25) em (16) e escrevendo em termos do logaritmo,

resulta em:
In(F_ ) =f(t)+e "y, +& +A(r—t)+B(r—t) (26)

onde:
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2

A c
A(T—1) = * —t M l_e—kx(t—t) + % l_e—ka(r—t) n
x )(ug(r -2 o )

x x

pG o] - Tt

x

B(1-1t) = Z In( 1t ) zv;_ln(w)

- I-ng
i

3.6.3
Modelo com distribuicdo normal para os saltos e reversao a média

para ¢

Neste modelo a varidvel de estado de curto prazo € descrita por um processo
de reversdo a média, do tipo Ornstein-Uhlenbeck adicionado a um processo de
Poisson, representativo dos saltos. O tamanho dos saltos ¢ descrito por uma

distribui¢do normal. A variavel de longo prazo (pregos de equilibrio) &, ¢é descrita
por um processo de reversdo a média. Sob a medida real o modelo € escrito por:
In(S,) =f(t) +x, +&,
dy, =-k xdt+oc dW, +v(uv,03)dn(mt) (27)
dg, =k, (E-&)dt+c.dW,
pdt =dW. dW,
onde k. e & sdo a velocidade de reversio e a média de longo prazo do

processo &, respectivamente. Considera-se para o modelo descrito pelas equagdes

(27) as mesmas condicdes expostas na secdo 3.3. Aqui também sdo validas as
mesmas consideragdes relativas ao prémio de risco dos saltos que foram
apresentadas nas segdes anteriores.

Escrevendo as equagdes em (27) sob a MME:
In(S,) =f(t) +x, +¢&,

=—(k, %, +kx)dt+GXde +v(ul,ol)dn(w,) (28)
dé, =k (E-¢&,)dt+ o, dW

— dWQqwQ
pdt =dW “dW,
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LT
onde {=¢§——
ké

A transformada DK para y’ ¢ dada pela eq. (19) e escrita novamente a
seguir:

V(U0 6006 D) = explou, 1) + B, (u, Dy, + B, (W L 1S, )

As EDOs (5) e (6) sdo resolvidas no Apéndice 3.

A transformada DK, sob a MME, resulta em:

vy, &, 1,7) = exp(— r(t—t) - i—i(l —e Yy L E1—e T 4

2 2

:;XX (1-e )¢ % (1—e 0y 4 4672 (1-e )4
e'k"‘(”)xt + e'ki(mat +B(t- t)) (29)
Levando o resultado de (29) em (16), chega-se a equacao do preco futuro:
F,, =explf(t)+e ™y, +e 8 + A(T-t)+ Bt—1)) (30)
onde:

2

A A o
Alt—1)=| E(Q=e ) 2% (1 —e ™0y 4 7% (o 20y 4
(-1 (a( - o :

x x

2
pc,C: (l_e—(kl+k§)(r-t))+ O (l_e—Zki(t—t))
kX + ké 41<é

B(t-t) = mj: [eXp(uie"k"(T'” +%Gie-2kx(1-s))_1]ds
Ou ainda em termos do logaritmo:

In(F, ) =f(t)+e "y, +e Ve + A(t—t) + B(t-t) (31)

3.7
Resumo dos modelos

Com as derivagdes apresentadas nas trés secdes anteriores ¢ possivel extrair
os modelos a serem analisados nesta pesquisa. Esta se¢do contém um resumo de
todos os modelos, de acordo com a denominag@o ja mencionada no inicio deste

capitulo.
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3.71
Modelo Basico

O Modelo Basico ¢ o modelo de Schwartz e Smith (2000). Ele é descrito na

medida real pelas equagdes:
In(S,) =f()+x, +¢&,
dy, =-k, x,dt+ o dW, (32)
dg, = p.dt+c.dW,
pdt =dW, dW,

A derivacdo da equacdo dos precos futuros é imediata ja que se trata do
modelo da se¢do 3.6.1 excluindo-se a componente dos saltos na variavel de estado

de curto prazo, 7, . Portanto, a equagdo dos pregos futuros, sob a MME, ¢ dada
por:
In(F, ) = f(x)+e ™y, +& +A(t-1) (33)

onde:

2

A o
A== W (t=t)——L(1-e Iy 2% o0y
ey (Ma(f : k ( ) 4k ( )

X x

pGXGé
k

(l—e_k*“_t))+lcé(r—t)]
y 2

Esta ¢ exatamente a equagdo que em Schwartz e Smith (2000) foi deduzida
de forma diferente, seguindo outras etapas e sem o uso do conceito da
transformada.

Este modelo tem sido utilizado em varias pesquisas. Além do trabalho
original dos autores acima com a commodity petroleo, Serensen (2002) e Manoliu
e Tompaidis (2000) estudaram o comportamento dos precos de commodities

agricolas e da commodity gas natural, respectivamente. Neste modelo (equacao
(33)) o logaritmo do pregos futuros ¢ uma fungdo afim dos estados y, e &,. Além
disso, as equacdes de evolucdo dos estados sdo Gaussianas. Estas caracteristicas
permitem que o modelo, uma vez discretizado e escrito na forma espago-estado,
possa ter as componentes ndao observaveis x, e &, estimadas com o filtro de

Kalman. Ainda mais, os hiperpardmetros do modelo podem ser estimados usando

a maximizac¢do da verossimilhanca do erro de previsdo. O logaritmo do preco
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futuro possui distribuicdo condicionalmente Gaussiana sob a MME. Esta
propriedade conduz a solucdes analiticas fechadas para opcdes de compra/venda
européias.

O modelo descrito em (32) mostra que o preco a vista possui duas
componentes: uma de curto prazo e outra de longo prazo. Estas duas variaveis
estocasticas seguem o0s processos mais comumente utilizados em Finangas para
descrever os movimentos de ativos. A de curto prazo representa um processo de
reversdo, ou seja, sdo choques transitérios e que revertem a média zero. A de
longo prazo representa um processo do tipo passeio aleatorio e representa choques
permanentes. Intuitivamente, o processo de curto prazo representa os efeitos de
variagOes de estoque e demanda de efeitos imediatos e transitdrios; ja o processo
de longo prazo representa mudancas estruturais nos custos de produ¢do, inovagoes
tecnoldgicas etc.

Uma questdo imediata que surge ¢ se todas as commodities podem ser
modeladas desta forma. Os trabalhos iniciais modelaram a commodity com um
unico fator estocéstico, como ¢ o caso de Brennan e Schwartz (1985) que
escreveram um pioneiro artigo sobre a valoragdo e gerenciamento de um projeto
de producdo de cobre. As razdes imediatas sdo as simplicidades dos modelos e a
possibilidades de resultados analiticos. Gibson e Schwartz (1990) apresentaram
evidéncias de que o petroleo ¢ mais apropriadamente descrito por duas variaveis
estocasticas. Schwartz (1997) mostrou que a commodity ouro ndo se ajustou bem
ao modelo de dois fatores. Ja o cobre e o petroleo t€ém bons ajustes. Bessembinder,
Coughenour, Seguin e Smoller (1995) apresentaram um estudo em que analisaram
quais commodities possuem processo de reversdo nos precos. O resultado mostra
que o petroleo e as commodities agricolas sdo aquelas em que a reversdo ¢ mais
significante. Estes fatos justificam o uso de uma componente de curto prazo que
reverte a média zero em (32).

Cumpre ainda ressaltar que estd demonstrado em Schwartz e Smith (2000)
que o modelo proposto equivale ao de Gibson e Schwartz (1990): o retorno de

conveniéncia, deste ultimo modelo, estd linearmente relacionado a variavel de

curto prazo x, em (32).

A outra questdo que surge ¢ se o modelo proposto em (32) representa um

modelo de equilibrio. A resposta ¢ afirmativa, embora no artigo original nao haja
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nenhuma men¢ao enfatica a este respeito. Routledge, Seppi e Spatt (2000)
desenvolveram um modelo para os precos de commodities baseado em condigdes
de equilibrio microecondmicas. Este trabalho foi publicado pouco antes do
trabalho de Schwartz e Smith. Os autores referenciam-se a este Gltimo com um
artigo na eminéncia de ser publicado. No modelo de equilibrio de Routledge ¢
outros, quando sao utilizadas duas variaveis estocasticas, surgem as componentes
transitoria e permanente, € o equilibrio reduz-se ao modelo de Schwartz e Smith
(2000).

Ainda com relagdo ao modelo basico descrito nas equagoes (32) e (33) a
estrutura a termo da volatilidade pode ser obtida usando o lema de It6. Veja o

Apéndice 4 para o detalhamento da equagdo abaixo:
QdF: | _ 2 -2k, (t-t) 2 —k, (1-t)
LVAR ()= 67 ¢ 24 162 4200, 0, (34)
onde Q ¢ a medida martingal equivalente.

E claro da eq. (34) que quando a maturidade do contrato tende para valores

muito grandes, a volatilidade dos precos futuros tende para Gé, ou seja a

volatilidade do prego de equilibrio (ou de longo prazo).

3.7.2
Modelo Primeira Extensao

A primeira extensdo do Modelo Basico considera que o movimento de
evolucdo da variavel preco de equilibrio ¢ de reversao a média. Na medida real, as

equagdes abaixo descrevem o modelo:
In(S,) =f(t)+x, +¢&,
dy, =—kxxtdt+0XdWX (35)
dé, =k (§-€&)dt+c.dW,
pdt =dW,dW,

A derivagdo dos precos futuros ¢ imediata, pois se trata do modelo da se¢ao
3.6.3 excluindo a componente dos saltos. A equacdo dos pregos futuros, sob a

MME, ¢ dada por:
In(F, ) =f(t)+e™ "y, +e™ e + A(r-1) (36)

onde:
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2

c 7\4 o
Alt—1)=| EQ=e Y 20 oo™y L 1 (o720

x x
pGXG;@ (1 _ e—(kx+k§)(r—t)) " G—é(l _ e—2k§(r—t) )]
k, +k, 4k,

O logaritmo do preco futuro ¢ uma funcdo afim dos estados, e ainda
condicionalmente  Gaussiana. As varidveis de estado também sdo
condicionalmente Gaussianas. Da mesma forma que o modelo anterior, estas
propriedades permitem a utilizacdo do filtro de Kalman na estimagdo dos estados
ndo observaveis. A estimagdo dos parametros ¢ feita pela maximizagdo da
verossimilhang¢a do erro de previsdo.

A estrutura a termo da volatilidade para este modelo est4 apresentada abaixo

e o seu detalhamento encontra-se no Apéndice 5:

1 QdF,: | _ 2 -2k, (t-t) 2 —2kg(1-t) —(k, +kg) (t-t)
+ VAR (ﬁ)—oxe * t+o.e ° +2pc,c.e (37)

onde Q ¢ a medida martingal equivalente.

3.7.3
Modelo Segunda Extensao

A segunda extensdo do Modelo Basico é aquela que considera saltos no
processo estocastico de curto prazo.

A representacdo de processos estocasticos de séries financeiras usando
difusio com saltos ¢ bastante disseminado na modelagem da taxa de juros’.
Dentre as commodities, a energia elétrica é aquela que apresenta maior apelo pelo
uso dos saltos no seu processo de evolugdo’. Para a energia elétrica, a distribuicio
mais apropriada para modelar o tamanho dos saltos ¢ a distribuicdo exponencial.
Ela facilmente descreve os saltos do tipo spike caracteristicos desta commodity
(veja Deng (1998)).

Um dos fatos estilizados das séries de retornos financeiras € o excesso de

curtose (caudas pesadas). A modelagem desta propriedade tem sido feita através

* Dentre vérios trabalhos citam-se Duffie e Kan (1996), Das (1998), Babbs ¢ Nowman
(1999), Duffie, Pan e Singleton (2000), e de Jong (2000).
> Veja, por exemplo, Deng (1998), Escribano, Pefia ¢ Villaplana (2002) e Villaplana (2004).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124838/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0124838/CA

Derivagao dos modelos 71

de: (i) volatilidade variando no tempo (modelos da familia ARCH/GARCH), (ii)
volatilidade estocastica e (iii) processos de difusdo com saltos. Por esta razao
decorrem as extensdes propostas em (38)-(39) e em (40)-(41).

A distribui¢do do tamanho dos saltos foi considerada de dois tipos:
distribuicdo normal e exponencial. Estes dois tipos de modelos foram derivados
nas secoes 3.6.1 e 3.6.2, respectivamente. As equagdes do modelo com

distribuicdo normal estdo descritas abaixo, sob a medida real de probabilidade:
In(S,) =f(t) +x, +<,
dy, =—kxxtdt+csxdWX +v(pv,63)dn(mt) (38)
d§, =p.dt+oc.dW,
pdt =dW, dW,

A equacao dos pregos futuros com distribui¢ao normal, sob a MME, foi

deduzida na secao 3.6.1:
In(F_ ) =f(t)+e™ "y, +& +A(t-t) + B(t-t) (39)

onde:

2

A c
A=) = W (t=t)— -2 (1—e Xy "% (] _ e 20y
()(ug()k( e :

x x

G.C k. (= 1
—pkx S(1-e t))+Ec5§(t—t)]

x
B(’[ - t) = mj: [exp(ui‘,e*kx(‘t—z) + % Giefzkx(f—l)) _ 1] dZ
O logaritmo do preco futuro ¢ uma fun¢do afim dos estados. O processo

estocastico de evolugdo da variavel x, ¢ ndo Gaussiano pois existe a parcela dos

saltos que ¢ adicionada a parcela Gaussiana.
As equacdes do modelo com distribui¢do exponencial estdo descritas

abaixo, sob a medida real de probabilidade:
In(S,) =f(t)+x, +&,
dy, =-k, xdt+o,dW +v (n)dn(®,)-v,(,)dn(,) (40)
dg, =p.dt+c.dW,
pdt =dW,dW,

A equagdo dos precos futuros, sob a MME, ¢ dada por:
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In(F, ) =f(t)+e™ "y, +& +A(t-t) + B(t-t) (41)

onde:

2

A c
A T—1) = * T—t T l_e—kx(r—t) + %x l_e—ka(r—t) "
(1) (M -2 o )

x x

k

x

6,0 ECEIA
M(l—e il ’)+Eo§(r—t)J

I-ng

) 1-n,; exp(-k., (1-t ) -1 exp(-k., (1t
B(t—t)= Zi—:ln(_”"'”i; ks »)_ Z’E—jln( Ny xpCk, (¢ »)
i

i

Se por um lado a inclusao dos saltos ¢ uma proposta de melhor descrever os
processos estocasticos, a sua presencga causa enormes dificuldades no processo de
estimagdo. Nao ¢ por outra razdo que, em muitos casos, a literatura simplifica a
analise, abandonando os saltos em detrimento de maior simplicidade para a
estimagao.

A inclusdo dos saltos impossibilita o uso do filtro de Kalman na sua forma
classica para estima¢do dos estados. Esta pesquisa propde o filtro de particulas

como metodologia alternativa.

3.7.4
Modelo Terceira Extensao

A terceira extensao do Modelo Basico considera saltos (com distribuigao
normal) no processo de difusdo de curto prazo. O processo para o preco de
equilibrio ¢ de reversdao a média. As equacdes do modelo sob a medida real de

probabilidade estdo abaixo:
In(S,) =f(t)+x, +&,
dy, =-k, xdt+o, dW, +v(u, ,03 )dn(w,) (42)
d‘gt = kg(z - E.:t)dt + G;gde
pdt = dW. dW,

A derivagdo deste modelo foi apresentada na secdo 3.6.3 e a equagdo do

preco futuro, sob a MME, esta a seguir:

In(F, ) = f(r) +e ™y, +e™E + A(t-0) +B(z-1) (43)
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onde:

2

A A o
A(T—t) — g(l_e—ké(T—t))_k_x(l_e*kx(‘rff))_i_ X (l_e*ka(‘r—t))_i_

. 4kx
2
po, 0 (l_e—(kx-f—kg)(f—t))_"_ G (l_e—Zki(t—t))
kX + ké 41<é

B(t-t)= wf [exp(uie'k’-(r*z) + Yole Y )— l]dz

Neste modelo o logaritmo do preco futuro ¢ uma fun¢do afim dos estados. A
varidvel de estado de curto prazo também ¢ ndo Gaussiana. Da mesma forma que
0 caso anterior, ndo ¢ possivel usar o filtro de Kalman. A proposi¢ao ¢ usar o filtro
de particulas que dispensa os requisitos de linearidade e Gaussianidade.

Todos os modelos aqui derivados sdo gerais e, portanto aplicaveis a
qualquer commodity. Eles serdo utilizados no capitulo 7 tendo como dados de
observacao os pregos da commodity petréleo negociada em vdrios contratos
futuros. Serdo estimados as varidveis de estado e simultaneamente os
hiperpardmetros de cada modelo. Os hiperparametros serdo comparados com
dados usuais da literatura, observando a coeréncia entre os resultados. Ainda mais,

serdo mostradas as estruturas a termo dos pregos e da volatilidade.
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