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11 
Apêndice 1 - Solução das EDOs com distribuição normal 

Este apêndice apresenta o detalhamento da solução das EDOs de Ricatti 

para o caso em que o tamanho dos saltos possui distribuição normal. 

Para o modelo contido na seção 3.6.1 e descrito pela eq. (18) resulta em: 









µ
λ−

= ∗
ξ

χ
0K   








= χ

00
0k-

K1  [ ])t()t()t(β 21 ββ=′  













σσρσ
σρσσ

=
ξξχ

ξχχ
2

2

0H  0=1H  ϖ=0l  01 =l  

Além disso, já havia sido mencionado que a taxa de juros (livre de risco) é 

constante ( 0r1 = ), portanto, rrR 0 == . 

Como 1H , 1l  e 1r  são nulos, a EDO (5) se reduz a )t(k)t( 11 β=β χ
&  e 

0)t(2 =β& . A solução é imediata e fornece ))t(kexp()()t( 11 −τ−τβ=β χ . Como 

( ) 1)()(⇒11u)( 21 =τβ=τβ==τβ . Então resulta em ))t(kexp()t(1 −τ−=β χ  e 

1)t(2 =β . 

A EDO (6) resulta em 

)1)((r)t( 1
22

22
1

21
22

12
1

21 −βθϖ−σβ−ρσσββ−σβ−βµ−βλ+=α ξξχχ
∗
ξχ&  

Usando nesta equação as expressões de 1β  e 2β  encontrados acima: 

−σ−ρσσ−σ−µ−λ+=α ξ
−τ−

ξχ
−τ−

χ
∗
ξ

−τ−
χ

χχχ 2
2

1)t(k)t(k22
2

1)t(k eeer)t(&  

  )1)(( 1 −βθϖ  

Integrando esta equação entre t e τ : 

−−
σ

−−τµ−−
λ

+−τ=α−τα −τ−

χ

χ∗
ξ

−τ−

χ

χ χχ )e1(
k4

)t()e1(
k

)t(r)t()( )t(k2
2

)t(k  

∫
τ

ξ
−τ−

χ

ξχ −βθϖ−−τσ−−
σρσ

χ

t 1
2

2
1)t(k ds)1)(()t()e1(

k
 

A condição terminal é 0)( =τα , logo: 
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+−
σ

+−τµ+−
λ

−−τ−=α −τ−

χ

χ∗
ξ

−τ−

χ

χ χχ )e1(
k4

)t()e1(
k

)t(r)t( )t(k2
2

)t(k  

∫
τ

ξ
−τ−

χ

ξχ −βθϖ+−τσ+−
σρσ

χ

t 1
2

2
1)t(k ds)1)(()t()e1(

k
 

Resta calcular o último termo da equação acima que será denominado 

)t(B −τ  isto é ∫
τ

−βθϖ=−τ
t 1 ds)1)(()t(B . A função característica da distribuição 

Gaussiana ),( 2
ν

∗
ν σµν  é )ccexp()c( 22

2
1

ν
∗
ν σ+µ=θ . 

O valor desta função calculado em 1β  é dado por: 

( ))t(k22
2

1)t(k
1 eeexp))t(( −τ−

ν
−τ−∗

ν
χχ σ+µ=βθ  

Logo o resultado será: 

( )[ ]ds1eeexp)t(B
t

)s(k22
2

1)s(k∫
τ −τ−

ν
−τ−∗

ν −σ+µϖ=−τ χχ  

Agora a equação da transformada em (19) está sob a MME e pode ser 

escrita como: 

( +−τµ+−−−τ−=τξχψ ∗
ξ

−τ−λ χ

χ

χ )t()e1()t(rexp),t,,( )t(k
ktt

Q  

+−
σρσ

+−
σ −τ−

χ

ξχ−τ−

χ

χ χχ )e1(
k

)e1(
k4

)t(k)t(k2
2

 

))t(Be)t( tt
)t(k2

2
1 −τ+ξ+χ+−τσ −τ−

ξ
χ  
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12 
Apêndice 2 - Solução das EDOs com distribuição 
exponencial 

Este apêndice apresenta o detalhamento da solução das EDOs de Ricatti 

para o caso em o tamanho dos saltos possui distribuição exponencial. 

A solução das EDOs (5) e (6) para o caso de distribuição exponencial segue 

as mesmas etapas do Apêndice 1. Os resultados para 1β  e 2β  são os mesmos. Para 

α  o resultado é análogo apenas diferindo nos dois últimos termos que contêm as 

integrais da função característica da distribuição exponencial: 

+−
σ

+−τµ+−
λ

−−τ−=α −τ−

χ

χ∗
ξ

−τ−

χ

χ χχ )e1(
k4

)t()e1(
k

)t(r)t( )t(k2
2

)t(k  

ds)1)((ds)1)(()t()e1(
k t 1ddt 1uu

2
2

1)t(k ∫∫
ττ

ξ
−τ−

χ

ξχ −βθϖ−−βθϖ+−τσ+−
σρσ

χ  

Resta calcular a função característica ))t(( 1βθ  para a distribuição 

exponencial. Seja Z uma variável aleatória com distribuição exponencial de 

parâmetro ϕ : 





<
≥ϕ

=
ϕ−

0z0
0ze

)z(f
z

 

O valor esperado de Z é η== ϕ
1)Z(E . A função característica é dada por: 

∫ℜ=θ dz)z(f)czexp()c(  

Substituindo )z(f  e integrando de zero a infinito resulta em 

c1
1

c)c( η−−ϕ
ϕ ==θ  

Agora serão resolvidas as integrais em )t(α . Mas é suficiente resolver 

apenas uma das integrais. Seja então ∫
τ

−βθϖ
t 1 ds)1)((  e usando o resultado 

anterior: 

ds
s))-(-kexp(-1
))s-(-kexp(

ds1)-
s))-(-kexp(-1

1
(ds)1-)(( *

*

tt *t 1 ∫∫∫ τη

τη
ϖ

τη
ϖβθϖ

χ

χττ

χ

τ
==
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ou ainda: 




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ϖ

=βθϖ
η

τη

χ

τ
χ

*

*

-1

))t-(k-exp(-1

t 1 ln
k

ds)1-)((∫  

Logo, o termo )t(α  será escrito por: 
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Para o caso de mais de um salto para cima e para baixo, escreve-se: 
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A equação da transforma DK, sob a MME, está concluída: 






+−τµ+−
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13 
Apêndice 3 - Solução das EDOs com reversão à média para 
ξ  

A solução das EDOs (5) e (6) segue o mesmo procedimento do Apêndice 1. 

Para a EDO (5), )t(1β  e )t(2β  são análogos: 

11 k)t( β=β χ
&  e 22 k)t( β=β ξ

&  

Logo as soluções para )t(1β  e )t(2β  são: 
)t(k

1 e −τ− χ=β  e )t(k
2 e)t( −τ− ξ=β  

Para a EDO (6) o resultado é análogo ao do Apêndice 1, apenas trocando ∗
ξµ  

por ξξ ˆk : 

)1)((ˆkr)t( 1
22

22
1

21
22

12
1

21 −βθϖ−σβ−ρσσββ−σβ−βξ−βλ+=α ξξχχξχ&  

Usando )t(1β  e )t(2β  encontrados acima: 

−ρσσ−σ−ξ−λ+=α −τ+−
ξχ

−τ−
χ

−τ−
ξ

−τ−
χ

ξχχξχ )t()kk()t(k22
2

1)t(k)t(k eeeˆker)t(&  

)1)((e 1
)t(k22

2
1 −βθϖ−σ −τ−

ξ
ξ  

Integrando esta equação entre t e τ : 

−−ξ−−
λ

+−τ=α−τα −τ−−τ−

χ

χ ξχ )e1(ˆ)e1(
k

)t(r)t()( )t(k)t(k  

)t(B)e1(
k4

)e1(
kk

)e1(
k4

)t(k2
2

)t()kk()t(k2
2

−τ−−
σ

−−
+

σρσ
−−

σ −τ−

ξ

ξ−τ+−

ξχ

ξχ−τ−

χ

χ ξξχχ  

onde )t(B −τ  foi calculado no Apêndice 1. A condição terminal é 0)( =τα , 

logo: 

+−ξ+−
λ

−−τ−=α −τ−−τ−

χ

χ ξχ )e1(ˆ)e1(
k

)t(r)t( )t(k)t(k  

)t(B)e1(
k4

)e1(
kk

)e1(
k4

)t(k2
2

)t()kk()t(k2
2

−τ+−
σ

+−
+

σρσ
+−

σ −τ−

ξ

ξ−τ+−

ξχ

ξχ−τ−

χ

χ ξξχχ  

A equação da transformada DK sob a MME é dada por: 
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( +−ξ+−−−τ−=τξχψ −τ−−τ−λ ξχ

χ

χ )e1(ˆ)e1()t(rexp),t,,( )t(k)t(k
ktt

Q  
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σ

+−
+

σρσ
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σ −τ−

ξ
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χ
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)t(k

t
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14 
Apêndice 4 - Estrutura a termo da volatilidade - Modelo 
Básico 

Este Apêndice apresenta o detalhamento da derivação da estrutura a termo 

da volatilidade do modelo básico. A estrutura à termo é o comportamento da 

volatilidade do modelo com a maturidade dos contratos. A eq. (33) da seção 3.7.1 

mostra os preços futuros sob a MME. É preciso calcular a variância instantânea 

dada por ( )
τ

τ

,t

,t

F
dF

dt
1 VAR . Reescrevendo a eq. (33): 

)t-(Ae)(f)Fln( tt
)t-(k-

t, τ+ξ+χ+τ= τ
τ

χ  

onde: 






+−

σ
+−

λ
−−τµ=−τ −τ−

χ

χ−τ−

χ

χ∗
ξ

χχ )e1(
k4

)e1(
k

)t()t(A )t(k2
2

)t(k  

    




−τσ+−

σρσ
ξ

−τ−

χ

ξχ χ )t(
2
1)e1(

k
2)t(k  

Pode-se escrever simplificadamente que )t,,(g)Fln( tt,t ξχ=τ  onde a função 

)(g ⋅  expressa o segundo membro da equação acima. Usando o lema de Itô e 

escrevendo as derivadas parciais como subscritos resulta em: 

tt
2

t2
12

t2
1

tttt, ddg)d(g)d(gdgdgdtg)F(lnd ξχ+ξ+χ+ξ+χ+= χξξξχχξχτ  

As derivadas parciais acima são dadas por; 

)t(A)ek(g )t(k
tt −τ′−χ= −τ−

χ
χ   )t(eg k −τ= χ−

χ   1g =ξ  

As derivadas de ordem superior são nulas. Introduzindo os valores destas 

derivadas parciais e as expressões de tdχ  e tdξ  na equação acima, resulta em: 

( ) ( )*
t

)t(k)t(k
t

t,

t,
t, dWdt)k(edt)t(Aek

F
dF

)F(lnd χχχχ
−τ−−τ−

χ
τ

τ
τ σ+λ−χ−+−τ′−χ== χχ  

     *dWdt)( ξξξξ σ+λ−µ+  

Agrupando os termos em dt pode-se escrever: 
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**)t(k

t,

t, dWdWedt)(
F

dF
ξξχχ

−τ−

τ

τ σ+σ+⋅= χ  

Aplicando o operador variância sob a MME na última equação: 

( ) )t(k2)t(k22
F

dFQ
dt
1 e2eVAR

t,

t, −τ−
ξχξ

−τ−
χ

χχ

τ

τ σρσ+σ+σ=  
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15 
Apêndice 5 - Estrutura a termo da volatilidade - Modelo 
Primeira Extensão 

A eq. (36) expressa o Modelo Primeira Extensão escrito sob a MME. Esta 

equação está abaixo: 

)t-(Aee)(f)Fln( t
)t-(k-

t
)t-(k-

t, τ+ξ+χ+τ= ττ
τ

ξχ  

onde: 






+−

σ
+−

λ
−−ξ=−τ −τ−

χ

χ−τ−

χ

χ−τ− χχξ )e1(
k4

)e1(
k

)e1(ˆ)t(A )t(k2
2

)t(k)t(k

 

    




−

σ
+−

+

σρσ −τ−

ξ

ξ−τ+−

ξχ

ξχ ξξχ )e1(
k4

)e1(
kk

)t(k2
2

)t()kk(  

Simplificadamente pode-se escrever ),,t(g)Fln( ttt, ξχ=τ . Usando o lema de 

Itô pode-se escrever: 

)d)(d(g)d(g)d(gdgdgdtg))F(ln(d tt
2

t2
12

t2
1

tttt, ξχ+ξ+χ+ξ+χ+= χξξξχχξχτ  

As derivadas parciais acima são: 

)t(Aekekg t
)t(k

t
)t(k

t −τ′−ξ+χ= −τ−
ξ

−τ−
χ

ξχ  

)t(keg −τ−
χ

χ=   )t(keg −τ−
ξ

ξ=  

As derivadas de ordem superior são nulas. Inserindo estas derivadas acima e 

as expressões de tdχ  e tdξ , resulta em 

( ) +−τ′−ξ+λ−= −τ−
ξ

−τ−
χ

τ

τ ξχ dt)t(Aeˆke
F

dF )t(k)t(k

t,

t,  

     *)t(k*)t(k dWedWe ξξ
−τ−

χχ
−τ− σ+σ ξχ  

Aplicando o operador variância sob a MME na última equação: 

( ) )t()kk()t(k22)t(k22
F

dFQ
dt
1 e2eeVAR

t,

t, −τ+−
ξχ

−τ−
ξ

−τ−
χ

ξχξχ

τ

τ σρσ+σ+σ=  
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