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Apéndice 1 - Solugao das EDOs com distribuigdo normal

Este apéndice apresenta o detalhamento da solu¢do das EDOs de Ricatti
para o caso em que o tamanho dos saltos possui distribuicdo normal.

Para o modelo contido na secdo 3.6.1 e descrito pela eq. (18) resulta em:

B -k, 0

Ky=| .f K, =| 7 '(t) =B, (t t

; _MJ 1 [0 0} pO=[® B
o [sleple)

H,=| * s H =0 l,=®m (,=0
| PO, O o

Além disso, ja havia sido mencionado que a taxa de juros (livre de risco) ¢
constante (r, =0), portanto, R =1, =r.

Como H,, /¢, e 1, s3o nulos, a EDO (5) se reduz a Bl(t) =k B,(t) e
B2 (t)=0. A solugdo ¢ imediata e fornece B, (t) =p,(t)exp(-k, (1—t)). Como
B(t)=u= (1 1):> B,(v)=B,(t)=1. Entéo resulta em B,(t)=exp(-k, (t-1)) e
Br(t)=1.

A EDO (6) resulta em

a(t) =r+A,pB, —pip, - B/o, —B,B,c,0.p - iB3o; —~w(O(B,) 1)

Usando nesta equagao as expressoes de 3, e B, encontrados acima:

at)=r+re -l —Yole ™ —5 o.pe TV ~ Yol -

oOP,)-D

Integrando esta equacao entre te t:

2

A
a(t) —a(t) =r(t—t) +k—x(1 ey W (t—1) - 4(;: (1— e 20y

x x

pGxGi

(-~ 4ol (x-0-w[ O(B,)—1ds

x

A condi¢ao terminal ¢ o(t) =0, logo:
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A o
a(t):_r(rc_t)_k_)((l_e k, (t t))+uz(,c_t)+4kx (l_e 2k, ( t))+
x %

piﬁ(l —e ) 4 o (r- D+ w (O(B,) - Dds

x

Resta calcular o ultimo termo da equagdo acima que sera denominado
B(t—t) isto ¢ B(t—t) = mf (6(B,)—Dds . A funcao caracteristica da distribuicdo
Gaussiana v(u.,c2) é 0(c) =exp(uic+ joc?).

O valor desta fun¢do calculado em B, ¢ dado por:

0(B, (1)) = expluje ™ + pole ™)

Logo o resultado sera:

B(t—t)= mf [exp(uiefk*(rfs) + Yol T )— 1] ds

Agora a equagdo da transformada em (19) estd sob a MME e pode ser

escrita como:

VOBt = expl (T 0 — 2 (1—e ) r i (- 1) +

2
4kx (l_e—zkx(r—t))+ pG, O (l_e—kx(r—t))_’_

x x

-k, (t-t)

Lol(t—t)+e ™y +E +B(r-1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0124838/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0124838/CA

12
Apéndice 2 - Solugao das EDOs com distribuigao
exponencial

Este apéndice apresenta o detalhamento da solu¢ao das EDOs de Ricatti
para o caso em o tamanho dos saltos possui distribui¢do exponencial.
A solugdo das EDOs (5) e (6) para o caso de distribuicdo exponencial segue

as mesmas etapas do Apéndice 1. Os resultados para 3, e 3, sdo os mesmos. Para

a o resultado ¢ analogo apenas diferindo nos dois ultimos termos que contém as

integrais da funcdo caracteristica da distribuicao exponencial:

A . o’
a(t) = —r(t—t) _k_x(l —e Ty 4 p(t—t)+ 4kX

x x

(1- e—2kx(t—t)) n

pGXGé
k

x

-+ yolc-t)+w, [ (0,B,)-Dds— o, [ (0,(B,) - ds

Resta calcular a fungdo caracteristica O(B,(t)) para a distribuicdo

exponencial. Seja Z uma variavel aleatéria com distribuicdo exponencial de

parametro ¢ :

o s
f(z)= Qe z>20
0 z<0

O valor esperado de Z ¢ E(Z) = % =1. A fun¢do caracteristica ¢ dada por:

0(c) = jm exp(cz)f(z)dz

Substituindo f(z) e integrando de =zero a infinito resulta em

0(c)=-% =1

I-nc

Agora serdo resolvidas as integrais em o(t). Mas ¢ suficiente resolver

apenas uma das integrais. Seja entdo J-:m(e(Bl)—l)ds e usando o resultado

anterior:

1 - 1 exp(-k, (1-5))

J o003 -nas=o I ek, -9 ST T ek, (o)
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ou ainda:

me@a—mmzfimGiﬂﬁﬁﬂ)
t kX

l—n*

Logo, o termo o(t) serd escrito por:

A o
at) =-r(t—t) -~ (1-e ) pi(r-t)+ L (1-e V)4
k, 4k,

PG, —k, (t-1) 2 w (In* exp(—k (rt))) w (ln* exp(~k (rt)))

—= 2 (] - 1 — u _u e xh P 2d 4 e

k (1-e )+ /o (t—t)+ i In - T In -
x

u

Para o caso de mais de um salto para cima e para baixo, escreve-se:
A e o2 e

() = —r(t— ) = 2 (1= )l (1 (e )
k, 4k,

pGxGi -k, (=-t) 2 @ (l—n*-exp(—k (t—t))) @y (1—11*- exp(—k (T—t)))
Tk 1 _ i gy |0 SXPATE TR Bai gy | e XA
= (1-e )t o (t—t)+ Z K, In = + Z K, In 1-nj;
. i

i

A equagdo da transforma DK, sob a MME, est4 concluida:

-k, (z-t)

WQ(Xt,it,t,r):exp{—r(r—t)—i—x(l—e )+“Z(T_t)+

x

2
j{x (1- e—2kx(r—t)) N pG,0; (1- )

x x

@y 1. |10 exp(=k, (1-1) o l—nZieXp(—kx(r—t))) -k, (1-t)
Zgln(—)jt A Eln(— +e oy, +E,

)+%G§(’C—t)+

Iy 1-ng;
i i
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Apéndice 3 - Solugao das EDOs com reversao a média para
§

A solugdo das EDOs (5) e (6) segue o mesmo procedimento do Apéndice 1.
Para a EDO (5), B,(t) e B,(t) sdo analogos:

B=kpB, e B,(H) =k,

Logo as solugdes para B, (t) e B,(t) sdo:

= e By=e

Para a EDO (6) o resultado ¢ analogo ao do Apéndice 1, apenas trocando p;
por ké%:

6(t) =r+1,B, —k.EB, ~ J5Bio; ~B/B,0,0.p ~ 4P30? ~w(O(B,) 1)

Usando B,(t) e B,(t) encontrados acima:

. _ k(=) p k(-t) 2 =2k, (1-t) ~(k, +ke) (1-t)
a(ty=r+Ae k.Ee 0,€ G,0.pe

Yoze Y —w(0(B,) - 1)

Integrando esta equagdo entrete t:

A —k, (=t £ —kg (1t
OL(T)—Ot(t)=r(T—t)+k—X(1_e QDY B — e 0y

2 2
(e) (e3¢} (e}

X (l_e—ZkX(t—t))_ po,C. (l_e—(karkL:)(r—t))_ e (l_e—zké(r—t))_B(T_t)
4kx kx +ké 4k£

onde B(t—t) foi calculado no Apéndice 1. A condicdo terminal ¢ a(t) =0,

logo:

7\’ A
Ot(t) = —I’(’C - t) - k_X(l - e_kx(r_t)) + };(1 _ e—kg(‘f—l)) +
x

2

2
9) 6,0 + T G - -
Lm0y P20 ottty O (1 g2kt gy
4k, k, +k. 4k,

x

A equagdo da transformada DK sob a MME ¢ dada por:
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o ,E ot T) = exp(— r(t—t) -t (1—e ) 1 g1 —e ) 4

2 2
(o} o, O (ko + — (&) _ —
4kX (1 _ e_ka(T_t)) + lf X k& (1 —e (ky +ke)( t))+ 4k§ (1 —e 2ke ( t))
x v T Ke 3

e_k*(H)xt + e_ké(H)E',t +B(t- t))

+

180
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Apéndice 4 - Estrutura a termo da volatilidade - Modelo
Basico

Este Apéndice apresenta o detalhamento da derivacao da estrutura a termo
da volatilidade do modelo bésico. A estrutura a termo ¢ o comportamento da
volatilidade do modelo com a maturidade dos contratos. A eq. (33) da secdo 3.7.1

mostra os precos futuros sob a MME. E preciso calcular a variancia instantanea

dada por éVAR(%). Reescrevendo a eq. (33):

In(F, ) =f(t)+e™ "y, +& +A(t-t)

onde:

2

A c
A T—1t) = * T—t _r l_e—kx(ﬂr—t) + % l_e—ka(r—t) n
(1) (ug( -2k ot )

X 1
%(l —e Y 4 %Gé (t— t)J

Pode-se escrever simplificadamente que In(F, ) = g(x,,&,,t) onde a fungdo
g(-) expressa o segundo membro da equagdo acima. Usando o lema de Itd e
escrevendo as derivadas parciais como subscritos resulta em:

d(InF, ) =gdt+g,dy, +g.dE +1g, (dx,)’ +3g.(dE)" +g,.dx dE,

As derivadas parciais acima sao dadas por;

g =x. (ke ) - A=) g, =¢ "(t-1) g =1

As derivadas de ordem superior sdao nulas. Introduzindo os valores destas

derivadas parciais e as expressoes de dy, e d&, na equagdo acima, resulta em:

dF :
d(nF,) == = ke ™0 AT -t +e 0 (kg 2, )dt + o, dW)

T,t
+(u, —A)dt+0,.dW,

Agrupando os termos em dt pode-se escrever:
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dF, _ dt+e Vs dW’ +0o,.dW,
P =()dt+e c,dW, +c6.dW,

Tt

Aplicando o operador variancia sob a MME na ultima equagao:

1 QdE., ) _ 2 -2k, (t-t) 2 -k, (1-t)
+« VAR (ﬁ)—cx e " '+0;+2pc, 0.0 "

182
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Apéndice 5 - Estrutura a termo da volatilidade - Modelo
Primeira Extensao

A eq. (36) expressa o0 Modelo Primeira Extensao escrito sob a MME. Esta
equacdo esta abaixo:
In(F_ ) =f(t)+e™ "y, +e™ e + A(r-1)

onde:

2

A A c
Alt—1)=| EQ=e ) 2% (1 —e ™0y 4 7% (o 20y
(r)(&( - 2 )

x x

2
(e _ _ (&) _ _
p A (1 —e (kX+k§)(T t)) + 3 (1 —e 2k§(‘t t) )J

k, +k, 4k,

Simplificadamente pode-se escrever In(F_,) = g(t,%,,&,) . Usando o lema de
Itd pode-se escrever:
d(In(F,,)) = g dt+g,dy, +g.dg, +5g,, (dx)* +5g.(d5)" +g,(dx,)(dE)

As derivadas parciais acima sao:

g, = kxe_k”“_t)xt + kée_ké(ﬁ)égt —-A'(t-t)

—k, (t-1) k(D)

g, =€ g.=¢e
As derivadas de ordem superior sdo nulas. Inserindo estas derivadas acima e

as expressoes de dy, e d&,, resulta em

dF e . e
:(—kxe S ge T —A'(r—t))dt+

T,t

—k, (1-1) * —k; (t-1) *
chWX +e csgdWg

e
Aplicando o operador variancia sob a MME na ultima equagao:

| Q dFU)_ 2 -2k, (1-t) 2 —2ke (1) ~(k, +kg) (1)
+ VAR (F_l =0,e ' +o.e +2pc,c.e
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