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Resumo

Silva, Plinio Nunes; Pinheiro, Eduardo Barbosa. Visualizactes
Geométricas de Regularidades da Aritmética Modular. Rio de Janeiro,
2025. 61p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

A aritmética modular e suas propriedades favorecem muito o
fortalecimento das operagdes basicas da matematica, como a adicdo, subtracao,
multiplicacdo e a divisdo. Deste modo, utilizar a aritmética modular de uma forma
adaptada as etapas de ensino e as faixas etarias adequadas dos estudantes se
constitui numa excelente alternativa para que 0S mesmos possuam maior interesse
sobre tais assuntos e compreendam mais amplamente essas operag0es. Podemos
criar estratégias interessantes aplicando as operagBes matematicas em grupos
ciclicos de uma forma que o aluno se surpreenda e, por que ndo, se encante pelas
propriedades e caracteristicas particulares da dita aritmética dos restos, criando
assim diversas conexfes sobre multiplos e divisores. Com uma conducdo
estimulante e bastante visual do assunto, usando a geometria como auxilio,
aproximamos o aluno dos conceitos matematicos, proporcionando-lhe uma
participacdo mais ativa e efetiva em seu aprendizado. Observando as variadas
formas de construcdes, considerando diversas congruéncias modulo m e as
operacOes da aritmética, a proposta deste trabalho consiste, basicamente, em
vincular as operacdes de congruéncias modulares e suas regularidades associadas

as representacdes por poligonos inscritos em uma circunferéncia.

Palavras-chave

NUmeros inteiros; operagdes; aritmética modular; geometria; construcdo

geomeétrica.



Abstract

Silva, Plinio Nunes; Pinheiro, Eduardo Barbosa. Geometric
Visualizations of Regularities in Modular Arithimetic. Rio de Janeiro,
2025. 61p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Modular arithmetic and its properties greatly enhance the strengthening of
basic mathematical operations, such as addition, subtraction, multiplication and
division. Therefore, using modular arithmetic in a way that is adapted to the
appropriate teaching stages and age groups of students is an excellent alternative
for students to become more interested in these subjects and to understand these
operations more fully. We can create interesting strategies by applying
mathematical operations in cyclical groups in a way that surprises students and,
why not, is enchanted by the particular properties and characteristics of the so-
called arithmetic of remainders, thus creating various connections about multiples
and divisors. By conducting the subject in a stimulating and highly visual manner,
using geometry as an aid, we bring students closer to mathematical concepts,
providing them with a more active and effective participation in their learning.
Observing the various forms of constructions, considering various congruences
modulo m and the operations of arithmetic, the proposal of this work consists,
basically, of linking the operations of modular congruences and their associated
regularities to the representations by polygons inscribed in a circumference.

Keywords

Integers;  operations; modular arithmetic; geometry; geometric

construction.
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1. Introducéo

O ensino e a aprendizagem da matematica no Brasil tém enfrentado
grandes desafios. Dados de avaliagdes como 0 SAEB e o PISA evidenciam essas
dificuldades. Esses dois sistemas de avaliagdo, um em nivel nacional e outro
internacional, sdo referéncias para compreender a realidade da educacdo basica.
Eles serdo abordados mais a frente neste trabalho como ponto de partida para
nossas reflexdes.

As dificuldades dos alunos em aprender e lidar com a matematica tém
muitas causas. Entre elas, fatores sociais, econdmicos e familiares exercem papel
decisivo. Questdes como moradia, alimentacdo, condi¢bes sanitarias e outros
aspectos da vida cotidiana influenciam diretamente a aprendizagem, pois definem
se 0 estudante terdA ou ndo condicbes minimas para desenvolver novos
conhecimentos.

Ha também problemas de ordem estrutural e institucional. Politicas
publicas educacionais, muitas vezes marcadas por interesses partidarios, deixam
de atender as reais necessidades da escola. Soma-se a isso a formag&o insuficiente
de professores, 0 que impacta de forma sensivel o ensino de matematica. Assim,
fica claro que existem numerosas variaveis que, em conjunto, dificultam um
ensino de qualidade em nosso pais. Antes mesmo de discutir conteudos,
competéncias ou habilidades matematicas, ja nos deparamos com um cenario que
exige reflexdo profunda.

Essas discussfes sdo importantes e precisam ser feitas constantemente,
principalmente quando falamos do Brasil. Nosso pais, de dimensao continental,
apresenta grande desigualdade social e forte concentracdo de renda. Essas
caracteristicas tornam ainda mais complexas as reflexdes sobre educacao, embora
ndo possamos dizer que estamos diante de uma das piores economias do mundo.

Entretanto, ndo € objetivo deste trabalho aprofundar-se nessas questdes,
embora sua relevancia seja inegavel. Reconhecemos plenamente a influéncia
negativa que tais fatores exercem sobre a aprendizagem da matematica. Ainda
assim, buscamos oferecer aqui uma contribuicdo honesta ao ensino, fundamentada
em dados concretos de instituigdes que orientam a educagéo brasileira.

O foco deste estudo esta em algumas dificuldades encontradas pelos

alunos do Ensino Fundamental. Mais especificamente, nas duas etapas dessa fase:
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0 1° ciclo (do 1° ao 5° ano) e o 2° ciclo (do 6° ao 9° ano). Nessas etapas, 0S
problemas relacionados & matematica bésica se tornam mais evidentes,
especialmente no dominio das operac@es aritméticas.

As operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo sao, ainda hoje,
grandes obstaculos no cotidiano escolar e sdo também motivo de queixas
recorrentes entre os professores. Por isso, a parte inicial deste trabalho analisa tais
dificuldades com base em dados do SAEB e do PISA. Essas informacdes ajudarao
a confirmar e ilustrar os desafios enfrentados com a matematica basica, que
constitui nosso principal objeto de interesse.

Na primeira parte do estudo, os resultados do SAEB e do PISA serdo
apresentados e discutidos como fundamento para direcionar nosso olhar. Eles
servirdo como fio condutor para a proposta de trabalhar as operacGes aritméticas
de forma diferenciada.

Nas etapas seguintes, exploraremos uma maneira alternativa de
compreender essas operacdes: a visualizagdo geométrica por meio da aritmética
modular. Essa abordagem permitira ndo apenas o aprendizado das congruéncias
modulares, mas também uma nova forma de manipulacdo das operacGes
aritméticas. Além disso, propomos uma aplicacdo visual do Pequeno Teorema de
Fermat que estd diretamente relacionado ao Teorema de Euler e que pode ser
utilizada como estratégia para resolver determinadas Equacdes Diofantinas.

Por fim, apresentamos uma proposta que une a aritmética modular com a
construcdo de curvas racionais algébricas planas, em especial as curvas
epicicloides de uma, duas ou trés cuspides.

A aritmética é o fio que sustenta todos os ramos da matematica. Ndo ha
algebra, geometria, célculo, fungdes ou matematica discreta que se sustentem sem
ela. O interesse por esse tema nasceu ndo apenas de sua necessidade fundamental,
mas também de sua beleza e simplicidade. Acreditamos que é possivel despertar
encantamento pela aritmética, mostrando-a em dialogo com a geometria, area em
que os alunos costumam ter maior aceitacdo justamente pelo carater visual que
oferece.

Assim, a escolha deste tema se justifica: trabalhar as operagdes aritmeticas
bésicas por meio de representacfes geométricas pode ser uma forma dindmica e
construtiva de aprender. Além disso, entendemos que o dominio das operagdes

bésicas impacta diretamente o0 avan¢o em outros contetidos da matematica. Como
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muitos deles sdo construidos de maneira linear, com forte relacdo de pré-
requisitos, consideramos este tema central e essencial para o desenvolvimento do

presente trabalho.



2. 0 SAEB e o PISA

O Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica, conhecido pela sigla SAEB,
foi criado em 1990 pelo governo federal. No inicio, recebia 0 nome de Sistema
Nacional de Avaliacdo da Educacdo — SNAE. A criacdo desse sistema teve como
finalidade observar de maneira ampla as condi¢cdes da educacdo brasileira e
identificar como estava a qualidade do ensino ofertado nas escolas do pais. Desde
0 comeco, a proposta era que a aplicacdo das avaliagdes acontecesse de dois em
dois anos. A segunda edicéo foi realizada em 1993, consolidando o processo.

Em seu primeiro formato, o SAEB avaliava apenas escolas publicas. Essas
instituicbes eram selecionadas por meio de amostras. Os alunos avaliados
pertenciam ao ensino fundamental: no primeiro ciclo, estavam incluidos o 1°, 3° e
5° anos, e no segundo ciclo o 7° ano. As disciplinas avaliadas eram lingua
portuguesa, matematica e ciéncias naturais, além da producdo textual. Esse arranjo
foi mantido até 1995, quando ocorreu uma reformulacdo importante que ampliou
o0 alcance do sistema. A partir desse momento, escolas privadas também puderam
participar do processo, seja de maneira amostral ou por adesdo voluntaria. Nesse
novo formato, a avaliagdo passou a ter como foco os alunos do 4° e 8° anos do
ensino fundamental e do 3° ano do ensino médio, concentrando-se inicialmente
nas disciplinas de lingua portuguesa e matematica.

Um marco significativo ocorreu em 1997, com a criagdo das chamadas
matrizes de referéncia. Essas matrizes tinham o papel de estabelecer niveis de
proficiéncia que permitissem interpretar os resultados alcancados pelos
estudantes. Com isso, 0 sistema ndo apenas aplicava as provas, mas também
construia uma escala que possibilitava compreender o desempenho dos alunos de
forma mais estruturada. Ainda nesse periodo, as provas continuavam a ser
aplicadas no 4° e 8° anos do ensino fundamental e no 3° ano do ensino médio,
contemplando as areas de lingua portuguesa, matematica e ciéncias da natureza.

Em 1999, durante a 5% edicdo, o SAEB ampliou novamente sua
abrangéncia, incluindo a area de ciéncias humanas junto as disciplinas ja
avaliadas.

No inicio dos anos 2000, o foco permaneceu sobre o 4° e 8° anos do
fundamental e o 3° ano do ensino médio. Porém, a avaliacdo apresentava

pequenas variagdes em sua organizacdo a cada edicdo. Foi em 2005 que o SAEB
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passou por uma mudanca fundamental: deixou de ser apenas uma avaliagdo
amostral e assumiu carater censitéario. Isso significou que, a partir desse ano,
tornou-se obrigatoria a participacdo de todas as escolas publicas localizadas em
areas urbanas que possuissem 20 ou mais alunos matriculados no 5° e 9° anos do
ensino fundamental e no 3° ano do ensino médio. J& as escolas particulares
continuaram participando de forma amostral ou por adeséo, sem a obrigatoriedade
que se imp0s as instituicdes publicas.

Nos anos seguintes, entre 2009 e 2021, a metodologia basica do SAEB
sofreu poucas alteracdes. Em algumas edi¢des foram incluidos novos
instrumentos, como questionarios socioeconémicos respondidos pelos estudantes
e questionarios destinados aos professores. Esses questionarios buscavam
levantar informacdes sobre a formacdo docente, condicdes de trabalho e outros
fatores que também interferem nos resultados de aprendizagem. Essa coleta de
dados ampliou a compreensdo do cenario educacional, possibilitando analises
mais aprofundadas sobre a relacdo entre o contexto do aluno, a formacdo do
professor e 0 desempenho obtido nas provas.

Portanto, desde sua criagdo até os dias atuais, 0 SAEB passou por diversas
fases de reformulagdo, mas manteve como esséncia a preocupacdo em medir a
qualidade da educacdo béasica no Brasil. A seguir, sera apresentada uma tabela que
organiza os anos de escolaridade e as disciplinas avaliadas em cada edicdo do
sistema desde sua origem, ilustrando de maneira clara as mudancas e evolugdes

ocorridas ao longo de mais de trés décadas de aplicacao.

Ano Anos de Escolaridade Avaliados Disciplinas Avaliadas
Lingua Portuguesa,
1990 178 32 5% e 72 séries do EF Matematica, Ciéncias

Naturais, Redagéo
Lingua Portuguesa,
1993 123, 32 5% e 72 séries do EF Matematica, Ciéncias
Naturais, Redacgéo
Lingua Portuguesa,
Matematica
Lingua Portuguesa,
1997 42 e 82 séries do EF, 32 série do EM Matematica, Ciéncias
Naturais
Lingua Portuguesa,
Matematica, Ciéncias
Naturais, Historia,
Geografia

1995 42 ¢ 82 séries do EF, 32 série do EM

1999 42 e 82 séries do EF, 32 série do EM
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2001 42 e 82 séries do EF, 32 série do EM Lingua Portuguesa,

Matematica
2003 | 42e 8 séries do EF, 3% série do EM Lingua Portuguesa,
Matematica
2005 42 série/5° ano e 82 série/9° ano do Lingua Portuguesa,
EF, 32 série do EM Matematica
2007 42 série/5° ano e 82 série/9° ano do Lingua Portuguesa,
EF, 32 série do EM Matematica
2009 42 série/5° ano e 82 série/9° ano do Lingua Portuguesa,
EF, 32 série do EM Matematica
2011 50 ¢ 9° ano do EF, 32 série do EM Lingua Portuguesa,
Matematica
Leitura, Escrita,
2013 3°,5%¢e 9° ano do EF, 32 e 42 série do Matematica, Ciéncias
EM Humanas, Ciéncias da
Natureza
2014 3%ano do EF Leitura, Escrita, Matematica
2015 5%e 9%ano do EF, 3% e 42 série do Lingua Portuguesa,
EM Matematica
2016 3°ano do EF Leitura, Escrita, Matematica
2017 5°e 9% ano do EF, 32 e 42 série do Lingua Portuguesa,
EM Matematica
Lingua Portuguesa,
2019 Creche, Pré-escola, 2°, 5° e 9° ano do Matematica, Ciéncias
EF, 32 e 42 série do EM Humanas, Ciéncias da
Natureza

Tabela 1: De prépria autoria (2025)

Pode-se observar que, ao longo da histéria do SAEB, ocorreram diversas
mudangas em seus modelos e metodologias de aplicacdo. Essas transformacoes
revelam tanto a tentativa de aprimorar o sistema quanto a dificuldade de
consolidar um instrumento estavel para avaliar a qualidade da educacdo brasileira.
Por ser praticamente o Unico sistema em larga escala voltado a essa finalidade, o
SAEB carrega consigo uma responsabilidade muito grande: indicar, de forma
consistente, o retrato da aprendizagem dos alunos e ser referéncia para gestores,
professores e pesquisadores.

Entretanto, ainda existem desafios significativos a serem enfrentados. E
fundamental que as informacdes levantadas pelo sistema ndo sirvam apenas para
expor caréncias, mas que de fato orientem politicas publicas educacionais
continuas, de carater governamental e ndo partidario, como ja ressaltado
anteriormente. Somente assim serd possivel transformar os dados em agdes

concretas. Tais acOes devem contemplar tanto os estudantes, que necessitam de
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melhores condi¢Ges de aprendizagem, quanto os professores, que precisam de
uma formacé&o sélida e permanente.

Nesse sentido, o sistema deve ir além do papel de apontar falhas. Ele
precisa ser encarado como um instrumento de diagnostico educacional, capaz de
fornecer subsidios para a construcdo de medidas eficazes. Se usado de maneira
responsavel, o SAEB pode se tornar uma espécie de “vacina” contra os males que
afetam o ensino de matematica e de outras areas do conhecimento.

Ao analisar, por exemplo, os resultados mais recentes, percebemos a
gravidade da situacdo. Os dados de 2019, seguidos pelos de 2021, mostram que,
em termos gerais, a proficiéncia dos estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental
em matematica permanece em um nivel insatisfatorio. De acordo com 0s critérios
estabelecidos pelo proprio INEP, a média nacional ainda esta abaixo do desejado.

Esse quadro evidencia uma dificuldade persistente e generalizada.
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Apesar disso, alguns estados se destacam positivamente. O Distrito
Federal, bem como os estados de Santa Catarina, Parand e S&o Paulo, apresentou
média dentro ou acima do patamar esperado. Esses resultados demonstram que é
possivel alcancar avancos quando existem politicas e praticas educacionais mais
consolidadas. Por outro lado, reforcam também a urgéncia de agdes que reduzam
as desigualdades regionais e garantam que todos os estudantes brasileiros tenham
as mesmas oportunidades de aprendizagem.

Os dados dos SAEB de 2021, por exemplo, revelam uma porcentagem de
menos de 10% de alunos que cursam 3° ano do ensino médio possuindo o
aprendizado considerado como adequado em matematica. Ao se considerar que o
3° ano do ensino médio se coloca como final do ciclo de uma educagdo dita
basica, mediante as dificuldades encontradas nessa etapa, é notério que qualquer
trabalho que contribua para uma abordagem sobre matemética bésica tenha sua
devida importancia e torna-se assim uma oportunidade benéfica para seu
aprendizado como uma forma de trabalhar conceitos e conteddos basicos
envolvendo as operagdes basicas da matematica, operacdes estas que percorrem
todo o 1° e 2° ciclos de educagdo no ensino fundamental. E significativo e
importante que tal tema seja debatido e difundido por diversos trabalhos

académicos.

Distribuicao Percentual dos Estudantes nos Niveis
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Gréfico 2 - Distribuicdo porcentual dos estudantes por niveis da escala de proficiéncia, no SAEB,
em matematica, na 32 série do ensino médio regular - Brasil capital e interior - 2021.
Fonte: Elaborado pela Daeb/Inep.

Por fim, ao que tange no avaliado pelo SAEB de 2021, tem-se
demonstrado que mais de 70% dos alunos do 5° ano do ensino fundamental ndo
conseguiram alcangar o nivel adequado em matematica, 0S mesmos
permaneceram nos niveis mais baixos de proficiéncia (INEP, 2022).

Contundentemente, se verifica com esses dados, que a maior parte dos estudantes
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ndo tem habilidades bésicas consolidadas, o que justifica mais uma vez a
producéo deste trabalho e os demais trabalhos que possuam ter uma abordagem

das operac0es basicas de adi¢do, subtracdo, multiplicacéo e divisao.

Dependéncia Administrativa
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Grafico 3 - Distribui¢do porcentual dos estudantes por niveis da escala de proficiéncia, no SAEB,
em matematica, no 5° ano do ensino fundamental - Brasil por dependéncia administrativa - 2021.
Fonte: Elaborado pela Daeb/Inep.

Registra-se, como o Ultimo dado, que um pouco mais de 60% de alunos do
9° ano possuem nivel de proficiéncia abaixo do bésico reforcando assim o quanto
realmente ha de defasado no ensino e aprendizagem em anos anteriores cuja

abordagem das basicas opera¢fes matematicas ja deveriam estar consolidadas.

Localiza glo
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Grafico 4 - Distribuicdo porcentual dos estudantes por niveis da escala de proficiéncia, no SAEB,
em matematica, no 9° ano do ensino fundamental - Brasil rural e urbana - 2021.
Fonte: Elaborado pela Daeb/Inep.

O Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes — PISA (Programme
for International Student Assessment) constitui-se como uma das mais relevantes

iniciativas globais para mensurar a qualidade educacional. Avalia estudantes com
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idades entre 15 e 16 anos, oriundos de diversos paises, com o objetivo de analisar
suas competéncias em areas fundamentais do conhecimento. A primeira aplicacdo
ocorreu em 2000, sendo realizada de forma trienal até 2018. Em 2021, devido a
pandemia de COVID-19, a avaliacdo foi adiada e realizada apenas em 2022, com
a proxima edicao prevista para 2025.

Diferentemente do SAEB, que mantém uma metodologia mais
homogénea, 0 PISA possui uma caracteristica singular: a cada edicédo, escolhe um
foco especifico. Assim, em 2000, 2009 e 2018, a énfase foi leitura; em 2006 e
2015, ciéncias; e em 2003, 2012 e 2022, matematica, area de interesse principal
deste estudo.

Segundo dados da OECD (Organisation for Economic Co-operation and
Development), responsavel pela coordenacdo do PISA, o desempenho dos
estudantes brasileiros apresenta oscilagdes, mas permanece abaixo da média
internacional. Em matematica, os resultados foram 356 pontos em 2003, 391 em
2012 e 379 em 2022. Para comparacdo, as médias dos paises membros da OCDE
nos mesmos anos foram 500, 494 e 472 pontos, respectivamente, mostrando um
desempenho inferior ao padrdo esperado. Cabe destacar que a queda global em
2022 foi atribuida aos efeitos da pandemia.

A OCDE organiza os resultados em niveis de proficiéncia, que védo de 0 a
6. Estudantes com até 358 pontos estdo abaixo do Nivel 1. O Nivel 1 abrange 358
a 420 pontos; o Nivel 2, de 421 a 482 pontos, é considerado o minimo desejavel; o
Nivel 3 vai de 483 a 544 pontos; o Nivel 4, de 545 a 606 pontos; o Nivel 5, de 607
a 668 pontos; e o Nivel 6, acima de 669 pontos. No Brasil, aproximadamente 73%
dos estudantes estdo abaixo do nivel minimo desejavel, e apenas 1% atinge 0s
niveis 5 ou 6.

Outro ponto de diferenca em relacdo ao SAEB é que o PISA é amostral e
internacional, com 81 paises participantes em 2022. Apesar disso, observa-se uma
consonancia entre os resultados do PISA e do SAEB, ambos coordenados pelo
INEP, que garante a gestéo nacional das avaliagdes.

Portanto, SAEB e PISA, sendo os principais sistemas de avaliagdo da
educacdo no Brasil, expdem uma realidade preocupante em matematica. No
entanto, esses resultados ndo devem ser encarados como desanimadores, mas
como um alerta para a necessidade de investimentos continuos. Tais

investimentos devem contemplar tanto a melhoria das condi¢des de aprendizagem
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dos alunos, com reducédo das desigualdades, quanto & formacéo e valorizagdo dos
docentes, elementos essenciais para a transformacéo da educacéo brasileira.



3. Introducao a Aritmética

O principal objetivo deste trabalho € proporcionar oportunidades de
aprendizagem pratica e significativa, aproximando os alunos das operagdes
bésicas da mateméatica de forma contextualizada e construtiva. Para isso,
utilizamos a aritmética modular, ramo que estuda o comportamento dos ndmeros
inteiros e seus restos em um contexto ciclico, como ferramenta para fortalecer a
compreensdo das operacdes aritméticas. Ao unir a aritmética a um processo visual
e construtivo por meio da geometria, buscamos criar uma conexao solida entre
esses dois eixos fundamentais da matemaética, tornando o aprendizado mais
intuitivo e envolvente.

Embora a aritmética modular ndo seja comumente abordada nos niveis
iniciais de ensino, acreditamos firmemente em sua capacidade de enriquecer o
aprendizado. Sua beleza e simplicidade permitem que conceitos complexos sejam
apresentados de maneira mais acessivel. Além disso, mesmo incorporando temas
desafiadores e profundos, a aritmética modular possui um grande potencial de
estimular a participacdo ativa dos estudantes, despertando curiosidade,
engajamento e interesse pelo estudo das operagdes basicas de forma diferenciada e

motivadora.

3.1. Aritmética e Geometria

Abordaremos de forma concisa os conceitos fundamentais de aritmética
modular e geometria bésica, a fim de proporcionar ao leitor uma base sélida para a
compreensdo da relacdo que estabeleceremos entre esses dois ramos da
matematica. Para aqueles que desejarem aprofundar seus conhecimentos nesses
temas, indicamos diversas fontes de estudo, como (HEFEZ, 2022) e (MOREIRA,
2012).

As primeiras contribui¢des sérias para a teoria dos nimeros - isto é, completas com
provas, ndo apenas afirmagdes - sdo encontradas nos trabalhos de Euclides, em que as
ideias estdo discretamente disfarcadas de geometria. O tema foi desenvolvido numa area
distinta da matematica pelo grego Diofanto, que teve parte dos seus escritos registrados
em copias posteriores. A teoria dos nimeros recebeu grande impulso nos anos 1600, dado
por Fermat, e desenvolvida por Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange e Carl Friedrich
Gauss num ramo extenso e profundo da matematica, e tocava muitas outras areas,
aparentemente ndo relacionadas. No fim do século XX essas liga¢cdes haviam sido usadas
para responder a algumas - embora ndo todas - antigas charadas, inclusive a famosa
conjectura feita por Fermat por volta de 1650, conhecida como seu Ultimo Teorema.
(STEWART, 2014, p.119 e p.120)
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Gauss foi o responsavel pela notagdo moderna e amplamente utilizada da
aritmética modular. Carl Friedrich Gauss, denominado como O Principe da
Matematica se destaca principalmente nos séculos XVIII e XIX com diversas
contribuicbes em diversas areas da matematica, fisica, como astronomia e
eletricidade. Nascido em Brunswick - (na Alemanha) - em 1777. Foi uma crianga
prodigio e extremante precoce. Gauss foi admitido, como aluno, na Universidade
de Gotting com apenas 18 anos de idade, onde posteriormente, aos 30 anos se
tornaria professor e diretor do observatorio da referida universidade. Tornou-se
famoso no campo da matematica com a célebre frase: “a matematica ¢ a rainha
das ciéncias e a teoria dos nimeros ¢ a rainha da matematica”.

Em uma de suas diversas obras, certamente uma das mais importantes,
denominada Disquisitiones Arithemeticae traz, dentre muitas contribuicdes, uma
forma de construcdo de poligonos regulares a régua e compasso, € a comprovagao
de que um poligono regular de 17 lados pode ser construido com tal técnica.
Apresenta também em sua primeira parte a facil notacdo para as congruéncias
modulares, objeto deste trabalho bem como a demonstracdo da Lei de
Reciprocidade Quadrética.

Apresentaremos, no seguinte capitulo, os conceitos fundamentais que
sustentardo as construcdes geomeétricas posteriores, explorando a interseccao entre

esses dois ramos da matematica.



4. Congruéncias Modulares

Ao longo do texto utilizaremos Z para denotar a conjunto dos numeros
inteiros. Sejam a, b e n € Z, n > 1. Dizemos que a é congruente a b modulo n, e
escrevemos

a=bmodn

quando a e b deixam 0 mesmo resto na divisao por n.

Por exemplo, temos que:
17 =3 mod 7, pois 17=7. 2 + 3, igualmente 3=7.0+ 3

Mais exemplos como 10 = — 2 mod 3, ou ainda — 6 = — 1 mod 5 sdo

possibilidades.

= Propriedades das congruéncias modulares
Para quaisquer a, b, ¢, d, n € Z, n > 1, temos:
Reflexividade:
a=amodn
Simetria:
Sea=bmodn, entdo » =a modn
Transitividade:
Sea=bmodneb=cmodn,entdoa =cmodn
Compatibilidade com a soma e a subtragéo:
Sea=bmodn,entdioa+tc=hb+cmodn
Compatibilidade com o produto:
Sea=bmodnesec=dmodn, entdo ac = bd mod n
Cancelamento:

Seomdc (c,n) =1entdo ac =bcmodn & a =bmodn

As propriedades acima mostram que a relacdo de congruéncia tem um
comportamento muito similar & relacdo usual de igualdade. S&o essas
propriedades que tornam as congruéncias tdo uteis em diversos tipos de problemas
e serdo importantes para as construcfes posteriores no vinculo com construcéo
geométrica. O leitor interessado em aprofundar-se em mais propriedades e suas
devidas demonstracOes sugerimos ler a excelente obra do professor Abramo Hefez

citada ao final nas referéncias bibliograficas.
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4.1. Classes Residuais

As congruéncias modulares, para um modulo n (n > 1), apresentam
diversas aplicacdes em mdaltiplos ramos da matematica e, mais recentemente, tém
se mostrado essenciais em calculos computacionais. Entre essas aplicagdes
destacam-se a criptografia RSA e outras formas de criptografia moderna, além de
sua utilizacdo em teoria de codigos corretores de erros e em areas avangadas da
teoria de grupos, como exemplificado pela Teoria de Grupos de Galois
(COUTINHO, 2009) e (MARTIN, 2010).

De forma conceitual, seja n > 1 um ndmero inteiro. Ao considerarmos o
conjunto de todos os nudmeros inteiros e dividirmos esse conjunto em
subconjuntos, de modo que cada subconjunto contenha todos os inteiros que
possuem 0 mesmo resto quando divididos por n, obtemos uma particdo
estruturada do conjunto dos inteiros. Cada uma dessas classes de equivaléncia
modular forma um bloco distinto dentro do conjunto total, permitindo tratar
problemas numéricos e algébricos de forma organizada e sistematica, sendo a base
para inUmeras construcdes tedricas e aplicacdes praticas da aritmética modular. E
sendo assim iremos obter as seguintes parti¢oes.

Ro={X € Z; x =0 mod n}
Ri={X€Z; x =1mod n}
Ry ={X € Z; x =2 mod n}
R3={X € Z; x = 3 mod n}

Rn-lz{er;x'En—lmod n}
Ryo={Xx € Z; x =nmod n}

Em algumas das nossas construcdes em vez de Ry, utilizaremos por
conveniéncia Ry, pois sdo iguais, uma vez que x = n mod n equivale a x = 0 mod
n. Basta notar, por exemplo, que 24 = 6 mod 6 e 24 = 0 mod 6, isto mostra que Rg

e Re representam a mesma particéo por transitividade.



5. Poligonos

As construcdes dos poligonos utilizadas neste trabalho serdo, na maior
parte das vezes, diretamente relacionadas ao nimero de vertices, que por sua vez
estara alinhado a congruéncia modular que se deseja explorar. E importante
destacar que, de forma inicial, trabalharemos com poligonos regulares convexos
em algumas situacBes e com poligonos estrelados regulares em outras.

Portanto, nesta fase inicial do estudo, e com o objetivo de promover uma
experiéncia construtiva e visual, realizaremos a construcdo tanto de poligonos
regulares quanto de poligonos estrelados regulares utilizando vetores residuais,
conceito que sera detalhado e definido na sequéncia. Essa abordagem permite que
os alunos assimilem a proposta de maneira concreta, estabelecendo uma conexao
prética entre a aritmética modular e a geometria, favorecendo a visualizagdo dos
padrdes e relagcdes que surgem das congruéncias modulares.

Sejam n > 2 e 0 < k < n nimeros inteiros e considere R;, Ry Rs.. Ry as

classes residuais de restos deixados na divisao por n. Definimos o vetor residual
k-multiplo como sendo o vetor v; que conduz o resultado da operacdo da classe
R - 1) até a classe Ry; para cada i entre 1 e n. Para cada n, obtemos o conjunto {vi,
V2 V3 .. Vn-1 Vn} de vetores residuais. As classes residuais serdo dispostas em um
circulo em por n pontos dividindo-o em n arcos de mesmo comprimento e tais
pontos serdo orientados no sentido horario de construgdo de forma crescente.

Os vetores denominados residuais ndo possuem 0 objetivo de gozar de
todas as operacdes e propriedades comuns aos vetores, mas terdo apenas o fator de
orientacdo, do sentido para o qual a operacéo esta se deslocando. Sendo assim, tal
como os vetores, o que deve ser considerado sera seu sentido de construcéo, muito
embora em todas as proximas constru¢des possuam mesmo modulo, por exemplo.
Como estamos exemplificando constru¢Ges no mddulo 10, qualquer valor superior
a 10 seré devolvido na sua referente classe residual.

Em construcfes mais avancadas do texto, usaremos uma ferramenta para a
aplicacdo de teorema e nesse caso existird a construcdo de poligonos ou, na
maioria das vezes, apenas das diagonais de determinados poligonos. Dessa forma,
a estrutura de todo o trabalho se dara a partir do médulo dois em diante, isto é, o
menor modulo que trabalharemos sera n > 2, uma vez que ndo ha poligono

formado por dois lados.
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Na secdo seguinte, como experiéncia inicial, concentraremos nossa
atencdo no mddulo 10, utilizado como porta de entrada para introduzir a ideia
central deste trabalho. Essa escolha permitird visualizar caracterizacbes e
construcdes de poligonos de maneira pratica, associando tais construgdes as
propriedades das congruéncias modulares j& mencionadas.

A principal motivacdo para a utilizagdo do modulo 10 reside na
familiaridade dos alunos da educacéo basica com o sistema decimal, o que facilita
a compreensdo inicial e o engajamento na experiéncia pratica. No entanto, é
importante salientar que inimeras construcfes semelhantes podem ser realizadas
com outras variacbes de mddulos, permitindo explorar diferentes padrdes e
propriedades dentro do universo da aritmética modular, ampliando o potencial de

aplicacdo e compreensao dos conceitos trabalhados

5.1. O médulo 10 (decidgono) e propriedades de multiplicacéo

Faremos construgdes utilizando como uma base geométrica os vértices de
um decéagono regular sobrepostos sobre um circulo e abordaremos a construgéo e
visualizacdo de como os k-mdltiplos de 1 a 9 se comportam ciclicamente em
modulo n = 10, utilizando a aritmética dos restos e 0s representando visualmente.
As proximas construcdes, e todas as demais construcfes deste trabalho, usardo
como referéncia os vértices de poligonos inscritos em um circulo para registrar as
suas classes residuais, registradas sequencialmente no sentido horério, como ja

registrado.

5.2. Mdultiplos em médulo 10

Sejam R1, Rz Rg, Rip as classes residuais de restos deixados na diviséo

por 10 e considere 0 < k < 10 um numero inteiro. Sejam {Vi, V2, V..., Vo, V1g} 0S
vetores residuais k-multiplos. Sendo assim, tal como vetores, o que deve ser
considerado sera seu sentido de constru¢do, muito embora em todas as proximas
construgbes possuam mesmo modulo, por exemplo. Como estamos
exemplificando constru¢cdes em mddulo 10, qualquer valor superior a 10 sera
devolvido na sua referente classe residual correspondente.

O processo algébrico que se dara em cada construgdo geométrica
obedecera a seguinte légica descrita nos itens a seguir por meio dos vetores

residuais multiplos de k.
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i) Maltiplos de 1 em mdédulo 10
Seja k = 1 o maltiplo escolhido em um sistema de residuos Ry Ry, R3

modulo 10. Tem-se que:

R1o seré levado pelo vetor v; até R; através da multiplicagdo 1.1 =1

(Lembrando que as classes residuais Ry e R1g S0 congruentes)

R seré levado pelo vetor v, até R, através da multiplicagéo 2.1 = 2

R, sera levado pelo vetor v; até Rz atraves da multiplicacdo 3.1 =3

R3 sera levado pelo vetor v, até R, através da multiplicacdo 4.1 = 4

R4 sera levado pelo vetor vs até Rs através da multiplicacdo 5.1 =5

Rs sera levado pelo vetor vg até Rg através da multiplicacdo 6.1 = 6

Re sera levado pelo vetor v; até R; atraves da multiplicacdo 7.1 =7

Ry sera levado pelo vetor vg até Rg atraves da multiplicacdo 8.1 = 8

Rg sera levado pelo vetor vg até Rg através da multiplicacdo 9.1 =9

Rg seré levado pelo vetor vy até Ry através da multiplicacéo 10.1 = 10
Construindo geometricamente tem — se:

U1 v2 v3 V4 vs Ve v7 vg L] v10
Rig=>Ri>R; 2R3 >R, > Rs > Rs > R; > Rg >Ry = Ryg

Figura 1: Mltiplos de 1 em médulo 10
Decégono Regular
Fonte: De propria autoria
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i) Maltiplos de 2 em médulo 10
Seja agora k = 2 0 multiplo escolhido em um sistema de residuos Ry, Ry,
R3...., Rijp mddulo 10. Tem - se que:
R1o seré levado pelo vetor v; até R, através da multiplicagdo 1.2 = 2
R, seré levado pelo vetor v, até R4 através da multiplicacdo 2.2 = 4
R4 serd levado pelo vetor v; até Rg através da multiplicacdo 3.2 = 6
Re sera levado pelo vetor v, até Rg atraves da multiplicacdo 4.2 = 8

Rg sera levado pelo vetor vs até Ry através da multiplicagdo 5.2 = 10

U1 v2 v3 2 Us
Riy > R, >Ry > Rs > Rg = Ry

Figura 2: Multiplos de 2 em médulo 10
Pentagono Regular
Fonte: De propria autoria

iii) Multiplos de 3 em mddulo 10
Seja k = 3 o multiplo escolhido em um sistema de residuos Ry Ry Rs
modulo 10. Tem-se que:
R1o seré levado pelo vetor v; até R; através da multiplicagdo 1.3 = 3
R3 sera levado pelo vetor v, até Rg através da multiplicacdo 2.3 =6
Re sera levado pelo vetor v; até Rg através da multiplicagcdo 3.3 =9
Rg sera levado pelo vetor v, até R, através da multiplicacdo 4.3 = 12

R, sera levado pelo vetor vs até Rs atraves da multiplicacdo 5.3 = 15
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Rs seré levado pelo vetor vg até Rg através da multiplicacéo 6.3 = 18
Rg seré levado pelo vetor v; até R; através da multiplicacéo 7.3 = 21
R; sera levado pelo vetor vg até R4 atraves da multiplicacéo 8.3 = 24
R, sera levado pelo vetor vg até R; através da multiplicacdo 9.3 = 27
Ry sera levado pelo vetor vy até R através da multiplicagdo 10.3 = 30
Como 12 = 2 modo 10, 15 =5 mod 10, 18 =8 mod 10, 21 =1 mod 10, 24 = 4
mod 10, 27 =7 mod 10 e 30 = 10 modo 10.
Logo podemos construir o decadgono regular estrelado (Decagrama)
abaixo:

V1 v2 v3 V4 Vs Ve v7 vg V9 V10
Rig >R3> R¢>Rg>R; > Rs > Rg >Ry >Ry~ R; — Ry

L

R10

Figura 3: Mltiplos de 3 em médulo 10
Decéagono Regular Estrelado (Decagrama)
Fonte: De propria autoria

iv) Multiplos de 4 em mddulo 10

V1 V2 v3 V4 vs
Rig > R4 = Rg > Ry, > Rg = Ry
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Figura 4: Multiplos de 4 em médulo 10
Pentagono Regular Estrelado (Pentagrama)
Fonte: De propria autoria

v) Multiplos de 5 em médulo 10 (Caso degenerado)

V1 vy
RlO d RS d RlO

Figura 5: Mltiplos de 5 em médulo 10
Caso degenerado
Fonte: De propria autoria

32
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vi) Multiplos de 6 em médulo 10
Rio = R = Ry = Ry = Ry = Ryg

R1(}

Figura 6: Multiplos de 6 em médulo 10
Pentdgono Regular Estrelado (Pentagrama)
Fonte: De propria autoria

vii) Multiplos de 7 em médulo 10

1 v2 v3 V4 143 Ve vy vg 4] 10
Rig>R; >Ry, >Ry >Rg>Rs >R, > Rg>Rg > R3 > Ry

Figura 7: Mdltiplos de 7 em médulo 10
Decagono Regular Estrelado (Decagrama)
Fonte: De propria autoria



viii) Multiplos de 8 em médulo 10
Rio = Rg = Rg = Ry = Ry = Ryg

R

10

Figura 8: Multiplos de 8 em médulo 10
Pentadgono Regular
Fonte: De propria autoria

ix) Multiplos de 9 em mdédulo 10

V1 v2 v3 V4 Vs Ve v7 vg V9 V10
Rio > Ry—=>Rg—=>R; > R¢>Rs >Ry > R3 >R, >Ry — Ryg

Figura 9: Mdltiplos de 9 em médulo 10
Decagono Regular
Fonte: De propria autoria

34
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Com essas construcGes geométricas sdo possiveis as observagdes sobre 0s
restos dos multiplos de 1 e 9, 2 e 8, 3 e 7, pois estes possuem figuras geométricas,
poligonos congruentes, sejam esses regulares ou regulares estrelados, com a Unica
excecdo da orientacdo de construcdo e sendo assim, verifica-se visualmente a

propriedade a seguir e se justificam as congruéncias modulares das formas:

1=-9mod 10 ou 9=-1mod 10
2=-8mod 10 ou 8=-2mod 10
3=-7mod 10 ou 7=-3mod 10
4=-6mod 10 ou 6=-4mod 10
5=-5mod 10 ou 5=-5mod 10

Perceba que para efeitos de célculos, tais multiplos deixam 0s mesmos
restos. Os valores negativos se baseiam apenas na orientagdo do sentido de
construcdo dos denominados vetores residuais, isto €, se foram construidos da
direita para a esquerda ou no sentido contrario.

Evidentemente que existem infinitas construcdes usando a ferramenta
acima, como por exemplo, tomando o médulo 15 com os seus multiplos,

visualizados nas imagens a seguir:

Figura 10: Multiplos de 1 em médulo 15 Figura 11: Mdltiplos de 14 em modulo 15
Pentadecagono Regular Pentadecagono Regular
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
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Figura 12: Mdltiplos de 2 em médulo 15 Figura 13: Mdltiplos de 13 em modulo 15
Pentadecagono Regular Estrelado Pentadecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

R12
RH .
Ry R,
Figura 14: Mdltiplos de 3 em médulo 15 Figura 15: Mdltiplos de 12 em modulo 15
Pentdgono Regular Pentdgono Regular

Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria



Figura 16: Maltiplos de 4 em médulo 15
Pentadecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria

Ryt e

- >
Ry Ry

Figura 18: Multiplos de 5 em mddulo 15
Triangulo Equilétero
Fonte: De propria autoria
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Figura 17: Mdltiplos de 11 em modulo 15
Pentadecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria

Re R,

Figura 19: Mdltiplos de 5 em médulo 15
Tridngulo Equilatero
Fonte: De propria autoria
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Ri1 e sRe R,

Ry Rg Ry R
R S
Figura 20: Maltiplos de 6 em médulo 15 Figura 21: Mdltiplos de 9 em médulo 15
Pentagono Regular Estrelado Pentagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Figura 22: Mdltiplos de 7 em médulo 15 Figura 23: Mdltiplos de 7 em médulo 15
Pentadecagono Regular Estrelado Pentadecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Como resultados esperados, temos as mesmas reflexdes, exceto pela
orientacé@o de construcdo dos médulosentre 1 e 14,2e13,3e12,4e11,5e 10,6

e9e7como8.
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Naturalmente, através dos exemplos demonstrados, sendo o primeiro
construido sobre um modulo par, mddulo n = 10, o segundo exemplo feito com a
utilizacdo de um mddulo impar, n = 15, ndo primo, que se questione por fim sobre
as construcdes de multiplos em um maédulo primo.

Faremos deste modo, as Ultimas construgdes em modulo primo para
obtermos conclus@es sobre as mesmas. Escolhendo o modulo n = 13 por médulo

primo visualizaremos suas propriedades aritméticas e geométricas. Tomemos,

portanto as construcfes dos multiplos em modulo n = 13:

Figura 24: Multiplos de 1 em mddulo 13 Figura 25: Mdltiplos de 1 em médulo 13
Tridecidgono Regular Tridecagono Regular
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Figura 26: Multiplos de 2 em médulo 13 Figura 27: Mdltiplos de 11 em modulo 13
Tridecagono Regular Estrelado Tridecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
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Figura 28: Mdltiplos de 3 em médulo 13 Figura 29: Mdltiplos de 10 em médulo 13
Tridecagono Regular Estrelado Tridecidgono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
Ry3 Ryy
Rz R, Ri2 R

R, Rg
Figura 30: Mdltiplos de 4 em médulo 13 Figura 31: Mdltiplos de 9 em mddulo 13
Tridecagono Regular Estrelado Tridecagono Regular Estrelado

Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
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Rg Rg Rg Rg
Ry Re R; Rg
Figura 32: Maltiplos de 5 em mddulo 13 Figura 33: Mdltiplos de 8 em médulo 13
Tridecadgono Regular Estrelado Tridecagono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Figura 34: Multiplos de 6 em médulo 13 Figura 35: Mdltiplos de 7 em médulo 13
Tridecagono Regular Estrelado Tridecidgono Regular Estrelado
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Mediante aos novos resultados podemos definir e classificar as
construcdes de poligonos sejam estes regulares ou regulares estrelados por meio
das andlises das congruéncias modulares. Considerando os multiplos k em um

dado modulo n, temos:
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Proposicdo. Selamn e N, n > 2ek € Ry, isto € 1 <k <n. Se o mdc(k, n) =d,
entdo o referido poligono possui gvértices.

Demonstracéo. Como mdc(k, n) =d, entdod | ke d|n. Sendo assim, existem t, s
€ N tais que,

k=ds e n=dt.
Observem que, neste caso, podemos afirmar que 1 <s<k, 1<t <nequet = g

Além disso, temos:
kt = dts = ns e ns =0 mod n,

isto é, na t-ésima etapa de construcdo do poligono, retornaremos para o Vvértice

inicial associado ao Ry = Rn, 0 que nos diz que tal poligono possui t = — vértices.
d

Coroléario.

i) Se k | n, entdo mdc(k, n) = k e, logo, o tal poligono € regular e possui %

vertices, com excecdo de k = % e n par, pois sendo assim temos um caso

degenerado onde néo se constitui poligono algum;
i) Se n — k | n, entdo mdc(k, n) = n -k e, logo, o tal poligono € regular e
possui nnTk veértices, com a excecdo de k = % e n par, pois sendo assim temos um

caso degenerado onde ndo se constitui poligono algum;

iii) Se n é primo, o mdc(k, n) = 1 e, logo o tal poligono é regular estrelado
e possui n vértices, com as excegdes de k =1 ou k = n — 1, pois sendo assim temos
poligono regular de n vértices.

iv) Se k e n sdo primos entre si, isto & se mdc(k, n) = 1, entdo o tal

poligono é regular estrelado e possui com n vértices.

Demonstragéao:

i) Vamos mostrar que se k | n, entdo mdc(k, n) = k.

Supondo que k | n e seja mdc(k, n) = d. Dai d | k e, logo, |d]| < |k|, 0 que nos
da que d <k, visto que d e k séo positivos. Além disso, como k | ke k | n, entdo k é
um divisor comum entre k e n, 0 que nos da k < d, pois d € o maior divisor comum
entre k e n. Sendo assim, de d <k e k <d, temos que d = k.

i) Vamos mostrar que se n —k | n, entdo mdc(k, n) = n —k.
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Supondo que n — k | n e seja mdc(k, n) = d. Assim,d |ked|ne, logod
divide qualquer combinac&o linear entre k e n, em particular d |n — k, donde |d| < |n
— k|, e consequentemente, d < n — k, visto que ambos sdo positivos. Além disso,
comon-k|nen-k|n-k, temos n— k divide qualquer combinacao linear entre
nen—Kk, em particular, n —k | n — (n — k), isto é n — k | k. Sendo assim, n — k é um
divisor comum entre k e n, 0 que nos da que n — k < d, pois d é o maior divisor
comum entre k e n. Sendo assim, ded<n-ken-k<dtemosqued=n-k.

iii) Vamos provar que se n € primo, entdo mdc(k, n) = 1.

Supondo n primo, temos que mdc(k, n) = 1 ou mdc(k, n) = n. Contudo,
como 1 <k < n, ndo podemos ter que n | k, 0 que nos da que mdc(k, n) # n. Assim,
mdc(k, n) = 1.

Na proxima secdo abordaremos outras formas construtivas baseando-se em

dois belos teoremas sobre restos de divisdo que existem.



6. Leonhard Euler e Pierre De Fermat

Leonhard Euler foi um matematico suico, nascido na Basileia no ano de
1707 e tem registro de falecimento em 1783 aos 76 anos de idade. Grande escritor
no campo da Matematica, suas contribui¢des sdo enormes e numerosas, dentre as
quais podemos citar algumas nota¢des consagradas como f(x) para funcgdes, e
para a base do logaritmo natural, as letras a, b e ¢ para a notacdo das medidas dos
lados de um triangulo de vértices ABC ou ainda a utilizacdo de 2p para a medida
do perimetro de um tridngulo entre tantas notacdes.

Também lhe é atribuida a famosa e bela formula e™ = cos x + isen x, e
quando o valor x é 7 tem - se que:

e"+1=0

Essa equacdo expressa em uma Unica igualdade, cinco dos mais
importantes ndmeros de toda a matematica. Cabe a Euler também o famoso
Teorema de Euler, bem como sua fungdo ¢ de Euler, também conhecida como
funcdo totiente. Euler tem contribuicdes essenciais ao século XVIII ndo somente
na Matematica como na astronomia, medicina, botanica, quimica, em teologia e
até em linguas orientais as quais dominava muito bem.

J& Pierre De Fermat nasceu em Beaumont de Lonagne, perto da cidade de
Toulouse em 17 de agosto de 1601. Possui-se registro de seu falecimento em 12
de janeiro de 1665, apesar de em sua lapide, presente na igreja agostiniana de
Toulouse conste data distinta, determinando seu falecimento aos 56 anos de idade
apenas. Deste modo, seu nascimento é dado com uma incerteza, algo entre 1590 a
1608, segundo alguns historiadores. Muitos de seus teoremas s6 foram provados
apos sua morte. Dentre dos mais famosos certamente estd o conhecido por
“Ultimo Teorema de Fermat”, provado, completamente, somente em 1995 pelo
matematico britanico Andrews Wiles (nascido em Cambridge no dia 11 de abril
de 1953). Euler havia dado algumas contribuicGes para o Teorema de Fermat,
entretanto somente depois de mais de 300 anos Wiles faz sua demonstracéo
criando uma nova ferramenta matematica denominada de teoria de curvas
elipticas e a conjectura de modularidade de Serre.

Para as criacOes e visualizagdes do proximo capitulo serdo necessarios que
elucidemos dois ilustres teoremas, de Euler e de Fermat. O primeiro teorema,

mais geral, sobre o resto de divisdo de uma poténcia de a por n, um numero
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natural, quando mdc(a, n) = 1, denominado como Teorema de Euler e 0 Pequeno
Teorema de Fermat que toma um caso particular do teorema de Euler quando n €

um namero primo.

6.1. Teorema de Euler e o Pequeno Teorema de Fermat

Sejam a e n dois numeros inteiros positivos primos entre si, ou seja, 0
maximo divisor comum entre a e n € 1, ou ainda, mdc (a, n) = 1. Seja ¢(n) a
funcdo totiente de Euler, também chama de fungdo Phi (¢) de Euler, que conta o
namero de inteiros positivos menores que n e primos com n. Entdo, o Teorema de

Euler diz que:

a?™ =1modn

Seja n um ndmero primo e a um inteiro ndo divisivel por n, entdo o
pequeno teorema de Fermat nos afirma que:

a*1=1modn

Note que quando n é um numero primo, sabemos que ¢(n) = n — 1,
garantindo que o Pequeno Teorema de Fermat é uma consequéncia do Teorema de
Euler.

Com os dois teoremas acima nos é garantida a existéncia de resto igual a 1
na divisdo com as condic¢des dadas. No entanto em nenhum dos dois casos garante
que ¢(n), no caso de mdc (a, n) =1 ou até mesmo que n — 1, com n primo, sejam
0s menores expoentes da base a, ou seja, 0 primeiro que deixa resto 1 no médulo

n.



7. Determinando um de menor expoente

Utilizando a visualizagdo geométrica e alguns poucos calculos com as
propriedades aritméticas das congruéncias modulares, podemos usar um algoritmo
construtivo geométrico para determinar o menor expoente de uma base a cujo
resto da divisao por n seja igual a 1.

Faremos o acréscimo de novos vetores, denominados desta vez por
vetores residuais produto. Sejam n > 2 e a > 1 numeros inteiros e considere Ry,
,,,,, Rn-1, Rn as classes residuais de restos deixados na divisdo por n. Definimos o
vetor residual produto por a como sendo o vetor u; que leva a classe R’ ha
classe R, para cada i entre 1 e n - 1. Para cada n > 2, obtemos o conjunto {us,
Uy, Us,..., Un-1} de vetores residuais produto.

Tomando por inicio sempre em R,, determinaremos, através de calculos
simples, quantos produtos por a serdo necessarios dentro do modulo para
retornarmos para a classe R,. Tal contagem se dara pelos indices dos vetores
residuais produto.

Observemos o exemplo a seguir, de modo construtivo: Sejama=2en =
15. Iniciando nossas movimentacdes a partir da base a = 2, ou seja, tomando
inicio em R, executaremos o produto de cada resto, a partir de R, somente por 2

ligando os resultados aos restos (Ri, Rz Rs.. Ry), considerando o médulo n = 15.

Faremos tais calculos até que os vetores residuais produto retornem ao valor
inicial R,. Procedendo assim teremos a seguinte construcao:

Perceba que o R, no produto por 2 serd levado pela operacdo de
multiplicacdo por 2 a R4 pelo vetor residual u, j& R4 no produto por 2 sera levado
em Rg por u,, 0 mesmo raciocinio conduzird Rg no produto por 2 até Ry que é
congruente a Ry, pelo vetor residual us e finalmente R; no produto por 2 retorna
em R, pelo vetor residual us Deste modo, observe que foram necessarios 4 vetores
residuais produto para retornar a origem em Ro.

Construindo um esquema de diagramas temos:

R2— Rs— R Ry Ry

cuja construgdo geométrica nos conduzira a seguinte visualizacdo do algoritmo



47

Figura 36: 2* =1 mod 15
Fonte: De propria autoria

Concluimos entédo que:

2*=1mod 15

Interessante notar que a funcdo ¢ de Euler determina que ¢(15) = 8 e, pelo

Teorema de Euler obtemos:
28=1mod 15

Note que com o algoritmo apresentado encontramos o expoente 4 é um expoente
menor que ¢(15) = 8 dado pela funcdo de Euler.

Vejamos outro exemplo:

Tomemos agora 0 médulo n =21 com a base a = 2. Procedendo da mesma
forma que no exemplo anterior, temos que:

R, 2 R4 por ug; Ry 2 Rg por uy; Rg 2Ry por us; Rig 2 Ri1 por Ug; Ri; 2Ry

por us. e, por fim, R; R, por us. Pelos diagramas temos:

ug up usz Uy Us Ug
R2=>R4—> Rg—>Ris~ Ru—>Ri—= R

Deste modo, 0 menor expoente que se deve elevar 0 nimero 2 para que 0
resto na divisdo por 21 seja igual a 1 € o numero 6, que coincide com a quantidade
de vetores residuais produto necessarios para retornar ao inicio do nosso céalculo

em R».
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Figura 37: 2°=1 mod 21
Fonte: De propria autoria

2%=1mod 21

Algo interessante em se notar, novamente, assim como no exemplo

anterior é o fato dos expoentes das bases ndo corresponderem aos valores da
funcdo Phi de Euler (totientes) de 15 e tampouco de 21. A funcdo Phi de Euler
nos permite, como ja visto, calcular que ¢(15) = 8 e de ¢(21) = 12, portanto
existem valores menores dos expoentes da base 2 para os quais deixam resto 1 em
maodulo 15 e médulo 21, respectivamente, 0 4 e 0 6.

Construamos mais um exemplo, agora tomando o modulo n = 13 e a base
a=>5.

Perceba que Rs >Ry, por uy; Ri2 2Rg por uy; Rg >R por uz; e Ry 2Rs por
Ug.

Utilizando os diagramas, obtemos que:

up uz uz Uy
Rs— R12 > Rg > R1—= Rs
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T RE
Figura 38: 5* = 1 mod 13
Fonte: De propria autoria
Assim, concluimos que,
5*=1mod 13

Notemos neste altimo exemplo que o valor ¢(13) = 12 e que, o algoritmo
nos da 4 que é um menor expoente.

Vale ressaltar que as propriedades de congruéncias modulares sao
utilizadas em todos os momentos nessas construcdes, mais amplamente as
operacdes basicas de multiplicacdo, adicdo e subtracdo que sdo trabalhadas
constantemente favorecendo o0 contato e a utilizacdo de tais operacgdes
fundamentais da aritmética, cujo maior objetivo desejado desde o principio da

obra.

7.1 O Algoritmo de determinagéo de menor expoente

Nessa secdo iremos apresentar o algoritmo exemplificado no inicio do
capitulo e também algumas propriedades observadas ao longo do
desenvolvimento dessa ferramenta.

Sejam n > 2 e a = 2 ndmeros inteiros primos entre si. Para determinar um
menor expoente o tal que

a’° = 1modn,

comegamos verificando se,

a =1 mod n.
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Caso a congruéncia seja verdadeira, ¢ = 1. Caso contrario, verificamos se,

a’ =1modn
e, caso seja verdadeira, o = 2. Se néo, seguimos verificando se,

a' =1modn
até encontrarmos o primeiro valor de i que ira tornar verdadeira essa congruéncia.
Tal valor existe, pois 0s expoentes sdo limitados superiormente pelo totiente ¢(n)
e 0 Teorema de Euler nos garante que:

a?™ =1 mod n.

Assim, comprovamos a existéncia de um expoente o < @(n) que satisfaz
a’ =1modn

Uma propriedade interessante sobre esse menor expoente é que o divide
¢@(n). De fato, pelo Algortimo de Divisdo de Euclides existem g e r numeros
inteiros taisque 0 < r < o ¢,

p(n) =qo+r
Suponha que r > 0. Entéo,

a?® = qao+r = (o)1, q"
e, como,
a?*™ =1modnea’ =1modn
concluimos que,
1=(1)%.a" modn

ou seja,

a” =1modn,
0 que é um absurdo, pois r < ¢ € g é 0 menor expoente tal que a’ deixa resto 1
na divisdo por n. Logo, r = 0 e, portanto, a|@(n).

Podemos verificar essa propriedade nos exemplos vistos no inicio do
capitulo:

Perceba que anteriormente pelo algoritmo construido na figura 36 temos
que o0 =4 e que @(15) = 8 e sendo assim, temos 4|8. Do mesmo modo, nas
figuras 37 e 38, temos que o = 6 e ¢ = 4, respectivamente cujas fungdes de Euler
sd80 @(21) =12 e (13) = 12 e novamente 6|12 e 4|12.

Vale ressaltar que apesar da simplicidade do algoritmo, sua relevancia

também se apresenta na representacdo geométrica de sua construcao.



8. Os Chryzodes

Os Chryzodes consistem em figuras geométricas formadas quando
construidas a partir da regularidade de um namero inteiro a fixo multiplicado
pelos restos de um dado mddulo escolhido, as ja famosas classes residuais. A
palavra Chryzodes vem da juncédo das palavras gregas “Chrysos” cujo significado
é ouro e “zooide” cujo significado é circulo.

Deste modo iremos dispor dos restos de uma divisdo de um dado médulo,
exatamente como feito até aqui, sobre um circulo, tais classes residuais serdo
dispostas nos vertices de um poligono do modulo escolhido, a partir deste instante
a estratégia estabelecida para as construcGes serd manter um valor fixo inteiro e
multiplica-lo por cada um dos restos da divisdo, seguidamente e assim teremos
diversas figuras regulares construidas. Em especial mostraremos 0 processo de
construcdo das curvas chamadas de epicicloides de 1 cuspide (cardioide), de 2
cuspides (nefroide) e a de 3 cuspides. O leitor interessado em se aprofundar em tal
construcdo poderd encontrar materiais interessantissimos e significativos nos
trabalhos de (BELLO, 2011) e (KONAGESKI, 2019).

Construiremos exemplos em maodulos 10, 20, 30, 40 e 50 cujos valores

fixos multiplicativo dos restos serdo os numerosa=2,a=3ea=4. Veja:

Ry
Ry Ry
Ra Ry
Ry 3
Rg Ry
R
Figura 39: Fixo a = 2 em mddulo 10 Figura 40: Fixo a = 2 em modulo 20

Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
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R — -

“\‘\

“ o a e "."::"-,—'_' .
AT

SRR

Ry R

21Ry Ryg 18

Figura 41: Fixo a = 2 em médulo 30 Figura 42: Fixo a = 2 em médulo 40
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria

Rys Rag Ry Ry R,

Rs

Figura 43: Fixo a = 2 em mddulo 50
Fonte: De propria autoria

Cada vez que ampliarmos o valor do médulo, teremos imagens mais
nitidas sobre a construcdo que convergird para uma curva. Em especial, no caso
em que nos debrugcamos como exemplo, se dara a construgdo da figura a seguir
denominada cardioide. Essas construgdes formam uma cardioide utilizando o
processo de operacdes aritméticas seguidas de multiplicacdes das classes residuais
por um valor fixo a dado.

Utilizando o programa homoénimo chryzodus disponivel em:

https://chryzodus-a-chryzode-explorer.softl12.com é possivel esbogar, com o



https://chryzodus-a-chryzode-explorer.soft112.com/
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auxilio de diversas tonalidades de cores, imagens extremamente interessantes e
que podem elevar um possivel estudo para o nivel da teoria de fractais, de
conjuntos de Mandelbrot e dos conjuntos de Julia que sdo temas mais sofisticados

e densos, 0s quais ndo abordaremos neste trabalho.

Figura 44: Epicicloide de 1 cuspide, cardidide
Fonte: De propria autoria

Utilizando o mesmo processo tomando o ndmero inteiro a = 3 (Fixo)

teremos as seguintes construgoes:

Figura 45: Fixo a = 3 em médulo 10 Figura 46: Fixo a = 3 em médulo 20
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
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Figura 47: Fixo a = 3 em médulo 30 Figura 48: Fixo a = 3 em médulo 40
Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria
R R o Ry, R

R "

Reo { 10
Rz »é 1 & ol
Ryq A‘é S avAtH

-
R 1 - R

R.w 'A!lft L/ 13

36 2 \ Ry4

Rag ) | Rys

Ry “ ) \h‘ Rig

= Ra .
Ra7 Rog Rog Rag Ras

Figura 49: Fixo a = 3 em mddulo 50
Fonte: De propria autoria

Utilizando o programa chryzodus, esbogando a construcéo, temos:
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Figura 50: Epicicloide de 2 cuspides, nefroide
Fonte: De propria autoria

O mesmo processo tomando o nimero inteiro a = 4, as construcdes

tomardo o seguinte formato:

Ry R
. Rig ‘ Ry
Ry Ry R1B/ \ R,
p P p
Ryz Ry
Rg Ry Ry N, 4 Ry
Rys / Ry
R, R, Ryq Rg
R
R13 \ 7
R,
Rg Rq R12 / \ 8
3 RH R Rﬁ
R5 10
Figura 51: Fixo a = 4 em mddulo 10 Figura 52: Fixo a = 4 em médulo 20

Fonte: De propria autoria Fonte: De propria autoria



Rig Rys Rys

Figura 53: Fixo a = 4 em médulo 30
Fonte: De propria autoria

R R \\¢
R ta%’"‘ "‘: .y

%
N
)

R
28
Ra7RR,5 R4 Rz

Figura 55: Fixo a = 4 em mddulo 50
Fonte: De propria autoria
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Figura 54: Fixo a = 4 em médulo 40
Fonte: De proépria autoria

17

Esbogando as operagdes com o software, temos:



Figura 56: Epicicloide de 3 cUspides, nefroide
Fonte: De propria autoria
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9. Consideracdes Finais

No inicio do trabalho propomos que o mesmo tivesse a capacidade de
fomentar e fortalecer a utilizacdo e o contato das operacdes basicas da Aritmética
por alunos da Educacdo Basica, do 6° ao 9° e de nossos pares em sala de aula.
Consideramos assim nossa proposta valida e porque ndo dizer, atraente de tal
forma que leve o aluno a pensar numa matematica ndo convencional na educacao
basica, bem como geralmente ensinada em cursos de graduacdo ou pos —
graduacdo em matematica.

Desta forma acreditamos ser viavel sua abordagem e a sua utilizagéo por
meio das ferramentas apresentadas, tais como foram registradas no corpo deste
trabalno. Em uma Educacdo Basica que possui tantas barreiras a serem
transpassadas, uma proposta de envolvimento e de aplicacdo da Matematica da
forma abordada de modo diferenciado cumpre o papel de fazer o aluno vislumbrar
outros mundos e diferentes possibilidades que ndo sejam somente as tradicionais
usadas na maioria das salas de aula.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, buscou-se ndo apenas
apresentar uma proposta metodoldgica alternativa para o ensino das operacdes
aritméticas, mas também valorizar a interseccdo entre ramos da Matematica que,
tradicionalmente, séo ensinados de forma dissociada: a Aritmética e a Geometria.
Através das construcbes modulares, vetores residuais e figuras geométricas
associadas as congruéncias, foi possivel construir uma narrativa matematica que
tem, na visualizacdo, um poderoso instrumento pedagdgico. O aluno, muitas vezes
afastado da Matematica por suas abstracGes iniciais, pode encontrar nas imagens e
padrdes uma forma mais concreta e motivadora de acesso ao raciocinio
matematico.

Na&o se trata aqui de reinventar a roda, literalmente, mas de oferecer novos
caminhos por onde 0 ensino e a aprendizagem possam caminhar com mais
significado e menos resisténcia. A proposta apresentada nasce da observagédo da
realidade, da escuta dos estudantes e da vivéncia cotidiana da sala de aula. Surge
da inquietacdo com os numeros frios das avaliagdes nacionais e internacionais,
mas também da convicgdo de que ha beleza e encantamento possiveis, mesmo nos

conteudos considerados basicos ou elementares.
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Aplicavel desde o 6° ano do Ensino Fundamental, com as devidas
adaptacOes, esta proposta tem como mérito a simplicidade no possivel uso de
materiais para sua construcdo, a flexibilidade de aplicacdo em diferentes contextos
escolares e, sobretudo, o respeito ao tempo e a forma de aprendizagem dos alunos.
E, por fim também uma proposta que conversa com a pratica docente, que
considera os desafios reais da educagdo publica e que se apresenta como mais uma
ferramenta possivel no imenso e desafiador campo do ensino da Matematica.

Desejamos que este trabalho sirva como ponto de partida para novas
investigacOes, adaptacOes e criagdes em sala de aula, em diversas formagdes e
aplicacBes possiveis. E que a Matematica, vista aqui sob a luz da geometria e da
regularidade modular, possa alcancar mais uma alternativa de atracdo, motivagéo
e como uma estratégia de abordagem sendo uma contribuicao cabivel aos alunos e

professores no processo de ensino e aprendizagem.
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