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Apêndice 1 – O modelo de Markov-Switching 
 

 

 

 

Neste Apêndice iremos descrever o processo de estimação de Markov-

Switching utilizado na avaliação empírica desenvolvida no capítulo 4. A idéia 

central é estimar parâmetros que possam mudar de acordo com sub-amostras do 

conjunto de dados. Hamilton (1994) apresenta detalhes de derivação da estimação. 

De forma genérica, a equação (a1) descreve o processo que queremos estimar. 

� �a1eqttst εxby
t

��  

onde �t ~ iid N(0,�2). O objetivo será estimar o estado da natureza st como 

sendo uma variável latente que segue uma cadeia de Markov de N estados 

distintos, assumindo que st e �� são independentes para todo t e �. Por fim, em um 

processo com N estados da natureza distintos temos que st � [1,2, ... , N] e 

dizemos que quando st = j temos o processo no j-ésimo estado da natureza. 

 

A equação (a1) é a representação vetorial mais genérica possível para um 

processo gerador de dados cujos parâmetros seguem uma cadeia de Markov. Seja 

yt um vetor (n x 1), contendo as observações da variável explicada. A matriz xt é 

composta por todas as variáveis explicativas incluindo defasagens da própria 

variável, variáveis exógenas contemporâneas e defasadas e o intercepto. 

 

Seja Yt= (yt’, yt-1’, ... , y-m’, xt’, xt-1’, ... , x-m’)’ um vetor que contem todas 

as observações até a data t. Se o processo for governado pelo estado da natureza st 

= j, na data t, então a densidade condicional de yt é dada pela equação (a2): 

� � � �a2eq;,,|f αYxy 1ttt �

� jst  

onde � é um vetor de parâmetros que caracterizam a densidade condicional. 

Havendo N diferentes regimes haverá N diferentes densidades, representadas para 

cada j = 1, 2, ... , N. Ou seja, a equação (a2) nos diz que a função de densidade 

depende apenas do estado da natureza corrente e não dos estados passados. E 

ainda, assumimos que os estados da natureza seguem uma Cadeia de Markov, isto 

é, o estado da natureza corrente depende apenas do estado da natureza 
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imediatamente anterior, independente das demais variáveis ou da trajetória 

pregressa de estados da natureza, o que implica em dizer que Pr{st = j | st-1 = i, st-2 

= k, ... , Yt-1} = Pr{ st = j | st-1 = i} = pij. 

 

Assim, construímos um vetor (N x 1), chamado �t, que agrega cada uma das 

funções  de densidade condicional dados os estados da natureza, como mostra a 

equação (a3). A forma funcional dessas densidades depende da hipótese de 

normalidade dos erros. 
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Além dos parâmetros presentes no vetor �, que caracterizam as funções de 

distribuição vistas na equação (a3), ainda há outros parâmetros populacionais que 

na dinâmica da séries, que são as várias probabilidades de transição pij. Mesmo 

assim, se unirmos todos os parâmetros em uma vetor � e assumir conhecido este 

vetor, ainda assim, não seria conhecido o estado da natureza vigente a cada 

instante do tempo. 

 

Desta forma, é preciso definir qual a inferência ótima dos estados da 

natureza. Seja Pr{ st = j | Yt-1; �} esta inferência sobre o valor de st baseada nos 

dados coletados até a data t, supondo o vetor � conhecido. E, para cada j = 1, 2, ... 

, N, armazenamos a probabilidade associada como um elemento do vetor (N x 1) 

denotado por �t|t. Por fim, seja �t+1|t o vetor com as probabilidades, para cada 

estado da natureza, de o estado futuro ser o j-ésimo estado da natureza descrito, 

portanto,  por Pr{ st+1 = j | Yt; �}. As equações (a4) e (a5) descrevem o processo 

iterativo capaz de gerar inferências e previsões ótimas, para cada data t da 

amostra. 
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Na equação (a4) 1 denota um vetor (N x 1) em que todos os elementos são 

iguais a 1, a notação .* indica multiplicação dos vetores elemento a elemento, e a 

matriz P é a matriz de transição onde o elemento da i-ésima coluna e j-ésima linha 

corresponde a probabilidade de transição pij. Perceba que, com esta notação, o 

somatório de cada coluna da matriz P é obrigatoriamente igual a 1. 

 

Deste modo podemos escrever a função de log-verossimilhança L(�) para as 

observações Yt calculada com base nos valores de � utilizados nas iterações das 

equações (a4) e (a5) como mostra a equação (a6). 

 � � � �� � � �� � � �a6eq*.'log;,|flogL
T

1t

T

1t
��
�

�

�

�
�� t1t|t1ttt ηξ1θYxyθ  

 

Definimos, então, uma função de máxima verossimilhança em função dos 

parâmetros do vetor �. Podemos, então, encontrar numericamente os parâmetros 

que maximizam a função L(�) e, assumindo uma condição inicial para �1|0, que 

atenda apenas à exigência de ser descorrelatada dos demais parâmetros, é possível 

mostrar que a melhor estimativa para as probabilidades de transição pij é dada pela 

equação (a7). 
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Ou seja, a probabilidade pij estimada consiste basicamente do número de 

vezes que o regime j aparenta ter sido antecedido pelo regime i. Calculadas as 

probabilidades de transição, para concluir a estimação dos parâmetros que 

compõem o vetor �� falta obter um estimador para a matriz b.  

 

Hamilton (1994) mostra que o estimador da matriz b satisfaz à condição de 

ortogonalidade de uma estimação de mínimos quadrados ordinários ponderada 

pela matriz de probabilidade. Sendo � esta estimação da matriz de parâmetros b, 

as equações (a8), (a9) e (a10) apresentam como obter esta matriz. 
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Por fim a variância dos resíduos, �2, é calculada de acordo com a equação 

(a11). 

� � � � � �a11eq;|Pr'T
T

1t

T

1t

21
��
� �

�

��� θYsβzy ttjtt jσ 2  

Desta forma, estimada a matriz �, podemos voltar nas equações (a4) e (a5) e 

reestimar a probabilidade de ocorrência de cada estado da natureza, dados os 

novos parâmetros. Teremos então que maximizar, novamente, as função de log-

verossimilhança, a fim de obter novas probabilidades de transição e novos 

parâmetros para a matriz �. Este processo deve ser repetido até que se encontre a 

convergência da função de log-verossimilhança, indicando assim o conjunto de 

parâmetros que nos leva a um máximo local da função. 

 

Finalmente, a matriz � é composta por N vetores que correspondem aos 

parâmetros em cada um dos estados da natureza. E, como vimos na equação (8), 

estes parâmetros são calculados a partir de N regressões lineares, de modo que 

podemos construir as estatísticas de teste para os coeficientes da matriz � de modo 

usual. 
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Apêndice 2 – Teste de Estacionariedade da Taxa Selic 
 

 

 

 

No exercício empírico realizado no capítulo 4 temos um possível problema 

de presença de raiz unitária na série explicada, isto é, na taxa Selic. Ao longo do 

trabalho desenvolvemos alguns argumentos qualitativos que nos fazem rejeitar a 

hipótese de não-estacionariedade.  

 

Além disso, em função do reduzido tamanho da amostra, os resultados dos 

testes em prol da presença de raiz unitária são questionáveis, já que a 

probabilidade de aceitar a hipótese nula quando ela é falsa é muito grande, isto é, 

a potência do teste é muito baixa. 

 

Mesmo assim, utilizamos o teste de Phillips-Perron e rejeitamos fortemente 

a hipótese de não estacionariedade. Para isso, primeiro fazemos uma regressão do 

nível da taxa Selic em um intercepto, uma tendência determinística e dummies 

para os períodos de crise. Em seguida utilizamos os resíduos desta regressão no 

teste de Phillips-Perron. 

 

 O objetivo é expurgar o comportamento assintótico que a taxa Selic 

aparenta ter. Assim utilizamos duas séries diferentes para a tendência, a primeira 

foi simplesmente {1/t} e a segunda {ln(t)/t}, onde t é o tempo. O gráfico (b1) 

mostra a série da taxa Selic, bem como as séries de tendência que utilizaremos, e 

os períodos sombreados correspondem às intervenções. 
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Gráfico (b1): Taxa Selic, Tendências Determinísticas e Dummies 

 

Portanto, realizamos duas regressões, uma utilizando a primeira tendência, 

ou seja, ln(t)/t e a segunda alterando a série utilizada como tendência 

determinística, passando a usar a série 1/t. Feitas estas regressões aplicamos o 

teste de Phillips-Perron nos resíduos obtidos. Os valores críticos do teste, em cada 

um dos dois casos, correspondem, respectivamente a -5,10 e -5,04. Por fim, as 

estatísticas tabeladas para o tese dados os níveis de significância de 1%, 5% e 

10% valem -2,62, -1,95 e -1,61. E, deste modo, o teste rejeita fortemente a 

hipótese nula de presença de raiz unitária. 
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