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Modelagem computacional do escoamento com superficies livres e
deformaveis

Para resolver o escoamento em processos de revestimentos por Extrusao, se
fizeram uso do sistema de equacgdes de Navier-Stokes na forma bidimensional e as
condi¢des de contorno apropriadas e como o problema apresenta superficies livres
foi preciso transferir aquele dominio fisico desconhecido a outro dominio de
referencia fixo, esta transformagdo ¢ efetuada mediante um mapeamento
representado por um par de equacdes diferenciais parciais elipticas indicadas no
capitulo anterior. Todas estas equacdes diferenciais deveram ser resolvidas de
forma acoplada resultando num sistema de equagdes diferenciais. O sistema de
equacdes diferenciais parciais serd resolvido pelo método dos Elementos Finitos

especificamente o método de Galerkin.

3.1
Solucio do sistema de equagdes pelo método de Galerkin/ Elementos Finitos

As equacdes da continuidade, da conservagdo da quantidade de movimento,
da geracdo da malha sdo resolvidas utilizando o método de Galerkin. As formas
fracas das equagdes de continuidade, da quantidade de movimento e da malha sdo

escritas da seguinte maneira:

Re = _L(V-ﬁ)ZJTdﬁ, (3-1)

Rm = Lp(ﬁ~V§)WJTd§+ L(Z:VW)JTdﬁ—

3-2
L(* T). W[drjdf (32)

M:—LN -D-VE)J,dQ + Lr D-V&)- W(gjdr (3-3)
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W = (¢, ¢) & o vetor funcio peso da equacio da conservacio da
quantidade de movimento e de geracdo da malha, y ¢ a funcdo peso da equacao de

continuidade, e D € o tensor de coeficientes de difusao.

Uma expansdo das equagdes acima em coordenadas cartesianas ¢
apresentada a seguir.

e Residuos da equaciio da continuidade: R¢'

Rc' _[i(a—”+—) J,dQ (3-1)

e Residuos da equacdao da conservacio da quantidade de movimento

linear: Rm'

Rm! = L PO, u@_u+v8_u %Txx +%Tx +dQ —
ox Oy ox oy v (12)

dlT —
o1 ). (= )dT

< ov  0Ov 09, 0o, —
Rm! —+v— —T +—T dQ -
my L|:p¢;(u ax Vay} (ax xy ay nyj|JT (1-3)
ar —
n-T)(—)dr
b))

e Residuos da equacio de geracio da malha: RxX'

. oy dp, ox Op, ox 7] -
Ri=—| D.(= - )dQ + D, — (—= )dI' 1-4
L=-[ D P +[ ( anny)co,( =) (1-4)
< oy Op, Ox Op, = — Ox
R =—|D(——————2)dQ + —(——= — )dI’ (1-5
e i a rar ol ( m ny)fﬂ( — )T (1-5)

Quando o Modelo de Molas ¢ usado para descrever a deformagao da camada
elastica do cilindro, o balango de forcas na parede deformavel representado pela
eq. (2.4), ¢ também aplicado dentro de uma forma integral. Uma das equagdes
residuais da geracdo de malha ¢ substituida pelo residuo ponderado do balanco de
tensdes normais.

R;zL{%No-m-z)%-(i— )}( )T =0 (1-6)
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A deformacao somente serd na coordenada “y” como mostrada do dominio
fisico da Figura 2.7. As fung¢des ponderadas ¢ sdo escolhidas para representar
fungdes Delta Dirac (método de colocagdo), tais que o residuo se torne num
avaliador da condi¢ao de contorno, assim:

R;’={%No-(ﬁ-'f;)+ﬁo-(x—io)} =0 (1-7)

v

3.1.1
Representaciio dos campos através de funcdes base

As fungdes base sdo iguais as fungdes pesos (fundamento do método de
Galerkin) e os campos desconhecidos sdo entdo representadas como uma
combinagdo linear destas.

Os campos desconhecidos como as velocidades u e v, pressdo p, posicao dos

n6s da malha x, y s@o escritos em cada elemento como:

9
_(U;p,)
‘7={”}: Z-{;l( 195 = 2x9 incégnitas; (1-8)
d ijl(qu’j)
p
5 =| op/ox :Z;(Pj x;) = 3 incégnitas; (1-9)
Op/Qy
9
X0
i:[x}: 2{9—1( 45 = 2x9 incognitas; (1-10)
I 2L e,)

onde ¢(&n) sdo fungdes bases representadas por polindmios lagrangeanos
biquadraticos, y(¢& 1) sdo fungdes base linear descontinuas, U, Vj, P, X; e ¥; sdo
os coeficientes da expansdo de cada campo em termo das fungdes base e
representam as incognitas do problema discretizado.

A escolha da combinagdo de fungdes base ndo ¢ arbitraria porque a
convergéncia do método pode ser prejudicada. Para o caso Newtoniano ¢ provado
que elementos biquadraticos para a velocidade e linear descontinua para a pressao
funcionam bem (Santos, J. M. 0). Para esta combinagdo a condigdo de

Ladyzhenskaya-Babtska-Brezzi (Brezzi e Fortin (1991)) ¢ satisfeita.
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3.2
Solu¢io do sistema de equacgdes nao lineares pelo método de Newton

A integracdo numérica das equagdes dos residuos ponderados ¢ efetuada
utilizando o Método da Quadratura Gaussiana com trés pontos de integracdo em
cada diregao.

Quando as varidveis independentes sdo escritas em termos das funcdes base,
obtém-se um sistema de equacdes algébricas nao lineares, cuja representagao em

notagdo compacta €:
R(c;b)=0 (1-11)

R ¢ o vetor de residuos ponderado associado como os graus de liberdade de

cada elemento, ¢ representa o vetor solu¢dao (coeficientes das fungdes base que

sdo as incognitas do problema) e b é o vetor de parametros do qual o problema
depende. A equagdo anterior € resolvida de forma iterativa através do método de

Newton:

J& =—R(¢;b) (1-12)

oc =¢*t —¢t (1-13)

" - . % , . . . ~
R ¢ avaliado em ¢™, J ¢ a matriz Jacobiana cujos componentes sao dados por:

OR.
J,=—" (1-14)
OcC .
J
Neste trabalho os coeficientes da matriz Jacobiana sdo calculados analiticamente
A iteragdo comeca com um valor inicial estimado ¢’ e continua até que a

equacdo da notacdo compacta seja aproximadamente satisfeita, isto significa que a

norma L; dos vetores residuos e vetor solu¢ao devem satisfazer a desigualdade
o], +[or], <&

O método de Newton converge quadraticamente quando a estimativa inicial
estd perto da solu¢do, mas pode divergir quando esta aproximagao inicial cai fora
do raio de convergéncia. Métodos de continuacdo sao utilizados para garantir boas

inicializagdes.
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Em cada iteracdo de método de Newton, a matriz banda resultante ¢
resolvida mediante decomposi¢ao LU utilizando o método frontal proposto por
Hood (1976). Subrotinas denominadas Basic Linear Algebra Subprograms
(BLAS) sdo utilizadas para melhorar a portabilidade do codigo quando
plataformas diferentes sdo usadas. O método frontal oferece a vantagem de

economia de memoria.

33
Estratégia de continuacio para obter o ponto de dobra

Pontos criticos geralmente estdo presentes na solugdo de equacdes
diferenciais ndo lineares. Dentre estes, encontra-se com mais freqiiéncia os pontos
chamados de pontos de dobra, os quais podem ser determinados por andlise de
estabilidade ou construindo o caminho da solugao (como feito neste trabalho). Em
um ponto de dobra, a matriz Jacobiana do método de Newton ¢ singular. Andlises
de estabilidade linear com respeito a perturbagdes 2D de um sistema fisico
prevéem uma mudanca de estabilidade precisamente no ponto de dobra. Entdo
tracando o lugar geométrico dos diversos pontos de dobra em fung¢do das varidveis
de operagdo, encontra-se a regido de operagdo estavel do processo. Neste trabalho
os pontos de dobra correspondem ao limite de espessura.

Em solucdo de escoamento com superficies livres, obter uma primeira
solucao numérica convergida ¢ complicado. As presencas das superficies livres e
das linhas de contato tornam as equagdes altamente ndo lineares e o processo de
solucdo bastante complexo. O elevado nimero de parametros que controlam o
escoamento e¢ o elevado nimero de incognitas incrementa o tamanho e a
esparcidade da matriz a ser invertida dificultando ainda mais o processo de
obtencao da solucgao.

Para obter uma boa estimativa inicial para o problema com superficie livre,
resolve-se o escoamento em uma geometria fixa e as superficies livres sdo
substituidas por paredes deslizantes. Esta solu¢do ¢ utilizada como “chute inicial”
para resolver o problema com a superficie livre com tensdo superficial alta. Uma

explicacao detalhada das estimativas ¢ apresentada na proxima seccao.
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