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2
Formulacio Matematica

Apresenta-se neste capitulo a descricdo matematica do problema fisico
proposto, isto ¢ o escoamento bi-dimensional, em regime permanente de um
liquido newtoniano na regido limitada pela fenda de alimentagdo, o substrato
apoiado em um cilindro deformével, e dos meniscos a montante e a jusante.

Certamente sera requerido um conjunto de ferramentas para realizar tal tarefa.

2.1
Equacoes de Conservacio

Num processo de revestimento deseja-se que a camada de filme depositada
seja uniforme tanto na direcao longitudinal quanto transversal do substrato. Pode-
se por tanto considerar o escoamento como bi-dimensional. Adicionalmente
também se pode considerar o processo em regime permanente € em condigdes
isotérmicas. Como a regido de analise onde ocorre o revestimento ¢ pequena
pode-se desprezar o efeito gravitacional.

Nos processos de revestimento os escoamentos sdo usualmente dominados
por efeitos viscosos e apresentam superficies livres, este Ultimo significa que o
dominio do escoamento ¢ desconhecido a priori.

Os parametros que descrevem o escoamento sdo a pressdo € o campo de
velocidades e elas sdo governadas pelas equacdes de conservagdo de massa e
quantidade de movimento linear.

A equacao vetorial simplificada da quantidade de movimento ¢:

pv-Vv=V-T (2-1)

onde v ¢ o vetor de velocidade, T € o tensor das tensdes ¢ p ¢ a densidade do

fluido.
A equacdo de conservagdo de massa para um liquido incompressivel

também de forma simplificada ¢ dada por:
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V-v=0 (2-2)
Para avaliar as tensdes ¢ necessario introduzir uma equacao constitutiva. O

liquido ¢ considerado como sendo liquido Newtoniano, e assim:
T=—pl+Vv+(Vv) (2-3)
onde v ¢ o vetor velocidade e p ¢ a pressdo (parte isotrdpica do tensor) e / € o

tensor unitario.

2.2
Condicoes de contorno para resolver as equacdes de conservacio

As equagdes diferenciais parciais de conservagdo de quantidade de
movimento precisam de condi¢des de contorno. As condigdes de contorno podem
ser de dois tipos: informacdo sobre a velocidade na fronteira, ou informagdes
sobre a forga (tracdo) que atua na fronteira.

A Figura 2.1 apresenta esquematicamente as condi¢cdes de contorno
utilizadas:

1. Na superficie da barra, aplicacdo da condi¢cdo de ndo deslizamento e
nao penetracao
V=0
2. No substrato, condi¢do de nao deslizamento e ndo penetragdo
V=V,i

3. Entrada do escoamento, perfil parabolico

4. Saida do escoamento, completamente desenvolvido

n-Vv=0
5. Superficies livres,
e Condi¢ao cinematica
n-v=0

e Balango de forcas na interface
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i-\r-ii)=0
onde o ¢ a tensdo superficial, K ¢ a curvatura da superficie livre e Pa ¢
a pressao atmosférica.

6. Linha de contato dinamica (LCD)

e (Condigao de Navier-Slip

[(Ti)=—i[-7,)

1
B
onde S ¢ o coeficiente de deslizamento,v ¢ vetor velocidade do fluido

e V,, ¢é o vetor velocidade da superficie solida.
e Angulo de molhamento
n-ny, =cosf,
n e n, sdo o vetor normal na interface liquida e a superficie do

substrato respectivamente, €, € o angulo de contato dindmico aparente
imposto para especificar a inclinagdo do menisco a montante sobre o

substrato.
7. Linha de contato estética a Jusante
Xpcp = ‘X’:quina

onde X,.. ¢ o vetor posicdo do fluido que fica na linha de contato

estatica a jusante que ¢ fixada na quina da barra de revestimento x

quina
8. Linha de contato estatica a Montante
n-n, =cosb,

também se deve impor um angulo de contato entre a interface liquida e a
superficie da barra de revestimento, sendo que ele pode se movimentar
ao longo da geometria da barra assim:

j-X=H
onde H ¢ a posigdo do perfil do ldbio a montante da barra de

revestimento acima do substrato
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® —*

Figura 2.1 - Esquema mostrando a numeracéo utilizada para descrever as condigdes de
contorno para a equagao de quantidade de movimento linear.

221
Deformacio da superficie do cilindro - Modelo unidimensional de molas

Um dos objetivos importantes a se tratar neste trabalho ¢ o analise do
processo de revestimento com o substrato apoiado em um cilindro deforméavel,
esta sec¢do apresenta o modelo utilizado para descrever esta interacdo fluido-
estrutura.

Uma simples maneira de descrever a deformagdo de uma parede elastica ¢
assumindo que o deslocamento de cada ponto na parede ndo deformada ¢ somente
normal a ela e depende apenas da carga aplicada naquele ponto. Tal modelo
equivale a uma distribuicdo continua de molas independentes orientadas

perpendicularmente a parede nao deformada, como esquematizado na Figura 2.2.

\ / Arranjo de molas

unidimensionais
£

TYTITTTITITITITTTY

v Esquema de Parede deformavel
W

Figura 2.2 - Esquema do modelo de molas.

Na interpretagdao deste modelo Hookeano, o deslocamento na dire¢ao normal na
superficie ndo deformada ¢ uma fung¢do linear da componente normal da tragdo

hidrodindmica, como mostrado na Figura 2.3:
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Ny-(i-T ) ==K 4X (2-4)

onde 4X = ]VO -()?—z? o) € o deslocamento normal da parede; X ,€ a posicao de
um ponto da parede no seu estado nao deformado. ZVO ¢ o vetor normal unitario

da parede ndo deformada em X,; n ¢ o vetor normal unitirio da parede

deformada em x; T ¢ o tensor de tensdo de Cauchy no liquido, e K ¢ a constante

de proporcionalidade, referido simplesmente como a constante da mola, o qual

relaciona-se com as propriedades elasticas da cobertura do cilindro.

Estado ndo
X Deformado

X

Estado
e Deformado

n
—7

‘X’ w
Estado
? Deformado

Figura 2.3 - Esquema da deformagéo da superficie com o modelo de molas.

A forga da carga por unidade de area, ou tracao, que o liquido faz sobre a parede

elastica é n - T . Para o caso de liquido newtoniano, a for¢a de carga é:
ji - T = —pii + ii - [V¥ + (V)" | (2-5)

Onde p ¢ a pressdo do liquido e v ¢ a sua velocidade.
A velocidade do fluido que esta em contato com a parede deformavel deve ser
igual a velocidade da parede, devido a condicdo de nao deslizamento e nao

penetracdo. A distribuicdo da velocidade ao longo da superficie da parede
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deformavel depende de como se deforma ela. A velocidade da parede deformavel
¢ tangencial a parede e corresponde a combinagdo do movimento de corpo rigido
da parede com o movimento de deformacao da mola.

A desvantagem deste modelo ¢ que ndo representa a tensdo de cisalhamento que o
liquido exerce, a incompressibilidade do material ou o efeito do coeficiente de

Poisson.

2.2.2
Parametros que governam o problema

No processo de revestimento por extrusdo os parametros mais importantes estao

dados na seguinte tabela Tabela 1:

Parimetro Unidades Faixa de
(SI) Operacio

Velocidade do substrato, Vy m/s 0,1-5
Distancia barra/substrato, H m 5-1x10"
Viscosidade do liquido de revestimento, u Pa.s 0,0005-0,1
Densidade do liquido de revestimento, p Kg/m’ 1000 - 1200
Tensao superficial, o Kg/s2 0,025 -0,045
Numero de Reynolds, Re 0,05 —-1000
Numero de Capilaridade, Ca 10 -25
Numero de elasticidade, Ne 10° -0,1

Tabela 1 - Faixas tipicas dos parametros de operagdo em processos de revestimento por
extrusdo - Gates, (1999).

2.3
Escoamento viscoso em processos de revestimento por Extrusio

Analisa-se agora o tipo de escoamento nas zonas de alimentacdo, na zona a
montante e a jusante em funcdo das suas varidveis fisicas e geométricas, como
mostrado na Figura 2.4. Deve-se indicar que neste analise consideramos a
distancia barra/substrato diferente na regido do labio a montante H), € na regiao do

labio a jusante H,.
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P
¢ Regido a
Regido a e H L, Jusante
montante -
P t=Q/WV,
Pu P.r-' Hf : )5 Q :
5\ J
—_— Substrato

Figura 2.4 - Esquema dos perfis de velocidade no processo de revestimento por
extrusao.

A. Escoamento na zona de alimentacao (tipo Poiseuille)

_Hs Fe-P

Q_12ﬂ L,

(2-6)

onde Pc¢ ¢ a pressdo na camara de distribui¢ao e Pg € a pressao na

regido de aplicacao sob a fenda de alimentagao.

B. Escoamento na zona a montante (combinacao Poiseuille + Couette)

_H; PM_PE +VWHM

:0_ 2'7
o 120 L, 2 (27)
%K—J
<0 = P, =P <P,

onde Py, € a pressao na regido de aplicagdo sob o labio & montante e
Py ¢ a pressdo do ar proxima ao menisco a montante, H,, distancia

entre o labio a montante da barra de revestimento e o substrato.

C. Escoamento na zona a jusante (combinagdo Poiseuille + Couette)

_H) PP, Vy H,
124 L, 2

Q=Vy -t (2-8)

HJ H; PE_PJ

= t= +
2 12wV, L,

(2-9)

H
caso t>TJ = P, >P, (Para L, >0) (2-10)
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H
caso t<7j = P, <P,~P (Para L, >0) (2-11)
= F~P, <P, <P =P (2-12)
:>1)1=1)atm :>])O<])atm (2_13)

onde P; ¢ a pressdo na regido de aplicagdo sob o labio a jusante, P; ¢
a pressdo do ar proxima ao menisco a jusante ¢ H; distancia entre o

labio a jusante da barra de revestimento e o substrato.

E justamente esse o motivo pelo qual a pressdao de vacuo € necessaria como
mostrado na eq. (1-15), de outro modo o escoamento chegaria a se tornar instavel
apresentando defeitos.

O escoamento na regido a montante e a jusante ¢ uma combinagdo dos

escoamentos de Couette e Poiseuille, como se pode observar nos esquemas da

Figura 2.5.
P\ J \
ey ] oY
-y + o = B B
G — — &
P ] =
— : — |
‘ - - [=9 9 H;
Couette Poiseuille 85 Quando: [<——
o = 3
= ‘E
N\ .. & = 5 Apari¢do de recirculagdo
o — ! I:’ =) . rq .
ey PR X . ' E embaixo do labio a jusante
% — 2y A da barra de revestimento
A L e
Couette Poiseuille

Figura 2.5 - Esquemas dos escoamentos de Couette e Poiseuille entre duas placas
paralelas.

231
Relacio entre o Vacuo e a longitude da regiio de aplicaciao

Considera-se o termo Vacuo como a diferenca entre a pressdo ambiental
aplicada na regido a jusante e a pressdo subatmosférica aplicada na regido a

montante. Analisaremos a influéncia da pressao de vacuo no comprimento da
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regido de aplicagao, que ¢ a soma dos comprimentos Ly,e L, mostrados na Figura
2.4.
Da eq. (1.9) e a eq. (1.10) considerando as aproximacdes da Eq. (1.14),

obtemos a seguinte expressao:

12uV, L, (H L
Vac=Pp,, —p, = 2wl (M, ), OtVyly

= H 2-14
atm vac Hj 2 Hj/[ ( M) ( )

E importante indicar que uma barra de revestimento apresenta uma
longitude fixa do labio a jusante L;, mais isso ndo quer dizer que L; ndo possa ser
uma variavel a se analisar, dado que isto implicaria ter outra barra equivalente
mas com outra L.

Quanto maior for o vadcuo, maior sera o comprimento a montante Ly, € para
o caso limite de ndo ter a regido de aplicacdo a montante (L= 0) 0 minimo vacuo
necessario para obter uma espessura de revestimento, ¢, é:

2wV, L, (H,
H; 2

v = Pun = P (2-15)

Este regime ¢ instavel e impossivel de se manter como escoamento
permanente e bidimensional, assim o escoamento 2D se tornaria instdvel dando
origem a defeitos no filme revestido.

Quanto maior o comprimento da regido de aplicacdo a montante, maior sera
a estabilidade do escoamento e maior sera a habilidade de acomodar as flutuagdes
na zona de aplicagao.

Também existe um valor méximo para o vacuo que pode ser aplicado antes
que o comprimento da regido a montante aumente demais e o liquido invada a
caixa do vacuo.

Desta forma, existe uma faixa de valores de pressao de vacuo de forma que
0 escoamento seja bi-dimensional e em regime permanente. Fora desta faixa, o

processo de revestimento ndo leva a um produto livre de defeitos.

24
Soluc¢io de Problemas com superficies livres e deformaveis

A solucdo de equagdes de Navier-Stokes que sdo validas em dominios fixos

podem se tratar sem muita dificuldade, j4 que a forma do dominio ¢ conhecida.
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Geralmente, ¢ suficiente usar um método algébrico para discretizar esses
dominios baseados na distribuicdo dos subdominios numa fronteira prescrita pelo
usuario, por exemplo, a Interpolacdo Transfinita (Thompson, Warsi e Mastin
(1985)). Mas problemas com superficies livres como os considerados no presente
trabalho apresentam uma dificuldade adicional. Porque a forma do dominio ¢
desconhecida a priori, a discretizagdo do dominio nao pode ser prescrita, porque
esta ¢ parte da solugdo do problema.

Uma maneira de resolver este inconveniente seria transferir aquele dominio
fisico desconhecido a outro dominio de referencia fixo, i.e. que o sistema de
equacdes conservagdo e as condi¢des de contorno formuladas no dominio fisico
devem ser transformadas para um sistema equivalente definido num dominio de
referencia fixo. Esta transformacdo ¢ efetuada mediante um mapeamento. O
mapeamento pode ser efetivado por diversos métodos ja existentes como sdo: o
método dos “Splines” ou “Geracdo eliptica da malha” ou por “deformagdo do
dominio”.

O método mais simples ¢ o Método dos Splines (Kistler (1984)). Neste
método os nods localizados na superficie livre “deslizam” sobre linhas “splines”
pré-definidas como mostrado na Figura 2.6. Nos primeiros trabalhos com
“splines” apenas os nds da superficie mudavam de posicao. Os demais nos eram
fixos, entdo apresentavam problemas com a malha quando esse deslocamento era
maior. Nos trabalhos mais recentes, os nds interiores também se deslocam
acompanhando o movimento dos ndés da superficie livre; a limitacdo que
apresentaram € que as programacgdes ndo eram generalizadas e novas “splines”
teriam que ser definidas para cada problema.

Os outros métodos como de Geracdo da Malha Eliptica (Christodoulou
(1991), Benjamin (1994)) e o Método da Deformacdao do Dominio (de Almeida
(1995), Musson (2001)) usam equagdes diferenciais para gerar a malha. O
primeiro deles sera utilizado no presente trabalho e sera explicado com mais
detalhes no Capitulo 2.4.1.

Para resolver este problema aplicando os métodos ja mencionados para
problemas de valor de contorno, o sistema de equagdes diferenciais e as condigdes
de contorno formuladas no dominio fisico Q devem ser transformadas para um

sistema equivalente definido num dominio de referéncia ou computacional
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Q conhecido. Esta transformagdo ¢ efetuada mediante um mapeamento ¥ = )?(E)

(mapeamento direto) que conecta os dois dominios (Q— Q). O dominio fisico é

parametrizado pelo vetor posi¢do X =(x,y) ¢ o dominio de referéncia por

E = (£,17) como mostrado na Figura 2.7.

Superficie livre

Os nos localizados na superficie
livre “deslizam™ sobre linhas
pré-definidas

Figura 2.6 - Esquema do método dos Splines.

O mapeamento utilizado faz parte da solu¢do do problema. Existem varias

maneiras de definir este mapeamento como ja mencionamos acima, como O

calculo de x, vetor posicdo no sistema de coordenadas fisicas, corresponde ao

calculo das coordenadas dos pontos nodais da malha, costuma-se denominar as

equagdes que descrevem este mapeamento como equacdes de geracdo de malha.

Para escrever as equagdes que governam o problema no dominio de

referéncia, as derivadas em relagdo as coordenadas do dominio fisico (x,y) devem

ser representadas por derivadas em relacdo as coordenadas do dominio de

referéncia (& 7). Para isto define-se o Tensor Gradiente de Deformagdo do

Mapeamento (Véy?) que no caso 2D ¢€:

o
. Ox ) B
Vi=—=J,= 85 a‘f
o¢ o oy

on  on

(2-16)

Para uma variavel ¢ = ¢(<,n) qualquer, temos, aplicando a regra da cadeia
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% %
85 _ J a.x
dg =Jr 5_¢ (2-17)
on oy

Logo, as derivadas em relagdo as coordenadas x e y podem ser escritas em

func¢do das coordenadas do dominio de referéncia através das seguintes equagdes:

%_L(@y@go ayagoJ

ox |‘]T| a_ﬂg_a_fa_ﬂ

(2-18)
@_L(_@a_m_@]
oy |\ onoc a¢on
onde,
;| =J; =detJ, _xy xY (2-19)
o& oy ono¢

¢ o determinante do jacobiano da transformacao.
Duas condi¢des devem ser satisfeitas pelo mapeamento:
1. O contorno do dominio de referéncia deve ser mapeado sobre o contorno

do dominio fisico (ver Figura 2.7)
Trer (2-20)

2. O mapeamento deve ser inversivel
J, >0 (2-21)

O determinante do jacobiano representa a relagdo entre as areas diferenciais dos

dominios:

dQ =|J,|dQ (2-22)

24.1
Geracao de Malha Eliptica

Uma possibilidade que se tem mostrado satisfatoria para a solugao de
problemas como superficies livres € utilizar o método proposto por Benjamin

(1994), que ¢ uma generalizagdo do método desenvolvido por Christodoulou
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(1988) e Christodoulou e Scriven (1991), e baseia-se na idéia de minimizar um

funcional que mede o grau de suavidade da malha:
L(Dé Vel +D, Vil i =0 (2-23)

D¢ e Dy, sdo os coeficientes de difusdo das coordenadas potenciais e 7, €
controlam o espacamento das curvas de & e 7 constante. As equacdes de Euler que
minimizam este funcional sdo um par de equacdes diferenciais parciais elipticas,
similares as encontradas em problemas de transferéncia de calor com

condutividade térmica variavel.

v-(D.vé)=0 (2-24)

v-(D,vn)=0 (2-25)

A forma geral destas equagdes pode ser escrita da seguinte forma:
Quando os coeficientes de difusdo sdo constantes, as equacdes anteriores se
reduzem a equacdo de Laplace.

As equacdes anteriormente indicadas, formuladas no dominio fisico,
descrevem 0 mapeamento inverso E = E@) , i1sto ¢ & e p sdo varidveis
dependentes. Como o objetivo do esquema de geracdo da malha ¢ encontrar o
mapeamento direto x = )?(E) , estas equacdes sdo reescritas no dominio de

referéncia, calculado assim as coordenadas no dominio fisico em fungdo de
coordenadas no dominio de referéncia.

O mais simples dominio de referéncia a ser adotado ¢ uma regido
quadrangular dividida em quadrados unitarios.

Em muitas situagdes um dominio fisico complexo deve ser dividido em
varias regides, cada uma das quais pode ser mapeada em regides quadradas de
referéncia, tal como ¢ mostrado na Figura 2.7. Quando isto acontece condi¢des de
contorno especiais s30 necessarias, como por exemplo, para as interfaces entre
regides, ou quando varias regides coincidem num unico ponto.

Esta técnica tem sido aplicada com muito sucesso por diversos
pesquisadores porque malhas estruturadas, suaves, quase ortogonais e com

espacamento controlado sdo obtidas.
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3 Dominio Fisico

L

ntk
En T
n 1 2 4 (6

5 Dominio Computacional | .

Figura 2.7 - Esquema mostrando o processo de mapeamento.

Para resolver o par de equagdes diferenciais parciais apresentadas na eq. (2-
24), e na eq. (2-25) € necessario ter condi¢cdes de contorno. Estas sdo apresentadas

a continuacao.

24.2
Condicoes de contorno para a Geragao da Malha

3 3)
@© | @ 4 6 ' 2 : 6
qa‘\ : T||
e ncte (s 5)
-
S Ecte S

Figura 2.8 - Representacao das condigdes de contorno para a geragao da malha: a)  da
eq. (2-25), b) £da eq. (2-24).

As condigdes de contorno que sdo comumente utilizadas para as equacoes

de geracdo de malha como referenciado com a Figura 2.9, serdo descritas a seguir:

1. Angulo prescrito: O angulo @ formado pelas coordenadas & ou 7 (como

mostrado na Figura 2.8) € prescrito ao longo do contorno.
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ii-Vé = |VE|cos(0) (2-26)

2. Nés fixos: A posi¢ao dos nds nos contornos ¢ fixa.
3. Distribuicdo nodal prescrita: uma funcao de distribuicao ¢ utilizada para

distribuir os nos ao longo do contorno.

E=f"(s)hn=g"(s) (2-27)

Onde s, ¢ a longitude de arco ao longo do contorno.
4. Deslizamento sobre o contorno: Os nos sdo livres para deslizar sobre o

contorno numa linha cuja equagado ¢ conhecida.
fx)=0 (2-28)

5. Condicao cinematica: O liquido nao pode atravessar a superficie livre,

esta condicdo associada com a fisica do problema ¢ formulada por:
n-v=0 (2-29)

Esta relagdo localiza implicitamente a posi¢ao de uma superficie livre, e é
responsavel pelo acoplamento das equacdes de conservagao e as equagdes que
descrevem a posi¢ao dos nds da malha.

Uma representacdo esquemadtica das condi¢des de contorno de malha
eliptica foram apresentadas no trabalho de Zevallos (2003) como mostrado na

Figura 2.9.
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Deslizamento sobre

Angulo prescrito 0 contorno
f(x,y)=0
i o\ ™ T

X

Pontos nodais
fixos

Distribui¢do nodal <
prescrita 1‘[ x*!
o U‘l

Nao penetragdo
Cond. Cinematica

gas

Y | liquido
v

X

Figura 2.9 - Condigdo de contorno das equagbes de geragdo de malha eliptica. A
condigao de pontos nodais fixos € apropriada para contornos cuja localizagao ¢ fixa e
conhecida. A condicdo de nado penetragdo €& apropriada para superficies livres. A
condicdo de angulo prescrito, distribuicdo nodal prescrita, e a equagéo prescrita dos
contornos (pontos nodais que podem deslizar) sdo apropriadas para contornos
conhecidos tanto quanto contornos cuja localizagao forma parte do problema.
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