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5
Aplicacoes

5.1
Dados Utilizados

Para exemplificar o modelo principal desta dissertacao e compara-lo
com outros modelos tradicionais, serao utilizados dados na forma incre-
mental. Os dados da tabela 5.1 referem-se a “Historical Loss Development
Study” — edigao de 1991 — publicado pela Associacao de Resseguros da
America (RAA). Estes dados foram utilizados por Mack[12], por England
& Verrall[5] e por De Jong[3]. Suas observagoes estao na unidade milhar de
dolar. Por questoes de facilidade, esses dados serao denominados simples-
mente de ‘AFG’.

Ano de
Origem Desenvolvimento d
w 0 1 2 3 4 b} 6 7 8 9
1 5012 3257 2638 898 1734 2642 1828 599 54 172
2 106 4179 1111 5270 3116 1817 -103 673 535
3 3410 5582 4881 2268 2594 3479 649 603
4 5655 5900 4211 5500 2159 2658 984
5 1092 8473 6271 6333 3786 225
6 1513 4932 5257 1233 2917
7 207 3463 6926 1368
8 1351 5596 6165
9 3133 2262
10 2063

Tabela 5.1: Dividas Gerais Facultativas (excluindo ambiental) do Estudo da
Evolugao Historica de Perdas (1991 - unidade milhar de délar)-AFG.

Também serao utilizados os dados que se encontram em De Jong &
Zehnwirth[2] como exemplo para o modelo por eles proposto, o qual serve de
base para o nosso modelo. Segundo os autores, estes dados — que encontram-

se na tabela 5.2 — referem-se as atividades de uma seguradora inglesa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310420/CC


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0310420/CC

Um Modelo em Espago de Estado para Estimativa de IBNR 43

durante o periodo de 1970 a 1974 inclusive. Esses dados serao referidos

como ‘DJZ’.

Ano de Desenvolvimento d
Origem w 0 1 2 3 4
1 753,5 6489 311,7 173,5 71,3
2 642,3 6484 249,7 206,5
3 715,8 661,1 309,4
4 841,6 862,6
5 968,8

Tabela 5.2: Triangulo de runoff para uma seguradora inglesa (unidade

milhar de libra)-DJZ.

5.2
Aplicacao do método Chain Ladder

Primeiro sera feita a estimacao da reserva IBNR através do método
Chain Ladder cléssico, descrita na segao 2.3. Os resultados apresentados a
seguir — para os dados AFG — sdo semelhantes aos encontrados em England
& Verrall[5], nos quais nao sdo levados em considera¢ao qualquer fator
de cauda e os development factors finais sao os que resultaram da média

demonstrada pela equacao (2-2)) (e nao valores “selecionados” pelo atuério).

Desenvolvimento d
0:1 1:2 2:3 3:4 4:5 5:6 6:7 7:8 8:9
2,999 1,624 1271 1,172 1,113 1,042 1,033 1,017 1,009

Tabela 5.3: Development factors referentes aos dados AFG.

Os development factors dos dados AFG estao representados na tabela
5.3. Como explicado na secao 2.3, estes fatores sao utilizados para completar
o triangulo de runoff, e dai obter-se as previsoes IBNR estimadas. As
referidas estimativas encontram-se na tabela 5.4.

Para o conjunto de dados DJZ, os development factors encontram-se
na tabela 5.5
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5.3
Aplicacao do Modelo de Espaco de Estado

Nesta secao, serd ilustrada a técnica de espaco de estado e o filtro
de Kalman descritos na segao [4.3. Como afirmado na referida se¢ao, nao
serao levados em consideracao indices de volume ou indices de pregco nos
exemplos a seguir. O motivo disto é poder comparar os resultados com os
do método chain ladder, que nao os leva em conta. Além disso, ao utilizar o
indice de preco, é preciso prever seus valores futuros de forma a completar o
triangulo de runoff. Neste caso, haveria a necessidade de um outro modelo
para prever estes indices.

Portanto, sera utilizada a equacao (4-1), ao invés de (4-2)) para modelar

as observagoes y,(t).

5.3.1
Dados AFG

Tomem-se os dados da tabela 5.1 como primeiro exemplo. Em termos

da notagao introduzida em (4-5)), os vetores das observagoes sucessivas y(t)

Ano de

Origem Reservas
1 0
2 154
3 617
4 1636
5 2747
6 3649
7 5435
8 10907
9 10650
10 16339

Total 52135

Tabela 5.4: Reservas de AFG calculadas através do método Chain Ladder.

Desenvolvimento d
0:1 1:2 2:3 3:4
1,9552 11,2140 1,1168 1,0378

Tabela 5.5: Development factors referentes aos dados DJZ.
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serao dados por

y(1) = (5012)

y(2) = (106, 3257)’

y(3) = (3410, 4179, 2638)'

y(4) = (5655, 5582, 1111, 898)’'

y(5) = (1092, 5900, 4881, 5270, 1734)’

y(6) = (1513, 8473, 4211, 2268, 3116, 2642)’

y(7) = (557,4932, 6271, 5500, 2594, 1817, 1828)’

y(8) = (1351, 3463, 5257, 6333, 2159, 3479, —103, 599)’

y(9) = (3133, 5596, 6926, 1233, 3786, 2658, 649, 673, 54)’
y(10) = (2063, 2262, 6165, 1368, 2917, 225, 984, 603, 535, 172)’

que nada mais sao do que as diagonais sucessivas do triangulo de runoff da
tabela 5.1l

A primeira observagao y(1) possui uma média deflacionada m(1,0),
a qual é parametrizada em termos de b(1). O segundo vetor y(2) sofre in-
fluéncia de m(2,0) e m(1, 1), que sao parametrizados por b(2) e b(1) respec-
tivamente. Para o t-ésimo vetor de observagoes y(t) tem-se a influéncia de
m(t,0),m(t —1,1),...,m(1,¢t — 1), os quais sdo parametrizados em termos
de b(t),b(t —1),...,b(1). Estes tltimos parametros constituem o vetor 3(t)
ou “estado” no instante ¢t. Ou seja, o vetor de estado no instante ¢t nada mais
é do que todos os parametros desconhecidos b(w) envolvidos nas observagoes
realizadas no instante t.

Para este conjunto de dados, é necessario definir uma funcao basica
que faga sentido. Como ja argumentado no capitulo 4, essa funcao seria

uma espécie de conhecimento a prior: do comportamento decrescente dos

Ano de

Origem Reservas
1 0
2 65,985
3 268,03
4 693,45
5 1696,2

Total 2723,7

Tabela 5.6: Reservas de DJZ calculadas através do método Chain Ladder.
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valores observados (em um triangulo de runoff incremental), & medida que
o atraso (Desenvolvimento) aumenta. Para auxiliar na escolha desta fungao
basica, foi analisado este padrao de decaimento das observagoes em funcao
do periodo de desenvolvimento d, fixando-se o ano de origem w. O gréafico
5.1 (p. 47) mostra este comportamento. A linha pontilhada preta refere-se
a fungao basica escolhida para os dados:

o(d)=(d+1)e 2, d=0,1,...,9 (5-1)

Com isso, pode-se iniciar a estimacao dos parametros e hiper-
parametros do modelo através da funcgao de verossimilhanga L(y;)), cal-
culada pelo filtro de Kalman.

Como explicado na secao 4.3, foram utilizadas duas abordagens para
a especificacao do termo aleatério da equacao das observagoes para cada
conjunto de dados: uma homocedéstica e outra heterocedéastica. Para os
dados AFG, a funcao log-verossimilhanca do caso homocedastico tende ao
infinito em zero, como se pode ver na figura 5.2(a) (p. 47). Neste caso o
modelo tera uma relagao sinal/ruido r = 0, significando que 3(t) = B(t—1).
Portanto, nao h& desconto, e o modelo se reduz a um modelo de regressao
linear.

Entao, partindo da premissa que o termo aleatorio das observagoes
¢ heterocedastico, a funcao verossimilhanca possuird um claro ponto de
méximo, como mostra a figura 5.2(b). A relac¢do sinal/ruido r do ponto de
maximo da funcao log L é 473, 4700.

Apbs estimados os parametros do modelo, utiliza-se a equagao (4-19)
para estimar os valores faltantes da tabela de runoff de forma a “completar

o quadrado”. Os resultados previstos pelo modelo encontram-se na tabela
5.7.

Testes & Diagnésticos

Em seguida realizaram-se testes de adequacao do modelo aplicado aos
dados AFG. De posse dos residuos (inovagoes padronizadas), foram tragadas
as FACY (figura 5.3, p. 50) para os quatro primeiros desenvolvimentos,
isto é, para d = 0,1,2,3. Observando os graficos, podemos inferir que os
residuos praticamente nao possuem correlacao serial. O grande problema é
que existem poucos dados para andlise da FAC. No caso dos dados AFG,

temos apenas nove observacoes para d = 0,1, oito para d = 2 e sete para

'Funcao de autocorrelacao.
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Figura 5.1: Distribuigao dos valores fixando-se w (Dados AFG).
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Figura 5.2: Fungao log L para os dados AFG.
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Ano

Orig. Desenvolvimento d
w 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
1 5012 3257 2638 898 1734 2642 1828 599 54 172
2 106 4179 1111 5270 3116 1817 -103 673 535 460
3 3410 5582 4881 2268 2594 3479 649 603 686 462
4 5655 5900 4211 5500 2159 2658 984 1045 713 480
) 1092 8473 6271 6333 3786 225 1478 1025 699 471
6 1513 4932 5257 1233 2917 1825 1291 895 611 411
7 557 3463 6926 1368 2332 1697 1201 832 568 382
8 1351 5596 6165 3035 2301 1674 1185 821 560 377
9 3133 2262 3401 2750 2085 1517 1074 744 508 342
10 2063 3588 3265 2640 2001 1457 1031 714 487 328

Tabela 5.7: Triangulo de runoff completo para os dados AFG.

Estatistica de Jarque-Bera
Desenvolvimento  Valor p-valor

d=0 0,5453 0,7613
d=1 0,6707 0,7151
d=2 0,8218  0,6630
d=3 1,1571  0,5607

Tabela 5.8: Resultado de teste de Jarque-Bera para os dados AFG.

d = 3. Vale lembrar também que para cada autocorrelagao r,(7), teremos
T — 7 observacoes. Isto faz com que as estimativas da FAC possuam baixa
precisao, podendo ser facilmente afetadas por valores extremos dos residuos.

As estatisticas de Jarque-Bera (teste de normalidade) para os quatro
desenvolvimentos em questao, que se encontram na tabela 5.8, reforcam a
idéia de normalidade nos residuos, apesar do nimero de observacoes ser
pequeno.

Foi realizada também uma anédlise seccional dos residuos padronizados,
juntando todos em uma sé amostra atemporal com um numero maior de
elementos. Observando o gréfico quantil-quantil (grafico5.4, p.51)), percebe-

se que os residuos tém distribuicao normal.

5.3.2
Dados DJZ

Nesta secao serd explorada a aplicacao do modelo nos dados encontra-
dos em De Jong & Zehnwirth[2]. Entretanto, hd uma diferenga de premissas

adotadas entre o nosso enfoque e o dos autores:
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— nao utilizacao dos indices de preco e de volume.

— no trabalho dos autores eles nao levaram em conta a influéncia da
matriz covariancia do erro da equagao das observagoes U(t) no desvio
padrao do resultado final. No nosso enfoque a influéncia desta matriz

estd incluida.

A fungao basica utilizada é a mesma da definida em De Jong &
Zehnwirth[2].
p(d)=(d+1)e®  d=0,1,....4

Assim como realizado para os dados AFG, foi tragado o grafico das ob-
servagoes y4(t) pelos Desenvolvimentos d, dado os anos de origem w fixos.
O comportamento observado encontra-se na figura 5.5 (p. [51))

Os vetores das observagoes sucessivas y(t) serao dados por

1) = (753,5)
2) = (643, 3; 3257)

y(1) = (
(2) = (

y(3) = (715,8;648,4; 311, 7)'
(4) = (
(5) = (

<

4 841, 6; 661, 1;249,6;173,5)’
968, 8; 862, 6; 309, 4; 206, 5; 71, 3)’

Y
(5

Assim como no exemplo anterior, os parametros do modelo foram
estimados de duas maneiras: com ruido das observacoes homocedastico e
heterocedastico. Também repetiu-se o mesmo comportamento do exemplo
anterior nos graficos de log L em funcao da relacao sinal ruido r: no caso
homocedastico o ponto de maximo converge para relagao sinal/ruido zero,
enquanto que no heterocedastico, a relagao sinal/ruido fica em 55,9866 no
ponto de méximo. Os gréficos encontram-se na pagina 53 (figura 5.06)).

Utilizando entdo a relagao sinal /ruido obtida no caso heterocedéstico,
obteve-se a estimagao da previsdo y(s + 1), completando, assim a segao

inferior do triangulo de runoff, conforme mostra a tabela [5.9.

Testes & Diagnosticos

Ao se realizar os diagndsticos/testes neste conjunto de dados, é preciso
ter em mente que temos poucas observacoes. Neste caso especificamente,
temos apenas cinco instantes de tempo t. Por isso s6 serao aplicados

os testes nas inovagoes padronizadas referentes a dois desenvolvimentos
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5.3(c): d =2 53(d): d =3

Figura 5.3: Autocorrelagao das Inovagoes — dados AFG.

Ano de Desenvolvimento d
Origem w 0 1 2 3 4
1 753.,5 648,9 311,7 173,5 71,3
2 642,3 648.4 249.7 206,5 70,9646
3 715,8 661,1 309,4 159,5727 73,379/
4 841,6 862,6 336,9318 165,2671 75,9979
5 968,8 617,5062 340,7517 167,1407 76,8596

Tabela 5.9: Triangulo de runoff completo para os dados DJZ.

50
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figura 5.4: Grafico quantil-quantil dos quantis dos residuos pelos quantis

tedricos (Dados AFG).
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Figura 5.5: Distribui¢ao dos valores fixando-se w (Dados DJZ)
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Estatistica de Jarque-Bera
Desenvolvimento  Valor  p-valor
d=0 0,7662 0,6817
d=1 0,8452  0,6553

Tabela 5.10: Resultado de teste de Jarque-Bera para os dados DJZ.

apenas: d = 0,1. A cada Desenvolvimento acima de d = 1, perdemos uma
observagao, tornando o resultado do teste deprezivel ou pouco expressivo.

O primeiro teste grafico a ser realizado é a observagao da FAC. A
figura 5.7 (p. 53) mostra a autocorrelacao dos residuos do modelo. Pelos
graficos pode-se inferir que os residuos sao serialmente descorrelatados.

Na tabela 5.10 encontra-se a estatistica de Jarque-Bera para os
residuos dos dados DJZ. Apesar de poucas observacoes, o resultado indica
um forte indicio de normalidade(o p-valor revela um forte aceite da hipdtese
nula de normalidade).

Como realizado nos dados AFG, aqui também sera realizada a analise
seccional dos dados. O grafico quantil-quantil (gréafico 5.8, p. 55), também

reflete normalidade nos residuos.

5.3.3
Consideracoes Finais

A tabela [5.12/ consolida os resultados obtidos das estimacoes pelo
modelo chain ladder e o modelo de espago de estado proposto. O desvio
padrao final da previsao IBNR esta extremamente alto nos dados AFG,
que possui um comportamento que nao condiz com uma das premissas do
modelo, que é a reducao do valor das observacoes referentes a um ano
de origem w, a medida que o Desenvolvimento d aumenta. O referido
conjunto de dados possui um valor negativo (—103) e valores yu(t) >
ya(t') onde d > d'. A conseqiiéncia disto é um intervalo de confianga
exageradamente alto, como mostra a mesma tabela. Em virtude disso
resolvemos verificar a influéncia da funcdo bdsica na previsao. A tabela
5.111 mostra o comportamento da previsao da média e do desvio padrao
a medida que alteramos a funcao basica. Alterando o denominador do
fator ‘exponenciado’, acelera-se o decaimento. A média vai diminuindo,
assim como o desvio padrao, mas este nao diminui significativamente como
esperavamos.

Os dados DJZ ja sao um pouco mais “bem-comportados”, mas mesmo

assim o intervalo de confianca é bem alto. Os valores médios estimados
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5.6(a): Homoceddstico 5.6(b): Heterocedéstico

Figura 5.6: Funcgao log L para os dados DJZ.
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Figura 5.7: Autocorrelagao das Inovagoes — dados DJZ.

Funcao Basica

Jun
ot

(d+1)e 5 (d+1)e ™ (d+1)e 77 (d+1)e w6 (d+1)e

r 435,1623 393,4597 347,4241 289,4771
Reserva IBNR 22713 48115 43724 39667 -
Desvio Padrao 2289,2 2159,5 2067,2 2014,7 -

Tabela 5.11: Previsao IBNR variando a fungao bésica dos dados AFG.
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Reserva IBNR

AFG DJZ
Chain Ladder 52135  2723,7
Modelo em Espaco de Estado 57472  2084,4
Desvio padrao do modelo 24524 3834
Intervalo de Confianca (95%)
Lim. Sup. 105540 28358
Lim. Inf. 9406,6 13329

Tabela 5.12: Previsao IBNR para os diferentes modelos.

diferem um pouco daqueles estimados pelo método chain ladder.

o4
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figura 5.8: Grafico quantil-quantil dos quantis dos residuos pelos quantis

tedricos (Dados DJZ).
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