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Resumo

Miranda, Alessandra Soares; Sodero, Tatiana Fernandes. O Infinito no
Ensino Fundamental. Rio de Janeiro, 2025. 51p. Dissertacdo de Mestrado
— Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

O ensino do infinito na Educacdo Bésica encontra algumas barreiras € o
aluno acaba por ndo conseguir entender significativamente o conceito que se
pretende introduzir. Isto ocorre, muitas vezes, por ele nao lidar com a ideia de
infinito no dia a dia, apesar de ser possivel perceber coisas que paregam infinitas,
elas ndo sdo, apenas existem em quantidades muito grandes. Além de ndo conseguir
levar seu pensamento ao abstrato, se remetendo quase sempre ao concreto, sentindo
uma necessidade de aprender na pratica o que se estd sendo ensinado. Com algumas
atividades baseadas em conceitos dos Numeros Racionais, tais como densidade e
reta numérica, conteudos estes a serem tratados no Ensino Fundamental, este
trabalho tem como objetivo que os alunos tenham uma aprendizagem mais concreta
e significativa do que € o infinito, além de desenvolver uma aprendizagem abstrata

e critica que muito ¢ importante no ensino da Matematica.

Palavras — chave
Infinito, matematica, educagao, reta numérica, nimeros racionais.



Abstract

Miranda, Alessandra Soares; Sodero, Tatiana Fernandes. Infinity in
Elementary School. Rio de Janeiro, 2025. 51p. Dissertagao de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

The teaching of infinity in Basic Education encounters some barriers and
the student ends up not being able to significantly understand the concept that is
intended to be introduced. This often occurs because he does not deal with the
idea of infinity on a daily basis, although it is possible to perceive things that seem
infinite, they are not, they just exist in very large quantities. In addition to not being
able to take his thinking to the abstract, almost always referring to the concrete,
feeling the necessity to learn in practice what is being taught. With some activities
based on concepts of Rational Numbers, such as density and number line,
contents to be covered in Elementary School, this work aims for students to have
a more concrete and meaningful learning of what infinity is, in addition to
developing abstract and critical learning that is very important in teaching
Mathematics.

Keywords

infinity, mathematics, education, number line, rational numbers.
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Epigrafe

“Do paraiso que Cantor criou para nos, ninguém nos
expulsard.” (David Hilbert, citado por BELLOS, A.,
2011, pagina 434)

“Cantor nos deu todos os numeros que quisermos,
mas ja ndo existem tantas coisas assim para contar.”

(BELLOS, A., 2011, pagina 436)



1. Introducgao

Este trabalho tem como propésito a melhor compreensao do conceito de
infinito pelos alunos do segundo segmento do Ensino Fundamental. O referido
tema é visto de forma bem rapida e superficial por ndo estar incluido como
conteudo a ser tratado em nenhuma das séries de tal segmento.

Neste trabalho pode-se analisar e, assim, perceber a importancia histérica
do referido conceito. Na historia do estudo do infinito houve grande dedicacao de
alguns matematicos por anos. No capitulo 2, foi observado como se deu o estudo
do conceito de infinito e como ele foi e, continua sendo desenvolvido, com o passar
dos anos, chegando ao que se tem nos dias atuais. E possivel também observar
como considera-se que tal conceito ainda tem muito a ser desenvolvido e
estudado.

E analisada sua importdncia no ensino da matematica e no
desenvolvimento logico, abstrato e critico do pensamento do aluno.
Especificamente, neste trabalho, sera tratado o conceito de infinito nos numeros
racionais, que tem grande importancia no Ensino Basico, mais precisamente no
Ensino Fundamental, um caminho de muitos que o infinito nos proporciona, pois
este é citado e estudado em varios conceitos matematicos no decorrer do Ensino
Fundamental, o que podera ser visto no capitulo 3 (segédo 3.2). Ao longo de sua
jornada no Ensino Fundamental, o estudante se depara com conceitos que
necessitam do entendimento do que é o infinito em diversos momentos, sendo de
suma importancia para a aprendizagem do aluno com relagdo a abstracdo em
conceitos matematicos.

Serdo propostas atividades que, utilizando conceitos sobre Numeros
Racionais, tém o propdsito de introduzir a existéncia do infinito aos alunos, de
maneira mais intuitiva e concreta. Além de refletir sobre a dificuldade do aluno em
entender o abstrato na Matematica, como no ensino do infinito. Esta dificuldade é
apresentada no capitulo 3 (se¢éo 3.1), onde sdo mostradas algumas explicagoes
possiveis para 0 seu aumento e até preconceito com determinados conceitos
matematicos. Analisando tais aspectos espera-se gerar no aluno um senso critico
e de forma concreta, introduzir este conceito, para que ele tenha uma
aprendizagem significativa do que € o infinito.

No capitulo 3 (secdao 3.4), é refletida a influéncia que atividades
diferenciadas, como materiais manipulativos e jogos, tm no melhor entendimento
de alguns conceitos abstratos pelo aluno, através de sua autonomia e

participacdo, de maneira mais concreta. Além da importancia de atividades em
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grupo, que melhoram o desenvolvimento do mesmo, tanto individual como
coletivamente, ajudando em sua relacdo socioemocional e na melhor
compreensao de determinados conceitos.

E entéo, por fim, enquanto estudam tais conceitos dos numeros racionais,
como densidade e reta numérica, e praticam as propostas de atividades
apresentadas neste trabalho, que se dao de maneira diferenciada, em grupo e
através de materiais manipulativos, espera-se que os alunos percebam a
existéncia do infinito de forma bem pratica, tendo um real entendimento do que é
de fato este conceito. Diminuindo, assim, um pouco a defasagem escolar destes
alunos, principalmente, quando for estudar alguns conceitos posteriores, como
plano cartesiano, numeros irracionais, dentre outros. Projetando que eles
obtenham uma aprendizagem mais abstrata, que é de grande importancia no
ensino da Matematica, e que possam perceber a importancia do entendimento do
infinito para alguns de seus conceitos, possibilitando que estes alunos construam
um raciocinio mais abstrato e critico para somar aos seus conhecimentos,

desenvolvendo melhor seu raciocinio légico.

A inspiragao para esta atividade ocorreu em uma aula de Calculo, onde foi
explanado o método da Bissec¢ao, que consiste em analisar intervalos cada vez
menores dentro de determinado conteudo. Pude assim associa-lo a uma atividade
que é aplicada a alunos do 8° ano do Ensino Fundamental do Municipio do Rio de
Janeiro (Material Rioeduca 2024), que fala sobre uma formiga que quer chegar ao
seu destino. Sendo assim questionado aos alunos se ela conseguira cumprir seu
objetivo, se andar sempre metade da distancia que falta. Essa atividade tem como
propésito, mostrar aos alunos a infinidade de numeros entre um intervalo, no
ensino dos Numeros Racionais. Com a citada inspiragdo do método da bissecéo,
idealizei este trabalho com o propdsito de ensinar niumeros racionais, com a
utilizacdo de intervalos, e assim, permitir que o aluno possa perceber e concluir
sua infinidade.

Depois de alguns anos lecionando no Ensino Fundamental, pude perceber
a dificuldade que os alunos encontram nao s6 na aprendizagem do conceito do
infinito, como na aprendizagem de assuntos que tenham determinada abstragao'

no ensino da Matematica.

1 Abstrato: Que n&o é concreto nem real; que ndo tem existéncia como objeto, como coisa, como
realidade palpavel; irreal.
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2. O Infinito

Neste capitulo sera refletido como se deu o estudo do conceito de infinito
com o passar dos anos e sera mostrado como alguns matematicos tiveram grande
contribuicdo no desenvolvimento da sua histodria.

Além de serem mostrados dois casos interessantes que utilizam o conceito
de infinito: o paradoxo do Hotel de Hilbert e um dos paradoxos de Zen&o, o

paradoxo de Aquiles e a tartaruga.

2.1. Historia

O infinito é apenas uma figura de linguagem: uma forma abreviada para a
afirmagao de que existem limites dos quais certas relagdes podem se aproximar
tanto quanto nds desejarmos, desde que permitamos que outras magnitudes
cresgam sem qualquer restrigdo. (Gauss, citado por GARBI, G., G., pagina 285)

O infinito foi objeto de muita curiosidade por diversos pesquisadores, por
ser um conteudo de grande complexidade e ter sido objeto de estudo desde muito
tempo, em diversas areas de conhecimento, de diversas formas, a respeito de sua
etimologia, crencga ou significado, como na Fisica, na Religido ou na Matematica.
Apesar disso, s6 ao final do século XIX, o infinito comegou a ser mais desenvolvido
por George Cantor, chegando ao que temos hoje de conhecimento sobre tal
conceito, sendo ainda este considerado um assunto a ser muito desenvolvido no
ramo da Matematica.

Matematicamente, o termo infinito esta relacionado a algo que n&do tem fim,
que ndo tem limite. E um conceito abstrato que é muito importante em diversos
estudos na Matematica. Essa abstracao, além de primordial para o aprendizado
de diversos outros conteudos matematicos, também ajuda a desenvolver o
raciocinio e senso critico do aluno.

A histéria do Infinito, ou seja, a histéria do conceito de Infinito, ndo é somente uma
histéria da Matematica; é antes uma histéria da evolugdo do pensamento cientifico
e de como € possivel se pensar em algo que transcende qualquer possibilidade
de compreenséo. (Morris, 2003, citado por Fernandes et. al., 2023, pagina 2)

Zenao, nascido por volta de 495 a.c., numa cidade grega chamada Eleia,
na atual Italia, foi um dos primeiros a lidar com o conceito de infinito usando seus
paradoxos e, foi definido por Aristételes (que deu conhecimento aos seus
paradoxos no tratado Fisica) como inventor do método dialético de argumentagao

l6gica.
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Figura 1: Zen&o de Eleia — imagem de ‘O Livro da Matematica’

Foi ele que correlacionou o discreto e o continuo, sendo alguns de seus
argumentos seguidos por Aristoteles. Seus paradoxos sao estudados até hoje,
sendo reconhecidos como problemas que relacionam o infinito potencial e o
infinito real. Porém, para alguns estudiosos eles tém relagdo com outros aspectos.
Mas o consenso é de que, de uma forma ou de outra, seus estudos influenciaram
na Matematica em diversas geracgdes.

Foram os gregos (pitagoricos), mais especificamente Hipaso, que
estudando a diagonal de um quadrado com lado unitario, observou que ela ndo

poderia ser escrita como uma divisdo de numeros inteiros e que era representada

pelo nimero /2 , que é composto por infinitas casas decimais n&o periddicas.

Ja Arquimedes de Siracusa, que foi um matematico que viveu no século Il
a.C., teve grande contribuicdo na descoberta no niumero m , pois o observou
fazendo uma estimativa e com algumas aproximacdes, chegou a seguinte:

3,14084507 < m < 3,142857142

Além também de ter tido uma grande contribuigcao, diferenciando o infinito
da ideia de numeros grandes. Calculando quantos gréos de areia ocupariam todo
0 universo, estimando o tamanho do universo e criando uma representagao para
numeros muito grandes, mostrou que nem assim este seria um ndmero infinito, ja
que o universo é finito. Como caberia um ndamero infinito em algo que é finito,
como o universo?

O simbolo do infinito oo , foi introduzido nos estudos do infinito pelo
matematico e sacerdote britanico John Wallis (1616-1703) em 1655. Especula-se
que sua ideia veio do simbolo utilizado na época para representacdo do niumero
1000 em algarismos romanos “CIO”.

No século XVI, Galileu observou que se podia colocar o conjunto dos
numeros naturais em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos seus

quadrados. Indo contra a nog¢ao euclidiana de que o todo € sempre maior que a
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sua parte, chegando a conclusao de que quando se trata do infinito, termos como
‘mais que’, ‘menos que’ nao fazem sentido.

Podemos entender melhor essa ideia pensando no conjunto dos numeros
inteiros e no conjunto dos numeros racionais. Nado podemos concluir que o
conjunto dos numeros racionais tem mais elementos que o conjunto dos numeros
inteiros, mesmo este estando contido no primeiro.

Alguns outros autores que podemos citar, a respeito do estudo do infinito,
s&o: Cavalieri (1598-1647), Bernhard Bolzano (1781-1848), Richard Dedekind
(1831-1916), George Cantor (1845-1918).

Gauss, em 1831, relacionou o infinito a algo como um limite que nunca se
alcancga, que se continua indefinidamente. E somente nos anos 1870 que George
Cantor e Richard Dedekind notaram que é essa propriedade que caracteriza os
numeros infinitos.

Bernhard Bolzano foi quem falou primeiro sobre os conjuntos infinitos. Foi
publicado, de modo pdstumo, um livio em 1859, que abordou diversos de seus
aspectos filosoficos e matematicos acerca do infinito. Richard Dedekind foi além,
utilizando o estudo dos conjuntos na teoria dos niumeros reais. Porém, foi George
Cantor (1845-1918) quem mais teve avangos nos conceitos de conjuntos.

As ideias de Cantor ndo foram muito bem aceitas em sua época por
matematicos e também pelo clero. Seus pensamentos comecaram a ser levados
em conta no inicio do século XX. Em um de seus trabalhos, ele usa o seguinte
conceito de conjunto, segundo AVILA, G. (2005, pagina 38):

Por conjunto entenderemos qualquer colegdo numa totalidade M de objetos
distintos, produtos de nossa intuicdo ou pensamento.

Figura 2: Georg Cantor — ilustragéo de ‘O Livro da Matematica’

E por volta de 1872, no inicio de sua carreira profissional, comegou o
estudo dos conjuntos. Sua ocupacao estava a respeito do estudo de fungoes, o
que o levou a investigagao dos conjuntos como pontos de descontinuidade dessas
fungdes. Inicialmente, conjuntos com um numero finito de pontos, porém ao irem
aparecendo conjuntos mais complexos, ele foi levado a desenvolver os conjuntos

infinitos. E iniciando a equivaléncia entre conjuntos chegou aos seus estudos
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sobre cardinalidade e bijecdo. Ele relacionou o infinito aos numeros racionais,
objeto de estudo deste trabalho, demonstrando sua enumerabilidade, assim como
os naturais e os inteiros. Descobriu que existe mais de um tipo de infinito e que
eles sdo uns maiores que outros, no sentido de que existem conjuntos infinitos
com cardinalidades (numero de elementos) diferentes.

Segundo Araldi, A., A., R. temos a seguinte definigao:

Definicéo: Dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade, se e somente
se, existe uma bijecao (uma fungao f: A - B que é bijetora, ou seja, esta funcéo é
sobrejetora e injetora ao mesmo tempo) entre A e B.

E a seguinte definicdo segundo Fernandes et. al., 2023:

Definicdo: Um conjunto A é dito enumeravel quando é finito ou se ha uma
correspondéncia biunivoca com o conjunto dos numeros naturais, ou seja, quando
existe uma funcao bijetora f: N — A.

Para CRILLY, T. (2017), se colocamos um conjunto em relagao biunivoca
com N, o chamamos de ‘contavel infinito’ e isso significa que podemos coloca-lo
em uma lista.

Para mostrar tal situagdo, baseado em exemplos segundo CRILLY, T.

(2017), dois casos serao apresentados abaixo para reflexao.

Exemplo 1: Pode-se considerar que o conjunto de numeros pares positivos
e o conjunto de numeros impares positivos tem a mesma cardinalidade?

Refletindo a respeito desse caso tem-se a impressao que sim, de que eles
possuem a mesma quantidade, analisando a ideia de que nos numeros inteiros
‘metade’ dos numeros séo pares e ‘metade’ dos numeros sao impares.

E de fato, pelas ideias desenvolvidas por Cantor, isso é real, pois possuem
a mesma cardinalidade. Pode-se estabelecer uma relacdo entre eles, associando
um numero impar para cada numero par.

Considerando o conjunto dos numeros impares positivos:

V={2x—-1/x €N}
E o conjunto dos pares positivos:
U= {2x / x € N}

Considere N ={1,2,3,4,5,6, ...}

Tomando a fungdo f:V — U tal que f(x) = x + 1, temos:

Parax = 1,

f)=1+1
f) =2
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1-2
Para x = 3,
f3)=3+1
fB) =4
3-4
Para x = n,
fm)=n+1
n-n+1

Demonstracéo: Para que uma fungéo seja bijetora, ela deve ser injetora e
sobrejetora.

Considerando a funcdo f:V->U tal que f(x) =x+1, com
V={2x—-1/xeN}eU= {2x /x € N}, sendoN = {1,2,3,4,5,6, ...}

(i) Injetora

Uma funcéo f:V — U é dita Injetora se para quaisquer a e b naturais e
pertencentes ao conjunto V, se f(a) = f(b), logo a = b. Isto significa que para
cada valor do dominio, temos uma imagem diferente, ou seja, ndo podendo ter
mais de um elemento do conjunto V para o mesmo elemento de U .

Tomando a e b naturais, pertencentes ao dominio, ou seja, a,b €V e
f:V->Utalque f(x) = x+1

Se f(a) = f(b) , considerando f(a) =a+ 1e f(b) = b+ 1,temos que a +
l=b+1=>a=0b>

Logo, € demonstrada a injetividade da fungao f.

(ii) Sobrejetora

Uma fungédo f:V — U é dita sobrejetora se para cada elemento y do
contradominio U existe um elemento x do dominio V, sendo f(x) = y. Isto significa
que n&o pode sobrar nenhum elemento em U que ndo seja imagem de V.

Como f(x) = x+ 1, sabendo que como y € U, y é par, para f:V — U ser
sobrejetora, precisamos verificar se x € impar, pois x € V.

Pegando um elemento y qualquer do contradominio, se x+ 1=y = x =
y—1.Logoseyépar,y—1¢éimpar.

Pegando o primeiro natural par, y = 2 do contradominio, temos que x +
1=2=x=1, que é o primeiro elemento do dominio da fungdo. Logo y =2 ¢é
imagem de x = 1.

Demonstrando assim a sobrejetividade da fungao f.
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(iii) Logo, como a fungéo f € injetora e sobrejetora, pode-se concluir que

ela é bijetora.

Como ha uma bijecao entre estes dois conjuntos, pode-se dizer que eles
possuem a mesma cardinalidade. Pois para cada elemento em V se tem um, e
somente um elemento em U, para cada elemento de U se tem um, e somente um

elementode V.

Exemplo 2: Pode-se considerar que o conjunto de numeros naturais e o
conjunto de numeros pares positivos também possuem a mesma cardinalidade?

Ja analisando este caso, a impressao € contraria. Intuitivamente, pensa-se
que o primeiro conjunto tem uma quantidade maior do que o segundo. Porém,
matematicamente, temos que para cada numero natural tem-se um numero par
que representa o seu dobro.

Podemos definir tal situacado da seguinte forma.

Considerando o conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,4,5,6,..} =V

E o conjunto dos pares positivos, como definido no exemplo anterior:

U= {2x / x € N}

Tomando a fungdo g:V — U tal que g(x) = 2x, temos:

Parax = 1,
g) =21
g(1) =2
1-2
Para x = 2,
g2) = 22
g2)=4
2-4
Para x = n,
gn)=2.n
n-2n

Demonstracdo: Como visto anteriormente, para que uma funcao seja
bijetora, ela deve ser injetora e sobrejetora.

Considerando a fungédo g¢g:V—-U tal que g(x)=2x, com
N=1{1,23,456,.}=VelU= {2x/x €N}

(i) Injetora
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Tomando a e b naturais, pertencentes ao dominio, ou seja, a,b €V e
g:V->Utalque g(x) = 2x

Se g(a) = g(b) , considerando g(a) = 2a e g(b) = 2b, temos que 2a =
2b=>a=»b

Logo, é demonstrada a injetividade da funcéo g.

(ii) Sobrejetora

Como g(x) = 2x, sabendo que como y € U, y € par, para g:V - U ser
sobrejetora, precisamos verificar se x € N, pois x € V.

Pegando um y qualquer do contradominio, se 2x =y = x = % Logoseyé
par, > € N.

Pegando o primeiro natural par, y = 2 do contradominio, temos que 2x =
2 = x = 1, que é o primeiro elemento do dominio da fung&o. Logo y = 2 é imagem
de x =1.

Demonstrando assim a sobrejetividade da fungéo g.

(iit) Logo, como a funcéo g é injetora e sobrejetora, pode-se concluir que

ela é bijetora.

Sendo assim, esses dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade,
demonstrando que o conjunto dos numeros pares positivos € enumeravel.

Logo, o conjunto dos numeros impares positivos também & enumeravel,
pois se mostra analogamente que ele possui a mesma cardinalidade de N , além
de ter a mesma cardinalidade que o conjunto dos pares positivos, como mostrado
no exemplo 1.

Apos refletir sobre estes casos, pode-se analisar também o caso dos
numeros racionais, conceito que mais adiante sera tratado neste trabalho.
Intuitivamente, tem-se a impressao que ele € bem maior do que o conjunto dos
nimeros naturais. Porém, como Cantor mostrou?, ele possui a mesma
cardinalidade dos naturais, sendo assim também um conjunto enumeravel.

Cantor comecgou suas publicacbes em 1870, desenvolvendo importantes
estudos sobre o infinito, ganhando grande aceitagdo de suas ideias quando sua
teoria se tornou mais evidente para estudos sobre a teoria das fungdes reais e

estudos sobre topologia.

Do paraiso que Cantor criou para nds, ninguém nos expulsara. (David Hilbert,
citado por BELLOS, A., 2011, pagina 434)

2 Pode-se observar esta demonstracdo mostrada por Cantor em MENDES, M., T.; OLIVEIRA, R,,
C.; BURIASCO, R., L., C., de: O conceito de conjunto finito e infinito por meio de tarefas: uma
proposta a luz da educagao matematica realistica.
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Cantor nos deu todos os numeros que quisermos, mas ja ndo existem tantas
coisas assim para contar. (BELLOS, A., 2011, pagina 436)

Suas teorias sao de grande contribuicdo para os estudos que temos hoje.
Porém, o infinito € um conteudo que muito tem a ser desenvolvido. E um assunto
que causa grande curiosidade, mas que muitas vezes desencoraja por sua

complexidade.

2.2. Alguns interessantes exemplos do infinito

Nesta secao, serdo trazidos dois exemplos interessantes que nos fazem
refletir a respeito do infinito. Foram escolhidos estes exemplos por se tratarem de
dois casos diferentes do infinito: o infinito em um intervalo ilimitado e o infinito em
um intervalo limitado.

O primeiro, o paradoxo do Hotel de Hilbert, criado por David Hilbert (1862-
1943), em 1925, para o estudo de conjuntos infinitos. Podemos comparar este
exemplo com um dos casos de infinito que sera tratado no capitulo 3, que é o
infinito em um intervalo n&o limitado.

E o segundo exemplo, o paradoxo de Aquiles, um dos paradoxos de
Zenao, dentre outros como o paradoxo da dicotomia e o paradoxo do arqueiro,
por exemplo. Este paradoxo pode ser comparado com outro caso que também

sera apresentado no capitulo 3, que é o caso do infinito em um intervalo limitado.

2.2.1. Hotel de Hilbert

Abaixo temos a descrigédo da teoria do Hotel de Hilbert.

Um hotel com um numero infinito de quartos se encontra lotado. Porém,
chega um héspede para se alocar e pergunta a recepcionista se ha vaga. Ela
entdo responde que dara um jeito de hospeda-lo e pede para que todos os
hospedes passem para o quarto seguinte. O que estava no quarto 1, que va para
0 quarto 2, o que estava no quarto 2, que va para o quarto 3 e assim por diante,
até que o hospede que se encontre no quarto n va para o quarton + 1.

No dia seguinte, chegam hdspedes querendo vagas no hotel, porém agora,
chegou um 6nibus com um numero infinito de assentos, todos ocupados. E a
recepcionista diz que ha um jeito de aloca-los neste hotel. Ela entdo pede para
que todos os héspedes passem do quarto que estdo para o quarto que possui 0
numero que é o dobro do que estavam antes, esvaziando assim todos os quartos

que possuem numero impar e alocando todos os passageiros do dnibus.
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No terceiro dia, chegam mais héspedes atras de quartos livres. Dessa vez,
um numero infinito de 6nibus, todos com numero infinito de assentos, todos
ocupados. A recepcionista utiliza a mesma estratégia do dia anterior e, s6 precisa
entdo contar todos os passageiros para aloca-los nos quartos impares. O que ela
faz da seguinte forma.

Ela representa cada passageiro pela forma % onde m € o numero do

Onibus e n € o numero do assento. E com a ajuda da tabela mostrada na figura 3
consegue listar todos os passageiros que acabaram de chegar.

O paradoxo® do Hotel de Hilbert é considerado um paradoxo por possuir
a ideia de que, mesmo lotado, sempre ha vaga neste hotel.

Este paradoxo remete ao infinito em um conjunto ilimitado. O infinito que
cresce e cresce como podemos ver no conjunto dos naturais, dos inteiros. Além

de ser possivel observar com ele o fato de um infinito caber dentro de outro.

Figura 3: llustragéo de ‘Alex no Pais dos Nimeros™

2.2.2. Paradoxo de Aquiles

A seguir, temos a historia de um dos paradoxos de Zendo de Eleia, o
paradoxo de Aquiles.

Considere que Aquiles ande mais rapido do que a tartaruga, que ela anda
numa velocidade duas vezes menor que Aquiles e que o ponto B em que ela se
encontra esta a uma distancia de um metro do ponto A que Aquiles esta, como
pode-se observar na figura 4.

3‘Paradoxo ou oximoro é uma figura de linguagem caracterizada pela expressdo de uma ideia
contrastante e contraditéria. Contudo, se o enunciado apresenta apenas contraste, ele se configura
em uma antitese, portanto, para ocorrer o paradoxo, obrigatoriamente, € preciso haver uma
contradicdo’ (Mundo Educacéao).

. P . 1
4 Na figura 3, em énibus 1 e assento 4, considere T
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Figura 4: llustragcéo de ‘Alex no Pais dos Numeros’

Aquiles e a tartaruga se movem em linha reta em uma mesma diregao.
Apesar de Aquiles ser mais veloz que a tartaruga, ele nunca a alcangaria. Pois
quando alcangasse o ponto de partida da tartaruga, ela ja teria andado mais um
pouco. Quando alcangasse o segundo ponto de partida da tartaruga, ela teria
andado mais ainda. E assim por diante.

Levando em conta que Aquiles esta a um metro da tartaruga, quando ele
alcanga o ponto em que a tartaruga se encontrava inicialmente, ela ja andou meio
metro para seu segundo ponto. Quando Aquiles alcanga esse segundo ponto, a
tartaruga ja andou um quarto de metro, e assim por diante.

Logo, a distdncia de Aquiles antes de alcancgar a tartaruga é descrita pela
seguinte soma, que como sera visto, converge.

reop iyl Ly
2 48 16

Ou considerando que Aquiles leve um segundo para percorrer 1 metro,
meio segundo para percorrer meio metro, um quarto de segundo para percorrer

um quarto de metro, e assim sucessivamente, a seguinte soma também
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representa o tempo que ele leva em segundos para conseguir alcancar a

tartaruga. A qual ja foi observada que converge para um valor finito e fixo.

L4ty
2 4 8 16

E possivel resolver este paradoxo através de uma compreensdo mais
profunda da matematica, da teoria de sequéncia e série, que 0s gregos nao
possuiam na época, além de ser possivel também completar, em um numero finito
de tempo, um numero infinito de pequenas corridas.

A soma mostrada acima € a soma de uma P.G. (progressdo geométrica)

. s . . ~ 1
infinita, com primeiro termo a; = 1 erazéo q = -
Esta soma pode ser calculada através da seguinte féormula, pois esta

sequéncia converge e q atende a condi¢ao da férmula da P.G. infinita, que diz que

-1<g<1.
a
5=1jq
Efetuando este calculo, podemos observar que esta sequéncia converge
para 2.
s=—L -1,
=

Sendo demonstrado, entdo, que Aquiles poderia sim de fato alcancar a
tartaruga.

Este paradoxo faz lembrar o infinito dentro de um intervalo limitado. Pois,
dentro do intervalo que compreende o ponto de partida e o ponto em que se
encontra a tartaruga sempre existe uma metade do percurso que se falta

percorrer.
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3. O Ensino do Infinito

Neste capitulo serdo apresentadas algumas dificuldades encontradas por
professores e alunos no ensino do infinito, baseadas na bibliografia utilizada neste
trabalho. Além de relacionar alguns conteudos que tratam do conceito de infinito
no ensino fundamental.

Seréao refletidas também as maneiras que o infinito aparece no ensino,
dentro de um intervalo limitado e em um intervalo ilimitado. E, serdo apresentadas
diferentes maneiras de aplicar atividades que facilitam o processo de
aprendizagem do aluno.

3.1. Dificuldades no estudo do Infinito

Nesta secao, sera refletido um pouco sobre o estudo do infinito e quais
dificuldades sdo mais encontradas nesse processo. Além de ser analisado o quao
importante tal conceito € para o estudo da Matematica e o desenvolvimento do
raciocinio e do pensamento abstrato.

O estudo do infinito traz grandes dificuldades aos alunos, devido a esse
ser um assunto de grande abstrac&o e por ndo possuir ligacado direta com o real,
o dia a dia, o concreto. Apesar do conceito de infinito estar relacionado a quase
todas as areas da Matematica, a falta de correlagdo do seu conceito com uma
ideia de forma pratica, faz do seu aprendizado algo tao dificil. A ideia de que se
contando 1,2,3,..., € nunca parando chega-se ao infinito, pode continuar nao
esclarecendo o conceito do que ele €, induzindo que seja pensado, por exemplo,
que continuando, chega-se ao numero infinito. Essa ideia de que o infinito € um
numero limita estudos desenvolvidos em anos e anos de pesquisas.

Além disso, o estudo do infinito também pode causar uma confusado na
distingdo do mesmo com numeros em grandes quantidades. Uma das explica¢des
para isso é a familiaridade com nimeros pequenos. Raramente se lida, na pratica,
com grupos de milhares de coisas no nosso dia a dia, apesar de existirem diversos
exemplos que podem ser visualizados em quantidades muito grandes. Quando se
depara com estes exemplos, tem-se a impressao de serem quantidades que nao
tem fim, que sao infinitas.

Segundo Paulo Freire, o conhecimento é algo pessoal, e o papel do
professor é estimular tal construgdo, baseada na experiéncia e bagagem de cada
individuo. Mas como aplicar tal metodologia, por exemplo, no ensino do infinito,
que é algo que nao perpassa essa experiéncia, que esta tao distante do cotidiano?
Segundo PIMENTEL et.al. (2010), devido a distanciagao da experiéncia de cada

pessoa, por ndao haver algo infinito no mundo fisico, quando se trata desse
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conceito, diferentes pessoas podem possuir diferentes ideias e percepgodes, indo
do concreto para o abstrato.

A ideia de infinito tem sido muitas vezes evitada da Matematica da escola basica,
talvez porque ela ndo caiba em procedimentos rotineiros. Mas € justamente ai que
esta a sua potencialidade: ela pode produzir um ensino de Matematica menos
comprometido com a oposigao entre o erro e o acerto e mais orientado para a
producdo de ideias novas e para a criatividade. (Giraldo, 2019, citado por
Fernandes et. al., 2023, pagina 3)

Apesar de ser um assunto que causa grande aversao e dificuldade, o
ensino do infinito é algo de grande relevancia, pois sem ele, a Matematica nao
seria o que é nos dias de hoje. Sua aparente complexidade pode tornar seu estudo
fascinante, trazendo um olhar mais desafiador e critico ao estudante. Para
alcancar esse objetivo e minimizar tal dificuldade, precisa-se dar uma melhor
atencgao e didatica ao ensinar conteudos relacionados a este assunto, tais como:
infinitos pontos que existem numa reta; infinidade de retas que passam por um
ponto; que entre dois numeros inteiros existem infinitos nimeros, etc.

Para suscitar no aluno esse olhar mais critico e desenvolver um
pensamento mais abstrato, existem muitas habilidades na Base Nacional
Curricular (BNCC), que tem como objetivo que o aluno desenvolva problemas e
situagdes e ndo somente os resolva, a fim de que esse desenvolvimento ajude em
diversos assuntos da Matematica, pois ela ndo se trata sé do concreto, como
contagem e grandezas, mas também do estudo abstrato, que pode nao se referir
a coisas do mundo fisico, sendo esse estudo fundamental na construgao de
representagdes significativas. Na BNCC consta que se espera que o aluno no
Ensino Fundamental obtenha o letramento Matematico, desenvolvendo
habilidades como raciocinio, representacdo, comunicagcdo e argumentacao
matematica, além de assegurar que o aluno compreenda a relagdo da Matematica
com o mundo e sua importancia no desenvolvimento do raciocinio l6gico e senso
critico. Espera-se que o aluno nesse segmento obtenha a capacidade de abstrair

0s conceitos, aplicando algumas relagdes em outros contextos.

3.2. Onde aparece o infinito no ensino

Como podemos ver na BNCC, temos alguns conteudos que precisam e se
referem ao conceito de infinito no segundo segmento do ensino fundamental, os
quais sao citados abaixo.

6° ano do ensino fundamental:




Multiplos
MATEMATICA - 62 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros Sisterna de numeracao decimal: caracteristicas,
leitura, escrita e comparacao de nimeros
naturais e de numeros racionais representados
na forma decimal

Operagoes (adicdo, subtracao, multiplicagao,
divisao e petenciacao) com numeros naturais

Divisao euclidiana

Fluxograma para determinar a paridade de um
numero natural

I Multiplos e divisores de um numero natural I

MNumeros primos e compostos

Figura 5: imagem da BNCC

Justificativa: Por existirem infinitos multiplos de cada numero.

Reta numérica

HABILIDADES

(EFO6MAOQT) Comparar, ordenar, ler e escrever numeros naturais e numeros racionais cuja
representacao decimal é finita, fazendo uso da reta numerica.

(EFOBMAO02) Reconhecer o sistema de numeracao decimal, como o que prevaleceu no mundo
ocidental, e destacar semelhancas e diferencas comn outros sistemas, de modo a sistematizar suas
principais caracteristicas (base, valor posicional e funcao do zero), utilizando, inclusive, a composicao
e decomposicao de numeros naturais e ndmeros racionais em sua representacao decimal.

(EFOEMAOQ3) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos, exatos
ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com compreensao
dos processos neles envalvidos com e sem uso de calculadora.

Figura 6: imagem da BNCC

Justificativa: Pela reta numérica ser infinita para ambos os lados.

Plano cartesiano

MATEMATICA - 62 ANO (Continuacio)

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE COMHECIMENTO

Algebra Propriedades da igualdade

Problermas que tratam da particac de um todo
em duas partes desiguais, envolvendo razoes
entre as partes e entre uma das partes e o todo

Geometria Plano cartesiano; associacao dos vértices de um
poligono a pares ordenados

Prismas e piramides: planificacoes e relacoes
entre seus elementos (vertices, faces e arestas)

Poligonos: classificagdes quanto ao numero de
vertices, as medidas de lados e angulos e ao
paralelismo e perpendicularismo dos lados

Figura 7: imagem da BNCC

24
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Justificativa: Pelo plano cartesiano ser infinito em todos os sentidos.

e Retas

MATEMATICA - 62 ANO (Continuacio)

UNIDADES TEMATICAS QBJETOS DE CONHECIMENTO

Algebra Propriedades da igualdade

Problemas que tratam da particdo de um todo
em duas partes desiguais, envolvendo razdes
entre as partes e entre uma das partes e o todo

Geometria Plano carteslano: associacdo dos vértices de um
poligono a pares ordenados

Prismas e piramides; planificacdes & relacdes
entre seus elementos (vértices, faces & arestas)

Paligenos: classificagdes guante ag numere de
vértices, &s medidas de lados e Angulos e ao
paralelismo e perpendicularismo dos lados

Construcdo de figuras semealhantes: ampliacio e
reducdo de figuras planas em malhas quadriculadas

Construcdo de retas paralelas e perpendicularas,
fazendo uso de réguas, esquadros e softwares

Figura 8: imagem da BNCC

Justificativa: Pelas retas serem infinitas.

7° ano do ensino fundamental:

o Multiplos

MATEMATICA - 7¢ ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros Multiplos e divisores de um numero natural

Calculo de porcentagens e de acréscimos e
decréscimos simples

Figura 9: imagem da BNCC

Justificativa: Por existirem infinitos multiplos de cada numero.
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e NuUmeros inteiros

MATEMATICA - 72 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros Multiplos e divisores de um numero natural

Calculo de porcentagens e de acréscimos e
decréscimos simples

Numeros inteiros: usos, historia, ordenacao,
associagao com pontos da reta numerica e
operacoes

Fracdo e seus significados: como parte de
inteiros, resultado da divisao, razao e operador

Figura 10: imagem da BNCC
Justificativa: Pelo conjunto dos numeros inteiros ter infinitos elementos.

e Reta numérica

MATEMATICA - 72 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

MNumeros Multiplos e divisores de um numero natural

Calculo de porcentagens e de acréscimos e
decréscimaos simples

Mumeros inteiras: usos, historia, ordenacao,
associagao com pontos da reta numeérica e
operacoes

Fracao e seus significados: como parte de
inteiros, resultado da divisao, razao e operador

Figura 11: imagem da BNCC
Justificativa: Pela reta numérica ser infinita para ambos os lados.

e Plano cartesiano

MATEMATICA - 72 ANO (Continuac&o)

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Geometria Transformacdes geométricas de poligonos no
plano cartesiano: multiplicacao das coordenadas
por um numero inteiro e obtencao de simetricos
am relagao 3o0s eixos e a origem

Simetrias de translacae, rotacao e reflexao

A circunferéncia como lugar geométrico

Figura 12: imagem da BNCC
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Justificativa: Pelo plano cartesiano ser infinito em todos os sentidos.

e Retas

MATEMATICA - 72 ANO (Continuacao)

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Geometria Transformacoes geometricas de poligonos no

planc cartesiano: multiplicacdo das coordenadas
por um numero inteiro e obtencao de simétricos
am relacdo aos elxos 2 a origem

Simetrias de translacao, rotacéo e reflexao

A circunferéncia como lugar geométrico

Relacoes entre os angulos formados por retas
paralelas intersectadas por uma transversal

Triangulos: construcdo, condicao de existéncia e
soma das medidas dos angulos internos

Figura 13: imagem da BNCC
Justificativa: Pelas retas serem infinitas.

8° ano do ensino fundamental:

e Dizimas periédicas

MATEMATICA - 82 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros Notacao cientifica
Potenciacao e radiciacao
O principio multiplicativo da contagem

Porcentagens

Dizimas pericdicas: fracao geratriz

Algebra Valor numeérico de expressoes algebricas

Figura 14: imagem da BNCC

Justificativa: pela infinidade de casas decimais.



e Retas

(EFO8MAOQ3) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva a aplicacao
do principio multiplicativo.

(EFO8MAO4) Resolver e elaborar problemas, envolvendo calculo de porcentagens, incluindo o
uso de tecnologias digitais.

(EFO8MAOS) Reconhecer e utilizar procedimentos para a obtencdo de uma fracao geratriz
para uma dizima periddica.

(EFO8MAOB) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do valor numeérico de
expressbes algébricas, utilizando as propriedades das operagdes.

(EFO8MADO7) Associar uma equacac linear de 1° grau com duas incégnitas a uma reta no plano
cartesiano.

(EFO8MAOB) Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu contexto proximo, gque
possam ser representados por sistemas de equacdes de 1° grau com duas incognitas e
interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano como recurso.

Figura 15: imagem da BNCC
Justificativa: Pelas retas serem infinitas.

e Plano cartesiano

(EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva a aplicagao
do principio multiplicativo.

(EFO8MAO04) Resolver e elaborar problemas, envolvendo calculo de porcentagens, incluindo o
uso de tecnologias digitais.

(EFO8MAOQS) Reconhecer e utilizar procedimentos para a cbtencdo de uma fracdo geratriz
para uma dizima periddica.

(EFO8MAO6) Resolver e elaborar problemas gue envolvam calculo do valor numérico de
expressoes algebricas, utilizando as propriedades das operagoes.

(EFO8MAOQ7) Associar uma equacao linear de 1° grau com duas incégnitas a uma reta no plano
cartesiano.

(EFO8MAQ08) Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu contexto proximo, gue
possam ser representados por sistemas de equacdes de 1° grau com duas incognitas e
interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano como recurso.

Figura 16: imagem da BNCC
Justificativa: Pelo plano cartesiano ser infinito em todos os sentidos.

9° ano do ensino fundamental:

¢ NuUmeros irracionais

MATEMATICA - 92 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros MNecessidade dos numeros reais para medir
gualquer segmento de reta

Numeros irracionais: reconhecimento e
localizagao de alguns na reta numerica

Poténcias com expoentes negativos e
fracionarios

Mumeros reais: notagao cientifica e problemas

Porcentagens: problemas que envolvem calculo
de percentuais sucessivos

Figura 17: imagem da BNCC
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Justificativa: pela infinidade de casas decimais.

e Reta numérica

MATEMATICA - 92 ANO

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO

Numeros Necessidade dos numeros reais para medir
qualquer segmento de reta

Numeros irracionais: reconhecimento e
localizacao de alguns na reta numeérica

Poténcias com expoentes negativos e
fracionarios

NUmeros reais: notagao cientifica e problemas

Porcentagens: problemas que envolvem calculo
de percentualis sucessivas

Figura 18: imagem da BNCC

Justificativa: Pela reta numérica ser infinita para ambos os lados.

e Plano cartesiano

HABILIDADES

(EFO9MAQ1T) Reconhecer gue, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem
segmentos de reta cujo comprimento ndo @ expresso por numero racional (como as medidas
de diagonais de um poligono e alturas de um tridngulo, quando se toma a medida de cada lado
como unidade).

(EFO9MA02) Reconhecar um numetro irracional como um numero real cuja representagao
decimal & infinita & ndo periddica, e estimar a localizacdo de alguns deles na reta numérica.

(EFO9MAQ3) Efetuar calculos com ndmeros reais, inclusive poténcias com expoentes
fracionarios.

(EFO9MAQ4) Resolver e elaborar problemas com numeros reals, inclusive em notacao
cientifica, envolvendo diferentes operacies.

(EFO9MAQS) Resolver e elaborar problemas gue envolvam porcentagens, com a ideia de
aplicacao de percentuais sucessivos e a determinacao das taxas percentuais, preferencialmente
com o uso de tecnologias digitais, no contexto da educacao financeira.

(EFO9MAOE) Compreender as funcdes comao relagdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis e suas representacdes numeérica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito para
analisar situactes que envolvam relagdes funcionais entre duas varidaveis.

(EFO9MAQDT) Resolver problemas gue envolvam a razao entre duas grandezas de espécies
diferentes, como velocidade e densidade demografica.

Figura 19: imagem da BNCC

Justificativa: Pelo plano cartesiano ser infinito em todos os sentidos.
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e Grafico de fungdes

HABILIDADES

(EFOSMAO) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existemn
segmentos de reta cujo comprimento ndo é expresso por numero racional (como as medidas
de diagonais de um poligono e alturas de um tridngulo, quando se toma a medida de cada lado
como unidade),

(EFO9MA02) Reconhecer um numero irracional como um numero real cuja representacao
decimal & infinita e ndo periodica, e estimar a localizacdo de alguns deles na reta numérica.

(EFO9MAO03) Efetuar calculos com numeros reais, inclusive poténcias com expoentes
fracionarios.

(EFO9MAQ4) Resolver e elaborar problemas com numeres reais, inclusive em notacao
cientifica, envolvendo diferentes operacdes.

(EFO9MAQS) Resolver e elaborar problemas gue envolvam porcentagens, com a ideia de
aplicacao de percentuais sucessivos e a determinacao das taxas percentuais, preferencialmente
com o uso de tecnologias digitais, no contexto da educacao financeira.

(EFO9MAO0B6) Compreender as fungdes comao relactes de dependéncia univoca entre duas
variavels e suas representacdes numerica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito para
analisar situagdes que envolvam relagdes funcionais entre duas variaveis.

(EFO9MAOQ7?) Resolver problemas que envolvam a razdo entre duas grandezas de espécies
diferentes, como velocidade e densidade demografica

Figura 20: imagem da BNCC
Justificativa: No uso do plano cartesiano na elaborag¢ao do rascunho de um

grafico.
e Retas
Expresstes algebricas: fatoracao e produtos
notaveis
Resolucdo de equagdes polinomiais do 2¢ grau
por meio de fatoracoes
Geometria Demonstracoes de relagdes entre os angulos

formados por retas paralelas intersectadas por
uma transversal

Relagdes entre arcos e angulos na circunferéncia
de um circulo

Figura 21: imagem da BNCC
Justificativa: Pelas retas serem infinitas.

3.3. Casos do Infinito

Ao ensinar conteudos que contém o infinito, nos deparamos com dois
casos diferentes, que podem dificultar ainda mais o processo de aprendizagem do
abstrato aos alunos.

O primeiro caso trata do infinito em um conjunto ilimitado, algo que sempre
cresce ou decresce, como no ensino dos conjuntos. Pode-se tomar como exemplo
deste caso o paradoxo do Hotel de Hilbert, que foi citado e explicado
anteriormente. Em sua historia & possivel perceber o infinito como algo que
sempre esta crescendo, que nido tem fim. Quando se tem a impressao que néo

cabem mais hospedes no hotel, mais e mais hospedes chegam e sdo hospedados.
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Ja o segundo caso se refere ao infinito dentro de um conjunto limitado,
como um intervalo dos numeros inteiros ou dos numeros racionais por exemplo,
como é tratado na reta numérica. Este caso pode ser exemplificado com o
paradoxo de Aquiles. Apesar de a tartaruga continuar andando, a distancia entre
ela e Aquiles vai sendo repartida cada vez mais e mais. Primeiro, a tartaruga anda
metade do caminho, depois um quarto, depois um oitavo, e assim por diante.
Sempre sendo possivel andar mais uma metade.

A diferenciacao e explanacao de ambos os casos pode causar ainda mais
confusdo no ensino do conceito de infinito, tornando o assunto ainda mais
complexo e dificultoso. Como algo que aumenta em extensdao a todo tempo

também pode caber dentro de um intervalo limitado?

3.4. Como materiais manipulativos e jogos ajudam no
ensino do Infinito

Com as dificuldades encontradas no ensino da Matematica, especialmente
no caso do infinito, torna-se necessario muitas vezes fazer um trabalho
diferenciado para um melhor entendimento dos alunos. Tal diversificagéo faz com
que os alunos, através de suas agdes, possam ter uma maior participacdo e
socializagdo, além de perceberem e absorverem determinados conteudos,
construindo assim uma aprendizagem e ndo somente recebendo algo pronto.

Lemes et. al. (2024) fala dessa importdncia e em como atividades
diferenciadas, como materiais manipulativos e jogos ajudam na construgdo do
conhecimento e entendimento do aluno, inclusive na abstracdo, através de sua
interacdo, de uma maneira mais concreta, experimentando e descobrindo.

Entende-se por materiais manipulativos, recursos fisicos que podem ser
manuseados, ndo excluindo recursos Vvirtuais. Eles s&o classificados,
principalmente, por sua intencionalidade de ensino. Sendo assim, uma moeda ou
uma régua, por exemplo, podem ser consideradas como materiais manipulativos.
Através de atividades como estas dindmicas, o conhecimento é construido pelo
aluno e ndo somente transferido pelo professor a ele.

Tais atividades colaboram para elaboragcdo de problemas e solugdes,
desenvolvendo um raciocinio légico e critico ao aluno, nao favorecem apenas a
interacdo e motivacao dos alunos, mas os ajudam a relacionar tais atividades a
Matematica, desenvolvendo neles um raciocinio matematico, além de reconhecer
que esses materiais trazem a eles ideias de abstragdo. Contribuindo, assim, na

diminui¢do da dificuldade do entendimento de alguns conceitos matematicos.
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Pode-se concluir entdao, como a utilizacdo de tais materiais € importante
para participagdo do aluno como principal no processo de aprendizagem, além de
ser importante também no ensino da matematica, favorecendo o entendimento de
alguns conteudos de abstragéo e desenvolvimento l6gico matematico.

E importante, porém, saber que tal pratica ndo garante a aprendizagem de
conceitos matematicos, mas em conjunto com outros aspectos, como a
participacdo do professor e a interagdo do aluno. Sendo necessario um cuidado
com o nivel de conteudos e escolaridade dos alunos.

Ja com relagao aos jogos, sdo analisados dois aspectos. O primeiro, que
todo jogo é de certa forma educativo, pois desenvolve fisica, cognitiva e
afetivamente o aluno. Ja o segundo aspecto define jogos educativos como objetos
que desenvolvem algumas habilidades educacionais, colaborando com a comum
aprendizagem. Sendo importante e necessario um cuidado na aplicagédo do jogo.

A utilizagdo de jogos € considerada facilitadora de uma aprendizagem
significativa, além de despertar no aluno um maior interesse pela disciplina. Eles
tém grande importancia na fixacdo de conteudos e minimizagdo de algumas
dificuldades que os alunos encontram.

Ja no aspecto socioemocional colabora com a iniciativa, tomada de
decisdo, autonomia, sendo primordial em sua personalidade e autoestima com
relacdo a aprendizagem matematica, além de possibilitar o trabalho em equipe,
tendo uma contribuicdo para habilidades interpessoais.

Pode-se concluir que os jogos ajudam no desenvolvimento sociemocional
dos alunos, individualmente ou coletivamente, além de colaborar com a
constru¢do e compreensédo de alguns conteudos matematicos.

Assim como os materiais manipulativos, os jogos ndo sao por si s6 garantia
da aprendizagem do aluno. E necessario o planejamento e observacdo do
professor a atividade.

Tanto os materiais manipulativos quanto os jogos contribuem para
diversificar a dindmica de ensino, além de colocarem o aluno no centro do
processo. Nessas dindmicas sao acdes praticadas pelos alunos e ndo somente a
exposicdo dos professores que produzem o conhecimento. Ambos sé&o
considerados objetos que facilitam a aprendizagem de contelidos matematicos,
colaborando para desenvolver o raciocinio e a abstragdo. Apesar de nos jogos a
percepgao de contelidos nem sempre ser tao evidente, os dois sao considerados
como ‘fontes de sentido e significado para aprendizagem matematica’ como define
Lemes et. al., 2024.
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A utilizagdo desses recursos permite que o aluno dé sentido a alguns
conteudos matematicos, diminuindo assim a impressdo negativa que existe
acerca da Matematica, com uma visdo que a mesma € uma memorizacao de

férmulas e repetigdo de algoritmos.
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4. Produto Educacional

Este trabalho tem como objetivo a aplicagdo de um jogo proposto para
desenvolvimento e melhor entendimento do conceito de infinito usando como
ferramentas conceitos de numeros racionais.

O objetivo é que este jogo fagca com que o aluno tenha uma melhor
interacao e autonomia na sua aprendizagem e que ela seja mais significativa para
ele, podendo desenvolver um melhor raciocinio légico e abstrato.

A proposta deste trabalho é que sejam 4 aulas que seguem da seguinte
maneira:

Aula 1 e aula 2 — aulas introdutérias de conteludos importantes para
aplicagao da atividade.

Aula 3 — parte 1 da atividade

Aula 4 — parte 2 da atividade

As aulas introdutérias sdo apresentadas como planos de aula a serem
desenvolvidos com os alunos antes da aplicagao da atividade.

A atividade é dividida em duas partes, que tratam do infinito em um
intervalo limitado. A primeira parte, uma atividade sobre intervalos dos numeros
racionais. A segunda parte, uma continuagdo da primeira, com utilizacdo de
tecnologia. Ambas partes da atividade sao voltadas para alunos do 8° ano do
Ensino Fundamental, onde se fala sobre a existéncia de infinitos numeros
racionais entre dois numeros, caso que foi exemplificado com o paradoxo de
Aquiles. Sendo possivel também a aplicagdo destas atividades em séries
seguintes, com o objetivo de revisao.

As duas partes da atividade tém como propdsito que o aluno consiga, além
de fixar tais conceitos, chegar a uma aprendizagem do que é o infinito e a um
raciocinio mais abstrato, de uma maneira mais dindmica e concreta.

Propbe-se que ambas as partes sejam feitas apds a apresentagcao dos
conteudos de numeros racionais, como um complemento a estas aulas, nao
impedindo que sejam feitas antes de tal exposi¢cao, com o propdsito de instigar a
curiosidade do aluno sobre os conceitos desenvolvidos, por exemplo. Para realiza-
las é necessario que o aluno conhega apenas alguns conceitos, como reta
numérica e que tenha conhecimento acerca da existéncia dos niumeros decimais.

A seguir sera apresentada uma proposta de aula a ser ministrada antes da

elaboracéo da atividade.
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4.1. Proposta de aula

Antes de desenvolver a atividade, sugere-se expor aos alunos os conceitos
sobre numeros racionais com duas aulas introdutérias, contextualizando o
conteudo que se pretende desenvolver para que o aluno chegue a aprendizagem
do que é o infinito e de que ele esta presente em diversos momentos no ensino
da Matematica. Como por exemplo, ao se tratar da reta numérica, temos varias
referéncias ao infinito, como a infinidade dos elementos dos conjuntos, além da
infinidade de numeros que existem entre dois nimeros inteiros, dentre outros
conceitos. Logo, para dar uma coeréncia a aula e ao ensino, & sugerido que estas
aulas se desenvolvam como apresentado a seguir em planos de aula, seguidas
de mais duas aulas contendo a atividade proposta por este trabalho, sendo a

primeira da parte 1 da atividade e a segunda da parte 2 da atividade.

4.1.1. Aula 1: Conceitos e Numeros decimais

Objetivo da aula: Os conteudos apresentados nesta segao sao relevantes

para que o aluno saiba com que conceito esta lidando e possa participar da
atividade proposta de uma maneira mais proveitosa.
Publico: 8° ano.

Tempo de aula: um tempo de 50 minutos.

Conteudos: conceitos de nimeros racionais; nimeros decimais e dizima
periddica.
Recursos: quadro e caneta de quadro.

Avaliacdo: através de lista de exercicios.

Conceitos

Definicdo: Numero racional € todo numero que pode ser escrito na forma
%, com a e b inteiros e b # 0.

A seguir os racionais serdo divididos em trés grupos: racionais inteiros,
racionais na forma decimal finita e racionais na forma decimal infinita periddica.

Racionais que sé&o inteiros:

63, 2L _ 7. 40 _ 190, 90 _

>=3; 5 =7, 2= +20; 2> = +300

S W 5 B g 2000 440
5 2 2 2

Racionais que nao sdo inteiros podem ser representados de duas formas:

. Forma decimal finita:
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14 14- 38 38 781 781
10 7 10 77 100
° Forma decimal infinita periddica:

13—1444 '5—0555 '119—13222 '31—0313131 ;
9 - ) ey 9— ) eny 90 - ) ey 99— ) eny

O conhecimento a respeito da quantidade de casas decimais, ou se elas
sdo finitas ou infinitas, ajuda o aluno a observar por exemplo que ele pode
aumentar a quantidade de casas decimais em um numero para que ele ‘caiba’

dentro do intervalo proposto.

Decimais com finitas e infinitas casas decimais

Sabe-se que toda fragdo que obtém um ndmero decimal com finitas casas
decimais pode ser escrita com seu denominador sendo uma poténcia de
10 (10,100,1000,...).

As fragdes, que ndo podem ser representadas dessa forma, tem sua

representacao decimal com infinitas casas decimais.

Dizima periédica

Uma fracdo é considerada dizima periddica quando é efetuada a divisdo
do numerador pelo denominador e em algum momento temos um resto que se
repete, descartando o resto zero por ser um decimal infinito.

Podemos representar uma dizima periddica das seguintes formas:

0,3444... ou 0,34

O periodo, que sao os algarismos que se repetem, geralmente sao
repetidos trés vezes, seguidos por reticéncias ou aparece com um trago acima
dele.

Pode-se demonstrar que a dizima € um numero racional multiplicando-a
por dois numeros e subtraindo um resultado do outro, como no exemplo abaixo:

Exemplo: Considerando o numero 2,333... como x, temos que x = 2,333...

Multiplicando esta igualdade por 10 temos: 10x = 23,333...

Multiplicando por 100 temos: 100x = 233,333...

Subtraindo as duas equagdes temos: 90x = 210
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210 . , .
Logo, temos que x = 55’ mostrando que 2,333... € um numero racional.

Tal passo a passo pode ser feito com qualquer dizima peridédica e pode ser
utilizado para transformar uma dizima periédica em sua fracao geratriz.
Chamamos de dizima periddica simples quando na parte decimal so6 existe
o periodo da dizima, que é o algarismo (ou algarismos) que se repete. Ja quando
a parte decimal contém outro algarismo além do periodo, a mesma é chamada de

dizima composta.

4.1.2. Aula 2: Reta numérica e ordenagao

Objetivo da aula: Tais conteudos sdo de grande importancia para que o

aluno saiba manipular os numeros para atividade proposta. Além de entender a
ordem dos numeros, qual numero vem antes ou depois na reta numérica e, saber
posiciona-lo para participacao na atividade.

Publico: 8° ano.

Tempo de aula: um tempo de 50 minutos.

Conteudos: reta numérica; ordenacdo dos numeros racionais.
Recursos: quadro e caneta de quadro.

Avaliacdo: através de lista de exercicios.

Reta Numérica

Historicamente, podemos pensar nos numeros reais positivos como
medidas de comprimento de segmentos de reta. E com isso, identifica-los como
pontos de uma reta que chamamos de reta real.

Pode-se associar entdo, um ponto dessa reta ao numero real zero (0) e
pegando um ponto a sua direita, ao segmento de reta que representa esta
distancia, definiremos uma unidade de medida u (segmento unitario).

O ponto que é associado ao 0 chamamos de ponto de origem da reta real.

Colocando este segmento u sobre a reta real, sendo um de seus extremos
no zero, no outro extremo determinamos o numero real 1 como ponto.

Esta semirreta com extremo em zero e que contém o niumero 1 € chamada
de semirreta positiva. Logo, todo numero real positivo y que pertence a semirreta
positiva, tendo sua origem no zero corresponde a um segmento que mede y
unidades de comprimento.

Continuando, sequencialmente este processo, partindo agora do 1, e

assim por diante, obtendo um numero natural n qualquer.
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E, considerando niumeros que nao pertengcam a esta semirreta (a direita do
zero), obtemos 0s numeros negativos (que estdo a esquerda do zero).
Convencionamos que a representagao dos numeros reais negativos se obtém
acrescentando a esquerda do seu numero o sinal ' —'.

Dividindo um desses segmentos unitarios (do zero ao um, por exemplo)
em n partes iguais, esses pontos encontrados com esta divisdo representam
fragbes com denominador n. E, entdo, chamamos estes pontos de numeros
racionais. Fazendo isto para cada inteiro, teremos todos os numeros racionais

representados na reta numérica.

Ordenacio dos numeros racionais

Definicdo: Tendo dois nimeros reais A e B, dizemos que A € menor que B
(notacdo A < B),se B—A > 0.

B é maior que A quando identificamos que o ponto B esta a direita do ponto
A na reta real.

Dizemos entdo que um numero racional A € menor que B, se temos como
positivo B — A. E temos que, se A € menor que B, temos entre esses numeros,
pontos que s&o maiores que A e menores que B, denominando quaisquer destes
pontos como segmento ou intervalo, representado da forma [A, B].

Outro fato de grande relevancia nos racionais é que eles sdo densos na
reta numérica. Ou seja, dentro de quaisquer intervalos, existem outros numeros
racionais.

Baseado nesses conceitos podemos comparar os numeros racionais da
seguinte maneira, com alguns exemplos.

2,5<3,4p0is34—-25=09>0

4,39 < 4,7 pois 4,7 —-4,39=0,31>0

—1,4 < —1pois —1—(=1,4) =0,4>0

3,74 = 3,740

-10,5 > —11,2 pois —10,5- (-11,2) =0,7>0

14,7 < 15 pois 15—-14,7=0,3>0

Para facilitar o processo, podemos por exemplo igualar a quantidade de
casas decimais da seguinte forma.
2,5<34 3,740 = 3,740
4,39 < 4,70 -10,5> —-11,2
-1,4<-1,0 14,7 < 15,0
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4.2. Aula 3: Desafio dos Intervalos

A primeira atividade € um jogo que aborda o caso do infinito em um
intervalo limitado. Nela, os alunos sao divididos em dupla, onde um deles desafia
o outro a encontrar um intervalo cada vez ‘menor’ de numeros, do que o outro
aluno encontrou. Um intervalo que esteja contido no intervalo que seu adversario
apresentou.

Apesar de serem apresentados aos alunos a regra e o objetivo descritos
abaixo, o objetivo principal do jogo € que o aluno perceba que este processo néo
tera fim, que tem infinitos numeros dentro de um intervalo limitado, ndo havendo
vencedores neste jogo. Logo, que o aluno perceba que entre dois numeros
racionais existe uma infinidade de numeros, ou, que basta aumentar a quantidade
de casas decimais para obter um intervalo que ‘cabe’ no outro. Assim, de uma
maneira mais simples e concreta, espera-se que o aluno tenha a ideia do que é o
infinito e comece a ter uma visdo matematica mais abstrata.

E sugerido ao professor terminar o jogo quando a primeira dupla perceber
0 objetivo principal, sendo possivel também que o professor estipule um tempo
para que mais duplas possam perceber tal processo. Se, por acaso, nenhuma das
duplas tiver tal percepgéo, o professor encerra o jogo no tempo estipulado e
explica o objetivo principal do jogo e o conceito que se pretendia que os alunos

percebessem com a atividade.

4.2.1. Passo a passo para o professor:

Material necessario:

° caneta ou lapis

° folha

Tempo gasto: uma aula de 50 minutos

1° Passo: Apds apresentar os conteudos referentes a atividade proposta,
o professor divide a turma em duplas.

2° Passo: Cada dupla pega uma folha de papel e uma caneta. Fica a critério
do professor se os alunos usarao uma folha em branco ou se ele entregara uma

folha como o modelo proposto na figura 22.
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Desafio dos Intervalos

Jogador 1:
Jogador 2:

Jogador 1: | {
Jogador 2: | |
Jogador 1: |} i
Jogador 2: | i

Jogador 1: |

Jogador 2: |} |
Jogador 1: | /
Jogador 2: | |

Jogador 1: |}

Jogador 2:

Jogador 1: |}

4

Jogador2: |

Pontuacio:

Jogador1: [ | | | | | | | | | | | |
Jogadore: | | | | [ | [ | [ | | | |

Figura 22: Modelo para parte 1 da atividade



41

3° Passo: O professor explica as regras do Jogo e pede que cada dupla
defina qual jogador ira comegar.

4° Passo: O professor da inicio ao desafio.

Fica a critério do professor se ele definira o primeiro intervalo ou, se cada
dupla o fara.

Regras do Jogo: O primeiro jogador cria um intervalo entre dois numeros

quaisquer e o representa no topo do papel. O segundo jogador tem o desafio de,
abaixo do intervalo que seu colega escreveu, representar outro intervalo que
‘caiba’ no intervalo representado por seu colega. E assim, sucessivamente,

conforme mostrado na figura 23.

Jogador 1: | |

2 3

Jogador 2: | |
2.3 2,9

Jogador 1: } i
2 4 2,5

Jogador 2: I |
2,45 2,48

Jogador 1: | !
2,46 2,47

Jogador 2: | !
2,462 2,468

Figura 23: Demonstracao da parte 1 da atividade

Obijetivo: Para o jogador o objetivo € que encontre dois numeros que fagam
com que seu adversario ndo encontre mais nenhum intervalo que esteja entre
esses numeros, vencendo o jogo quem encontrar um intervalo que faga com que

seu adversario ndo consiga encontrar nenhum outro.

4.3. Relato da parte 1

A parte 1 da atividade pdde ser aplicada com alguns alunos. Tal aplicagao
foi feita em duas turmas, uma do 8° do ensino fundamental e outra do 9° ano do
ensino fundamental, sendo possivel observar o engajamento e comprometimento
dos alunos com a proposta apresentada.

Além de ser exposto o conceito e obter uma aprendizagem mais concreta

do que é abstrato, surgiram duvidas que puderam ser sanadas no momento da
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atividade de acordo com os questionamentos e observacgoées feitos pelos alunos.

Tais como:
. ‘E pra fazer até acabar?’;
. Apareceram numeros com duas virgulas;
. Ordem dos numeros decimais, quem € maior, quem & menor;
. Aumento das casas decimais;
. ‘Nunca acaba!’, ‘E infinito!”

Em algum momento da atividade, em ambos os anos que participaram,
alguns alunos observaram e perceberam que nunca acabam os intervalos, que
‘ndo para nunca’, que nao tem fim. Em um deles, inclusive, foi percebido por um
aluno que bastava aumentar a quantidade de casas decimais para encontrar um
intervalo que coubesse dentro do anterior.

Sendo assim, foi possivel perceber que tal atividade foi importante tanto
para fixacao do conteudo, como para interagdo e autonomia dos alunos, além de
criar um senso critico e observador nos alunos, que através da pratica com

atividades mais concretas puderam desenvolver uma aprendizagem abstrata.

4.4. Aula4: Tecnologia

Em um outro momento (outra aula), quando o professor for fazer a
conclusdo da atividade, se a escola possuir ferramentas como tablets ou um
laboratério de informatica, por exemplo, ele pode fazer com os alunos a parte 2
da atividade, que é uma continuidade da parte 1. Mostrando aos alunos, com o
auxilio de algum aplicativo ou programa Matematico, o infinito na reta numérica,

de uma maneira simples, utilizando a ferramenta de zoom no plano cartesiano.

4.4.1. Passo a passo para o professor:

Material utilizado:

° tablets ou computadores

. internet

Tempo gasto: uma aula de 50 minutos

1° Passo: Ao chegar ao laboratdrio ou entregar as ferramentas aos alunos,
o professor os separa nas mesmas duplas da atividade anterior. Nao tendo
problema se as duplas mudarem caso algum aluno falte a esta aula, por exemplo.

2° Passo: o professor apresenta o aplicativo ou programa para os alunos.
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3° Passo: O professor pede que o aluno manipule a parte do eixo ou da
reta no local que se encontra o intervalo que ele sugeriu na outra atividade. E que
assim ele faga com os seguintes intervalos, usando a ferramenta de zoom quando

nao for possivel visualiza-lo.

As figuras 24, 25, 26, 27, 28, 29 e 30 mostram, no Geogebra®, como o
aluno pode representar os intervalos que criou com sua dupla na primeira parte
da atividade. E possivel perceber como o aluno pode visualizar e ter uma melhor
ideia de que um intervalo esta dentro do outro, usando a ferramenta de zoom.

Na figura 30 pode-se perceber a dificuldade de visualizagao do aluno sem
utilizar a ferramenta de zoom, para perceber que um intervalo se encontra dentro
do outro. Comparando com as outras figuras (24, 25, 26, 27, 28 e 29) pode-se
perceber a importancia da complementacgao da atividade com o uso da tecnologia.

Ao final da atividade, espera-se que o aluno tenha entendido que apesar
de nao serem sempre visiveis, existem infinitos nUmeros dentro de um intervalo e,

que assim, reforce a aprendizagem que teve na primeira parte da atividade.

INT ¢
wQ

-4

Figura 24: intervalode 2 a 3

> Geogebra: software de Matematica utilizado no Ensino.

@
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Figura 25: intervalo de 2,3 a2 2,9
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Figura 26: intervalo 2,4 a 2,5
0.03
0.02
0.01
E H F
o © © O
238 2.39 24 241 242 243 244 245 246 247 243 249 25 251
-0.01
-0.02
-0.03

Figura 27: intervalo 2,45 a 2,48
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Figura 28: intervalo 2,46 a 2,47
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2.456 2.458 248 2.462 2.464 2.466 2.488 2.47 2472 2474 2.476 2478 248
Figura 29: intervalo 2,462 a 2,468
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Figura 30: todos os intervalos

“[---]juntando diversas pessoas que interagem, dialogam e refletem em conjunto,
criam-se sinergias que possibilitam uma capacidade de reflexdo acrescida e um
aumento das possibilidades de aprendizagem mutua, permitindo, assim, ir muito
mais longe e criando melhores condi¢des para enfrentar, com éxito, as incertezas
e obstaculos que surgem”. (BOAVIDA & PONTES, 2002, citado por PIMENTEL et.
al., 2010, pagina 3)
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5. Conclusao

O infinito foi objeto de estudos por anos, sendo considerado que seus
conteudos ainda tenham muito a serem desenvolvidos.

Os estudos desenvolvidos por Cantor contribuiram muito para o que temos
hoje. Ele teve grandes avancgos nos estudos sobre conjunto, e ao estudar fungdes,
conforme iam aparecendo conjuntos mais complexos, ele foi levado ao
desenvolvimento do infinito. Ao iniciar seus estudos sobre equivaléncia de
conjuntos, comegou a estudar cardinalidade e bije¢cdo. Descobriu a existéncia de
diferentes tipos de infinito, que possuem ‘quantidades’ de elementos diferentes,
cardinalidade diferente.

Para os alunos, o que traz tamanha dificuldade é o grau de abstracao que
seu estudo propde. Eles encontram muita dificuldade em ndo conseguir encontrar
no seu dia a dia, por exemplo, algo que possa ser comparado ao infinito.

Apesar de compararem o infinito a coisas observaveis, como os graos de
areia da praia, por exemplo, ndo é possivel notar no concreto algo que seja infinito.
Pode-se perceber coisas com quantidades muito grandes, mas nao infinitas.
Sendo essa outra dificuldade que o infinito traz, diferenciar ele de nimeros muito
grandes.

Dando uma melhor atengdo ao ensino de alguns conceitos que tratam do
infinito, como infinitos pontos em um intervalo, infinitas retas em um ponto, pode-
se aproveitar sua complexidade para trazer um olhar critico e desafiador ao aluno,
desenvolvendo melhor seu grau de abstracéo.

Este senso de abstracdo é de grande importancia para diversos outros
conteudos que o aluno ainda estudara, inclusive conteudos que precisam do
conhecimento do que é o infinito, como o estudo dos multiplos, do plano
cartesiano, da reta numérica, da dizima periddica, dos numeros irracionais. A
BNCC reforca essa importancia que a abstragdo tem, além de ressaltar a
importancia do desenvolvimento do raciocinio, representagdo, comunicagido e
argumentacdo matematica do aluno. Sendo esperado também que ele relacione
a Matematica com o mundo e perceba sua importancia no desenvolvimento do
raciocinio légico e senso critico.

E refletido também a respeito da grande contribuicdo que o uso de
materiais manipulativos e jogos tem para o ensino, pois através de sua interacao,
o aluno vai desenvolvendo alguns conceitos. Além de trazerem uma contribuigao

socioemocional, tanto individual quanto coletivamente, colaborando com a



47

iniciativa, tomada de decisdo e autonomia do aluno, melhorando sua
compreensao e autoestima com relagao ao aprendizado da matematica.

Tanto os materiais manipulativos quanto os jogos colocam o aluno no
centro do processo, como principal no processo de aprendizagem, sendo também
faciltadores do entendimento de alguns conteudos de abstragdo e
desenvolvimento l6gico matematico.

E apés tais reflexdes, foram apresentadas duas partes de uma atividade
para serem desenvolvidas com os alunos, com o intuito de |hes trazer um senso
mais critico € um raciocinio abstrato. Sua aplicagéo possibilita que duvidas sejam
observadas e sanadas pelo professor, além de permitir que de forma concreta,
interagindo com os colegas e com a atividade, o aluno fixe conceitos matematicos
e chegue a um pensamento abstrato e mais critico, favorecendo uma

aprendizagem que seja significativa.



48

6. Bibliografia

ARALDI, A., A., R.: Revista Ensino e Informacédo. Analise Matematica —
Cardinalidade. https://www.ensinoeinformacao.com/analise-matematica-
cardinalidade consultada em 30/03/2025.

AVILA, G.: Andlise Matematica para Licenciatura — 22 Edic&o revista e
ampliada 2005. Editora Edgard Blucher.

BELLOS, A.: Alex no Pais dos Numeros: Uma Viagem ao Mundo
Maravilhoso da Matematica. llustragdes: Andy Riley. Tradugdo: Berilo
Vargas e Claudio Carina. Sdo Paulo: Companhia das letras, 2011.

BNCC: Base Nacional Curricular. Site: www.gov.br/mec

Brasil Escola: https://brasilescola.uol.com.br/filosofia/zenao.htm
consultado em 25/05/2025.

COBIANCHI, A., S.: O Infinito em algumas consideragbes: Zenao, Kant e
Borges. Revista Espacios, Vol. 36 (N° 22), Ano 2015, Pag. E-1.

COURANT R.; ROBBINS H.: O que é matematica? Uma abordagem
elementar de métodos e conceitos. Rio de Janeiro: Editora Ciéncia
Moderna Ltda., 2000.

CRILLY, T.: 50 Ideias de Matematica que vocé precisa conhecer. Editora
Planeta, 2017. Traduzido por Helena Londres.

DAVIS, P. J.: The lore of large numbers. New Mathematical Library,
Random House, 1961.

Dicionario online de Portugués:
https://www.dicio.com.br/abstrato/#:~:text=adjetivo%20Que%20n%C3%A3
0%20%C3%A9%20concreto,percebida%20pela%20utiliza%C3%A7%C3
%A30%20dos%20sentidos. consultado em 10/05/2025.

Documentario: Uma Viagem ao Infinito.

FERNANDES, I. V.; AVELINO, E. V. S.; ROCHA, J.I. da: Explorando o
infinito: Como introduzir o conceito de infinito com os alunos do ensino
fundamental e médio. Anais IX CONEDU, 2023.

GARBI, G., G.: A Rainha das Ciéncias — Um passeio historico pelo
maravilhoso mundo da matematica. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica,
2006.

GIOVANNI, J., R.; CASTRUCCI, B.;GIOVANNI JR, J. R.: A Conquista da
Matematica - 7. Editora FTD, 1998.



49

GIOVANNI JUNIOR, J., R.; CASTRUCCI, B.: A Conquista da Matematica —
6° ano. Editora FTD, 2018.

GUNDLACH, B. H.: Tépicos de Historia da Matematica para uso em sala
de aula. Atual editora, 1992. Traduzido por Hygino H. Domingues.

https://impa.br/noticias/obmep-realiza-o-encontro-do-hotel-de-hilbert/
consultado em 23/02/2025.

https://www.somatematica.com.br/paradoxos/hotel.php consultado em
23/02/2025.

https://www.todamateria.com.br/fracao-geratriz/ consultado em
24/03/2025.

https://www.mathway.com/pt/popular-problems/Algebra/746422
consultado em 30/03/2025.

https://mundoeducacao.uol.com.br/gramatica/paradoxo.htm consultado em
10/05/2025.

https://ideiasesquecidas.com/2023/05/01/hipaso-0-herege-que-pagou-
com-a-vida-pela-descoberta-dos-numeros-
irracionais/#:~:text=Hipas0%20f0i%20um%20matem%C3%A1tico%20gre
90%20d0%20s%C3%A9culo,tri%C3%A2ngulo%20ret%C3%A2ngulo%20
com%20catetos%20de%20medida%201. consultado em 03/06/2025.

https://edu.gcfglobal.org/pt/conceitos-basicos-da-matematica/breve-
historia-dos-numeros-ii/1/ consultado em 06/06/2025.

JUNIOR, J. R. G.; CASTRUCCI, B.: A Conquista da Matematica — 7° ano.
Editora FTD, 2018.

LEMES, J., C.; CRISTOVAO, E., M.; GRANDO, R., C.: Caracteristicas e
Possibilidades Pedagodgicas de Materiais Manipulativos e Jogos no Ensino
da Matematica. Artigo: Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, €220201, 2024.

MALTA, I.; PESCO, S.; LOPES H.: Calculo a uma variavel: uma introducao
ao calculo, volume 1. Editora PUC Rio.

MARQUES, I., A.; CATANEO, D., M.: Arquimedes: O Contador de Areia.
Artigo submetido em 03/10/2022, aceito em 10/02/2023 e publicado em
06/04/2023. Instituto de Fisica — UFG. Av. Esperanca, s/n — Campus
Samambaia, Goiania — GO.

MENDES, M., T.; OLIVEIRA, R., C.; BURIASCO, R,, L., C., de: O conceito
de conjunto finito e infinito por meio de tarefas: uma proposta a luz da
educacdo matematica realistica. Artigo: VIDYA, v. 37, n. 1, p. 239-252,
jan./jun., 2017 - Santa Maria, 2017. ISSN 2176-4603.



50

NIVEN I.: Numeros: racionais e irracionais. Traducdo de Renate Watanabe.
Rio de Janeiro, Sociedade Brasileira de Matematica, 1984, c1961. Titulo
original: Numbers: rational and irrational.

Profissionais da Educac¢ao da Rede Publica Municipal de Ensino do Rio de
Janeiro: Material Rioeduca 2025 — 8°ano. Rio Prefeitura Educacao.

PIMENTEL, R.; SANTOS A., A, de P.; MOMETTI, A., L.: O Infinito: um
estudo sobre as diferentes concepgdes. Revista Interfaces, SUZANO ANO
2 N° 2 OUT. 2010.

ROMERO, S.: Qual é a Origem do Simbolo Matematico do Infinito? National
Geographic Portugal, 2024.

STRUIK, D., J.: Historia Concisa das Matematicas. Editora Gradiva.
WARSI, K. (editor consultor): O Livro da Matematica. Traducdo: Maria da
Anunciagdo Rodrigues. 1. Edigdo. Rio de Janeiro: Globo Livros, 2020.



