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Abstract

Bittencourt Neto, Jessica Lailla Ferreira; Pesco, Sinésio (Advisor); Borges
Barreto Junior, Abelardo (Co-Advisor). Analytical Solutions for
Permeability-Dependent Pseudopressure in Single-Phase Flow.
Rio de Janeiro, 2025. 113p. Tese de Doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

The combined use of mathematical and computational modeling has
become essential for optimizing the exploration and management of oil and gas
reservoirs. Various mathematical techniques are employed to develop analytical
solutions, particularly in reservoir simulation, where parameters such as
permeability remain unknown, requiring testing for information extraction. A
classic approach to solving the diffusivity equation, which describes fluid flow
in porous media, is the pseudopressure function. Its purpose is to linearize
part of the equation, facilitating the solution calculation, but its application
requires complementary methods to handle nonlinearities and achieve greater
accuracy. This thesis proposes two analytical solutions for single-phase oil
flow in two types of reservoirs: multilayer homogeneous and single-layer
heterogeneous with two homogeneous regions, considering pressure-dependent
permeability. The solutions utilize Green’s function problem combined with
the perturbation method and asymptotic expansion, enabling a detailed
analysis of reservoir properties and permeability-pressure curves. The model
validation was carried out through the implementation of an algorithm and
comparison with a commercial finite-difference based flow simulator. Given the
increasing demand for more robust techniques in the oil industry, advanced
mathematical methods, such as the proposed approach, are essential for
optimizing decision-making and improving production efficiency. Thus, this
work contributes to the advancement of analytical tools in reservoir modeling

and simulation.
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Resumo

Bittencourt Neto, Jessica Lailla Ferreira; Pesco, Sinésio; Borges
Barreto Junior, Abelardo. Solugoes Analiticas para Pseudopressao
Dependente da Permeabilidade em Escoamento Monofasico.
Rio de Janeiro, 2025. 113p. Tese de Doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O uso combinado de modelagens matematicas e computacionais tornou-se
essencial para otimizar a exploracdo e o gerenciamento de reservatorios
de petréleo e gas. Diferentes técnicas matematicas sao empregadas para
desenvolver solugoes analiticas, especialmente na simulacao de reservatorios,
onde parametros como a permeabilidade ainda sao desconhecidos, exigindo
testes para extracao de informagoes. Uma abordagem classica para resolver
a equacao da difusividade, que descreve o escoamento de fluidos em meios
porosos, ¢ a funcdo de pseudopressao. Seu objetivo é linearizar parte da
equacao, facilitando o calculo da solucao, mas sua aplicagdo requer métodos
complementares para tratar as nao-linearidades e obter maior precisao. Esta
tese propoe duas solugoes analiticas para o escoamento monofasico de 6leo
em dois tipos de reservatérios: homogéneo de multicamadas e heterogéneo
de camada tunica com duas regioes homogéneas, ambos considerando a
permeabilidade dependente da pressdo. As solugdes utilizam o problema
de Green associado ao método da perturbacao e expansao assintotica,
permitindo uma anélise detalhada das propriedades do reservatério e curvas
de permeabilidade-pressao. A validacao do modelo foi realizada por meio da
implementacao de um algoritmo e comparagao com um simulador comercial
baseado em diferencas finitas. Diante da crescente demanda por técnicas mais
robustas na industria do petréleo, métodos mateméticos avancados, como o
proposto, sao fundamentais para otimizar a tomada de decisbes e aumentar
a eficiéncia dos processos de producgao. Assim, este trabalho contribui para o
avanco das ferramentas analiticas na modelagem e simulagao de reservatoérios

de petroleo.

Palavras-chave
Pseudopressao; Funcoes de Green; Permeabilidade dependente da

pressao.
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1
Introducao

Nas ultimas décadas, a pesquisa sobre as propriedades de rocha
dependentes da pressao, como compressibilidade, porosidade e permeabilidade,
avangou significativamente. Novas abordagens analiticas e numéricas foram
desenvolvidas para caracterizar o escoamento de fluidos em reservatérios. Como
resultado, diversas solugoes tedricas foram propostas, e diferentes problemas
especificos passaram a ser resolvidos com o uso de algoritmos. Um dos modelos
matematicos amplamente utilizados na engenharia de reservatérios € a solugao
da linha fonte, que descreve o comportamento da pressao ao redor de um pocgo
em um meio poroso. Muitos estudos se baseiam nessa formulacao, e Ramey
(1966) aplicou seus resultados a modelagem geral do escoamento de fluidos,
propondo uma nova solugao analitica para descrever a resposta da pressao em
reservatorios estratificados com fluxo cruzado.

A literatura mostra que, a medida que os problemas se tornam mais
complexos, é mnecessario adotar formulagoes e modelos mateméticos que
se aproximem melhor da realidade dos reservatorios, considerando suas
geometrias e propriedades fisicas. Com essa evolugdo, a estimativa de
parametros de reservatorio tornou-se um tema central em estudos voltados
a engenharia de producao. Um exemplo é o trabalho de Duong (1989), que
desenvolveu um novo conjunto de curvas-tipo para analise de testes de pogo em
reservatorios homogéneos, levando em conta a estocagem no poco e os efeitos
de dano (skin). Essas novas curvas-tipo ajudaram a reduzir a incerteza na
interpretacao de testes de pressao, permitindo identificar regimes de fluxo com
mais precisao e aumentando a confiabilidade dos resultados. Por outro lado,
outros estudos exploraram a interpretagao grafica da resposta da pressao ao
longo do tempo (BOURDET, 1985). A andlise da pressao e de sua derivada em
reservatorios estratificados trouxe descobertas importantes sobre a dinamica
desses sistemas. Esse tipo de abordagem estabelece com mais clareza os
limites de aplicabilidade dos modelos, auxiliando na interpretacao de testes
de producgao.

Um parametro fundamental que define como os fluidos escoam no meio
poroso ¢é a permeabilidade. No entanto, medi-la diretamente pode representar
um alto custo e, em muitos casos, ser inviavel. Por isso, muitos estudos na
literatura focam na analise da resposta da pressdo em diferentes cenarios para
estimar essa propriedade (RAGHAVAN, 1993). O impacto da pressao sobre

a permeabilidade tem sido explorado, mas estudos como o de Civan (2016)
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mostram que essa relacao ¢ essencial para uma melhor gestao dos reservatorios
e para otimizar os processos de extracao. Um entendimento mais preciso desse
efeito pode levar ao desenvolvimento de modelos de simulagao mais realistas,
que melhor representam as condigoes reais dos reservatérios. Além disso, ao
considerar a variacao da permeabilidade com a pressao, € possivel melhorar os
fatores de recuperacao, otimizar estratégias de extracao e obter informagoes
valiosas para a exploracao de reservatorios nao convencionais, onde modelos
tradicionais podem nao ser adequados. O trabalho de Chen, Huan e Ma
(2006) destaca que tratar a permeabilidade como uma varidvel dependente da
pressao permite previsoes mais confidveis sobre o comportamento da producao,
garantindo uma extracdo mais eficiente e sustentavel dos recursos.

A equagao que governa o escoamento de fluidos em meios porosos,
conhecida como equagdo da difusividade hidraulica, ¢ nao linear. Essa
caracteristica levou ao desenvolvimento de métodos de linearizagao para
facilitar sua solugdo. Uma das abordagens mais utilizadas é o método da
pseudopressao, mas ele nao lineariza completamente o problema, o que
exige técnicas alternativas para lidar com a parte nao linear da equacgao
(GRINGARTEN; RAMEY, 1973). As Fungoes de Green sao ferramentas
matematicas poderosas para resolver problemas de escoamento em meios
porosos. No contexto da modelagem de reservatorios de petroleo, elas permitem
a linearizagao parcial da equacao diferencial que governa o escoamento dos
fluidos. A solucgao analitica obtida por esse método pode ser expressa como uma
integral que incorpora as condic¢oes iniciais e de contorno. Diversos trabalhos
utilizam essa metodologia. Por exemplo, Duff (2001) apresenta aplica¢oes das
Fungoes de Green em problemas mateméticos aplicaveis a engenharia e fisica,
servindo de base para varios pesquisadores que buscam soluc¢oes aproximadas
para o escoamento em reservatorios.

Houve avancgos significativos na formulagao de solugoes analiticas para
o escoamento de gas em reservatorios utilizando Funcgoes de Green e técnicas
matematicas avangadas. Barreto (2011) apresentou uma solugdo geral para
pocos de gas proximos a falhas selantes, combinando expansao assintotica
com Fungoes de Green, obtendo alta precisao em comparacao com modelos
numéricos. Posteriormente, Barreto, Pires e Peres (2012) desenvolveram uma
solugdo baseada em pseudopressao para analisar o escoamento em meios
fraturados, refinando a expansdo assintotica para melhorar a concordancia
com simuladores. Em seguida, Barreto, Peres e Pires (2013) aprimoraram
esses métodos ao considerar os efeitos nao lineares da viscosidade e
compressibilidade, desenvolvendo uma solucao perturbativa para testes de

taxa variavel em reservatérios infinitos de géas. Esses avancos foram validados
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por meio de comparagoes com dados sintéticos e simuladores comerciais.
Estudos mais recentes, como os de Sousa, Barreto e Peres (2015) e Sousa,
Barreto e Peres (2016), incluiram efeitos de raio finito do pogo e estocagem,
resultando em solugdes que se ajustam bem a simulagoes numéricas mesmo
em tempos longos. Além disso, Neto (2019) expandiu o uso das Fungoes de
Green para reservatorios heterogéneos com regides de permeabilidade distintas,
fornecendo novas perspectivas para a modelagem de sistemas compostos. Essas
contribui¢oes mostram como as Fungoes de Green podem ser uma ferramenta
robusta e versatil na engenharia de reservatorios.

A maior parte desses estudos tem se concentrado no escoamento de
gds, mas recentemente Fernandes (2022) desenvolveu um modelo analitico
para o escoamento de Oleo, considerando a dependéncia da permeabilidade
com a pressdao. Sua abordagem combina expansao assintotica de primeira
ordem, Funcoes de Green e uma formulagao integral-diferencial de Volterra. O
modelo foi validado comparando suas previsdes com resultados de simuladores
numéricos. Esse tipo de estudo é fundamental para entender melhor o
comportamento da pseudopressao em reservatorios de petréleo, levando a
modelagens mateméaticas mais proximas da realidade fisica desses sistemas.
Ao tornar a modelagem mais realista, essas pesquisas fornecem subsidios
importantes para a tomada de decisdes na industria petrolifera.

Em suma, o estudo do comportamento da pressao é essencial para
garantir a eficiéncia operacional e o sucesso econémico na exploragao de
petréleo, principalmente porque o escoamento de fluidos em meios porosos
¢ um fenomeno complexo. Muitos modelos assumem que a permeabilidade
do reservatorio é constante, mas sabe-se que essa propriedade pode variar
significativamente ao longo do tempo e do espago. Diante da escassez de
trabalhos referentes ao escoamento de 6leo com essa abordagem e visando
a tornar as previsoes do escoamento de 6leo monofdsico mais realistas ao
utilizar a hipdtese da permeabilidade como funcdo da pressao, este trabalho
propoe dois novos modelos que consideram a permeabilidade como uma
funcao da pressao. Essa abordagem contribui para a precisao das analises e
para otimizar a extracao de petroleo. Os estudos a serem apresentados sao
referentes a solugoes analiticas que sdo aproximadas por métodos numéricos
para o escoamento em dois tipos de reservatérios, partindo da definicao da
pseudopressao dependente da permeabilidade, o que oferece uma estrutura
mais fiel a realidade para a modelagem e otimizacao de reservatoérios.

Nos Capitulos 2 e 3 serd apresentada a aplicacao e o desenvolvimento
do método de Funcoes de Green para dois tipos de reservatério. No capitulo

2 a abordagem é constituida a partir de um reservatério com multiplas
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camadas, onde cada camada possui uma curva de permeabilidade dependente
da pressao. Nesse caso, a solugao no pogo é obtida a partir do acoplamento
das solugoes por camada. Ja no capitulo 3, o modelo proposto é referente a
um reservatoério heterogéneo composto por duas regides. Nesse modelo cada
regiao pode ser caracterizada por uma curva de permeabilidade dependente da
pressao. Em ambos os modelos, as solugoes obtidas sao implicitas, portanto
fez-se necessario o uso de métodos numéricos para o calculo numérico das
solugoes. No Capitulo 4 sao discutidos diferentes cenarios de producao para os
resultados comparativos entre um simulador de fluxo bem como os aspectos
computacionais, configuracdo do simulador de fluxo e a relagdo da curva
permeabilidade dependente da pressao. Por fim, no Capitulo 5 sdo expostas as
conclusoes do estudo, aplicabilidade dos modelos na industria e sugestoes para

trabalhos futuros.



2

Modelo para escoamento monofasico com permeabilidade
dependente da pressao: Reservatério com miiltiplas camadas

Neste capitulo, apresenta-se uma formulagdo para o escoamento
monofasico de liquido (6leo) em um reservatério multicamadas, considerando
a permeabilidade como uma funcao da pressao (k;(p;)). A compreensao dessa
formulacao é fundamental, pois constitui a base estrutural da formulagao
principal deste trabalho. O reservatério e uma curva de permeabilidade

dependente da pressao sao considerados, conforme ilustrado pela Fig. 2.1.

T — — = q1, k1(p1), y

T SR TR g2, k2 (p2), ha
I T | ———

T - . - - :

T TR - *+ = QTU kn(pn), hn

Figura 2.1: Modelo de reservatério multicamadas e permeabilidade dependente
da pressao

Com o objetivo de simplificar a modelagem e a analise do problema,

adotam-se as seguintes hipoteses:

— Permeabilidade Inicial (k;) constante em todas as dire¢oes em cada

camada;
— Vazdo de producdo constante no pogo (¢ = 352, ¢;(rw, 1));
— Fluxo monofasico, isotérmico e radial;

— Fluido com baixa compressibilidade;

Reservatoério infinito e isotrépico por camada;

— Efeitos gravitacionais despreziveis;
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— Efeito de estocagem e dano de formagao no pogo serao desconsiderados.

Considerando a Equacao da Continuidade de fluidos temos:

10 0
= —— (. p. 21
7’(37"( Piv5) at(¢]ﬂ]) (2-1)
Pela Lei de Darcy:
v — ~ kj(p(r, 1)) Op;(r, 1) (2:2)
1 or
Substituindo a Eq. (2-2) na Eq. (2-1):
19 kj(p;(r,t) Op;(r,t)\ _ 0
Lo (MO D) (29
Aplicando a Regra da Cadeia do lado direito da Eq. (2-3):
d apy 3@'
. 2-4
ot (Pjps) = ¢J at (2-4)
Sabendo que as compressibilidades do fluido e da rocha sao ¢y, = plj gz ;
ey =g aﬁj entao:
9p; Op;(r,t)
et Y 9.
or — hPiT gy (2-5)
e
8¢j . 8p] (T, t)
F R (2:6)
Substituindo as Eqs. (2-4), (2-5) e (2-6) na Eq. (2-3):
19 ( kj(pi(r,t)) Op;(r,t) Op;(r,t)
92
ror (p 1 " or = 9pc ot (2:7)

onde ¢;; = c¢p, + ¢,
De acordo com as hipdteses do modelo, a Equagao (2-7) pode ser escrita

da seguinte forma:

10

o (e 2880 — e o

A Equagdo (2-8) governa o escoamento de liquido no meio poroso e é
conhecida como equacao da difusividade hidraulica. A partir das hipoteses

apresentadas, as seguintes condi¢coes modelam o problema:
Condicao Inicial (CI)

pi(r,t=0)=p; (2-9)
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Condicao de Contorno Interno (CCI):

2mh; Op;(r,t
G =—" (k?j(pj(ﬁ t))Tjgr )> (2-10)
Condicao de Contorno Externa (CCE):
Jlim p;(r,t) = p; (2-11)

Considerando que o acoplamento das solugdes por camada ocorre no
pogo, temos as seguintes Condigdes de Acoplamento entre Camadas (CAC):

Condicao de Acoplamento entre Camadas Pressoes (CAC-P):

pl(rw’t) == pn(r’w’t) (2‘12)

(S

Condicao de Acoplamento entre Camadas Vazoes (CAC-V):

q = QI(rwat) +"'+Qn(rwat) (2_13)

2.1
Modelo para pseudopressao adimensional

Definiremos a funcao pseudopressao dependente da permeabilidade na

camada j (m;(p;)) por:

Pj (T,t)

mips(r ) = [ ky(a)da (2-14)

PB

onde pp é uma pressao de referéncia.
Sendo assim, considerando as propriedades de integragdo para integrais
definidas, a variacao da pseudopressao (Am;(p;)) na camada j é dada por:
Pi
Ay (py(r,1)) = my(p) = ms(py(r ) = [* k() (219)
A
Para reescrever as equacoes do problema original, é necessario considerar
as derivadas parciais obtidas através da definicao da variagao de pseudopressao.
Portanto, considerando a simplificagdo da notagdo de Am;(p;(r,t)) para

Amy(r,t):

ORME) oy r, 1 2271 (2:16)
ORME) oy r, 1 22070 (217
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Portanto, partindo da Equagdo da Difusividade (Equagao (2-8)) em

termos da funcao pseudopressao obtemos:

PR e () ew

Pelas hipdteses do problema, temos as seguintes condic¢oes iniciais e de

contorno em termos da pseudopressao em cada camada (Am;(p;(r,t))):

CI:
Amj(r,t =0) =m;(p;) —m;(r,t =0)=0 (2-19)
et oh; [ 9Am,(p;(r,1))
o Ty LAV -
CCE:
lim Am;(p;(r,t)) =0 (2-21)

T =00
Com as seguintes Condi¢oes de Acoplamento entre Camadas (CAC) no

poco:
Condigoes de Acoplamento entre Camadas Pseudopressoes (CAC-PP)

Amy (ry,t) = -+ = Amy,(ry, t) (2-22)

e
Condigoes de Acoplamento entre Camadas Vazoes (CAC-V)
q=q(re,t) + -+ qn(ry, t) (2-23)
Logo, pela Lei de Darcy:
_27Th1 (T(?Aml(r, t))

“=-= pm (2-24)

27h,, ( OAm,(r,t) )
—_ . e e — ’r‘
— It or

T=Tw
Para simplificar as equagdes do problema, variaveis adimensionais

relativas ao espaco e ao tempo serao definidas por:

’
- 2-25
D o ( )
e
ke (pZ)
| 2-26
P e (2-26)

onde k.,(p;) é a permeabilidade equivalente na pressdo inicial dada por:

_ ki(pi)hy + - + kn(pi)

227
hy+ -+ hy (2-27)

keq (pz)

Portanto, ao substituir as varidveis adimensionais na Eq. (2-18) e apds
manipulagdes algébricas a seguinte equagao ¢é obtida:

1 0 (r 6Amj(rp,tD)> 1 0Am,(rp,tp)
5 _ - 9emiIp,tp)

- 2-2
D aTD GrD ij 6tD ( 8)
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Onde a permeabilidade adimensional sera definida por:

k;(p;)
kp.(p;) = kp. )= 2-29
D; (p]) D; (mDJ) keq(pi) ( )
Portanto, as condi¢oes de contorno podem ser reescritas por:
CL:
Amj(rp, tD = 0) =0 (2-30)
ot onh; [ OAm;(rp.t
g =—"1 <7“D mé(rD7 D)> (2-31)
’U/ TD TD_I
CCE: '
Jim Amy(rp,tp) =0 (2-32)

Com a finalidade de completar a adimensionalizacao das equacdes do

modelo, definiremos a pseudopressao adimensional (mp,):

2mh
mp, (rp,tp) = MtAmj (rp,tp) (2-33)
Sendo assim, em termos de mp; tem-se na camada j:
EDP:
0 . t 0 . t
19 . mp,(p,tp) _ 1 omp, (rp,tp) (2-34)
D 87"1) (97”1) /{ZD]. (‘%D
CIL:
mD].(TD,tD - O) =0 (2—35)
CCI: ( , aij(TD,tD)) . tht —_C (2 36)
- — o N
(97“1) rp=1 qh] ’
CCE: ‘
lim mD]. (TD,tD) =0 (2—37)
TpD —00
Com as seguintes Condigoes de Acoplamento entre Camadas:
CAC-PP:
mip(rp = 1,tp) =+ = mup(rp = 1,tp) (2-38)
CAC-V:
E (TD dmip(rp, tD)) 4. .+@ (rDamnD(TD’ tD)) =—-1 (2-39)
hy orp — h drp rp =1

Considerando agora a Equagao Diferencial do problema com termo fonte

(fp,;) temos:

1 0 (7‘ 8ij(7"D,tD)> 1 8ij(7"D,tD)
D _

EaTD 67“[) ij(ij) 825[)

= ij (T’D, tD) (2—40)
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Note que a nao-linearidade do problema esté contida no termo kp,(mp,).
Sendo assim, para reescrever a parte linear da Eq. (2-40) adotaremos o desvio

hidraulico (wp,) que serd definido por:

’U}D].(ij) = W —1 (2—41)

Sendo assim:

T’DaTD

1 0 (7’ 3ij(7’D,tD)>_aij(7“DatD)
P orp Otp (2-42)

Oomp.(rp,t
DJ( = D)+ij(TD7tD)

:ij(ij> atD

2.2
Problema de Green Associado

A técnica de Fungbes de Green é uma poderosa ferramenta matematica
utilizada para resolver Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). Essa técnica
permite transformar o problema diferencial em um problema integral, o que,
em muitos casos, é mais facil de analisar ou resolver. O problema de Green
associado esta relacionado com a formulacao de um problema cuja solugao
pode ser expressa em termos da funcao de Green. Essa fungao é uma solucao
fundamental que representa a resposta do sistema a uma fonte pontual e
¢ usada para reconstruir solugoes gerais através da superposicao de efeitos
pontuais. Esse método é particularmente 1til na analise de escoamento em
meios porosos, facilitando a obtencao de solucgoes exatas ou aproximadas
para a distribuicao de pressao. Em outras palavras, resolver o problema de
Green associado significa descobrir como o sistema responde a fonte pontual
representada pela fungao delta de Dirac (§) (DUFF, 2001).

Definiremos o problema de Green associado para cada camada j, de
acordo com condi¢oes de contorno sujeitas ao Principio da Causalidade
(PC). O principio da causalidade garante que a fungao de Green respeite a
ordem temporal natural dos eventos em sistemas fisicos. Para modelagem de
escoamento em reservatorios, isso assegura que a propagacao da pressao siga
uma evolucao coerente com o tempo. Portanto, as seguintes equacoes modelam
o Problema de Green Associado na camada j é a solugdo fundamental da
equacao de difusao associada a uma fonte pontual no espaco rop e no tempo
top:

EDP:

1 0 9Gp,(rp,Top, D, toD) 0Gp,(rp, oD, D, top)
(TD orp ) B Otp

TDa’/’D
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== —C}(S(TD - TOD)(S(tD - tOD) (2—43)
PC:
Gp,(rp,mop,tp,top) =0 (2-44)

para tp < top
CCE:

lim GDj (T’D,TOD,tD,tOD) =0 (2—45)

TpD—00

onde C; = %ﬁ“.

O problema adjunto ¢é frequentemente utilizado para determinar
propriedades da funcao de Green, como sua simetria e comportamento
assintotico. O problema de Green associado e o problema adjunto associado
estao conectados pelo fato de a fungdo de Green poder ser interpretada como
a solucao do problema adjunto. De fato, considerando o problema adjunto

G*Dj (rp,Top,tp,top) as equagoes referentes a camada j sao dadas por:

EDP:
10 . 9Gp,(rp,Top, tp, top) N 0G,(rp,Top, tp, top)
rp Orp P orp otp
= —Cj6(rp — rop, tp — top) (2-46)
PC: .
Gp,(rp,rop,tp = 0,t0p) = 0 (2-47)
CCE:
lim G} (rp,Top:tp.top) =0 (2-48)

TpD—00

Neto (2019) demonstrou o principio da reciprocidade:
Gp,(rp,mop:tp.top) = Gp,(rp,Top: tp. top) (2-49)

Logo, o problema associado passa a ser da seguinte forma para cada

camada j:
EDP:
19 . OGp,(rp,7op;tD,toD) N OGp,(rp,Top; D, top)
D 87“[) b a’l"D 8tD
_ _de(rD_TOD)5(tD _tOD) (2_50)
27T7"D
CI:

Gp,(rp,Top,tp = 0,top) =0 (2-51)
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CCE:
lim GD-(TD,TODﬂfD;tOD) =0 (2—52)
rp—00 J
2.3

Calculo Numérico da Solucao por Camada

A funcdo de Green associada ao problema em questdao é diretamente
influenciada pela geometria radial do sistema. Na literatura, essa abordagem
foi amplamente aplicada a casos com configuragoes geométricas semelhantes
para escoamento de gas (BARRETO, 2011; SOUSA, 2014) demonstrando
sua eficicia na modelagem de problemas dessa natureza. A solugdo para o
modelo referente ao escoamento de 6leo pode ser determinada por meio da
equacao integral-diferencial de Volterra, a qual é obtida apds uma série de
manipulacoes matematicas envolvendo a integragao espacial e temporal da
equacao governante do problema, juntamente com a formulagdo do problema
de Green associado (FERNANDES et al., 2023a; FERNANDES et al., 2023b;
FERNANDES, 2022). Esse processo resulta na seguinte expressao analitica

para a solucao do sistema:

=21 [o° [tp ampj(T’D/,tD/)
mp,(rp,tp) = / / wp, (mp;)
Mj 0 0 E%D/ (2_53>

+ ij (TD/; tD’)] GDj (TD’ D, tD; tD/)dtD/dTD/

Onde a fungao de Green (Gp,) ¢ dada por:

(rp—rp)?
exrp <_ A(ip—t/ )) rpr’
Gp. 1 tD, tpr) = D], D 2-54
p,;(rp,Tpritp,tpr) An(tp — th) O(Q(tp—t'p)) ( )
A fungao fonte fp, pode ser definida como:
ij (’I“D, tD) = —27T(]Dj (tD)(S(’f‘D — T/D) (2—55)

onde ¢ ¢ a fungao delta de Dirac e gp, representa a vazao adimensional na

camada j:

(i) = q;jﬁj) (2-56)

Substituindo (2-54) e (2-55) em (2-53) e aplicando a propriedade da delta

de Dirac:
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1
mp, (rp,tp) = —~ Db, (rp,tp)

&

2w oo rip 8mD(r’D,t’D) , , , ,
- ﬁ/o /0 ij(ij)]aTGDj(rDaTD,tD,tD)dtD dr’y  (2-57)
A solugao da classica para escoamento monofasico de liquidos p D; (rp,tp)

é representada pela solugao da linha-fonte dada pela seguinte equacao:

1

(-3
ij (’I’D,tD) = _iEZ (4tl§)) (2—58)

onde F; representa a funcao integral exponencial definida por:

Ei(z) = — / - ett dt (2-59)

Verifica-se que a solucao apresentada na Equagao (2-57) possui carater
implicito, o que inviabiliza sua aplicagao direta em procedimentos numéricos.
Diante disso, torna-se necessario empregar uma abordagem alternativa
que permita a obtencao de solugoes aproximadas de forma mais acessivel
computacionalmente.

Entre as metodologias disponiveis, destaca-se o Método de Perturbacao
em combinagdo com uma Expansao AssintOtica, cuja principal vantagem reside
na capacidade de aproximar equacoes diferenciais nao lineares por meio de uma
série de problemas de equagdes de mesma ordem, que sdo significativamente
mais simples de resolver. No presente trabalho, aplica-se tal metodologia a
equagao de difusividade com permeabilidade dependente da pressao (Equagao
2-42), introduzindo-se o pardmetro de perturbagao ¢, o qual multiplica o termo

responsavel pela nao linearidade:

19 . dmp,(rp,tp)\  Omp,(rp,tp)
rpdrp \ orp otp
Omp,(rp, tp)

i, + fp,(rp,tp) (2-60)

5ij (ij)

Considerando que a pseudopressao pode ser representada por uma

Expansao Assintética em poténcias de e:

mp,(rp,tp) =Y Ekmgj(TDytD) (2-61)
k=0

Substituindo (2-61) em (2-60) e rearranjando os termos de acordo com

as poténcias de ¢, obtém-se uma sequéncia de EDPs mais simples, que podem

ser resolvidas de forma sisteméatica:
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om® (rp, t om® (rp, t
50[1 0 <T’D mDJ(rD D)>— mD](rD D)—ij<7’D,tD) + ..+

7p Orp Irp Otp
(k) (k) (k=1)
ek ii rDamDJ' <TD’tD) _ @ij (TD’tD) —wD.(m(Dkil))aij (TD’tD) +..=0
rp Orp orp Itp o Itp

A seguinte defini¢ao foi adotada para simplificar a visualizagao dos termos

das equagoes:

k—1
k—1 i (i
ij <m§)J )> = ij (Z €Zm(DZ)j(T'D,tD>> (2—63)
Esse procedimento permite tratar a complexidade do problema de forma
sistematica, fornecendo aproximacoes tteis mesmo quando a solugao exata é
inalcangavel. Portanto, o problema se torna um sistema de acordo com as

ordens de € da forma:

Ordem O:
EDP:
(0) (0)
1 0 amD_(rD,tD) 8mD_(rD,tD)
el A e IR e e A S tp) =0 2-64
D 67‘,3 (TD 67",3 E%D fDJ (TD, D) ( )
CIL: 0
miy) (rp, tp) =0 (2-65)
CCE: 0
lim m(D)_(’I“D, tD) =0 (2-66)
7D—>00 J
Ordem k > 1:
EDP:
ii . 8m%?(rD,tD) _Bmgj(rD,tD) Cw (m(k—l))am(ij_l)(TD7tD> -
D 87"D b aTD 8tD D; D; 8tD N
(2-67)
CI: *)
) (1) = 0 (268)
CCE: .
lim m¥ (rp,tp) =0 (2-69)
TpD—00 J

A problema de ordem 0 representa a solu¢ao do problema homogéneo,

portanto considerando a solucao classica para escoamento de dleo:

1
mip) (rp,tp) = & pp, (1o, 1p) (2-70)
J

Além disso,considerando a equacao integral-diferencial de Volterra:
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(k1)
(h-1), 9D,

(k) <t )
miy)(ro.tp) = [ [ wp, (i) =5

Gp(rp,rp,tp,tp)dtpdrp

(2-71)
Note que a solucao obtida a partir do termo de primeira ordem

¢ recorrente. Portanto, como em Barreto (2011) e Fernandes (2022),
consideramos que a truncagem no termo de ordem um é suficiente, uma vez
que a contribui¢ao das ordens superiores se torna cada vez mais complexa do

ponto de vista computacional.

Ordem 0:
EDP:
1 0 8mg),(rD,tD) 8mg?(rp,tp)
-7 e I [ B tp) =0 2-72
rp Orp (”’ Orp Otp I;(rp, tp) (272)
CI: o
mg)j (rp,tp) =0 (2-73)
CCE: .
lim m'S (rp,tp) =0 (2-74)
TD—00 J
Ordem 1:
EDP:
i 0 . amgj)_(’l“[),tp) _ amg])_(’l“[),tp) Cw ( )8m(Dlj)_(’f’D,tD) _ o
D (97"D b 87“D (‘%D b; ij 0tD o
(2-75)
CI: .
mﬁaﬁ (rp,tp) = 0; (2-76)
CCE: X
lim mY (rp,tp) =0 (2-77)
TpD—>00 J

Portanto, para cada sistema de equacoes, as solugoes sao dadas por:

1
7ngyrD¢D)::zprArD,nﬁ (2-78)
J

M _ 2%/%/” Opp,
mpy. (rp,tp) = —— wp.(pp. Gp(rp,rpr,tp,tp)dtpdrp
D]( D, tD) c;Jo o DJ(pDJ)atD p(rp, 7o, tp, tp)dtprdrp
(2-79)
Ademais, observa-se que para ¢ = 1, tem-se a solugdo do problema

original. Portanto, a solucao para pseudopressao adimensional na camada j

(mp,) é dada por:

(1)

mp,(Tp,tp) = Em([()?(T’D,tD) + emgj(TD,tD) = pp,(Tp,tp) + m%]).(TD,tD)

(2-80)
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2.4
Solucdo do Modelo

O principal objetivo desta secdo é determinar uma solucao para
o comportamento da pseudopressio no poco. Até o momento, diversas
ferramentas matematicas foram empregadas para resolver o problema em cada
camada individualmente (SOUSA, 2014; FERNANDES, 2022; FERNANDES
et al., 2023a; FERNANDES et al, 2023b). A seguir, essas solugoes
serao acopladas para obter uma unica resposta para o comportamento da
pseudopressao no pocgo. Dessa forma, conhecendo a solu¢ao da pressao para
cada camada (Eq. 2-80), estabelecem-se as seguintes condigoes de acoplamento
no pogo:

Condicao de Acoplamento entre Camadas da Pseudopressao (CAC-PP):

le(TD = 17tD) = mDQ(TD = 1,tD) = ... = mDn(rD = 1,tD) (2—81)

Condigao de Acoplamento entre Camadas da Vazao (CAC-V):

ql(T’D = 1;tD> —|— QQ(TD = 17tD) + —|—qn(7"D = 1,tD) = ]_ (2—82)

Além disso, no regime monofasico, o 6leo nao sofre variagoes significativas
de propriedades entre as camadas no pocgo. Isso implica que a pressao na
interface entre cada camada e o poco deve ser a mesma para garantir a
continuidade do fluxo e evitar descontinuidades na movimentacao do fluido,

portanto:

po(tp) = pp,(rp = 1,tp) = pp,(rp = 1,tp) = ... = pp,(rp = 1,tp) (2-83)

Substituindo a defini¢do de C; nas Eqgs. (2-78) e (2-79):

mp,(rp,tp) = h —pp(tp)
qp,hr
27h; tp 8 r'h, t
S / wp,(pp,) Po; (T D)GD (rp,rpr,tp,tp) dtp drp
qp;hr Jo Otp

(2-84)

onde hr = hy + -+ h,,.

Portanto, a equacao pode ser reescrita como:
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= (i) (2:85)
qD]' - hTij (TD, tD>pD D

h; tp 8PD-(7“b tlD)
—27 J / / . NV— G, ,"prytp,tpr) dtpedrps
hrmp. (rp, t 0 wDJ<pDJ> o D](TD D'y tD D) D'arp

Substituindo a Equagdo (2-85) na Condigao de Acoplamento da Vazao
(Equacao (2-82)):

PE— ) <pD<tD>

i=1 hTij (rDu tp

o] tp
— 27 / wp, (pp;)
o Jo

(2-86)
apDJ

81& GD (TD,’I“D/ f}D,tD/) dtD/d’f’D/ =1

Denominando a solugao da pseudopressao no pogo por my,,, a Condigao

de Acoplamento da pseudopressao nos permite utilizar:

me(tD) = le(TD = 1,tD) = mDQ(rD = 1,tD) = ... = mDn(rD = 1,tD)
(2-87)
Substituindo a Equagao (2-87) na Equagdo (2-86) e rearranjando os

termos, obtemos a solu¢ao da pseudopressao no pogo:

me(tD) = pp(tp)

tp apD Tprs Ly
Z / / wp, (pp;) (8tD/ )GDj(TDaTD’atD7tD’) dt prdrpr

(2-88)
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Modelo para escoamento monofasico com permeabilidade
dependente da pressao: Reservatério de camada tnica com
duas regides

O objetivo principal deste capitulo consiste em obter a distribuicao de
pseudopressoes para o escoamento de 6leo em meio poroso heterogéneo, além
de apresentar as abordagens de calculo dessa solucdo. A deducgao da solugao
consiste em determinar a resposta da pseudopressdo no pocgo, representada
pela solugao de mip(rp,tp) em rp = 1, sendo esta denotada por my,p(tp) de
acordo com uma metodologia que utiliza as Func¢oes de Green. Essa analise é
fundamental para compreender o comportamento do escoamento e otimizar a

modelagem do processo de producao.

3.1
Modelo para Pseudopressao Adimensional

Nesta se¢ao consideraremos um reservatério de camada tinica heterogéneo

composto por duas regives homogéneas conforme o modelo da Figura 3.1.

Regidao
Interna

(ﬁbl, Hi, Ct1J kl (39))

Regido
Externa
(¢2, 2, €y ko (»)

Figura 3.1: Modelo de reservatoério com duas regioes de permeabilidade

Com respeito ao escoamento no meio poroso em questdo, serao
consideradas as seguintes hipdteses:
— Reservatoério Infinito;
— Meio poroso heterogéneo, composto por duas regioes homogéneas;
— Fluxo monofasico, radial e isotérmico;
— Geometria Cilindrica;

— Efeitos de estocagem e dano de formagao serao desconsiderados.
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Analogamente ao Capitulo 2, partindo da Equacao da Difusividade
Hidraulica, o problema de acordo com cada regiao ¢ descrito pelas seguintes
equacoes:

Regido Interna (r, <r <)

EDP:
10 OAm(rt)) _ - (08m(n)
— (rkl(pl(r, 0=, ) = dpucy, ( 5 (3-1)
onde Ap;(r,t) = p; — p1(r, ).
CI:
Apy(r,t =0) = p; (3-2)
_ 2k 02 (r,1) -
== (k (b(r. )=, ) (33)

Regiao Externa (r > )

EDP:
CL: Apa(r,t = 0) = p; (3-5)
CCE: lim Aps(r,t) =0 (3-6)

Além disso, considerando a interface que delimita as duas regides (r =
r1), podemos definir duas condigdes de acoplamento entre regides relativas a

pressao e a vazao:

Apy(r1,t) = Aps(ry,t) (3-7)

q1(r1,t) = qa(r1,t) (3-8)

Utilizando a Lei de Darcy:

2mh OAp;(r,t) _ 2mh OApy(r,t)
B G o (i |
(3-9)
Portanto:
e I G e | I

A pseudopressao nas regides j = 1,2 serd denominada m;(r,t) e serd

definida por:
Pj (T‘,t)

m;(r,t) = /p k(x) dx (3-11)

B
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onde pp é uma pressdao base e o integrando k(z) é dado por:
(3-12)

Com isso, a variagdo da pseudopressao (Am;(p;(r,t))) pode ser escrita

por:

Ay (p3(r,0)) = s (03) = i) = [ () do (313)

pj(rvt)
Em cada regiao j, observe que as derivadas parciais da pseudopressao podem

ser obtidas utilizando a regra de diferenciagdo de integrais de Leibniz:

0Am;(p;(r,t)) OAp;(r,t)

™ = —k;(ps(r ) —35,— (3-14)
P2 0) i, 1 2P (315

Neste modelo, o meio poroso heterogéneo é composto por duas regioes
homogéneas por regidao. Sendo assim, definiremos o coeficiente de difusividade

hidraulica 7; na regiao j como:

3-16
Pjhjcy, ( )

77],(74, t) =

Portanto, substituindo as derivadas parciais da pseudopressao temos para
cada regiao as seguintes equagoes:

Regiao Interna (r, <r <)

EDP:
10 [ 0Amy(pi(r,t) 1 OAmMy (p1(r,t))
ror (r or ) o t) < ot > S
CI:
Amy (pi(r,t = 0)) = ma(p;) — mai(p1 = p;) =0 (3-18)
et 2rh ( OAma(pi(r, 1)
T my\p1\r,
T <T or ) _— (3-19)
Regido Externa (r > rq)
EDP:
10 [ 0Amy(pe(r,t) 1 OAmMa(p2(r,t))
ror (T or > p(rt) < ot > 20
CI:
Amy(pa(r, t = 0)) = ma(p;) — ma(p2 = p;) =0 (3-21)
CCE:

Jim Amy(pa(r,t)) =0 (3-22)
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Para as condig¢oes de acoplamento, temos:
p1(ri,t) =pa(r =r1,t) (3-23)

Utilizando a Lei de Darcy na Equacao 3-8, é possivel relacionar as vazoes

na interface entre as regioes da seguinte forma:

OAm(pi(r,t)) _ My, 98y (pa(r,t)) (3-24)
67” r=r 37“ r=r1
Onde MR == %

Por outro lado, pela Condi¢ao de Acoplamento entre Regides relativa a

pseudopressao temos:
Amy(p1(r =r1,t)) = Ama(pe(r = ry,t)) (3-25)

Para dar continuidade a solu¢do do modelo utilizaremos as variaveis
adimensionais. A utilizacdo de variaveis adimensionais da um carater geral
a formulagdo do problema e possibilita uma escrita mais compacta.

Definiremos as variaveis adimensionais em funcao das propriedades da
regiao externa. Essa escolha ocorreu devido ao fato de o modelo de reservatorio
composto por duas regides poder ser aplicado ao caso em que a regiao interna
representa uma zona danificada,em que se pretende obter estimativas, e a zona
externa representa propriedades do reservatoério que sao conhecidas.

r

= — -2
D o (3 6)
ka(ps)
tp = ———— 3-27
P ¢2M20t2T12,J ( )
n;(p;(r,t))
nip(rp,tp) = —————= 3-28
JD< D D) nj(pi) ( )
2mh
m;p(rp,tp) = —Am;(r,t) (3-29)
qpi2
onde k()
5 \Di
ni\pi) =
J( ) ij,uthj

Utilizando as defini¢oes das varidveis adimensionais temos as seguintes

derivadas parciais:

0Am;(p;(r,t)) _ 0Am;(p;(rp,tp) Orp _ 1 9Am;(p;(rp;tp)) (3-30)
or orp or 1y Jrp
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OAm;(p;(r,t)) _ 0Am;(p;(rp,tp)) dtp _ ka(pi) 9Am;(p;(rp,tp))
ot 8tD ot ¢2M26tgrgu 875,3

(3-31)

Substituindo as Equagoes (3-30) e (3-31) nas Equagoes (3-17) e (3-20)

obtemos respectivamente:

1 0 (TDAml(Pl(TD,tD))>: Nk <3Am1(P1(TD7tD))

> (3-32)

p Orp TD mp(rp,tp) Otp
e
1 0 Amy(p2(rp,tp))\ 1 OAmMy(p2(rp,tp))
o o — (3-33)
rp Orp D m20(rD; D) dtp
onde o coeficiente ng = % sera denominado razao de difusividade. Por

outro lado, utilizando a defini¢do da pseudopressao adimensional (3-29) o
problema adimensionalizado em cada regiao é dado por:
Regido Interna (1 <rp <rp)

Equagao Diferencial Parcial (EDP):

1 0 (TDémlD(rD,tD)>:mD<n?z <am1D(TthD>) (3-34)

gaT’D 8TD TD,tD) 82&D

Condigao Inicial (CI):
mlD(rD, tD = 0) =0 (3—35)

Condicao de Contorno Interno (CCI):

0 t
(rmevD,D)> _ M (3-36)
aTD rp=1 M2
Regiao Externa (rp > r1p)
Equacao Diferencial Parcial (EDP):
1 8 0m2D> 1 (amQD (TDa tD))
1 . _ 3-37
D aT’D ( p 87“D UQD(rDatD) atD ( )
Condigao Inicial (CI):
ng(T’D, tD = 0) =0 (3—38)
Condicao de Contorno Externo (CCE):
lim mQD(T'D, tD) =0 (3—39)
TpD —00

Com isso, as condicoes de acoplamento passam a ser da seguinte forma:

Condigao de Acoplamento entre Regides Pseudopressoes (CAR-PP)
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mip(rp =7rip,tp) = map(rp = r1p,tp) (3-40)

Condigao de Acoplamento entre Regides Vazoes (CAR-V)

(T WW) WW)

8TD 87‘D

(3-41)

= Mg (TD

TD =T1D TD=T1D

E possivel observar que as EDP’s (3-34) e (3-37) ainda apresentam um

termo nao-linear. Adotaremos os seguintes parametros adimensionais:

2
HlD(TD,tD) = /)’hD(:’Ig’tD) (3—42)
e
Hop(rp,tp) = — (3-43)
nep (D, tp)

Dessa forma ¢é possivel definir o desvio hidraulico de cada regiao por:

wip(rp,tp) = Hip(rp,tp) — 77?% (3-44)

wap(rp,tp) = Hop(rp,tp) — 1 (3-45)

Sendo assim, as EDPs referentes a regiao interna e externa podem ser

reescritas como:

19 (rDam1D<TD>tD)> 2 Omip(rp,tp)
rp Orp Orp f dtp (3-46)

—8m1D(rD,tD) + fin(rp,tp)

= wip(rp,tp) 9t
D

1 0 ( Omap(rp,tp) ) Omap(rp,tp)
_ o _
rpdrp orp dtp (3-47)

—8m2D(TD7tD> + fan(rp,tp)

= wap(rp,tp) 1
D
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3.2
Problema de Green Associado

Para aplicar a técnica de func¢oes de Green é necessario definir o problema
associado de Green sujeito ao Principio da Causalidade (PC) e condigoes
homogéneas. A técnica de Fungoes de Green é um método classico de solugao
de equacgoes diferenciais parciais aplicavel em equacgoes lineares, utilizado
em problemas relativos a transferéncia de calor e escoamento em meios
porosos. Entretanto, neste caso as nao-linearidades do problema que estao
posicionadas a direita da igualdade das EDP’s de cada regiao serao tratadas
como termos-fonte no decorrer da dedugao. Nesse modelo, considera-se um
reservatério heterogéneo que ¢é composto por duas regioes homogéneas,
havendo assim duas configuragoes para a posicao da fonte (rop,top), denotada

pela curva tracejada, como exemplificado na Figura (3.2):

Regido
Interna

(P11, €ty ki(p))

Regido
Interna

(@1, 11, Ctl'k1(p))

Regido
Externa

(‘Pz:#z'Ctzvkz(P))

Regido
Externa

(@2, 12, €1, K2 (D))

Figura 3.2: Modelo de reservatério com duas regides de permeabilidade e fonte

As Fungoes de Green adotadas nesse capitulo foram obtidas conforme
descrito no Apéndice C. A notacao das fungbes de Green utilizadas sao
referentes a posicao da fonte e da posicao de resposta. Além disso, a notacao
possui o indice superior indicando a posicio da fonte, ou seja, G}, para fonte
posicionada na regido interna e G% para fonte posicionada na regiao externa.
Enquanto a regiao da posicao de resposta é denotada pelo indice inferior. Logo,

para fonte na regiao interna as fungoes sao definidas por:

1
Gip(rp,mop,tp,top), 1 <rp,mop < 7rip

1 (3-48)
G5p(rp,ropstp,ton), ™o > 1D

1
Gp(rp,mop,tp, top) =
Ja para a fonte posicionada na regiao externa as funcoes sao definidas

por:

Gip(rp,rop,tp,top), 1 <rp <rip

; (319
G5p(rp,Topstp, ton), "Dy Top > T1D

G35 (rp,Top,tp,top) =
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Para aplicar a técnica do uso de Fungoes de Green, é necessario definir
o seguinte problema associado, sujeito ao principio da causalidade (PC) e
condigoes de contorno homogéneas.

Regiao Interna:

EDP:

19 < 3G%D(7’D,T0D,tD,t0D)> 2 O0G1ip(rp, 70D, D, toD)
— D — TR
rp Orp orp Otp (3-50)

1
= — Mg

WTD(S(TD — TOD)(S(tD — tOD)

para 1 < rp,rop < rip e tp,top > 0.
PC:

Gip(rp, 70D, tp, ton) = 0 (3-51)

para tp < tgp.

CCI:

=0 (3-52)

TD =1

. IG1p(rp,rop,tp,top)
b aT’D

Regiao Externa:

EDP:
19 TDaG%D(TDaTODatDatOD) _ 0Gi5(rp,mop,tp, top) —0 (3-53)
rp Orp orp otp
para 1< D, Top < T1p € tp,top > 0.
PC:
Ghp(rp,Top, o, top) = 0 (3-54)
para tp < top
CCE:
lim G55 (rp,7op: tp; top) = 0 (3-55)

TpD —00

Acoplamento entre Regides ocorre em rp = rip, logo:
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GiD<T1D7 ToD, tDa tOD) - GéD (rlDa ToD, tD; ZSOD) =0 (3'56>
e
( aG%D(TDaTODytDatOD)> ( 8G%D(TD>TODatD>tOD)>
D 3 — Mg (7D 5
"D D =T1D "D D =T1D
=0
(3-57)

onde Gl e Gl sao as solugoes do problema associado que compdem a Fungao
de Green G},.

O problema adjunto é essencial para a aplicacdo da identidade de
reciprocidade e para a formulagao de solugoes baseadas na Fungao de Green. O
problema associado adjunto é formulado de maneira semelhante ao problema
direto, entretanto a sua estrutura matematica é ajustada de forma a garantir
a simetria na Fungao de Green (DUFF, 2001). Para este problema especifico,
o problema associado adjunto é dado por:

Regiao Interna

EDP:
1 0 ( 3G%E(TD,T0DJD,?50D)> , OG1H(rp,mop, tp, top)
- D -+ R
D 87’1) aTD 8t0D (3_58)
1
= _MRQWTD(S(TD — TOD)(S(tD — tOD)
para

Principio da Causalidade Adjunto:
Gip(rp,rop,tn, ton) = 0 (3-59)

para
Condicao de Contorno Interna:

( aG%*D(TDﬂ"ODatD,tOD))
D

e =0 (3-60)

D =1

Regiao Externa

EDP:
1 0 0Gx tp,t oG tp,t
L o 2D(7’D,7”0D> D, OD) + QD(TD>T0Da D, OD) —0 (3—61)
rp drp orp top
para
Principio da Causalidade Adjunto:
G5p (D, 0D, tp, ton) = 0 (3-62)

para

Condicao de Contorno Externa:

lim G3}(rp,mop, tp, top) = 0 (3-63)
rpD —0Q
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3.3
Solucdo do Modelo

Para determinar a solugoes para a pseudopressao em cada regiao
(mip(rp,tp) € map(rp,tp)) serd mnecessario manipular algebricamente as
equagoes do modelo proposto e do problema de Green associado. Para melhor
compreensao do leitor essas duas solugoes serao calculadas separadamente a

seguir.

3.3.1
Solucado Fonte na Regiao Interna

Para obter a solucao para pseudopressao referente a regiao interna serao
utilizadas as equagoes do problema proposto e as fungoes de Green referentes a
fonte na regido interna, ou seja, Gip e Gi,. A Figura 3.3 expressa a geometria

do modelo analisado nesse caso.

Regido
Interna

(1, 11, €, ki(p))

Regido
Externa

(¢2: Ha2, Ctz! kz(P))

Figura 3.3: Modelo de reservatério com duas regices de permeabilidade e fonte
na regiao interna

Multiplicando as Equagoes (3-46) e (3-50) por 27rpGlp(rp, rop, top, tp)
e 2rrpmap(rp,tp), respectivamente, as seguintes relacoes sao obtidas:
8 0m1D (TD, tD)
D
8rD aTD

Omip(rp,t
—2mrpGip(Tp, Top, tD, tOD)n}Znga(t’”)
D

21G1p (D, 70D, tp, top)

Omip(rp,tp)

. + f1D(TD,tD)>

(3-64)

= 21rpGip(TD, Top, tp, top) <w1D(m1D)
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0 OG! tp,t
27Tm1D(7“D,tD) <7“D 1D(TD7TOD7 D, 0D)>

8rD 87"D
dGip(rp,mop,tp, top) _ (3-65)
otp

—Mprmip(rp,tp)d(rp — rop)d(tp — top)

+ QWTDmlD(TD, tD)U]%

Subtraindo as Equagoes (3-64) e (3-65) podemos agrupar os termos da

seguinte forma:

8 ( 3m1D(rD,tD)>
D

2 |G (rp, rop. tp, t
W[ 1D( D,ToD,!D, OD)arD 87“D

9 < aG%D(rD,rOD,tD,towﬂ
D

8rD aTD

—mip(rp,tp)

Omip(rp,tp)
Otp
IGip(rp,mop,tp, top)
Otp

— 27 pNy lG%D(TD, Top,tp, top)

+mip(rp,tp)

Omip(rp,tp)

oty + le(TD,tD)>

= 27rpGip(TD, Top, tp, top) <w1D(m1D)

+ Mrmip(rp,tp)é(rp —rop)(tp — top)
(3—66)

A Equagao (3-66) esté relacionada com a solugdo do problema na Regiao
Interna, sendo assim ¢ possivel integra-la com respeito ao tempo de tp = 0 até
tp =top € ao espago rp = 1 até rp = rip:

c 0 Omap(ry .ty
27T/0 /1 [G%D(TD/7T0D,tD/’tOD)(%ﬁ (rD/ 1D< p'stp ))

D/ aTD/

0 8G1 Tp,T D,t /,t D
- mw(ruutp’)? (TD’ in( Darol s fop) drpdtp
D D

Omip(rpy,ty)
atD/

I A A P £t
TR 0 . T'p' 1D<TD’aTOD> D' OD)

IG5 (rpy s rops tpy s top)
atD/

tp fTiD
1
= 27?/0 /1 roGip(Tp,rops tpr s top) (wlD(mlD)

+m1D(rD/7tD/) ‘| dTD/dtD/

Omip(rp,tpy)
atD/

+ le(TD’y t[)’)) dTD/dtD/

tp  [rip
+ MR/O /1 mlD(T’D/7ZfD/)(5(7°D/ — TOD)é(tD’ _ tOD) drpidt pr
(3-67)
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Analogamente, para as equacoes referentes a regido externa é possivel
multiplicar as Equagdes (3-47) e (3-53) por 2mrpGin(rp,Top,tp,top) e

2mrpmop(Tp, tp), respectivamente, obtemos:

8 ( 8m2D(7"D,tD)>
D

217Gy (1D, Tops tp, top)

87“[) 87“,3
0 t
- 27T71DG§D (rDa ToD, tD? tOD)WlaDa(tTD’D)
D

Omap(rp,tp)

oty + f2D(7"D7tD)>

(3-68)

= 27rpGyp(rp, Top, tps top) <w2D(m2D)

27Tm2D<7‘D, tD)

0 ( 3G2D(T’D,7’0D,tD,t0D>
D

drp (3-69)
OG3p(rp,Tops tp, top)

Otp

=0

+ 2mrpmap(rp, tp)

Subtraindo as Equagoes (3-68) e (3-69):

0 Omap(rp,t
o (GQD(TD’TOD’tDatOD)a o (TD zDa(mf D)>

0 < OGYy(rp,Top, tp, to;j)))
D

(97’,3 87"[)

— map(rp,tp)

Omap(rp,tp)
otp
8G%D<TD7 ToD, tD) tOD)
otp

—27rp (GéD(TD, Tops D, top)

+ map(rp,tp)

Omap(rp,tp)

iy +f2D(7“D,tD)>

(3-70)

= 21 pGyp (D, Top, tp, top) ((U)QD(mQD)

As equagoes utilizadas sao referentes a regiao externa do reservatorio.
Além disso, por hipdtese, o reservatério tem extensao infinita, ou seja, rp <

rp < oo como regido espacial. Ademais, ap6s subtrair as Equagoes (3-68) e
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(3-69) e aplicar a integral no tempo e espago:

tp oo 0 Omap (T, tp)
2w [ [ |Gt b (2

DI

9, OGY (T, ropy tpy st

_sz(TD/’tD/)ar ) (TD/ QD( Daro’i D OD>>] drpidtp
D D

Omap(rp s tp)
Oty (3-71)
] dTD/ dtD/

tp (o) 1
T1D

OGS (rpysTop, tpy s top)
Jt,,

+ map(rp s tpy)

Omap(rpy,ty)
Ot

135) o0
= 2”/ / TD’GéD(TD%TOD,tDHtOD) <w2D(m2D)
0 T1iD
+f2D(TD’7tD/)> d’I"D/dtD/

Somando a Equagao (3-67) com a Equagao (3-71) multiplicada por Mg:

0 ( 8m1D(rD/,tD/)>
oy

or py

tp [TiD 1
277/ / Gip(rp s ropstp, top)
0 1 87’D/

0 aGl Tp'T D?t ’7t D
— mlD(rD’7tD’)aT , (rD’ 1D< U (97"0 ) AR ) drpdtp
D D

Omip(rp,ty)

tp [TiD
_ 2777712{/0 /1 T'p' [G%D(TD’aTOthD’7t0D)

Oty
OGY (1, rop, t1y, 1t
+mip(ry,ty) in( D’atOD’ D °D>] drpidtp
D/
tp oo 0 Omap (T, try
+27TMR/ / [G;D(TD’7TODatD’7tOD) (’f‘D/ 2 ( DD )>
o Jrp orpy or py

0 OGL (1, rop, t1y .t
—mQD(rD/7tD/)aT , (’I"D/ 2D< Daro’i D OD)>‘| d?“D/dtD/
D D

dmsap (TD’ ) tD’)
Ot 1y

tp e’} 1
— 27TMR/ / rp G2D(TD'7TOD7tD’atOD)
0 1D

OGS (rpysTop, tpy s top)
Jt,,

tp [TiD 1
:27T/0 /1 TD'GID(TD’aTODytDHtOD) wip(mip)

Omip(rp,ty)
Ot 1y

+ le(T‘D/,tD/)> + MleD(rD/’tD')(S(TD' — TOD)(tD’ — tOD)‘| d’I"D/dtD/

Omap(rpy,ty)
Ot 1y

tp [e%s}
+ QWMR/O / TD’GéD(rDHTOthD’atOD) <w2D(m2D)
T1D

—|— fQD(TD/ s tD' )) dT’D/dtD/
(3-72)
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Com o objetivo de simplificar a Equacao (3-72) denotaremos as parcelas

do somatorio dos membros da equacao por 7;, ou seja:

T1 + T2 -+ T3 + T4 - T5 + TG (3-73)

onde os termos T;, com ¢ = 1, ..., 6, sao:

o b 0 Omap(rp, tpy
T = 27T/ / [G%D(TD,7TOD7tD/atOD) <’I“D/ 1D< D> "D )>
o N1 orp orpy (3-74)

0 8G1 r ’77nD7t ’7tD
— mlD(TD'atD’)aTD/ (TD’ 1D< DaT'OD/ AR ) drpdtp

Omap(rpy,tpy)
‘| dT’D/dtD/

9 tp (rip 1
T2 = _QWURA A 'p GlD(TD'7TOD7 2(:Dlalt:OD)

IGIp(rp,rop, tpy s top)
Ot p

+ mip (TD’ oy )

tp oo 0 am2D<T it ’)
T3 = QWMR/[; /TID lG%D<TD/ » oD, tD/ ) tOD) ar , (TD 37“3 &

0 o D (3-76)
Gsp(rp,Top, tpy st
— mQD(TD’7tD'>aTD (TD 2( DaTOD U OD)N drpdtp
/ D/
tp oo Omap (T, try
Ty = _ZWMR/ / T'p’ [G%D(TD’7T0DatD’7tOD) 2DétD p)
o D (3-77)

IG5 (rp, oD, try s top)
ot

—l—ng(rD/,tD/) ‘| dT‘D/dtD/

Omip(rpy,ty)
Otp

tp prrip
15 = 27?/0 /1 TD’G%D(T’DHTODJD’JOD) (wlD(mlD)

-+ le(T’D/,tD/)> dTD/dtD/

Omap(rp,ty)
Otpr

tp o]
+ QWMR/O / T’DGép(TD',’f’OD, tD/atOD) (wzp(mw)
T1D

-+ f2D(TD’7tD’)> dTD/dtD/
(3-78)

€

tp [fribp
Ty = [ [ Mumin(ryr.15)3010 = ro0) (0 — top) drpedtny (379)
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A Formula de Green possibilita simplificar as integrais dos termos T} e
T3 obtendo:

tp Omap(rp, ty
T, = 27T/ [G%D(TDHTODJODJLD’) (TD 10(rpstp )>
0 (97’,3

IG1p(rpr, oD, top, tD/)ﬂTlD

07“D

(3-80)

—mlD<TD/,tD/) <7”D dtD/

1

Omap(rp,try ))
aTD’OO (3-81)
IG3(rpr,Top, top, tD’)>‘|

t
0

D
Ty = 27TMR/ [G%D(TD’7TOD7tOD7tD’) (TD’

dt D’

T1D

Utilizando as equacOes referentes as condigoes de contorno interno,

Equagoes (3-36) e (3-52), é possivel simplificar o termo 77:

ip E)m T /7t ’
T, = 27T/ Gip(rip,Top, top, tpr) (TD' 10(rp:s tp >>
0 aTD/

OG1p(rprTop, top, tor)
67“D/

’I‘D/=7‘1D

—mip(rip,tp) <7’D'
Tp!/=T1D

R
6m1D T‘D/,t ’
- G1D<17T0D,t0D7tD')<TD/ (
/gT/D/ rpr=1

0 (3-82)

OG! 1, ToD, t
D’ rD/=1

tp ot
= 271'/ G%D<T1DaTOD7t0D7tD,) (TD’ lD( D'sUD ))
' aTD/

OG1p(rpTop, top, tor)
67’,3/

TD/ =T1D

—map(rip,tp) (TD'
TpI=T1D

+ MRG%D(L ToD, toD, ZSD/)dtD/

Por outro lado, utilizando as equacgoes referentes as condigoes de contorno

externo, Equagoes (3-39) e (3-39), é possivel simplificar o termo T3:
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t

T3:27TMR/D lim G%D(T / D, 0D7tD’) 67’1)/
0

Omap(rpr,tp) )

T pr—>00 aTD
8G1 (TD/ ToD tOD tD’)
— i LD 22D ) , ,
TD/Igloo |jn ) D) C)T’D aTD
Omap (T, tp
— Gap(rip, rop; top, tor) <7”D’ 2D8( DD )>
D Tp/=T1D (3_83)

dtp
r’H="1D
Omap(rip, tD’))

aTD

IGL(rpr,rop, top, tor)
8rD

+ map(rip, tp) (TD'

tp
= —27rMR/O Gp(rip,Tops top, tor) <7°1D

OGS (rp,Tops top, to)
87"D

TD=T1D

dtp

TD=T1D

— map(rip,tp) <7“D

Somando e reagrupando as integrais dos termos T; e T35 e é possivel
escrever:

87711[)(7"[), tD/)
8’/“[)

t
0

D
T+ 15 = 27T/ G1p(rip,Top,top, tpr) (TD

T"D=T1D

(TD/ (‘)mlD(rD,tD/) >

orpy

Omap(rp, tp:
1 2D\!"'D,
— Gyp(rip,rops top, tor ) Mg | 7D

TD/ =T1D

1p(rosop, top, to)
87"D/

—mip(rip,tp) (7’D/
T'D/Z’I”ID

. G L, (rprrop top,tpr)
D orpr

OGL (rpr, rop,t
+m2D(7’1D,tD/)MR<7"D/ 2p (7' Top dtpy
TD/ TD=T1D
tp
+27TMR/O GlD(LrOD’tOD;tD’)dtD/
(3-84)

E possivel observar que os temos T; e T3 também possuem influéncia
das Condigoes de Acoplamento que ocorrem em 7 p (Equagoes (3-41), (3-40),
(3-57) e (3-56)). Substituindo essas relagoes tem-se:
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T1 + Tg (3_85>

amlD(TD/,tD/)>

87’,3

tp
227T/0 [G1p(rip, Top, top, tp: 50(rip,op, top, tpr) | (TD/

'rD/:rlD

0

dt D’

Tp!=T1iD

dGip(rpr,rop, top, tor)
87“[)

—[mip(rip, tp on (1D, tp)] (TD'

tp
+27TMR/O G%D(lyTOD-tOD;tD’)dtD’
tp
= 27TMR/ GiD(lyfrOD-tODatD’)dtD/
0

Os termo T; e Ty podem ser simplificados aplicando a regra de derivagao
para o produto de duas fung¢bes combinada com o Teorema Fundamental do

Calculo, obtendo assim:
amlD(rD/ 5 tD’)

g [T1D tp 1
T2 = —27T7]R/ / 'p GlD(TD/7TOD7 tD'atOD)
1 0 atD

OG%D(TD/ s ToD, tD’ ) z(:OD)
otp

mp [tp O
= —27?7712%/1 ; (9TD/ (TD’GiD(TDUTOD,tD’,tOD)mlD(rD’atD’)> dt prdrp

+m1D(rD/,tD/) ‘| dtD/erl

tp
d’I"D/

1D
2 1
= _27”71«2/1 7o' Gip(rp, Tops tprs top)map (o, tpr)
0

(3-86)

e

0 tp a Lty
T, = —27rMR/ / Ty lG%D(TD’arﬂthD’atOD) ( map (o, b )>
rip J0 815,3/

OGip(rp:,Top, O, tw)] dtpdrp  (3-87)

+ map(rp,to) En
D/

tp
dT‘D/
0

o0

1

= —QWMR/ roGop(rpr, Top, tor, top)maep (rp, tor)
T1D

Pelo Principio da Causalidade do problema de Green (Equagoes (3-51) e
(3-54)) e pela Condigao Inicial da pseudopressao (Equagoes (3-35) e (3-38)) :

0

“top)mip(rp . tp)

2 [P 1
0 (388)

—rpGip(rp, rops8Top)map(rp, 0) | drps
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Analogamente para o termo T}, tem-se:

0
T4:_27TMR/ rpr |Gy (rpesrop; Ep, top)map (rpr, tp)
T1D
3-89
1 e
— Gp(rprsm0p; 0, top)m D5 drp

=0

Nao foi identificada nenhuma simplificacao para o termo T5. Porém, para
simplificar o termo T6 a propriedade da amostragem da funcao delta de Dirac

sera aplicada, obtendo assim:

tp [friD
Ts = /0 /1 Mpmap(rp sty )é(rp —rop)(tp — top) drprdtp (3-90)
= Mpmip(rop, top)

Substituindo as Equagoes (3-78),(3-85), (3-88), (3-89) e (3-90) na

Equacao (3-73) e rearrumando os termos:

map(rop, top)

tp
= —271'/ GiD(lafrOD-tODatD/)dtD’
0

2 tp rribp
- ]V[R/O /1 Tpr (wm(mlD)

+ fip(rpstpr)) (amlD(rD” tpr) (3-91)

Otp
tp o0

— 271'/ / T pr (wzp(mgp)
0 T1D

ang(rD/, tD/)
Otp

) GiD(rDUTODatOD,tD/) drprdt pr

+ fap(rp,tpr)) ( ) Gyp(rp,rop, top, tpr) drpidtp

Segundo Neto (2019), a reciprocidade espacial da Fungdo de Green nos

diz que: ) .
Gi(rp,7op,top,tp) = Gi(Top, D, top, tD) (3-92)

G%(TD, ToD, tOD? tD) = G% (TODa D, tODa tD) (3_93>
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Além disso, definindo rop = rp e top = tp e utilizando a reciprocidade a
solugao na regiao interna pode ser obtida:

mip(rp,tp)

tp
= —27T/ G%D(l,TD/,tD,tD/)dtD/
0

2m  [to [Tip Omip(rp,ty
— 7/ / TD’G%D(TDaTD’atDJD’) wip(mip) (s tp)
Mp Jo 1 Otpr

+ le(TD'vtD’)> d?“D/dtD/

asz(TD/ y tD’)
Otpr

tp (o) 9
— 277'/0 / ’I"DGID(’I“D,’I"D/,tD,tD/) wgD(ng)
T1D

+ fQD(TD/ s tD/ )) dTD/dtD/
(3-94)

A Equagao (3-94) modela a pseudopressao na regiao interna do

reservatorio.

3.3.2
Solucdo Fonte na Regiao Externa

A solugdo para pseudopressao referente a regido externa pode ser
obtida utilizando um processo andlogo ao apresentado, porém considerando
as equagoes do problema proposto e as funcoes de Green referentes a fonte
na regiao externa, ou seja, G, e G3p. A Figura C.3 expressa a geometria do

modelo analisado nesse caso.

e

Regido
Interna

(¢1; Hq, Ctl! kl(p))

Regido
Externa

(‘PZJ Hz, Ct21 kz(P))

Figura 3.4: Modelo de reservatério com duas regides de permeabilidade e fonte
na regiao externa
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Considerando o termo fonte na EDP da regiao externa, uma formulagao
andloga & apresentada na se¢ao anterior, resultara na solu¢do mop(rp,tp), isto
é:

map(rp,tp)
tp
== —27’(’/ G%D(l,T’D/,tD,tD/>dtD/
0
27

to frip omip(rp,tpy)
- ry Gy (rp, ot to) [ wip(m
.“R/o /1 o' Gap(rp, 7o, tp, tpr) ( 1p(Mmip) 9%,

+ le(TD/,tD/)> d?”D/dtD/

Omap(rp,tpy)
Ot pr

tD o 9
—27'('/0 / TDG2D(TD,TD/,tD,tD/) (w2D(m2D)
T1D

-+ f2D(TD’7tD’)> d?”D/dtD/
(3-95)

As solugoes obtidas para a resposta da pseudopressao em cada regido,
expressas nas Equagoes 3-94 e 3-95, foram devidamente verificadas por meio
de substituicao direta nas equagoes que modelam os respectivos problemas

originais. O detalhamento desse procedimento de verificagdo encontra-se no
Apéndice A.

3.4
Calculo Numérico da Solucao

E possivel notar que as solucdes obtidas nas Equacoes (3-94) e (3-95)
sao implicitas, evidenciando o acoplamento entre as regides do reservatoério.
Como alternativa, esta secao propoe a aplicacao do Método da Perturbacao,
combinado com uma Expansdo Assintotica, para obter uma aproximacao da
solucao apresentada para cada regidao. Essa abordagem permite simplificar o
problema original, facilitando a andlise das interacoes entre as diferentes regioes
do reservatério e proporcionando uma solucao mais acessivel do ponto de vista
computacional. Seja € um parametro, ao inserir a pertubacao no problema
original tem-se:

Regiao Interna (1 <rp < rip)

EDP:
1 0 ( 8m1D(TD7tD>> Omip(rp,tp)
- o _
rp Orp Irp dtp (3-96)
0 ,t
= €w1D(m1D)m1%(rDD) + fip(rp,tp)
tp
CIL:

mlD(rD,tD = 0) =0 (3—97)
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CCI:

(rDWW> Y (3-98)

8rD

Regiao Externa

EDP:
1 0 ( amQD(TDatD)> Omap(rp,tp)
il D _
rp Orp drp dtp (3-99)
0 ,t
= €w2D(m2D)W + fon(rp,tp)
D
CI:
mQD(rD,tD = 0) =0 (3—100)
CCE:
, llg ng(rD, tD) =0 (3—101)

Onde valem as seguintes Condig¢oes de Acoplamento entre Regioes:
CAR - Pseudopressao

mip(rip,tp) — map(rip,tp) =0 (3-102)
CAR - Vazoes
0 t 0 t
(rDml%(?“DvD)> S (rme(rD,D)> _0 (3103)
D ' =rip orp o —rip

Assumindo que a distribuicao de pseudopressoes no reservatorio pode ser

representada por uma série assintética de poténcias em e:

mlD(rD,tD) = Zskm%(r[),tp) (3—104)

k=0

¢ 00
TTLQD(TD, tD> = Z €kmgg(rp, tD) (3-105)

k=0

k k) o~ . . .
onde mg D) e m(2 1% sao os coeficientes da série a serem determinados.

Substituindo as Equagoes (3-104) e (3-105) em (3-96) e (3-99) as EDPs
das regioes sao representadas por:

Regiao Interna (1 < rp < rip):

i (TD i kamlD TD,tD ) i kamlD TD,tD)

TD aT’D aT’D 8tD (3—106)

[e.9]

om )r tp)
k 1D DslD
= cwip(mp Z -

+ fin(rp,tp)
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Regiao Externa

Loy, i «Omp(rp, o) i «Omip(rp, tp)
rp Orp orp otp (3-107)
. LOmyp(rp,t
— cwap(m®) Z kM ()
onde foi adotada a seguinte notacao para o desvio hidraulico:
Ny (4) (k
W1iD <Z €Zm12D<TD7tD)> = wlD(m1D)> (3-108)
i=0

Rearranjando os termos em relacao as poténcias de e temos:

o1 0 (TDamg(TD,tD)> _mi(rp, tn)

D 87“D 87“D atD

- le(TDatD)]
8m§%(rg, tD)
Otp
(3—109

—wip(m\})

D 67“D 87“D 8tD

ldeaofﬁ%mmv_%&mmw

- wlD(mw

D aT’D aT’D atD atD

J1oo (TDam%(TD,tD)) _ om{)(rp, tp)

4+ ... =0.

O problema pode ser interpretado como parte de £ = 0, 1, ... sistemas de

equacoes:
Ordem k£ =0
Regiao Interna
EDP:
1 0 8m§%(7"D tD) am%(rD tD)
il ’ - t 3-110
D 87",3 (TD aTD OtD le(TD, D) ( )
CIL: o
m\D(rp,tp =0) =0 (3-111)
CCIL: 0
0 t
(rDm1%<TD’ D)) = —Mp (3-112)
D rp =1
Regiao Externa EDP:
1 (? 8m§%(rD7tD) 6m(2%(T’D,tD)
il _ 2PV ) t 3-113
' 0D (TD orp otp fan(rp,tp)  ( )
CI:

m$(rp,tp =0) =0 (3-114)

(k—1) )3m1D )(TDatD)

|
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CCE: .
lim _m$)(rp, tp) =0 (3-115)
rp —00

Condigoes de Acoplamento:

mg(rw,tp) - mgg(ﬁD, tp) =0 (3-116)
e
Om{} (rp, tp) ImS) (rp, tp)
. ’ YA ’ —0 (3-117)
87‘[) _ 87‘[) —
TD =T1D TD =T1D
Ordem k£ >1
Regiao Interna EDP:
1 0 0m§lg(rp tD) 8m§’2(r,3 tD)
— ’ - = t 3-118
D 0D (TD orp oth fin(rp,tp) )
CI:
m(rp,tp =0)=0 (3-119)
CCIL: "
0 t
(rDml%(rD’D)) -0 (3-120)
D rp =1
Regiao Externa EDP:
1 0 8mgg(7"D,tD) amg?)(rp,tp)
— — 2D Dbl tp) (3-121
D 07’,3 (TD aTD atp sz(TD7 D) ( )
CIL:
m$ (rp,tp =0) =0 (3-122)
CCE:
lim m$)(rp,tp) =0 (3-123)
rTpD —00
Condigoes de Acoplamento:
mg’g(rletD) - m%(ﬁDiD) =0 (3-124)
e

(k)
(TDamw(”’D,tD)) =0 (3-125)

87°D

( (9mgg(7’p,tD))
- IMR 'p—
_ orp

TD =T1D

Observe que a metodologia adotada permite capturar efeitos nao

D =T1D

lineares e variacoes de permeabilidade de forma sistematica, refinando
progressivamente a solugao com a inclusao de termos adicionais de poténcias
de ¢. Dessa forma, a abordagem sequencial facilita tanto a anélise matematica

quanto a implementag¢ao computacional, tornando o problema mais tratavel
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do ponto de vista numérico. Os sistemas de equagdes devem ser resolvidos
sequencialmente. Observa-se que o sistema de ordem zero corresponde ao
problema classico homogéneo de escoamento de fluidos com duas regides de
permeabilidade. A solugao desse sistema pode ser obtida conforme apresentado
no Apéndice B.

Para o sistema de ordem zero, adotaremos a seguinte notagao:

mip = pip(rp,tp), paral <rp <rip (3-126)

0
mél% = pap(rp,tp), para rp > rip (3-127)
Para os termos de ordem k > 1, os sistemas se assemelham ao
apresentado na secao 2, portanto a solucao integro-diferencial obtida nas

Equacoes 3-94 e 3-95 podem ser adaptadas considerando a CCI homogénea,

ou seja:
tp am(k_l) r /,t ’
/ / wip(yV) (22 0n i)Y Gt oyt ) drpdty
Otp
tp am(kil) r /7t ’
_27r/ / Wap m2D ) ( = 8; g D) G%D<TD7TD’tD7tD’) dT'D/dtD/
D
e
m%(”” o) (3-129)
tp 8m(k71) r /,Zf ’
/ / o mlD )) ( = ai — ) G;D(rDa T'pr, tD,tD’) d’l“D/dtD/
D

tp -1y [Omip (o tp) | s
—27r/ / Wap ng ) ( ) G5p(rp,rpitp,tp) drpdtp
Jtp

Além disso, em muitos problemas praticos da mecanica dos fluidos,
os termos de segunda ordem e superiores representam apenas corregoes
sutis, com impacto minimo no comportamento global do sistema, o que
justifica sua omissdo. Analogamente aos trabalhos de Neto (2019), Barreto
(2011) e Fernandes (2022), a solugdo proposta serd truncada no termo de
primeira ordem. Essa abordagem reduz a complexidade do sistema de equagoes
diferenciais no ambito computacional, facilitando sua resolucao tanto analitica

quanto numericamente. Dessa forma a solucao passa a ser da forma:

mip(rp, tp) = m{}(rp, tp) +mip(rp, tp) (3-130)

= pip(rp,tp) + m%(ﬁt), tp)
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map(rp,tp) = m%(rp, tp) + m%(Tm tp) (3-131)

= pap(rp,tp) + mé%(?“n, tp)

A solugao no pogo, que serda denotada por m,p(tp), ocorre em rp = 1.

Consequentemente, tal solucao é determinada pela solucao na Regiao Interna,

ou seja:
My (tp)
—plD (1,tp)
tp ap rp,tp
/ / wip(pip) ( IDE(%L; & )> G%D(l,TD/,tD,tD/)er/dtD,
tp Opap(rpr,tp
— 277/ / wap(p2n) (2() Gyp(1,mprtp, tp) drpedtpr

0 T1D atD

(3-132)



4
Resultados

A producao de 6leo em reservatorios de petrdleo envolve a interagao
complexa entre as propriedades petrofisicas da rocha e caracteristicas dos
fluidos presentes. Os modelos analiticos apresentados visam a descrever
matematicamente esses fendmenos, permitindo uma avaliagdo eficiente do
desempenho do reservatério sob diferentes condigoes operacionais envolvendo
a permeabilidade como funcao da pressao. Nesta secao, serao apresentados
os aspectos computacionais que incluem a implementacao numérica das
solugoes analiticas no MATLAB, uma plataforma amplamente utilizada
para modelagem matematica. O simulador de fluxo comercial utilizado para
validagao dos modelos é o IMEX, um simulador de fluxo de fluido multifasico
baseado em diferencas finitas, amplamente utilizado na indtstria para a
modelagem de reservatorios convencionais e nao convencionais. O IMEX
permite a incorporagao de efeitos como a curva de permeabilidade dependente
da pressao, além de suportar diferentes métodos numéricos para resolver as
equagoes que governam o fluxo.

A validacdo dos modelos propostos sera feita via comparacdo direta
com a resposta obtida no MATLAB em relacao a resposta obtida no IMEX
para as mesmas condigoes fisicas. Foram considerados diversos cenarios para
validacao, incluindo variacoes nas propriedades de rocha e fluido. Essas
variacoes possibilitam avaliar a aplicabilidade dos modelos analiticos em
diferentes condi¢Oes operacionais.

A solucgao da linha fonte é um dos modelos fundamentais da engenharia de
reservatérios para prever o comportamento da pressao em um poco produtor.
Apesar de suas simplificagoes, ela serve como base para a analise de testes de
pressao, simulagdo de reservatorios e planejamento da produgdo de petréleo.
Portanto, nos casos referentes ao escoamento simples a solugao classica dada
pela Equacao 4-1 pode ser utilizada como outro fator de comparagao.

pwp(tp) = —;Ez’ (_1) (4-1)

At p
Os resultados comparativos entre os modelos analiticos implementados

no MATLAB e o simulador IMEX demonstram a eficicia das solucoes
propostas para prever o comportamento da pseudopressao do reservatério em
diferentes condigoes. Os desvios observados foram analisados considerando
as simplificagbes adotadas nos modelos analiticos e a complexidade do

simulador numérico. As discussoes finais destacam as limitagdes e vantagens
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de cada abordagem, oferecendo diretrizes para a aplicacao pratica das solugoes

analiticas no monitoramento e otimizacao da producgao de 6leo.

4.1
Aspectos Computacionais

Com alto desempenho em célculos matriciais, equagoes diferenciais,
simulacao e andlise de dados, o software MATLAB oferece um ambiente
robusto para calculos precisos e visualizagdo intuitiva, facilitando a
interpretacao dos resultados e ajustes no modelo. Nessa plataforma, foram
implementados os algoritmos baseado nas solu¢oes analiticas desenvolvidas
nos Capitulos 2 e 3, na qual os célculos sao realizados numericamente a cada
passo de tempo.

A funcao de Green para o modelo multicamadas é conhecida de acordo
com os modelos de camada unica (BARRETO, 2011; FERNANDES et al.,
2023a). Por outro lado a fungdo de Green para o modelo de duas regides é
calculada no dominio de Laplace e posteriormente convertida para o dominio
real por meio do método de inversao de Stehfest, conforme descrito no
Apéndice C. Essa abordagem possibilita a correta transformacao das solugoes
analiticas e a precisao nos calculos numéricos, permitindo a analise detalhada
do comportamento do reservatorio sob diferentes cenarios de permeabilidade
inicial.

Ademais, cabe destacar que referente ao calculo das curvas de derivada
da pseudopressao foi utilizado o método numérico apresentado por Bourdet,
Ayoub e Plrard (1989). Referente a integral dupla que define as solugbes
presentes nas Equagoes (2-88) e (3-132) sdo calculadas numericamente pelo
método classico de Quadratura Gaussiana.

O pseudocddigo presente nos Algoritmos (1) e (2) sdo a base da
implementagao que permitiu a reproducao dos resultados a serem apresentados

e pode possibilitar futuras adaptacoes para diferentes cenarios de interesse.
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Algoritmo 1: Pseudopressao reservatério com n-camadas

Entrada: Dados de entrada (g, hj, pi, k;(p:), i, @, ¢ty T, 71-.)
Saida: Vetor Pseudopressao no poco para cada passo de tempo

Discretize os passos de tempo t
Defina a curva de permeabilidade de referéncia em cada camada k;
Compute os passos adimensionais tp
para i = 0 até NumeroDePassosDeTempo faga
Compute os termos experimentais adimensionais
(ij’ ij? HDJ" ij)
Defina os termos fonte de cada camada fp,
Defina as fungoes de Green do problema associado
Gp,(rp = 1,7op,tp, top) (Equagdo 2-54)
8 Compute as pseudopressoes adimensionais em cada camada
mp,(rp = 1,tp) (Equagdo 2-80)
9 Compute a pseudopressio adimensional no pogo (myp(tp))
(Equagao 2-88)
10 Compute a derivada da pseudopressdo

A W N =

N O

1

[y

Plote os grificos de pseudopressdo e derivada

Algoritmo 2: Pseudopressao reservatorio com duas regioes

10

Entrada: Dados do reservatorio (q, h, pi, kinicial(Di)s [y @5 Cty Tupy T1---)
Saida: Vetor Pseudopressao no poco

Discretize os passos de tempo t
Compute os passos adimensionais tp
Defina a curva de permeabilidade em cada regido k;
para i = 0 até NumeroDePassosDeTempo faga
Compute os termos experimentais adimensionais (ij, kp,, Hp;, ij)
Defina os termos fonte fip e fap
Defina as fungoes de Green do problema associado
G;(TD = 1,rop,tp,top) de acordo com o Apéndice C
Compute as pseudopressoes adimensionais em cada T€gido
(mlD(TD7 = 1tD>, ’ITLQD(’I"D = ]_,tD)
Compute a derivada da pseudopressao

; Plote os grdficos de pseudopressao e derivada
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41.1
Curvas de Permeabilidade

A definicdo da curva de permeabilidade é um fator crucial para a
calibragem dos modelos. No entanto, por este trabalho ser realizado na area
académica, nao foi possivel acessar dados reais. Diante dessa limitagao, foi
adotada uma curva de permeabilidade de referéncia, permitindo a avaliacao
de diferentes valores iniciais de permeabilidade onde novas curvas puderam ser
geradas através de interpolagoes. Com base na curva de referéncia, é possivel
modelar distintos perfis de permeabilidade conforme as fungoes apresentadas

na tabela a seguir:

Tipo de Curva Expressao
Linear k(p) =Ap+ B
Exponencial | k(p) = Aexp(Bp)

Tabela 4.1: Tipos de Curva de Permeabilidade

onde os coeficientes A e B sao coeficientes a serem determinados a partir da
interpolagao dos dados de pressao de acordo com a curva de referéncia (Figura
4.1).

Curva de Permeabilidade de Referéncia

300
250 1
200 7
a
£.150 1
X
100 ]
50 [ 1
0 Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300
p (kgflcm?)
—k(p)

Figura 4.1: Curva de Permeabilidade de Referéncia
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Para fins comparativos, a curva de referéncia foi utilizada para
estabelecer uma relacao entre pressao e pseudopressao a partir da definicao de
pseudopressao apresentada nas Equagoes 2-15 e 3-13. A partir da Interpolacao
de Newton, é possivel determinar uma curva de pseudopressao correspondente

as respostas de pressao obtidas.

4.2
Modelo Comparativo: Simulador Numérico de Fluxo

A validagdo dos modelos sera feita via comparagao direta com os
resultados obtidos em um simulador numérico de fluxo. O simulador comercial
de fluxo escolhido, IMEX, pode ser utilizado para modelar escoamentos em
meios porosos a partir da resolucao das equagoes diferenciais que governam
o comportamento dos fluidos utilizando métodos numéricos a cada passo de
tempo para descrever a resposta do transporte de fluidos em reservatorios no
poco. O IMEX é amplamente utilizado na industria petrolifera para simulagoes
de reservatorios devido a sua capacidade de lidar com multiplas fases e
condigoes de contorno complexas, permitindo prever a distribuicao de pressao
ao longo do tempo.

Na modelagem do escoamento de 6leo, o IMEX considera propriedades
especificas do fluido, como viscosidade e densidade, além das caracteristicas do
meio poroso, como porosidade e permeabilidade. O modelo pode incluir efeitos
de compressibilidade do 6leo, influéncia da fase gasosa e interacao com a agua
no reservatorio, entre outras propriedades. Para adaptar o modelo a utilizacao
de uma curva de permeabilidade dependente da pressao, é necessario incorporar
uma tabela de valores que represente a variacao da permeabilidade em funcgao
da pressao (CROCKTABLE), garantindo que as mudangas na permeabilidade
sejam refletidas corretamente na simulagdo do escoamento. Neste trabalho a
mesma Curva de Permeabilidade de Referéncia foi utilizada (Figura 4.1) no
simulador de fluxo e nos algoritmos desenvolvidos.

A malha radial utilizada corresponde a um grid composto por 200 células
por camada em ambos os modelos desenvolvidos no simulador de fluxo. Por
outro lado, considerando um teste com duracao de 96 horas, a malha temporal
adotada segue uma progressio geométrica cujo tempo inicial é 10~% horas.
As condigoes inciais e de contorno foram adotadas conforme cada modelo

apresentado.
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4.3
Analise dos Resultados Comparativos: Modelo Multiplas Camadas

O modelo apresentado no Capitulo 2 permite descrever o comportamento
da pseudopressao no poco para Reservatorios de Multiplas Camadas, a
implementacao do algoritmo pode ser feita de acordo com a quantidade de
camadas do reservatério. Nesta segao serao apresentados resultados referentes
a um reservatorio com duas camadas. Cumpre destacar que a resposta
da pseudopressao sera comparada com os resultados obtidos no simulador
comercial IMEX para as mesmas condigoes.

Em relagao ao modelo referente a um reservatério com duas camadas, as
propriedades de rocha e fluido, em cada camada, comum a todos os casos
a serem apresentados constam na Tabela 4.2 referente as propriedades do

reservatorio.

Tw k() o h
(m) 7 (md) (cp)  (m)
0.1 300 300 03 51 45

Tabela 4.2: Modelo Duas Camadas: Propriedades do Reservatorio por camada

Onde a permeabilidade equivalente na pressao inicial é dada pela relagao:

_ ki(pi)h1 + ka(pi)he
hi + ho

Os graficos analisados estao representados em escala log-log, o que facilita

keq (pz)

(4-2)

a compreensao do comportamento da pseudopressao.

4.3.1
Casos A: Curva de Permeabilidade Constante

Os Casos A caracterizam dois cenarios relativos a curva de
permeabilidade constante para um mesmo reservatorio de duas camadas.
A solucao cléssica dada pela solucao da linha fonte, adaptada para um
reservatorio equivalente de camada tinica, também sera usada como parametro
de comparagao visto que esse caso se assemelha ao escoamento simples de
6leo. No caso Al, em ambas as camadas a mesma curva de permeabilidade
é considerada (Figura 4.2). J& no caso A2, dois valores distintos de

permeabilidade em cada camada sao considerados (Figura 4.3).
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Curvas de Permeabilidade Curvas de Permeabilidade

550

550

500 1 500
450 | B 450 -
400 1 400 -

350 1 350 -

Q300 Q300
250 | 250 |
200} : 200}
150 1 150 -

100 [ il 100

50 - 1 50 [

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
2
p (kgficm?) p (kgflcm?)

——k,(p) —a—K,(p)

—o—ky(P) —o—ky(P)

Figura 4.2: Caso Al: Curva de Figura 4.3: Caso A2: Curva de
Permeabilidade Permeabilidade

Os valores de permeabilidade foram escolhidos de forma que a
permeabilidade equivalente em ambos os casos seja a mesma. Outras

propriedades de rocha e fluido foram atribuidas conforme Tabela 4.3.

ki(p;
Caso q Camada i (pi)
(m?/d) md)
1
Al 500 300
2
1 100
A2 500
2 500

Tabela 4.3: Propriedades Casos A

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam a resposta de pseudopressiao e sua
derivada obtida no pogo para os Casos Al e A2, respectivamente. As curvas
apresentam uma 6tima concordancia ao longo do tempo explicitando a eficacia

do modelo proposto para o caso simples de escoamento.
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Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.4: Caso Al: Pseudopressao e derivada adimensional

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.5: Caso A2: Pseudopressao e derivada adimensional

O termo de primeira ordem pode ser interpretado como a influéncia que
a curva de permeabilidade em funcdo da pressdo tem sobre o escoamento
(Equagao (2-79)). Para a curva de permeabilidade constante, o termo de
primeira ordem obtido com o algoritmo e o simulador de fluxo, conforme as
Figuras 4.6 e 4.7, é nulo. De fato este é o valor esperado devido a relagao do

desvio hidraulico com a curva de permeabilidade evidenciado na Equagao 2-41.
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Termo de primeira ordem (m(D”) Termo de primeira ordem (mg))

—mf

—n
004 + m{)) IMEX

Termo de primeira ordem Adimensional

« m{)IMEX

Termo de primeira ordem Adimensional

05 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 25
Tempo Adimensional (tD) x10° Tempo Adimensional (tD) x10°

Figura 4.6: Caso Al: Termo de Figura 4.7: Caso A2: Termo de
primeira ordem primeira ordem

4.3.2
Caso B: Curva de Permeabilidade dependente da Pressao

Nesta subsecdo, a interferéncia da curva de permeabilidade dependente
da pressao sera analisada de acordo com quatro casos cujas propriedades estao

listadas na Tabela 4.4 para os Casos B.

k;(pi Tipo de C
Caso q Camada J(p ) ipo de Curva
(m?/d) (md) de Permeabilidade
1
Bl 500 5 300 Linear
1 .
B2 2000 5 300 Linear
B3 500 1 100 Linear
2 500 Exponencial
1 1 Li
B4 2000 00 mear
2 500 Exponencial

Tabela 4.4: Propriedades Casos B

Para os Casos B1 e B2 serao consideradas duas curvas de permeabilidade
lineares e idénticas conforme exemplificado na Figura 4.8. J& para os Casos
B3 e B4, serao consideradas duas curvas do tipo linear e exponencial, com

permeabilidades iniciais distintas (Figura 4.9).
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Curvas de Permeabilidade Curvas de Permeabilidade
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Figura 4.8: Casos B1 e B2: Curvas de Figura 4.9: Casos B3 e B4: Curvas de
Permeabilidade Linear Permeabilidade Linear e Exponencial

Nas Figuras 4.10 a 4.13 tem-se os dados obtidos para pseudopressao no

poco comparada com a resposta do Simulador IMEX em relagao aos Casos Bl
e B2.

Pseudopressao no poco e Derivada Termo de primeira ordem (mg))

=)

=)
>

100 F

=

Pseudopresséo e Derivada Adimensional
Termo de primeira ordem Adimensional

107! —M,p 107 E
——om, /oty
o mp IMEX —m{)
om, /0ty IMEX . ml) MEX

10’ 102 10° 10* 10° 10°
Tempo Adimensional (tD)

10' 102 10° 10* 10° 108
Tempo Adimensional (tD)

Figura 4.10: Caso B1l: pseudopressao Figura 4.11: Caso Bl: Termo de
e derivada adimensional primeira ordem

E possivel verificar que os graficos apresentam uma boa concordéncia.
A variagdo do comportamento inicial da curva de derivada da pseudopressao
reflete a variacao da curva de permeabilidade dependente da pressao. O fato
de a derivada da pseudopressao apresentar uma elevagao inicial antes de

estabilizar pode ser interpretado como um dano de formacgao perto do pogo.
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Pseudopressao e Derivada Adimensional

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.12: Caso B2: pseudopressao Figura 4.13: Caso B2: Termo de
e derivada adimensional

primeira ordem

Os resultados apresentaram uma 6tima concordancia nos tempos iniciais

apresentando pequenas variagoes ao longo do tempo.

Para os casos relativos a vazao alta, é possivel verificar uma discrepancia

maior entre as curvas. As Figuras 4.14 e 4.15 mostram que as curvas

apresentam um comportamento similar.

Pseudopressao e Derivada Adimensional

Pseudopressao no pogo e Derivada

—om, /oty
o m o IMEX
WD

am,o/0ty IMEX

10’ 102 10% 104 10° 10°
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Termo de primeira ordem (mg))
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Blesn
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—m
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« m{)IMEX

10 102 10° 10* 10°
Tempo Adimensional (tD)

10°

Figura 4.14: Caso B3: Pseudopressao Figura 4.15: Caso B3: Termo de
e derivada adimensional

primeira ordem

A seguir as Figuras 4.16 e 4.17 mostram os resultados obtidos para o

caso B4. Percebe-se nesse caso que a influéncia da curva de permeabilidade em

conjunto com uma vazao de producao alta influencia a resposta nos tempos

iniciais e médios, entretanto, no longo tempo as curvas tendem a um mesmo

patamar.
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Pseudopressao no poco e Derivada Termo de primeira ordem (mg))
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Figura 4.16: Caso B4: Pseudopressao Figura 4.17: Caso B4: Termo de
e derivada adimensional primeira ordem

As Figuras 4.15 e 4.17 mostram que os termo de primeira ordem dos casos
B3 e B4 apresentam um comportamento mais acentuado em comparacao aos
casos Bl e B2, que exibem uma variacao mais suave. Essa diferenca pode
ser atribuida ao uso de uma curva exponencial, o que impacta diretamente a
resposta do sistema o tornando mais complexo.

Como consequéncia, os calculos numéricos realizados pelo simulador
tornam-se mais complexos, podendo resultar em perdas associadas ao processo
de interpolacao para a obtencao do termo de primeira ordem. Esse efeito
pode introduzir pequenas discrepancias na solucao numeérica, especialmente
em regides onde a variacao da pseudopressao é mais expressiva.

Ainda assim, observa-se que todas as curvas apresentadas demonstram
uma excelente concordancia entre a solucao analitica proposta e a resposta
obtida pelo simulador de fluxo, validando a abordagem adotada e reforcando
sua precisao na modelagem do fendmeno estudado. Além disso, nota-se que
com o decorrer dos passos de tempo, o fluxo se estabelece em um padrao radial
ou pseudorradial, levando a uma estabilizagao da curva referente derivada da
pseudopressao pois a mesma atinge um determinado patamar constante. A
partir desse ponto, a resposta se torna mais previsivel e menos afetada por

efeitos de curto alcance, como transientes de pressao e danos ao redor do pogo.

4.4
Analise dos Resultados Comparativos: Modelo de Duas Regides

Esta secdo tem como objetivo principal verificar a compatibilidade do
modelo proposto a partir do Algoritmo 2 para um reservatorio heterogéneo
composto por duas regides homogéneas. Os casos simples, C e D, sao referentes
ao escoamento considerando permeabilidade constante. Nesses casos, além da
resposta do simulador de fluxo, serdao comparados com modelos existentes na

literatura como a solugao da linha-fonte (Equagao 4-1) e o modelo apresentado
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no Apéndice B (BITTENCOURT NETO et al., 2020), respectivamente.
Em relacdo ao modelo referente a um reservatério com duas regioes de
permeabilidade, as propriedades de rocha e fluido, comum a todos os casos
a serem apresentados, constam na Tabela 4.5 referente as propriedades do

reservatorio.

Tw 71 1 h;
Di

m)  (m) @) (m)
0.1 13.06 300 0.3 5.1 50

Tabela 4.5: Modelo Duas Regioes: Propriedades do Reservatorio

44.1
Casos C: Reservatorio Homogéneo com Permeabilidade Constante

Os Casos C representam o resultado classico referente ao escoamento em
um reservatorio homogéneo cuja permeabilidade é constante. Para adequar
o modelo apresentado no Algoritmo 2, foram consideradas duas curvas de

permeabilidade iguais e constantes em ambas as regioes Figura 4.18.

s50 Curvas de Permeabilidade

500 -
450
400
350
0O 300¢———e— oo ——o—5—o—o-o-coocTm
250
200
150 |
100 |

50

Figura 4.18: Casos C: Curva de permeabilidade

Nessa configuracao, os resultados gerados sao referentes a dois valores de

vazao. As propriedades indicadas na Tabela 4.6 contemplam os casos C1 e C2.



Capitulo 4. Resultados

Tipo de Curva

Caso ¢  Regiao
de Permeabilidade
C1 500 le2 Constante
C2 2000 1e2 Constante

Tabela 4.6: Propriedades Casos C

Pseudopressao adimensional no poco
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Figura 4.19: Caso C1: Pseudopressao e derivada adimensional
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Nos graficos 4.19 e 4.20 o comportamento esperado é referente a
um escoamento monofasico cuja a permeabilidade é constante. De fato, os
resultados mostram que se assemelham ao comportamento de um fluxo radial
homogéneo devido a curva da derivada da pseudopressao apresentar um
patamar constate. Entretanto, o comportamento da curva de derivada pode
nao apresentar um patamar constante se a permeabilidade dependente da

pressao variar significativamente.

44.2
Casos D: Reservatorio Heterogéneo com Permeabilidade Constante

No ambiente geoldgico, os reservatérios de petrdleo sao frequentemente
heterogéneos, apresentando diferentes propriedades fisicas e quimicas em suas
regides. Essa heterogeneidade é um desafio significativo na engenharia de
reservatoérios, pois influencia diretamente o comportamento do escoamento do
fluido. Compreender como o 6leo se comporta em um reservatério heterogéneo
é crucial para modelar e prever a producao de forma mais precisa.

Como visto anteriormente, ao considerar um reservatério heterogéneo
composto por duas regides homogéneas, é possivel simplificar parte da
construcdo de modelos matematicos. O modelo apresentado no Apéndice B
desenvolvido por Bittencourt Neto et al. (2020) é um dos modelos existentes
na literatura referente ao escoamento em reservatorio com as caracteristicas
abordadas acima e também serd utilizado como um parametro de comparacao.

A Tabela 4.7 apresenta as propriedades consideradas para os modelos
D cuja principal caracteristica ¢ relativa a cada regiao possuir uma curva de

permeabilidade constante diferente.

Tipo de Curva

Caso ki(pi)  ka(pi
q 1(pi) - Ra(pi) de Permeabilidade

(m?/d) (mD) (mD)

D1 500 500 1000 Counstante
D2 500 1000 500 Constante

Tabela 4.7: Propriedades Casos D

Os resultados obtidos para os casos D1 e D2 sdo expressos nas Figuras
4.21 e 4.22, respectivamente. Os resultados apresentados mostram uma 6tima

concordancia ao longo dos passos de tempo.
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Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.21: Caso D1: Pseudopressao e derivada adimensional

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.22: Caso D2: Pseudopressao e derivada adimensional

Verifica-se que o comportamento das curvas de derivada da pseudopressao
reflete a permeabilidade inicial de cada regiao. O Caso D1 é caracterizado pelo
fato de a regiao interna possuir uma permeabilidade menor em comparagao
a regiao externa. Na Figura 4.21 observa-se que os patamares da curva de
derivada da pseudopressao expressam nao sé a influéncia da permeabilidas de
de cada regiao, mas também o comportamento de transi¢do entre as regioes.

O Caso D_2 é o caso contrario ao D 1 em relacdo a permeabilidade de
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cada regiao, ou seja, a regiao interna possui permeabilidade maior em relagao
a permeabilidade da regiao externa. Novamente, ao observar a Figura 4.22
é possivel ver o impacto da permeabilidade de cada regido referente aos

patamares da resposta da derivada.

443
Casos E: Reservatério Heterogéneo com Curvas de Permeabilidade
dependente da Pressao

Os casos E sao caracterizados pela variagao linear de permeabilidade no
meio poroso de acordo com a pressao. A Tabela 4.8 apresenta as propriedades

utilizadas nos casos dessa secao.

Caso q ki(pi)  ka(ps)
(m3/d) (mD) (mD)

El 200 200 1000
E2 1000 500 1000
E3 200 1000 500
B4 1000 1000 500

Tabela 4.8: Propriedades Casos E

As regides dos Casos E1 e E2 apresentam um comportamento linear para
a permeabilidade onde a permeabilidade inicial da primeira regiao é menor que
a permeabilidade inicial da segunda regiao, conforme o grafico apresentado na
Figura 4.23: .

Curvas de Permeabilidade k(p)
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400 -

300 -

Permeabilidade (mD)

200 -

100

0 50 100 150 200 250 300
Pressao (kgf/cmz)

Figura 4.23: Casos E1 e E2: Curva de permeabilidade
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A Figura 4.24 apresenta o resultado obtido para pseudopressao no pogo
e sua derivada logaritmica para o caso E1. H4 uma boa concordancia entre as
curvas e uma variagao suave na transicdo entre as regioes. Ja a Figura 4.25
apresenta a variacao do termo de primeira ordem ao longo do tempo. E possivel
verificar a semelhanca do formato das curvas referentes ao termo de primeira
ordem e a derivada da pseudopressao. Entretanto, tal semelhanca, a priori, nao

possui explicagao fisica.

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.24: Caso E1: pseudopressao e derivada adimensional.

Termo de primeira ordem (m(113)
10'F ‘ ‘ 7

Termo de primeira ordem Adimensional
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Tempo Adimensional (tD)

Figura 4.25: Caso E1: Termo de primeira ordem.
Os patamares observados na curva da derivada refletem a influéncia

das curvas de permeabilidade de cada regidao, evidenciando a transicao

entre os diferentes dominios do meio poroso. As curvas obtidas exibem um
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comportamento semelhante a resposta classica do escoamento monofasico em
um meio com duas regides de permeabilidade distintas, indicando a presenca
de contrastes de propriedades hidraulicas. Um comportamento similar ocorre

para o caso E2 mostrado nas Figuras 4.26 e 4.27.

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.26: Caso E2: Pseudopressao e derivada adimensional.
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Figura 4.27: Caso E2: Termo de primeira ordem.

Entretanto, em contraste com os casos anteriores, os casos E3 e E4
consideram que a permeabilidade inicial da primeira regiao ¢ maior que a

permeabilidade inicial da segunda regiao, conforme a Figura 4.28.
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Figura 4.28: Casos E3 e E4: Curva de permeabilidade

Com isso, os resultados obtidos para pseudopressao no poco, sua derivada
e o termo de primeira ordem podem ser conferidos nas Figuras 4.29 e 4.30,

respectivamente.

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.29: Caso E3: Pseudopressao e derivada adimensional.
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Termo de primeira ordem (mgg)
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Figura 4.30: Caso E3: Termo de primeira ordem.

A partir de ambos os graficos, nota-se que a solucdo desenvolvida em
comparacao a resposta do simulador de fluxo reproduz a solu¢ao de forma
satisfatéria. O mesmo ocorre para o caso E4 cujos resultados obtidos estao

expressos nas Figuras 4.31 e 4.32.

Pseudopressao no poco e Derivada
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Figura 4.31: Caso E4: Pseudopressao e derivada adimensional.
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Termo de primeira ordem (m(11[)))

100 F 1

Termo de primeira ordem Adimensional
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Figura 4.32: Caso E4: Termo de primeira ordem.

De forma geral, os resultados obtidos demonstraram uma concordancia
satisfatéria entre as solucdo analitica proposta e os resultados numéricos
obtidos pelo simulador de fluxo. A andlise dos diferentes cenérios revelou
que a formulacao analitica captura de maneira adequada a influéncia da
permeabilidade dependente da pressao no comportamento do escoamento
monofasico de o6leo. As discrepancias observadas entre os modelos
permaneceram dentro de limites aceitaveis, sendo atribuidas principalmente
as aproximagoes inerentes ao método analitico e as diferencas na discretizacao
espacial e temporal do simulador numérico. Dessa forma, os resultados
reforcam a aplicabilidade do modelo analitico para a representacao de sistemas
nos quais a variabilidade da permeabilidade desempenha um papel significativo

na dindmica do fluxo.

4.4.4
Andlise de Sensibilidade da Interface

A anadlise de sensibilidade constitui uma etapa fundamental na validacao
de modelos numéricos, permitindo quantificar o impacto das variagdes dos
parametros de entrada sobre os resultados obtidos. Em relacao ao modelo
proposto para um reservatorio composto por duas regides, compreender
a sensibilidade das solucbes em relacao a parametros como condigoes
de contorno, discretizacao espacial e temporal, além da prépria relagao
entre permeabilidade e pressao, é essencial para assegurar a robustez e a
confiabilidade das previsoes do modelo.

Nesta analise, investiga-se a influéncia da posicdo da interface entre

as regioes para diferentes valores de raio, bem como o efeito de diferentes
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distribui¢des de permeabilidade entre as regides interna e externa. A Tabela 4.9

resume os dados utilizados nos dois casos analisados, denominados F1 e F2.

Caso k1(p;) ka(p;) r Vazao Curva de
(mD) (mD) (m) (m?/dia) Permeabilidade
F1 500 1000 5, 10, 15, 20 500 Linear
2 1000 500 95, 10, 15, 20 500 Linear

Tabela 4.9: Propriedades Casos F

Os casos F1 e F2 tém por objetivo avaliar a resposta da pseudopressao
no poco, sua derivada e o termo de primeira ordem, considerando diferentes
posicoes da interface entre as regides. Em ambos os casos, as curvas de
permeabilidade dependente da pressao sao lineares analogas as Figuras 4.23 e
4.28.

No Caso F1, a permeabilidade inicial da regiao interna é menor do que
a da regidao externa (ki(p;) < k2(p;)), enquanto no Caso F2 ocorre o oposto
(k1(pi) > k2(p;)). Os gréficos apresentados nas Figuras 4.33 e 4.34 ilustram o
comportamento da pseudopressao para os diferentes valores de r; considerados.
No que concerne a apresentacao dos resultados, a notagao para os diferentes
valores da fronteira entre as regides (r;) sdo dadas por r1 =5 m, r, = 10 m,
rs =15 mery =20 m.

Pseudopressao e Derivada adimensional no poco
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Figura 4.33: Caso F1: Pseudopressao e derivada adimensional
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Termo de primeira ordem mgg
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Figura 4.34: Caso F1: Termo de primeira ordem

Para o caso F2, temos k;(p;) > k2(p;) a permeabilidade inicial na regido

interna ¢ 1000 mD enquanto para permeabilidade inicial regiao externa tem-se
500 mD.

Pseudopressao e Derivada adimensional
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Figura 4.35: Caso F2: Pseudopressao e derivada adimensional
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Termo de primeira ordem m{")
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Figura 4.36: Caso F2: Termo de primeira ordem

E interessante observar que o raio de interface (r;) influencia diretamente
a resposta da pseudopressao ao longo do tempo. Quanto maior o valor de
r;, maior é o tempo para que a resposta da pseudopressao atinja a interface
entre as regioes, prolongando a resposta da primeira regiao e retardando a
transicdo na curva. Esse atraso faz com que a variacao no final da curva seja
mais acentuada, pois a influéncia da segunda regiao se manifesta de forma
mais brusca. Além disso, a magnitude dessa variacdo depende da razao entre
as permeabilidades das regides: considerando ki(p;) < ka(p;) (Caso F1), a
pressdo cai mais rapidamente apds a transigao; considerando ki(p;) > ka(p;)
(Caso F2), a queda é mais lenta. Assim, quanto maior o raio de interface, mais
tarde ocorre a mudanca na derivada de pressao, resultando em uma variacao
mais evidente no final da curva.

Além disso, nos dois casos é possivel observar que o termo de primeira
ordem tende a um patamar constante durante os periodos iniciais e finais,
fazendo alusdo ao comportamento da derivada logaritmica. Assim, nos periodos
em que a derivada permanece constante tem-se uma referéncia ao regime de
fluxo radial infinito, onde as solugoes de ordem zero e de primeira ordem
diferem apenas por uma constante. Ademais, cabe ressaltar o fato de que o
patamar final do termo de primeira ordem para todos os valores de r; testados
coincidem como observado nas Figuras 4.34 e 4.36. Dessa forma, conclui-se
que a presenca ou o comprimento da regiao interna nao oferece influéncia na

resposta para longos periodos de tempo.



5
Conclusao e trabalhos futuros

Na producdo de petréleo e géas, os modelos analiticos sdao de
suma importancia para analisar a capacidade de producao dos pocos,
a otimizagdo das estratégias de producao e o aumento da precisao das
simulagoes de reservatérios. O estudo relativo ao impacto entre a relacao
permeabilidade-pressao torna-se portanto fundamental para aprimorar a
gestdo dos reservatorios e otimizar os processos de extracdo. Ao empregar
essas formulagoes, é possivel desenvolver modelos de simulagao de reservatoérios
mais precisos. A geometria de um reservatorio influencia diretamente a
aplicacao da Fung¢ao de Green em problemas de fluxo de fluidos, especialmente
na modelagem matematica da pressao e permeabilidade em reservatorios
de petréleo e gas. Este trabalho propoe duas solugbes para modelos de
pseudopressao dependente da permeabilidade, projetadas para escoamento
monofasico em reservatérios multicamadas homogéneas e uma camada
heterogénea composta por duas regioes homogéneas. Apesar de encontrar-se
na literatura diferentes trabalhos que utilizam geometrias semelhantes, para
o conhecimento dos autores nao foram identificadas metodologias referentes
a aplicacao desse método para reservatorios com multiplas camadas e duas
regioes referentes ao escoamento monofasico de 6leo. Portanto, esse trabalho é
uma contribuicao significativa que pode ser precursor de novos modelos mais
complexos que utilizem uma metodologia similar, uma vez que reservatorios
homogéneos infinitos possuem solug¢oes mais simples, enquanto reservatorios
limitados ou fraturados exigem ajustes mais complexos.

O desempenho computacional dos resultados apresentados mostrou uma
boa correspondéncia com o simulador de fluxo, sendo um método de validagao
da solugao devido a auséncia de dados reais para comparacao. A flexibilidade
das propriedades de entrada utilizadas no modelo permite experimentagoes
sob diversas condi¢bes, como reservatéorios com um maior nimero de
camadas, diferentes propriedades de fluidos e rochas, e distintas relagoes
de permeabilidade-pressao. Diante dessas limitagoes, o modelo apresentado
poder ser utilizado como uma solucao alternativa para esse tipo de medicao
com baixo custo. Além disso, também podem ser utilizados para desenvolver
estratégias de producao para reservatérios, especialmente em reservatorios
nao convencionais com efeitos significativos de permeabilidade dependente
da pressao. Ao aprimorar as previsoes de desempenho do reservatoério, os

operadores podem otimizar as taxas de recuperacdo e, ao mesmo tempo,
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minimizar riscos e custos operacionais. Ademais, o modelo pode servir
como uma plataforma para monitoramento em tempo real de reservatorios,
permitindo ajustes nos niveis de producao ou a implementacao de métodos
avancgados de recuperacao de petroleo conforme as variagoes de permeabilidade
associadas a pressao forem identificadas.

As limitagbes do modelo, a priori, sdo referentes as simplificagoes tedricas
onde outras propriedades de rocha foram consideradas constantes; as curvas
de permeabilidade mais sofisticadas podem aumentar a precisao das solugoes.
Implementar tais melhorias acarreta em uma contribuicao significativa para a
modelagem de reservatorios complexos, oferecendo uma gama mais ampla de
aplicagoes na industria de petréleo e gés, como por exemplo a utilizacao da
solucao em problema inverso para estimar parametros do reservatoério.

Em suma, ao adotar que o comportamento de permeabilidade dependente
da pressao nos modelos de engenharia de reservatérios pode levar a previsoes
mais confidveis das taxas de produgdo. Esse avanco possibilita uma gestao
mais eficiente dos reservatérios, melhor alocacdo de recursos e maior
sustentabilidade na extracao de 6leo, contribuindo para o desenvolvimento de

abordagens inovadoras na engenharia de reservatorios.



A
Verificacao da Solucao

A verificagao da solucao da pseudopressao para o problema de escoamento
monofasico com duas regides serd dada por substituicao direta nas condigoes
iniciais, de contorno, de acoplamento entre regioes e na equacao diferencial
parcial que modela o problema em cada regiao. As solugoes para pseudopressao

foram encontradas no Capitulo 3 sao:

m1D(TD, tp)

/ " / [(le o to)

am D T’D/ tD’)
1 . GlD(TD,TD/ tp,tp)| drpdtp (A-1)

_27T/tD/ [(ng oy tp)

T’D/ tD/)
Ot

+ wip(Mmip) (

>> GID(TD’TD’ tDytD’>] dTD/dtD/

Omap
+ wap(Mmap)

sz(TD, tp)

/ " / l(fm o to)

am D(TD/,tD/>
1 . GQD(TD,TD/ tp,tp)| drpdtp (A-2)

—2m /tD/ Kfzp o, tpr)

Omap(rp,tp)
Otp

+ wip(mip) (

+w2D(m2D) ( >> GQD(TD,TD/ tD,tD/)] dTD/dtD/

-

E necessario considerar o problema associado de Green para fonte
na regiao interna e para fonte na regiao externa que foram apresentados
anteriormenye:

Problema de Green Asssociado com fonte na regiao interna:

Regiao Interna

EDP:

L 0 (rDaGiD(TD”OD,tDJOD)) _ OG1p(rp,mop,tp, top)
rp Orp orp atp (A3)

Mk

= _27T’I“D5(TD —1op)(tp — top)
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para 1< D, Top < Tip € tp,top > 0.

PC:
Gip(rp;Top;tp,ton) = 0 (A-4)
para tp < top.
CCI:
1 0 OG1p(rp,rop,tp, top)
- ) ) ) ] = 0 A—5
D aTD <TD 8rD ‘ p=1 ( )
Regiao Externa
EDP:
i a TDaG%D(TD7TOD7tD7tOD) N aG%D(TD>TOD7tD7tOD) —0 (A-6)
D 87“,3 87"D GtD
para 1 < rp,rop < rip € tp,top > 0.
PC:
Gap(rpsTop; tp,ton) = 0 (A-7)
para tp < top
CCE:
rphgnoo G%DO"D, T‘QD,tD,tOD) =0 (A—8)
Acoplamento entre Regides ocorre em rp = rip, logo:
Gip(rip,mop, tp, top) — Gop(rip,Top, tp, top) =0 (A-9)
e
oGH tp,t oG} tp,t
o ip(p; oD, tp, top) oy — Mg (1D 2p(Tp;Top; Lo, top) [
87’[) 87"[)

(A-10)
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Al
Substituicao Direta ClI

A condicao inicial do problema é referente ao fato de o reservatério estar

em equilibrio inicialmente, ou seja:

mlD(rD,tD = O) =0 (A—ll)

As Equagbes (A-1) e (A-2) representam as solugbes em cada regiao,
portanto verificaremos por propriedade de integracao a veracidade da Equacao
(A-11) ao substituir tp = 0:

m1D(7°D, p=0)

/ﬁD 0/1 [(fu)ertDJ

amlD(rD’v tD/))) G%D(TD, rpry 0, tD’)] dTD’dtD’

+ wip(mip) (

Otp (A-12)
tp=0 o0
_ 27‘("/0 /TlD [(fQD(TDlytD’)
0 L tpe
+w2D(m2D> < m2Da(:D D )>> GID(T’D,T’D/ 0 tD’)] dTD/dtD/
Dl
=0
€
ng(rD,tD = O
tp= 0
/ / wa ror,tpr)
6 /7t !
+w1D(m1D) < mlD{g:; & )>> GzD(TD,TD/ 0 tD/)] drpdtpr (A 13)

- QW/tD/ wa o, tpr)

8m2D(rD/, tD’)
8tD/

—|—w2D(m2D) ( >> GZD(TD,TDI O,tD/)] dTD/dtD/

=0
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A.2
Substituicao Direta CCE

A condigdo de contorno externo (CCE) é referente ao fato de o

reservatorio ser infinito:

lim sz(rD,tD) =0 (A—14>

rTpD —00

Substituindo a solucao para pseudopressao correspondente a regiao mais

externa do reservatério temos que:

Jim map(rp, tp)
2 . tp rrib
= ——— lim /1 [(le(TD/,tD/)

0 o
+w1D(m1D)< mlD(TD D)>> G%D(rDyrDlytD7tD’)‘| dTD/dtD/

ot D’

tD o0
_27T hm l<f2D(TD/7tD/)

TD— Jo 1D

ang(T‘D/, tD’)
atD/

Omip(rp:, tp) ))

ot D’

+ wap(mMmap) < )) G3p(rp, TD',fDJD')] drprdtp

hgl G%D(TD,TD/,tD,tD/)‘| d?”D/dtD/
rpD—00

+wip(mip) (

t o)
— 27 lim D/ l(wzp(mw)
0 1D

TD—00
Omap(rp,tp)
f%D/

+ fop(rprstpr)) (

lim GgD(rD,rD/,tD,tD/)] dTD/dtD/

TpD—00
(A-15)

Considerando as condigoes de contorno externo do Problema de Green
Associado (Equagoes (A-8) ) verificamos a CCE do problema proposto pois de
fato:

lim mQD(rD, tD) =0 (A-16)

TpD —00
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A3
Substituicao Direta EDP

Para verificar as equagoes diferenciais que governam o fluxo em cada
regiao ¢ necessario utilizar as derivadas parciais das solugoes encontradas para
mip(rp,tp) € map(rp,tp). A derivada parcial de myp em relagao a tp é dada

por:

Omip(rp,tp)
otp

= _]\22%8?[)/“)/ [(fw T, tpr)

0 oy
+ w1D<m1D) < mlDa(:D b )>> GiD(TD7 Dty tD; tD’)] dTD’dtD’ (A_17)
D’

_9r 0 /tD > wa(rD,,tD,)

atD 0 T1D
) ang(T‘D/,tD/)
3tD/

>> GID(TD7TD, tDatD’)] dTD/dtD/

Utilizando propriedades de integracao obtemos:

Omip(rp,tp)
Otp

+ wip(mip) (

/ o l(le (rpr i)

8m1D(rD/,tD/)>> 8

8m1D(rD/,tD/)
otp

)) GlD(TDarD’ tD,tD)‘| er/

Otp Otp
—27T/ [(fQD(TD/,tD/)

8m2D(rD/, tD/)
Ot pr

—or | " / [(fw ros o)

ang(T‘D/, tD’))) 8

+w1D(m1D)< GID(TD,TD/ tD77fD/)‘| drpdtp

+w2D(m2D) < >> G%D(TD,TD/,tD,tD)‘| d?“D/dtD/

+w2D(m2D) ( G%D(TD,TD/,tD,tD/)‘| d?”D/dtD/

8tD/ E)tD
(A-18)
Pela condigao inicial temos que
Gip(rp, 7o tp,tp) =0 (A-19)

Gip(rp,rpr,tp,tp) =0 (A-20)
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portanto,

amw(?"D, tp)

/ " / l(fm o tp)

5’m1D(7“D',tD/)>> 0

Otpr Otp

_27r/tD/ l(ng Tp,tpr)

877?,2[)(7“[)/, tD/)
Otpr

+ wip(mip) ( G%D(TD,T‘D/JDJD/)] drpdtp

0
) ) G%DORD? 'pr, 2(:D7 tD’)‘| er/dtD/

+ wap(map) ( ot
(A-21)

Por outro lado, as derivadas parciais de m;p em relagao a rp de primeira

e segunda ordem sao dadas respectivamente por:

8m1D<TD7 tp)

/ " / wa o to)

Omip(rp,tp)
Otpr

—2m /tD/ l(fw o, tpr)

Omap(rp,tp)
Otp

0
+w1D(m1D)< )) aTDGiD(TD,TD/,tD,tD/)] drpdtpr

0
)) aTDG%D(TDarD/atD7tD’)‘| er’dtD’
(A-22)

+ wap(map) (

9*mip(rp,tp)

82

/tD/ Kfm T, tpr)

omip(rpr, tD’))) 0?

ot 2 G}D(TDaTD'atD,tD/)] drpedt pr
Dl

ory,
_27T/tD/ [(ng T, tpr)

0m T /,t ’ 82
2D8(t — >>> 2 G%D(TD7 'pr, tD7 tD’)‘| dTD/dtD/
D’

ory,
(A-23)

+ wip(mip) (

+ wap(map) (
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Substituindo as Equagoes (A-21), (A-22) e (A-23) na equagdao diferencial

relativa a regiao interna obtemos:

1( 8m1D(TD7tD)> Omip(rp,tp)
~rp —

D aT‘D 8tD
32m1D(7”D,tD) 1 Omuip(rp,tp)  9map(rp,tp)
8rD arD 8tD

/ c Kfm ro )

Omqp(rpr, tD’))) 0?

ot 2 Gip(rp,ror,tp, tD’)‘| drpdtp
D/

ory,
_27T/tD/ [(ng T, tpr)

Omap(rp,tp)

+ wip(Mmip) <

62
—I—wgD(ng) < )) G%D(TD;TD’,tDytD’)‘| dTD/dtD/

8tD/ (97“123
1 2w [tp [TiD
e ! t /
‘l‘TD MR/O ! [(le(TD, D)
0 i tpr 0
+w1D(m1D) mlD(TD D) GiD(TD;TD’,tDytD’) dT’D/dtD/
8tD/ aTD

_27T/OtD /:: [(ng(TD”tD’)

amQD (’T’D/ , tD’)
Otp

/ o Kfm ro, )

3m1D(7“D/,tD/)>> 0

0
—I—wgD(ng) < )) aT G%D(TD;TD’,tD7tD’)‘| dTD/dtD/
D

Otpr Otp

+27T/tD/ [(ng T, tpr)

ang(TD/, tD’))) 8

Otpr Otp

+ w1D<m1D) ( GiD(TD;TD’,tD’tD’)‘| dT’D/dtD/

G%D(TDa o, tp, tD’)‘| drprdtp

(A-24)

+wap(map) (
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Agrupando as integrais de mesmo dominio de integracdo vem que:

a2m1D(TD7tD) + 1 Omip(rp,tp)  Omip(rp,tp)

8rD 8tD

/ " / Kflp Ty tpr)

Omap(rpr, tp 0?
+ wip(mip) ( 1D(9(t§ & )>> <8r2 GiD(TDﬂ“D/,tDatD/)
! D

1 0

1
o GlD(rDv D, tD? tD’) -
D aTD

_27r/tD/ wa rorto)

om T /,t / 82
+ wap(map) ( ZDa(t;) & )>> <8r2 Gip(rp, o tp,tp)
! D

0
%G%D(rDv rpyto, tD’)>‘| dTD/dtD/

1 0

o G%D(rDerlvtD7tD’) -

0
b 0D —G3p(rp, o tp, tD’))] drpdtp

dtp
(A-25)

E possivel observar que a equacdo diferencial do problema associado
aparece dentro da integral dupla que caracteriza a solugdo obtida para a
pseudopressao. Sendo assim, utilizando igualdade da equagdo diferencial do

problema associado para fonte na regiao interna (Equagoes (A-3) e (A-6)):

82mlD(?“D, tp) 1 Omyp(rp,tp)  Omip(rp,tp)
_l’_ —
aT’D atD

/ C (le "

Omip(rp, th)>> (_ Mg

+w1D(m1D) ( (5(7’D—TD/)(tD—tD/)) dTD/dtD/

8tD/ 27TT’D
t 0 a Y
— 27T/ D/ (fQD(T’DI,tD/) + w2D(m2D) ( mQD(TD i )>> .OdTD/dtDI
0 ™D atD/
(A-26)
Por fim, por propriedade da funcao Delta de Dirac obtemos:
mip(rp,tp) n 1 Omup(rp,tp)  Omap(rp,tp)
87“,3 D 87“,3 825,3
2w [to [Tip Omip(rp,tp
= —ﬁ/ / <f1D(7“D/>tD/) +wip(mip) ( (T, o )>> (A-27)
RJ0 1 Otpr
Mg

— 27TTD5(TD — T’D/)(tD — tD/) dT’D/dtD/
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A4
Substituicao Direta nas Condicdoes de Acoplamento

As condigoes de acoplamento entre regidoes ocorrem na interface entre as

regioes. Sendo assim, ha duas equagoes a serem verificadas.

Condicao de Acoplamento entre Regioes - pseudopressoes

mip(rp =rip,tp) — map(rp = rip,tp) =0 (A-28)

Condicao de Acoplamento entre Regides - vazoes

<r WW) WW)

aTD aTD

=0 (A-29)

D =T1D

— Mg (TD

D =T1D

Substituindo as solu¢oes para pseudopressao obtemos:

m1D(7“D =7rip,tp) — map(rp = rip,tp)

- / c wa ro )

Omip(rpr, to
1D@(t§, D))) GlD(rlD;TD/ tD,tD/)] drpdtp

_27T/tD/ wa "oyt

Omop(rp, tp
QDa(tjl D)>>G§D(rw,m/,tmtn)l drodtn(p_30)

/ [ [(fw ro o)

om Tp, U
1Da(t§, D))) G%D(HD,TD/,tD,tD/)] drpidt pr

+27T/tD/ [(fw rpr, o)

Omap(rp/,tp)
Ot pr

+ wip(mip) (

+ wap(map) (

+ wip(mip) (

+ w2D(m2D> ( )) GED(T1D7TD’;tDatD’)] dT’D/dtD/

Agrupando as integrais de mesmo dominio de integracao obtemos:

mlD(TD =7r1p,tp) — Map(rp = rip,tp)

/ c [(fw rov, to)

om r /,t /
+ w1D<m1D) < 1D8(tD & )>> (G%D(TlDa Tr'pr, tD7tD’)
D’

1 tp oo (A-31)
— GQD(T1D7TD’7tDatD’))] dTD/dtD/ — 271'/0 / [(fQD(TD,7tD’)
1D

om r /,t /
+w2D<m2D) < 2D( pLb )>> (G%D<T1DaTD/;tD7tD’>

Otpr

- G%D(TlDaTD’atDatD’»] drpdtp
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Pelas condigoes de acoplamento do problema associado (Equagoes (A-9)
e (A-10)) temos

G%D(’/’lp,TD/,tD,tD/) — G%D(Tlp,TD/7tD,tD/) = 0 (A—32)

G%D(TID; T'pr, tD, tD’) — GgD(T’lp, T'pr, tD, tD’) = 0 (A-33)
sendo assim, verificamos que:

mip(rp =7rip,tp) — map(rp = rip,tp) =0 (A-34)

Para verificar a segunda condi¢ao de acoplamento iremos substituir a

derivada parcial em relagao a rp da solugdo obtida na Equacao (A-29):

. Omap(rp,tp) My [ Omap(rp,tp) (A-35)
Irp TD =rip Orp rD =rip
tp
/ / wa rpr,tpr)
0 /,t ’ 0
+w1D(m1D) ( mlDa(rD D)>> (TDG%D(TD,TD/,tD,tD/)> ‘| dT’D/dtD/
tD/ @TD TD=T1D
tp
— 27'('/ / [(fQD T'pr, tD’)
om r /,t / 0
—i—wQD(ng) 2D( D D) TDiG%D(T‘D,T’D/,tD,tD/) dTD/dtD/
c‘%D/ aTD FD=T1D
tp
/ / [(flp T'pr, tD’)
om r /,t / 0
+w1D(m1D) ( 1D8( D D )>> (MRTDG%D(TD, T'pr, tDytD/)> ‘| d’I“D/dtD/
tor Orp rD=T1D
tp
‘|‘27T/ / [(fg[) D, tD/)
om r /,t / 0
—I—UJQD(mQD) ( QDa(tD D)>> (MRTDaG%D(TDarD’atD7tD’)> ‘| dTD/dtD/
D! "D rD=T1D
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Agrupando os termos de mesmo dominio de integracao vem que:

Omip(rp,tp) Omap(rp,tp)
(TD 87“ rp =rip MR "D 87"D

/tD/ [(fw rptpr)
Omip(rp,tp
+w1D(m1D)( o1, )) << Gip(rp, 7D, tDytD’)>
— MR (Tpa G
_ 27T/tD/ [(fgp T'pr, tD/)

0 Lt
ot (2215 ()
G5

(MRTD

D =T"1D

T"D=T1D

o(rp, D1, 7fD,YfD/)> )] drpdtp
TD=T1D

TD=T1D

) ‘| dTD/ dtD/
TD=T1D
(A-36)

p(TD, T, tDJD/))

Jdrp

Substituindo as condigoes de acoplamento entre regides do problema

associado verifica-se a igualdade:

Gb&nw“&“ﬁ> —0 (A-37)

aTD TD =T1D

07“[)

Omap(rp, tD))




B

Solucdo para Escoamento Monofasico de Oleo em
Reservatério Composto

B.1
Hipo6teses do Modelo

Consideremos um reservatério de camada tnica heterogéneo composto

por duas regides homogéneas conforme a Figura B.1:

Regiao
Interna

((f)l, e, Ctp kl(p))

Regidao
Externa
(d2, Uz, Cto) k,(p))

Figura B.1: Modelo de Reservatorio com 2 Regioes

Além disso, serao consideradas as seguintes hipoteses:

— Fluxo radial, isotérmico e monofasico;
— Fluido pouco compressivel;

— Meio poroso cilindrico, heterogéneo (composto por duas regides
homogéneas);
— Efeitos de estocagem e dano de formacao no poco produto sao

desconsiderados;

— Efeitos gravitacionais despreziveis

O coeficiente da difusividade hidraulica na regiao ¢ serd adotado por:
Gicy

i (B-1)

Essa definicdo permite escrever as seguintes equagoes que governam o

problema em cada regiao:

Regiao Interna (r,, <r <rq)
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EDP:
10 T@pl(r, t) _ 1 9pi(r,t) (B-2)
ror or m Ot
CIL:
pi(r,t=0) =p; (B-3)
CCIL:
.= 2wk h (rﬁpla(r, t)) (B-4)
) T ="y

Regiao Externa (r; < r < oo) EDP:

10 ( Opa(rit)\ _ 1 9pa(r,t)
ror <T or ) oy Ot (B-5)
CIL:

po(r,t =0) =p; (B-6)
CCE:

TILIEOPZ(T’ t) = p; (B-7)

Considerando que o acoplamento entre regioes ocorre na interface entre
as regioes, podemos descrever as Condigoes de Acoplamento entre Regides da
seguinte forma:

CAR - Pressoes

n (7’1, t) = P2 (T17 t) (B'8>
e
CAR - Vazoes

q1(r1,t) = q2(r1,1) (B-9)
B.2

Variaveis Adimensionais

As variaveis adimensionais serao utilizadas para simplificar as equacoes

do problema. Além disso, serao definidas em funcao das propriedades da regiao

externa.
rp = 7; (B-10)
th = @CZ% (B-11)
(&
P L ) (B-12)

Substituindo as derivadas parciais das variaveis adimensionais nas

equagoes do modelo, as seguintes equacoes sao obtidas por regiao:
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Regiao Interna (1 < rp < ryp)

EDP: 10 ( Opip(rotp)\ _ n20pip(rp,tp) (B-13)
rp Orp drp n It
CI:
pip(rp,tp =0) =0 (B-14)
CCI: 0
Opip(rp, tp) _
(TD aTD > rp=1 B kl N MR (B 15)
Regiao Externa (rip < rp < 00)
EDP: 19 ( Opp(rp,tp)\ _ 9p2n(rp.to) (B-16)
r or or a ot
CI:
p2p(rp,tp =0) =0 (B-17)
CCE:
ml)iLHOOPQD(TD’ tp) =0 (B-18)

Utilizando a Lei de Darcy, as Condigoes de Acoplamento entre Regides

passam a ser da seguinte forma:

CAR - Pressoes

pip(r1ip,tp) — p2n(rip,tp) =0 (B-19)
e
CAR - Vazoes
t t
<TD8p1D(TD7 D)) . MR (TDap2D<TD7 D)) -0 (B—20>
orp rD=riD orp TD=T1D
B.3

Solucao no Campo de Laplace

Definindo ng = \/ij e aplicando a transformada de Laplace em relagao
a tp, as seguintes EDPs por regiao sao obtidas:
Regiao Interna (1 < rp < ryp)

1 8 ( 6]31D(TD,U)
D

TD8TD f)rD

) =t lapiotros o) = piolro 0] =0 (B-21)
Regiao Externa (rip < rp < o0)

i 0 r aﬁ2D(rD7u)
D 87"D b 6rD

)—Mmﬂnmo—mﬂwﬁﬂ=0 (B-22)
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Sendo assim, utilizando as Condigoes Iniciais de cada regiao, temos o
seguinte problema por regiao:

Regiao Interna (1 <rp < rip)

EDP: 1 9 on
Pip(rp;u) 2 -
— — =0 B-23
D Orp (T orp ) NrUP1p(TDs W) ( )
CI:
Pip(rp,u=0) =0 (B-24)
CCIL: Y
(rDaﬁlD<rD’“)) - (B-25)
orp rp=1 u
Regiao Externa (r1p < rp < co) EDP:
il — =0 B-26
S <TD orp uPyp(rp, u) ( )
CI:
Pop(rp,u=0) =0 (B-27)
CCE:
lim Pyp(rp,u) =0 (B-28)
Tp—00
Com as seguintes Condig¢oes de Acoplamento entre Regides:
CAR - Pressoes
Pip(r1ip,u) = Dop(rip,u) =0 (B-29)
e
CAR - Vazoes
ap op
87“[) TD=T1D arD TD=T1D
As solugoes gerais sao conhecidas de acordo com as func¢oes de Bessel:
Pip(rp,u) = Aily(nrrpv/u) + A2 Ko(nrrpv/u) (B-31)
e
Pop(rp,u) = Bilg(rpy/u) + BoKo(rp/u) (B-32)

onde A;, Ay, By e By sdo coeficientes a serem determinados.
Utilizando a CCE (Equacao B-28) temos:

lim [Bilo(rpyvu) + BaKo(rpy/u)] =0 (B-33)

TD—00
Pelas funcgoes de Bessel, sabe-se que Iy — oo e Ky — 0 quando rp — oo.

Portanto, podemos concluir que B; = 0 para satisfazer a CCE. Logo, a solugao

na regiao externa ¢ dada por:
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Pop(rp,u) = BaKo(rpy/u) (B-34)
Substituindo a solugao de p, (Equagao B-31) na CCI (Equagao B-25)

obtemos:

(ro st

= [7’13771%\/a (A1]1 (nrRrpvVu) — A2Kl(nRTD\/a))}

8T‘D rp =1 rp=1
Mg
u
(B-35)
Portanto:
Mk
Alll (nR\/ﬂ) — AgKl (nR\/ﬂ) = — (B—36)

NRUA/U

Por outro lado, substituindo as solucoes de p,, (Equagao B-31) e p,p
(Equacao B-34) nas Condigoes de Acoplamento entre Regioes (Equagoes B-29
e B-30) obtemos:

CAR- pressoes

A1 Iy(nrripvu) + AsKo(nrripyvu) — BaKo(ripy/u) = 0 (B-37)
e
CAR - Vazoes
[ronav/u (Auli(nrrpv/u) — A Ki(nrrpvu))]| +MelroVuBeKi(rpVu)]l =0
D—=T1D (B_38) D—=T1D

Logo:
nrALL (NrripVU) — NRAL K (NRripVU) + MpBo Ky (ripyv/u) =0 (B-39)

As equagoes obtidas com a CCI e as CARs (Equagoes B-36, B-37 e
B-39) definem um sistema linear onde Ay, As e By podem ser determinados

da seguinte forma:

A —Mn

1 NRUA/U

Ay | = A1 0 (B-40)
By 0

onde A é uma matriz cujos elementos sao:
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I (nr/u) — K1 (nr\/u) 0
Io(nrripy/1) Ko(nrripy/u) —Ko(r1py/u) (B-41)
nrli(Mrripvu) —nrEKi(Mrripyvu) MpKi(ripy/u)

Note que a pressao no pogo (rp = 1) pode ser calculada utilizando
a solugdo da pressao na Regido Interna (Equagdo B-31). Sendo assim,

denominando p,,, como a solugao no poco no Campo de Laplace temos:

Pup(tn) = Ailo(nrv/u) + Ay Ko(ngpy/u) (B-42)

A solucao no campo real pode ser obtida numericamente utilizando o

Algoritmo de Stehfest (1970) para calcular a transformada inversa:

pun(tp) = L7H{A L (nrvu) + A2 Ko(nryv/u)} (B-43)



C
Funcoes de Green para modelo com duas regioes

A funcgao delta de Dirac desempenha um papel essencial na defini¢ao
e construcdo das funcgoes de Green, pois estas representam, na pratica, as
respostas fundamentais de operadores diferenciais lineares a uma fonte pontual,
que é precisamente o que a delta de Dirac modela. Como a funcao delta de
Dirac s6 opera em rp = rop, € necessario dividir o dominio espacial em dois
casos distintos: rp < rop € rp > Top.

Para cada um desses casos, obtemos uma equacao diferencial ordinéria
homogénea, o que facilita o estudo e a solugdo do problema. Para determinar as
fungoes de Green a serem utilizadas na solugao da pseudopressao é necessario

considerar dois cendrios para a posi¢ao da fonte conforme o esquema da Figura

(C.1).

Regido
Interna

(b1, 1, €y, k()

Regido
Interna
(@1, 11, €1y, 1 (D))

Regido
Externa

(‘pZJ#ZrCtzrkZ(p))

Regido
Externa
(P2, 12, €t k1 (p))

Figura C.1: Modelo de reservatério com duas regides de permeabilidade

A solucao do problema associado representa a resposta fundamental
do sistema a uma fonte unitaria, permitindo a analise da propagacao de
perturbagoes no meio. A obtencdo da solugao requer a formulacao adequada
das equacoes diferenciais governantes e a consideracao das propriedades fisicas
e geométricas do reservatério, garantindo a compatibilidade com as condigoes
de contorno e de continuidade entre as regides que o compoem. Além disso,
deve-se considerar o principio da causalidade para func¢oes de Green. Este
principio caracteriza-se por estabelecer que a resposta de um sistema fisico a
uma perturbacao s6 pode ocorrer apés a aplicacao da fonte responsavel por
essa perturbacdo. Em outras palavras, a funcdo de Green deve ser zero para
tempos anteriores a atuacao da fonte, garantindo que o sistema nao tenha

efeitos antes da causa.
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C.1
Funcdo de Green para Fonte na Regido Interna (rop < rip)

A funcao de Green para um reservatorio composto, com a fonte localizada
na regiao interna, é determinada pela solucao do problema associado,
respeitando o principio da causalidade e impondo condi¢des de contorno

homogéneas de acordo com a Figura (C.2).

Regido
Interna
(P11, Ceqr ki(p))

Regido
Externa

((,bz, Haz, Ctzr kz(P))

Figura C.2: Modelo de reservatério com duas regioes de permeabilidade e fonte
na regiao interna

Dessa forma, o problema de Green associado é definido pelas seguintes
equagoes em cada regiao:

Regiao Interna
EDP:

1 0 (r aG%DO“DaTOD,tDatOD)) ngaG%D(TD,TOD,tD,tOD)
5 _

D Orp arp n Irp (C-1)
__ Mgé(rp —rop)d(tp — top)
- 27T p

para 1 < rp,rop < 7Tip € tp,top >0
PC:

Gip(rp, oD, tp, ton) = 0 (C-2)

para tp < top.

CCI:

8rD

( 8G%D(TD7TODatD7tOD)>
D

rp =1
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Regiao Externa

EDP:
1 0 0G} .ToD,tD,t OGS . ToD,tD,t
L - QD(TD ToD,UD OD) B QD(TD ToD,lD OD) —0 (0_4)
D 87",3 8TD 87”[)
PC: )
G5p(Tp,Top,tp, top) =0 (C-5)
para tp < top.
CCE: ' .
hm GQD(TD7TOD7tD7tOD) (0—6)
rTpD —00
Condicoes de Acoplamento entre Regioes
Gip(rip,Topstp,ton) — Gip(rip,Top, tp, top) = 0
<TD 8G}D(rpéi(jjp,tD,t0D) — My (TD 8G%D(TD8,7;0DD,1€D¢0D) -0
TD=T1D TD=T1D
(C-7)

onde Gl e G}, sdo solugoes do problema de Green associado que compdem

a fungdo de Green G}, isto é:

Gip(rp,rop,tp,top), paral <rp <rip
Gp(rp,rop,tp, top) = , (C-8)
Gsp(rp,rop,tp,top), para rip <rp < oo

Para determinar a solugdo de GL,, a transformada de Laplace serd
aplicada em relacao a tp nas equagoes do problema, convertendo as
derivadas temporais em multiplica¢oes algébricas no dominio de Laplace. Esse
procedimento simplifica a resolu¢do do sistema, permitindo a obtencao de
uma equagao diferencial ordindria. Posteriormente, a solu¢ao encontrada sera
revertida ao dominio do tempo, garantindo a interpretacao fisica da resposta
do sistema. As equacoes que compoe o problema no campo de Laplace sao:

Regiao Interna
EDO:

1 0 9G,p(rp, rop, u, t G
(TD 1D( D, 70D OD)) — T]éUGiD(TD»rODau)tOD)

rp Orp orp (C-9)
_ _MR5(rD — 1op) exp(—utop)
21rp
Principio da Causalidade (PC):
éiD(?nD7 ToD, U, tOD) =0 (C-lO)

para tp < top.
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CCI:

__
(TD0G1D(TD7TODaU>tOD)> _ 0 (C-11)

07“[)

Regiao Externa
EDO:

1 9 ( 8@;D(7’D’TOD7U7tOD)
D

> — uGy top) =0 (C-12
rp Orp orp ) uGop(rp, Top, U, top) ( )

Principio da Causalidade (PC):

—1
G2D<TD7T0Dau7 tOD) =0 (C-13)
para tp < tgp.
CCE: .
rg@w Gop(rp,Top, U, top) (C-14)

Condigoes de Acoplamento entre Regioes:

1
G1p(rip, Top, u, top) — Gop(rip, rop, u, top) =0

=0

TD=T1D

BrD

__y
909G, p(rp,rop,uston)
<TD 8TD

_
— Mp (TD 0G5 p (Tp,rop,U,ton)

T"D=T1D

(C-15)

A estrutura das EDO’s (C-9) e (C-12) é conhecida como uma Equagao de
Bessel Modificada de ordem zero. A solucao dessa equacao pode ser expressa
como uma combinagao das fungoes de Bessel modificadas de ordem zero, Koy(x)
e Ip(z), que sdo solugdes fundamentais dessa equagdo. Portanto, é possivel

escrever:

élD(TD,TOD, u,top)
Gip(rp,rop.ustop) = A1lo(nrrp~/u) + AsKo(nrrp/u), 1o <rop < rip
= Gip(rp. 700, us top) = Aslo(nrrp~/u) + AsKo(nrrpy/a), Top <rp < rip
Gap(rp,rop, u,top) = AsKo(rpy/u), rMp <rp < 00
(C-16)

onde A1, Ay, Az, Ay e A5 sdo constantes a serem determinadas. Para determinar
os coeficientes A;, e consequentemente a solucdo do Problema de Green
associado, serd necessario resolver o sistema de equagdes considerando o
dominio espacial de acordo com a posicao de resposta, rp < rop < rip €
Top < Tp < T1p.

Assumindo rp < rop < rip e substituindo a solugao geral nas condicoes

de contorno ou iniciais, relativa a Regiao Interna, ¢ possivel montar um sistema
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de equagbes para determinar a solucao particular almejada. Considerando as

solugbes apresentadas na Equacao (C-16), a CCI (C-11) pode ser escrita por:
AL (nrvu) — Ao Ko (nrv/u) = 0 (C-17)
Assumindo rop < rp < rip, substituindo nas CAR obtemos duas
equagoes.
Asly(nrripy/u) + AsKo(nrripy/u) — AsKo(ripy/u) =0
Azl (nrripyv/u) — AsKi (Mrripy/u) + %AE)Kl(TlD\/a) =0

Como hé cinco varidveis A; serd necessario adicionar duas condi¢oes ao

(C-18)

problema. Sabe-se que a funcao de Green deve ser continua na posicao da
fonte (rop), pois neste caso representa uma grandeza que nao pode apresentar
variagoes abruptas em um meio continuo. Sendo assim, considerando a
continuidade da Funcao de Green na posicdo rp = rop e as solugoes
apresentadas Equagao (C-16) tem-se:

A1 Ly(nrropvu) + AsKo(nrropvu) = Aslo(nrropv/u) + AsKo(nrropv/u)
(C-19)

Além disso, a descontinuidade da derivada da fungdo de Green também
deve ser considerada visto que é uma propriedade essencial para garantir
que a solucao satisfaca corretamente as equagoes diferenciais governantes,
assegurando a coeréncia matematica e fisica da solucao. Esse comportamento
decorre diretamente da funcao delta de Dirac, que modela a fonte como uma
perturbacgao concentrada em um ponto. Portanto, partindo da integragao em

torno de rop da EDO dada pela Equacao (C-9) multiplicada por rp obtem-se:

/7"0DJF6 [ 0 (7’ (‘9@11) (TDH ToD, U, tOD)
D/

2 —~l
> — rpMpuGp(Tpr, rop, w, top) | drpy

oD —€ aTD’ 87ﬁl)’
M rop+e
- _TR/ - (rpr — rop) exp(—utop) drp (C-20)
™ Jrop—e¢
onde ¢ > 0.

Aplicando o limite quando € — 0 ap6s utilizar o Teorema Fundamental
do Calculo, a continuidade espacial da Funcao de Green e a propriedade da

amostragem da func¢ao delta de Dirac tem-se:

— lim

—1
[ G p(rp;Top, U, top)
T pr
e—0

87‘D/

—1
. 8G1D(TD/7T0D,U7t0D)
lim | rp
e—0 a’r‘D/

rpr=rop+e

Tp/=ToD—¢€
(C-21)
_ MR exp(—utop)
2m
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Os limites podem ser simplificados utilizando a derivada da solu¢ao com

respeito as fungoes de Bessel (Equagao (C-16)), ou seja:

1
OG,p(rp,Top,tp,top)
aT’D

(C-22)
nrv/u [ A1l (nrrpyv/u) — A Ky (nrrpy/u)|, o < rop < 7ip

UR\/E [A3[1(77R7’D\/ﬁ) - A4K1(77R7°D\/a)] , Top <Tp <Tip

Substituindo as derivadas parciais da Equagao (C-22) na Equagao (C-21)

e rearranjando os termos é possivel escrever:

AL (nRTOD\/a) + A Ky (URT’OD\/@ + Azl (nRTOD\/a) — AyKG (nRTOD\/a)
_ _MR exp(—utoD) (0_23)
2mropNRA/ U

A transformagao do sistema de equagoes formado pelas Equagoes (C-17),
(C-18), (C-19) e (C-23) para uma forma matricial proporciona simplicidade,

eficiéncia computacional e clareza na andlise e solucao do sistema. Para

determinar o valor dos coeficientes A;, ¢ = 1,...,5 o seguinte sistema pode
ser resolvido:
A 0
Ay 0
M| A;| = 0 (C-24)
Ay 0
1)\
onde a matriz M é dada por:
M (C-25)
I (nry/u) —K1(nry/u) 0 0 0
0 0 Io(nrripvu)  Ko(nrripy/u)  —Ko(ripy/u)
= 0 0 Li(nrripyvu)  —Ki(nrripy/u) %—’Q(HD\/@
Io(nrropv/u)  Ko(nrropy/u) —Io(nrropyv/u) —Ko(nrropy/u) 0
—h(nrropvu) Ki(mrropyvu)  Li(nrropyv/u)  —Ki(nrropy/u) 0

C.2
Funcdo de Green para Fonte na Regido Externa (r;p < rop)

A funcao de Green para um reservatorio composto, com a fonte localizada
na regiao externa, é determinada pela solucao do problema associado,
respeitando o principio da causalidade e impondo condi¢des de contorno
homogéneas. O modelo que representa o reservatorio composto por duas regioes

e a fonte ¢é ilustrado pela Figura (C.3).
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- e

Regido
Interna

(D1, 1, Ct 4 k1(p))

Regido
Externa
(P2, 2, €ty k2 (p))

Figura C.3: Modelo de reservatério com duas regioes de permeabilidade e fonte
na regiao externa

Analogamente ao apresentado anteriormente, o problema de Green
associado é definido pelas seguintes equagoes em cada regido:

Regiao Interna
EDP:

1 0 0G? tp,t 0G? tp,t
L o 1p(TD; 70D tD;s top) —77?% 1p(TD; 70D tD;s top) —0 (C-26)
D @TD 87“,3 87“,3
para 1< D, Top < T1ip € tp,top > 0
CIL:
Gip(rp,rop,tp,top) =0 (C-27)
para tp < top-
CCI:
0G? tp,t
8TD rp =1
Regiao Externa
EDP:
1 0 (r aG%D(TD7TODatD>tOD)> G35 (rp,Top, tp, top)
— D _
D 87"D 8rD aT’D (C_Qg)
_ _MR(S(T‘D — TOD)(S(tD — t()D)
2nrp
CI:

G5p(rp,rop,tp, top) = 0 (C-30)
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para tp < top.

CCE:

lim G2,(rp,rop.tp,t
. _>OOG2D< D, Top; tp, ton)

Condigoes de Acoplamento entre Regides

G2, (rip,Topstp,s top) — Gap(rip,Top, tp, top) = 0

aTD

r 9G35 (rp,rop tptoD)
D 8TD

OG2 (rp,rop tp,t
_MR (TD 2D( D>T0D»'D OD)

TD=T1D
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(C-31)

TD=T1D

(C-32)

Levando as equagoes do problema para o Campo de Laplace:

Regiao Interna

EDO:

1 0 ( 8@?D(TD7TODau>tOD)
D

EaTD 87“D
Principio da Causalidade (PC):
Gip(rp,7op, 1, top) = 0

para tp < top.
CCIL:

8rD

( 353D(7“D>7”0D;U, tOD))
D

rp =1

Regiao Externa

EDO:

rD&rD 8rD

9
1 9 ( 0G5 p(rp,Top, U, top)
D

d(rp — rop) exp(—utop)
27T7“D

Principio da Causalidade (PC):
é;D(lr‘Da Top, U, tOD) =0

para tp < top.

CCE:

—2
lim G5,(rp,rop,u,t
rp 300 2D< D, 10D, W, 0D>

Condicoes de Acoplamento entre Regioes:

) —uG5p(rp, rop, u, top)

) — puGip(rp,rop, u, top) = 0 (C-33)

(C-34)

(C-35)

(C-36)

(C-37)

(C-38)
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2 2
Gip(rip,rop, u, top) — Gop(rip, rop, u, top) =0
_ —2
0G1p(rp,rop,u;top) 0G5 p (rp,rop,UtoD _
<7’D 10( s — Mp (rp2an 37*,(3 ) -0
TD=T1D TD=T1D
(C-39)

A estrutura das EDO’s (C-33) e (C-36) é conhecida como uma Equagao
de Bessel Modificada de ordem zero. A solugao dessa equagao pode ser expressa
como uma combinagao das fung¢oes de Bessel modificadas de ordem zero, Ky(x)
e lo(x), que s@o solugoes fundamentais dessa equagao. Portanto, é possivel

escrever:
9
Gp(rp,Top, u, top)

—=2
Gip(rp,rop,u,top) = B1lo(nrrpy/u) + BaKo(nrrpy/u), rp <7r1p < 70D

9
= 4 G5p(rp,rop, u,top) = B3lo(rpy/u) + B4Ko(rp/u), rp <rp <71op
9
Gp(rp,rop,u,top) = BsKo(rp/u), rop < rp < 00
(C-40)

onde B, By, B3, B4y e Bs sao constantes a serem determinadas. Para
determinar os coeficientes B;, e consequentemente a solugao do Problema de
Green associado, sera necessario resolver o sistema de equagoes considerando o
dominio espacial de acordo com a posi¢ao de resposta, ou seja, rp < rip < rop,
rp <1rp <rop €rip < Top < Tp.

Seguindo a mesma logica do que foi previamente abordado, as solugoes
de G% apresentadas na Equagao (C-40) podem ser substituidas na CCI e

Condigoes de Acoplamento obtendo, respectivamente, as seguintes equagoes:

Bili(nrvu) — BoKi(nry/u) = 0 (C-41)
BiIo(nrripyvu) + BoKo(nrripy/u) — Bslo(ripy/u) — BaKo(ripy/u) = 0,
(C-42)

By I (ngripy/u) — BoK1(nrripy/u) — 33%]1(7"113\/@ + 34%—’(1(7"113\/@ =0.

Considerando a continuidade da Funcdo de Green e a descontinuidade
da derivada espacial mais duas equagoes serao adicionadas ao problema. Para

a continuidade da funcao de Green, tem-se que:
Bg[o(’l“op\/a) + B4K0(’I“0D\/a) — B5K0(7“0D\/ﬂ) = O (C—43)

Para a descontinuidade da derivada da fungdo de Green, apds realizar a
integragao em torno de rop da EDO dada pela Equacao (C-36) multiplicada

por rp obtem-se:

_exp(—utyp)

_B311(T0D\/a> + B4K1(TOD\/a) - B5K1(1”0D\/ﬂ) = w
0D

(C-44)
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Logo, reescrevendo as Equagoes (C-41), (C-42), (C-19) e (C-44) na forma
matricial para determinar o valor dos coeficientes B;, © = 1,...,5 o seguinte

sistema pode ser resolvido:

B, 0

B, 0

By| =M 0 (C-45)
B, 0

B5 __exp(—utop)

QTFTOD\/”TL

onde a matriz M é dada por:

M (C-46)
Li(nry/u) —Ki(nry/u) 0 0 0

Io(nrripv/u)  Ko(nrripy/u) —Io(ripy/u) —Ko(ripy/u) 0

= | Li(ngripvu) —Ki(Mrripvu) _%[1<7'1D\/a> %Kﬂrwx/@ 0

0 0 Io(ropy/u) Ko(ropy/u)  —Ko(rop/u)

0 0 —Ii(ropy/u) Ki(ropyvu)  —Ki(ropyv/u)

Do ponto de vista computacional, o uso de matrizes para resolver sistemas

de equagoes lineares permite processar grandes quantidades de dados de forma
rapida e eficiente. Além disso, algoritmos numéricos garantem precisao e
estabilidade nas solugoes, mesmo para sistemas complexos.

Apos determinar os coeficientes A; e B; é possivel obter as solugoes para
o problema de Green associado no campo de Laplace. Para a inversao da
Transformada de Laplace o algoritmo de Stehfest foi utilizado para determinar

numericamente as solugoes:

Gp(rp,Top;tp,top) (C-47)
Glp(rp,ropstpstop) = L7H{A1ly(nrrpv/u) + AsKo(nrrpyv/u)}, o < 71op < 71D
Glp(rp,ropstpstop) = L7H{Asly(nrrpv/u) + AsKo(nrrpyv/u)}, 1op <rp <rip

Gip(rp,ropstpstop) = L7H{AsKo(rpy/u)}, rip <Trp < 00
e
G5 (rp,rop, tp, top) (C-48)
Gip(rp,rop,tp,top) = L™ Bily(nrrp/u) + B2 Ko(nrrpy/w)}, o <7r1p < Top
G3p(rp,rop,tp,top) = L™ Bslo(rpy/u) + BaKo(rpy/u)}, rip <7rp < Top
G2, (rp,ropstp,top) = L™H{BsKo(rpy/u)}, rop < rp < 00

Esse método é amplamente utilizado em engenharia e ciéncias aplicadas.
Sua principal vantagem ¢ a precisao para fungoes suaves, mas pode ser sensivel

a erros numeéricos em certos casos.
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