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Resumo

Peixoto, Marcio dos Guimaraes; Craizer, Marcos. Transfor-
magoes de Backlund entre superficies hiperbélicas. Rio de
Janeiro, 2024. 66p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A partir de uma superficie pseudoesférica dada podemos obter outras,
usando as transformacgoes de Béacklund. Para isto, é necessario identificar essa
classe de superficies ao conjunto solugdo da famosa equacao sine-Gordon.
Mostraremos uma generalizacao dessas transformagoes de Béacklund para a
classe mais abrangente das superficies hiperbdlicas, que sdo identificadas as
solugoes de uma outra EDP, a equagao de Moutard. Finalmente, veremos como

essa generalizacao se aplica a classe intermediaria das superficies de Bianchi.

Palavras-chave
Superficies pseudoesféricas; Superficies de Bianchi; Equagao de

Moutard; Permutabilidade de Bianchi; Equacao sine-Gordon.



Abstract

Peixoto, Mércio dos Guimaraes; Craizer, Marcos (Advisor). Back-
lund transforms between hyperbolic surfaces. Rio de
Janeiro, 2024. 66p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

From a given pseudospherical surface we can obtain others using the
Backlund transforms. For this, it is necessary to identify this class of surfaces
with the solution set of the sine-Gordon equation. We show a generalization of
the Bécklund transform to the more general class of hyperbolic surfaces, that
are identified to the solutions of another PDE, the Moutard equation. Finally,
we show how this generalization can be applied to the intermediary class of

Bianchi surfaces.

Keywords
Pseudospherical surfaces; Bianchi surfaces; Moutard equation; Bianchi

permutability; Sine-Gordon equation.
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1
Introducao

Este trabalho apresenta as transformacoes de Béacklund, um assunto classico
que mora na intersecao entre geometria diferencial e EDPs e possui aplicagoes
ja bastante exploradas na fisica, principalmente na teoria de solitons. Seu
contetdo foi baseado nas referéncias [C R02], [C R82] e [Tod02], usando
também os livros [Car05] e [Ten08], classicos de geometria diferencial, como

fundamentagao tedrica.

O estudo explicito das superficies pseudoesféricas, isto é, das superficies com
curvatura gaussiana constante negativa, encontra seu inicio nos trabalhos de
Minding, em 1838. No capitulo 2, apresentaremos alguns exemplos simples de
tais superficies: a pseudoesfera de Beltrami e as superficies de Dini; e definire-
mos uma transformacao entre superficies, chamada congruéncia pseudoesférica.
Finalmente, demonstraremos, usando o método do triedro mével, o teorema de
Bicklund, segundo o qual tais transformacoes s6 podem existir entre superficies

pseudoesféricas.

Em 1862, Bour mostrou que numa superficie pseudoesférica, a equagao de
Gauss assume a forma de uma famosa EDP, chamada equacdo sine-Gordon.
Na se¢ao 3.1 mostraremos uma versao detalhada dessa deducao. Na verdade,
esse resultado nos permite identificar as superficies pseudoesféricas com as

solugoes dessa EDP.

As transformacgoes de Bdcklund sao sistemas de EDPs que nos fornecem, a
partir de uma solucdo w de uma EDP [E;, solu¢oes w’ de uma EDP E,.
Na secao 3.2 mostraremos uma transformacao de Backlund em que E; e E,
sao ambas a equacao sine-Gordon. Este exemplo, discutido inicialmente por
Bianchi e Backlund no final do século XIX, foi o ponto de partida para o
estudo das transformacoes de Béacklund. Através da identificacdo comentada
no paragrafo anterior, essa transformacao nos permite obter novas superficies

pseudoesféricas a partir de outra dada.

Na secao 3.3, é enunciado o teorema da permutabilidade de Bianchi. Além
de garantir uma espécie de "comutatividade"da transformacao de Bécklund da
equagao sine-Gordon, ele fornece um método algébrico para encontrar novas

solugoes a partir de uma dada. Finalmente, na secao 3.4, estabeleceremos de
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maneira mais explicita (isto é, dando uma parametrizacao) a transformagao
de Bécklund entre superficies pseudoesféricas, e exemplificaremos obtendo a

superficie de Kuen a partir da pseudoesfera de Beltrami.

No capitulo 4, mostraremos uma generalizacao da transformacao de Backlund
entre superficies pseudoesféricas, para a classe mais abrangente das superficies
hiperbélicas. A chave para tal extensao é identificar estas superficies com seus
vetores co-normais, e mostrar que esses vetores satisfazem uma importante
EDP, chamada equagio de Moutard. Em seguida, definimos uma transformacao
de Béacklund entre tais EDPs, chamada transformacdo de Moutard. Por fim, na
secao 4.4, veremos que ao particularizar essa transformacao para a classe das
superficies de Bianchi, uma classe intermediaria que contém as pseudoesféricas,
o sistema de EDPs assume um formato mais simples que pode, inclusive, ser

linearizado.



2
O teorema de Backlund

Neste capitulo apresentaremos as superficies pseudoesféricas, uma classe de
superficies que possuem curvatura gaussiana constante negativa. Em seguida,
definiremos uma transformagao entre superficies chamada congruéncia pseu-
doesférica. Por fim, mostraremos que tais transformagoes s6 podem ser cons-

truidas entre superficies pseudoesféricas, o que justifica seu nome.

2.1
Triedros moveis

Comecaremos estabelecendo o conceito de superficie que serd usada durante
todo o texto. Esta definicao e todos os resultados advindos dela que usaremos

ao longo deste trabalho estdo alinhados com [Car05] e [Ten08§].

Uma superficie é um subconjunto S C R? tal que, para todo ponto p € S,

existem:

1. uma vizinhanca V C R3 de p;
2. um aberto U C R?;

3. um homeomorfismo X : U — VN .S de classe C°.

Lembramos que um homeomorfismo é uma bijedo continua com inversa con-
tinua. A aplicagdo X é chamada parametrizagio de S (ou ainda, X é uma
superficie parametrizada). Dizemos que X (s,t) é regular quando suas deriva-
das parciais X e X; sao linearmente independentes, isto é, X, x X; nunca se
anula. A superficie S é reqular quando todas suas parametrizagoes sao regu-

lares. O vetor normal unitario (ou simplesmente vetor normal) a X em ¢ € U

(oua Sem X(q)) é
| Xulg) ¥ X(a)
| Xu(q) x Xo(q)]

N(q)

Vamos agora recordar a nocao de triedro mével e alguns dos principais

resultados relacionados. Para mais detalhes, veja [Ten08] (capitulo 4).

Seja X : U — V N .S superficie parametrizada regular. Um triedro moével
associado a X é uma tripla ordenada 7 = (e, €2, e3) de fungbes ey, €9, €3 :

U — R3, todas de classe C™, tais que, para todo ¢ € U,
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1. e1(q), e2(q) sdo vetores tangentes a X em g;
2. e3(q) é o vetor normal a X em gq.

3. (e1(q),e2(q), e3(q)) é uma base ortonormal de R? com orientagdo positiva,

isto é, com e3 = ey X es.
Escrevendo
dX = w1€1 + Waks s (2—1)

as 1-formas wy,wy sdo o correferencial de 7. Por outro lado, escrevendo
dei = W;1€1 + Wi2€9 + W;3€s , (2-2)

para ¢ = 1,2, 3, as 1-formas w;;, com %, j = 1,2, 3, sao as formas de conexao
de 7. O correferencial e as formas de conexao satisfazem as equagoes abaixo,
denominadas equacgoes de estrutura:
wij = —Wwj; , parai,j =1,2,3;
dw1 = Wy VAN W1
dwy = wy Awig ;
w1 A wig = —wa A was ; (2-3)
dwiz = waz A w1 ;
dwiz = wiz A wag ;
dw23 = W1 A w13 -
Da primeira equacao,
wip =wp =wsz =0. (2‘4>
As duas tltimas equagoes (2-3) sdo equivalentes as equagoes de Codazzi-

Mainardi classicas, da geometria diferencial. Além disso, se K ¢ a curvatura

gaussiana de X, isto é, K é o produto das curvaturas principais de X, entao
dw12 = —K(w1 A CUQ) . (2-5)
Esta igualdade é equivalente a equacao de Gauss classica.

Exemplo. Considere uma superficie de revolucao parametrizada por

X(s,t) = (f(s)cost, f(s)sent,g(s)) ,

com f, g de classe C* e f > 0, e o triedro modvel associado

Xs Xt
= — = — = X . 2-6
€1 ’Xs| ; €2 |Xt| ; €3 = €1 X €3 ( )

O correferencial desse triedro é
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wr =\/(f")*+(¢)*ds ; 27)

As formas de conexao sdo
12 = —f dt ;
(f")? +(g')?
Wiz = gf2_gf2ds : (2-8)
(f)2+(g)
Wa3 = J dt
(f)?+(9)?

2.2
Superficies pseudoesféricas

Uma superficie (parametrizada) regular é dita pseudoesférica quando sua

curvatura gaussiana ¢ constante e negativa.

Exemplo. A superficie parametrizada regular
X(s,t) = (sech scost,sechssent,s — tanhs) ,

conhecida como pseudoesfera de Beltrami (veja Figura (2.1)), ¢ uma
superficie de revolucao obtida ao rotacionar uma tractriz contida no plano
xz em torno do eixo z. Na figura, s >0e 0 <t < 27.

Considere o triedro mével (2-6) associado a ela. Das férmulas (2-7), obtemos

wy = tanh s ds ;

we = sech s dt .

Logo,
w1 A wy = tanh ssech s ds A dt .

De (2-8), temos

wig = —sech s dt .

Derivando:
dwio = tanh ssech s ds A dt .

Da equagao de Gauss (2-5), concluimos entéo que a pseudoesfera de Beltrami é

uma superficie pseudoesférica com curvatura gaussiana constante igual a —1.



Capitulo 2. O teorema de Béacklund 14

Figura 2.1: Pseudoesfera de Beltrami

Exemplo. As superficies parametrizadas

psen € sech x cos <%)
X(s,t) = | psen(sech x sen (%) ,
s — psen ( tanh x

onde p >0 e ¢ € (0,7) sdo constantes e

s —tcos(

X= psen(

sdo conhecidas como superficies de Dini, e formam uma familia de superficies
pseudoesféricas com curvatura gaussiana —p%. Elas sao obtidas ao rotacionar a
tractriz contida no eixo xz ao redor do eixo z e, simultaneamente, translada-la
na dire¢ao do eixo z, de maneira que a razao entre as velocidades da translacao
e da rotagao seja constante. Por isso, essas superficies também sao conhecidas
como helicoides pseudoesféricos. Particularmente, fazendo p = 1 e ¢ = 7,

obtemos a pseudoesfera de Beltrami, vista no exemplo anterior. Na figura (2.2),

157

encontra-se uma superficie de Dini com p = 2,4 e ( = 3.
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Figura 2.2: Exemplo de superficie de Dini

2.3

Congruéncias pseudoesféricas

A seguir, definiremos uma transformacao entre superficies, denominada con-
gruéncia pseudoesférica.

Definicdo 2.1 Sejam S, S superficies requlares. Uma congruéncia pseudo-

esférica entre S e S é um difeomorfismo ¢ : S — S de classe C™ tal que,

para todo p € S, com p = {(p),
1. a reta pp € tangente a S em p e a S em p;

2. a distancia entre p e p € uma constante L > 0 que independe da escolha

de p; e

3. o angulo entre os vetores normais a S em p e a S em p é uma constante

¢ € (0, 3] que independe da escolha de p.

Observagao. O termo "difeomorfismo"é usado no sentido de "ser diferenciavel e
possuir inversa diferencidvel”, como em [Car05]. A defini¢do de diferenciabili-

dade de uma funcao entre superficies também coincide com a desta referéncia.

Observacdao. Veja que se £ é uma congruéncia pseudoesférica, sua inversa ¢!

também ¢, e ambas compartilham as mesmas constantes L e (.
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Vamos provar que congruéncias pseudoesféricas s6 podem existir entre super-
ficies pseudoesféricas com mesma curvatura gaussiana. Este fato, conhecido

como teorema de Bdcklund, justifica o nome dado na defini¢do acima.

Teorema 2.2 (Backlund) Se ¢ é uma congruéncia pseudoesférica entre S e

S, entdo estas sdo superficies pseudoesféricas com curvatura gaussiana

sen? ¢

K=——5

onde ¢ e L sao as constantes da definicao anterior.

Prova. Seja X : U — V N S parametrizacao de S. Considere o triedro movel
(e1, e, e3) associado a X tal que ey é a dire¢ao da reta que liga cada ponto em

V' NS a sua imagem por /4, isto é,

_EOX—X
— 7 )

€1

Observe que e; é C°, pois £ e X também sdo. Além disso,

X=(oX =X+ Le (2-9)
é uma parametrizagdo de S. Vamos definir o triedro mével (e, ez, €3) associado
a X por
€1 = e ;
e =cos( ey +sen(es; (2-10)

3= —sen( ey +cosCes.
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Pela condi¢do (1) na defini¢io de congruéncia pseudoesférica, e1 é tangente a X
em p. Nao é dificil ver que €7, €3, €3 sao de classe C'™ e formam, em cada ponto,
uma base ortonormal de R3 com orientacao positiva. A figura acima nos ajuda

a ver que & e €3 sdo, respectivamente, tangente e normal a X. Observe que

estamos assumindo, sem perda de generalidade, que (eq, e3, N) tem orientagao

positiva, onde N ¢ o vetor normal a X em ¢. Derivando a equagio (2-9):
dX = dX + L de; .

Pelas definigoes (2-1) e (2-2), junto com (2-4), a igualdade acima fica
dy =wiey + (CL)Q + L(JJ12>62 + Lwlgeg . (2—11)

Por outro lado,
dX =wier+wme,
onde @y, ws ¢ o correferencial do triedro mével (2-10). Substituindo (2-10) na

equagao acima:

dX = wie; + wa(cos( es + sen( e3)

= wiey + cos ( Waey + sen ( e .
Comparando a igualdade acima com (2-11), obtemos

Ul:w17
cos ( Wy = wy + Lwys

sen ( Wy = Lwys .

Multiplicando a segunda igualdade acima por sen ( e a terceira por cos( e, em

seguida, as igualando, ficamos com

sen ( wo + Lsen ( wis = Lcos( w3 .
Dividindo por Lsen (, fica
T2 +wip = cot Cwiz ,

de onde 1
W12 = —ZUJQ + COtCUJlg . (2—12)
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Derivando e usando as equagoes de estrutura (2-3):

1
dw12 = —ZdCUQ + COtC dwlg

1
= _Z<w1 A wiz) + cot € (w2 A wag)

1
= E(Wm A wr) + cot ¢ (Wi A was)

1
= Wwia A (LW1 + cot C (,L)23> .

Substituindo (2-12) na igualdade acima e usando novamente as equagoes de

estrutura:

L

1 cot cot
= —ﬁ<w2 AN wl) — LC(CL)Q A\ wgg) + L<<W13 A wl) —+ COtQC (w13 AN w23)

1
= ﬁ(wl A CL)Q) -+ COt2C (U)lg A CL)Qg)
1
=2

1 1
dwyis = (—wz + cot ¢ w13> A\ (Lwl + cot ¢ w23>

w1 A wy) — cot? ¢ dwry .

Dali,
sen? ¢
12

Comparando com a equagao de Gauss (2-5), obtemos

dcu12 = (Wl VAN a)g) .

sen? ¢

K=—=5,

onde K ¢é a curvatura gaussiana de X. Como o argumento mostrado nao
depende da parametrizacao X, concluimos que a curvatura gaussiana em todo
ponto de S é dada pela expressdao acima. Além disso, repetindo o argumento
para a congruéncia pseudoesférica ¢!, conclui-se que a curvatura gaussiana de

= L : 2
S também é constante e igual a —*7; <. [ |

A transformacao de Backlund entre superficies pseudoesféricas, que sera apre-
sentada no proximo capitulo, nos permite obter, a partir de uma superficie
pseudoesférica dada, uma familia de superficies pseudoesféricas relacionadas a

ela por congruéncias pseudoesféricas.
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Transformacao de Backlund entre superficies pseudoesféricas

3.1
A equacao sine-Gordon

Comecaremos definindo um tipo de parametrizacao especial que se mostrara

conveniente neste capitulo.

Definicao 3.1 Uma rede de Chebyshev é uma superficie reqular parame-
trizada cujas curvas coordenadas sao linhas assintoticas parametrizadas pelo

comprimento de arco.

Numa superficie pseudoesférica, todos os pontos sao hiperbélicos e, consequen-
temente, suas diregOes assintéticas sao linearmente independentes. Assim, é
possivel parametriza-la por linhas assintéticas numa vizinhanca de cada ponto
(veja corolario 3 da pag. 218 de [Car(05]). Porém, nao é imediato ver que é
possivel parametriza-la como uma rede de Chebyshev. Provaremos este fato a

seguir.

Proposicao 3.2 Toda superficie pseudoesférica pode ser reparametrizada

como uma rede de Chebyshev.

Prova. Seja X (u, v) superficie pseudoesférica parametrizada por linhas assinté-

ticas. As equacoes de Mainardi-Codazzi cldssicas (veja [Car05], pag. 281) sao:
ey — fu= 611%2 + f(F%Q - F%l) - gr%l ,
fo = gu= el + f(T35 = Tly) — gl ;

onde e, f, g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental e Ffj sa0 0s

(3-1)

simbolos de Christoffel de X. A curvatura gaussiana K da superficie é:
_ - f
EG — F?

Por ser uma parametrizacao por linhas assintéticas, temos e = g = 0. As

(3-2)

equacoes acima se resumem entao a:
_ 1 2\ .
Ju=FT —T1) ;

fo=f(3% —T); (3-3)
K(EG — F?) = —f*.
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Derivando a tultima com respeito a u e a v, e lembrando que K é constante,

obtemos:

K(GE, + EG, — 2FF,) = —2f, .

Substituindo as expressoes obtidas de f, e f, nas igualdades acima:
K(GE,+ EG, — 2FF,) = —2f*(T'}, — T'},)
K(GE,+ EG, — 2FF,) = —2f*(T3, — T1,) .
Usando a terceira equacao de (3-3):
GE,+ EG, — 2FF, =2(EG — F*)(I'}, - T,)
GE,+ EG, —2FF, =2(EG — F*)(I'5, = T},) .
Porém, sabemos que

GE, —2FF, + FE,
2(EG — F?) ’

r _ GE, — FG,

2 2(BEG — F2)”

1
F11_

o _ BEGu—FE,

2 (BEG — F2)”

e _ BG,—2FF, + FG,
2 2(BEG - F?)

Substituindo estas féormulas nas igualdades obtidas anteriormente, chegamos
em:

FE,=EG,,

GFE, = FG, .
Multiplicando as equacoes acima, respectivamente, por F' e F, e entao as com-

parando, obtemos F?E, = EGE,. Analogamente, multiplicando as equacoes

acima, respectivamente, por G e F, obtemos FGG,, = F*G,,. Dali,

(EG — F)E, = (EG — F*)G, =0 .
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Como EG — F? # 0, concluimos que E, = G, = 0. Assim, £ = E(u) e

G = G(v) e a mudanga de pardmetros

du' = \/E(u)du ,
dv' = /G(v)dv ,

fornece uma rede de Chebyshev. [ |

Seja X (u,v) uma superficie pseudoesférica parametrizada como rede de
Chebyshev. Como as curvas coordenadas sao parametrizadas pelo comprimento

de arco, sua primeira forma fundamental I se escreve como
I = du® + 2Fdudv + dv* .
Além disso, sendo w o angulo entre as dire¢es assintéticas, temos
F=(X.,X,) =|Xu||Xy| cosw=cosw .

Podemos assumir que w € (0, 7), j& que as dire¢des assintdticas sdo linearmente

independentes. A primeira forma fundamental fica entao
I = du® + 2 cos wdudv + dv* . (3-4)

Por outro lado, a segunda forma fundamental /1 de X é

11l =2fdudv .
Porém,
P e R .
- EG—-—F2 1-—cos2w  sen2w
Dali,

f=xv—Ksenw .

Podemos assumir que o sinal acima é positivo, isto é, que f > 0. Caso contrério,
basta trocar os papeis das variaveis u e v. Denotando a curvatura gaussiana

por K = —p%, com p > 0, obtemos entao

2
IT = =senw dudv . (3-5)
p
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Vamos agora calcular os coeficientes de Christoffel de X. Para isto, veja que

E,=F,=0,
G,=G, =0,
F,=—w,senw ,
F,=—w,senw ,

EG—F? =sen’w .

Assim,

1 _
', =wycotw

% = —w,cscw,
1 _ 2 _

rl,=r%=0, (3-6)
1

I'5 = —w, cscw

2 _
I'5 = wycotw .

A equagao de Gauss
—EK = (T3,)u — (T3)) + T1,05, — T35, + (0Fy)? — 513,

(veja [Car05], pag. 280) se resume entao a

1

— = —(—wy escw), — (—wy cscw) - w, cot w

p
= Wyp CSC W — Wy Wy CSC W Ot W + wy,Ww, CSCw cot w

= Wy CSCW

que equivale a

1
Wy = 2 senw | . (3-7)

Esta é a famosa equacao sine-Gordon.

Com isso, vimos que o angulo entre as diregoes assintoticas de uma superficie
pseudoesférica parametrizada como rede de Chebyshev satisfaz a EDP sine-
Gordon. No teorema seguinte, veremos que, reciprocamente, toda solucao de
(3-7) coincide com o angulo entre as diregdes assintéticas de uma superficie
pseudoesférica parametrizada como rede de Chebyshev. Portanto, ha uma

identificacao entre as superficies pseudoesféricas e as solugdes da equacgao sine-
Gordon.
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Teorema 3.3 Sejam U C R? aberto conezo e p > 0. As superficies pseudoesfé-
ricas parametrizadas como rede de Chebyshev com dominio U e com curvatura
gaussiana —p% estao, a menos de movimentos rigidos, bijetivamente associa-

das ds solugoes w : U — (0,m) de classe C* da equagao sine-Gordon (3-7).

Prova. Denotemos por P a classe das superficies pseudoesféricas parametriza-
das como rede de Chebyshev com dominio U e com curvatura gaussiana —p%.
Defina a relacao de equivaléncia ~ em P tal que X ~ Y quando X = VoY
para algum movimento rigido ¥ de R3. Considere a aplicacio X que associa
cada classe de P/~ ao angulo w : U — (0, 7) entre as dire¢oes assintéticas
dessas superficies. Veja que X estd bem definida, pois w é invariante sob mo-
vimenos rigidos. Além disso, como vimos anteriormente, w é uma solugao C*>
da equagao sine-Gordon. Vamos provar que X ¢ bijecao.

Para a injetividade, note que se X,Y € P possuem o mesmo angulo entre as
diregbes assintéticas, entao suas formas fundamentais (3-4) e (3-5) coincidem.
Consequentemente, pelo teorema fundamental das superficies (veja [Ten08],
pag. 209), X ~ Y.

Agora, provemos a sobrejetividade. Seja w : U — (0, 7) solucao de classe
C* da equagao (3-7). Novamente pelo teorema fundamental das superficies,
existe uma superficie parametrizada regular X : U — V N S cujas formas

fundamentais sao

I = du?® + 2 cosw dudv + dv? |

2
Il = —senw dudv .

Claramente esta superficie é uma rede de Chebyshev, ja que F = G =1 e

e = g = 0. Além disso, sua curvatura gaussiana é:

g — f2 _()_selg# 1

EG—F? 1—cos’w P2

Portanto, X € P e X(X) = w. |

Uma aplicacao da identificacdo obtida acima entre as superficies pseudoesfé-
ricas e as solucoes da equagao sine-Gordon consiste em encontrar geometrica-

mente solucoes dessa ultima. Vejamos dois exemplos.

Exemplo. Vamos encontrar a solucdo w correspondente a pseudoesfera de

Beltrami. Fazendo a mudanca de parametros

s=u+v,t=u—"v
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na parametrizacao dessa superficie apresentada no capitulo anterior, obtemos
Y (u,v) = (sech(u+v) cos(u — v), sech(u +v) sen(u — v), u +v — tanh(u +v)) .

Vamos considerar u + v < 0 para evitar singularidades. Calculando os

coeficientes das formas fundamentais, chegamos em:

E=G=1,
F =2tanh*(u +v) — 1,
e=9g=0.
Assim, Y é uma rede de Chebyshev e o angulo w entre suas dire¢des assintoticas

é dado por
cosw = 2tanh®(u +v) — 1 .

Dai,
2 cos® (c;) —1=2tanh®*(u+v) — 1.

Como w € (0,m) e u+v <0,
cos (g) = —tanh(u 4+ v) .

Ou seja,
L—tan? (%) 1 2wt

%
1 + tan? (%) 14 e2uty)

w
tan [ — ) = e“™ |
(3)

w = 4arctan (e““’) (3-8)
da equagao sine-Gordon (3-7).

Portanto,

o que nos leva a solugao

Exemplo. Vamos agora encontrar a familia de solu¢des w correspondentes as

superficies de Dini. Através da mudanca de parametros
s=u+v,t=u—v,
a parametrizacao mostrada no capitulo anterior fica

psen ( sech y cos (%)

Y (u,v) = | psen ( sech y sen (“—;”) :

u + v — psen ( tanh y
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onde p > 0 e ¢ € (0,7) sdo constantes reais, e

_u+v—(u—v)cos(
B psen(

Vamos considerar y < 0 para evitar singularidades. Apods algumas contas,

obtemos os coeficientes das formas fundamentais:

E=G=1,
F =2tanh*y — 1,
e=9g=0.

Logo, Y é uma rede de Chebyshev e o angulo w entre suas diregoes assintéticas
é dado por

cosw = 2tanh®y — 1 .
De maneira analoga ao exemplo anterior, obtemos
w = 4arctan(eX) . (3-9)

Esta é, portanto, uma familia a 1-parametro de solugoes da equagao sine-

Gordon (3-7). Particularmente, fazendo p = 1 e ( = 7, recupera-se a solugao

encontrada no exemplo anterior.

3.2
Autotransformacao de Backlund da equacao sine-Gordon

Grosso modo, uma transformacdao de Bdcklund entre duas equagoes diferenciais
E; e Ey é um sistema B de equagoes diferenciais tal que se (w,w’) é solucao
do sistema, entdo w satisfaz E; e w’ satisfaz Ey. No caso em que E; e E, sdo a
mesma equacao, dizemos que B é uma autotransformacdao de Bdacklund. Para

uma defini¢do mais detalhada, veja [Her76].

Vejamos uma autotransformagdo de Béacklund da equagao sine-Gordon (3-
7). Este exemplo deu inicio a teoria das transformacoes de Bécklund e
desempenhard um papel importante ao longo deste capitulo. Se trata do
sistema Bg de EDPs

(3-10)

onde [ é um parametro real nao nulo e w,w’ sdo as fungoes desconhecidas. De

fato, se (w,w’) é solugao de Bg, entao derivando a primeira equagao do sistema
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com respeito a v e a segunda com respeito a u, obtemos

w —w b (w+w W+ w
= — coS ,
2 w P 2 . 2
W+ w 1 (W —w W —w
= — cos .
2 w B8P 2 N 2
Usando o proprio sistema Bg, podemos substituir as derivadas primeiras acima:
w—w 1 W —w w 4w
= —sen oS
2 w PP 2 2 ’
W+ w 1 Wt w w —w
= —sen cOS .
2 w PP 2 2
Somando e subtraindo essas igualdades:

1 W+ w W —w W —w w4 w
Wy = — |sen oS — sen cos ,

p? 2 2 2 2

, 1 W+ w W —w W —w w4 w

Wyp = —5 |S€N cos + sen cos

p 2 2 2 2

Finalmente, usando as féormulas de adi¢ao e subtracao de arcos da trigonome-

tria, chegamos em

Wy = % senw ,
p

W o= 1 sen w’
uv 2
p

Ou seja, w e W' satisfazem a equagao sine-Gordon.

Do ponto de vista das Equagoes Diferenciais, uma transformacao de Backlund
B nos fornece solugoes w’ da equacao E; a partir de uma solucao w da EDP
E,. Chamamos w de solugdo semente e ' de transformada de Backlund de w.
Denotaremos o conjunto das transformadas de Backlund de w por B(w). Se S é
um conjunto de solugoes de Eq, entdo B(.S) serd o conjunto das transformadas

de Béacklund com solugao semente w € S, isto é,
B(S) = {w': &' € B(w) para algum w € S} .

Observagao. No caso da transformacao de Béacklund (3-10), é facil ver que se
w' é uma transformada de Backlund de w via Bg, entdo w é transformada de

Bécklund de v’ via B_g. Ou seja, se w’ € Bg(w), entdo w € B_g(w’).
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Exemplo. Vamos adotar a solugao trivial w = 0 da equagao sine-Gordon (3-7)

como solucao semente. Assim, o sistema (3-10) se resume a:

Supondo w’ € (0,27) e integrando ambas as equagoes:

/ dw 26/du

sen

/sen % 5P/dv

Lembre que
/CSCSL‘ dr =In|cscx — cotx| + C .
Logo,
21In (csc (w) — cot (w)) _ 2P + Ci(v) ,
2 2 p
, , 5 (3-11)
w w v
21In (csc <2> — cot <2>> =3 + Cy(u) .
[gualando:
28u 2v
ﬂ C’l(v) = Fp + Cg(u) s
de onde
2v
Ci(v)=C+ — |,
1(v) Bp
2
Colu) = C i“ ,

onde C' é uma constante arbitraria. Somando as equagoes (3-11) e substituindo

C1, C5 pelas expressoes acima:
/ / 4 4
41n <csc (w) — cot <w>> = ﬂ + -0 +2C" .
2 2 p Bp

Dai,
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Usando identidades trigonométricas:

tan(wl>—ex <M+U+C>
)7 T 2)

W' = darctan <€Xp (*6;“ + ﬁ“p + g)) . (3-12)

Veja que a imagem da funcao acima esté contida em (0, 27). Esta é, portanto,

Ou seja,

uma familia a 2-pardmetros (5 # 0 e C' € R) de solugoes da equagao sine-
Gordon (3-7). Particularmente, fazendo C' = 0 e f = tan (%), obtemos a

familia a 1-pardmetro (¢ € (0, 7)) de solugoes

u+v—(u—v)cosg>> |

psen

w' = 4arctan <exp (

Comparando com (3-9), percebe-se que estas sdo as solugdes correspondentes
as superficies de Dini. Além disso, fazendo f = p =1 e C = 0, obtém-se a

solucao
W' = 4arctan(e"*?) | (3-13)

que corresponde a pseudoesfera de Beltrami.

Se adotarmos agora a solugdo semente sendo da forma (3-12), obteremos
novas solugoes w”. E assim por diante. Esse processo pode ser repetido
indefinidamente, fornecendo cada vez mais solucoes da equacao sine-Gordon.
Naturalmente, podemos nos perguntar se as solugoes obtidas sao invariantes

sob permutagoes dos parametros § escolhidos em cada iteracao. Isto é,

Bg,(Bg, (w)) = Bg, (Bg, (w)) 7

A resposta desta pergunta se encontra na préxima secao.

3.3
Permutabilidade de Bianchi

Teorema 3.4 (da permutabilidade de Bianchi, parte 1) Sejam w solu-
¢ao da equagao sine-Gordon (3-7) e wy,ws transformadas de Béacklund de w via
Bgs, e Bg,, respectivamente, com [y # Pa. Isto €, wy € Bg, (w) e we € Bg,(w).

Entao,

- B+ B2 Wy — Wa
Q0 = w + 4arctan [51 2 tan ( 1 )] (3-14)

¢ uma transformada de Bicklund de wy via Bg, e de wy via Bg, .
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Ou seja:

Prova. Como w; € Bg, (w) e wy € B, (w),
<w1—w> —ésen (wl—i-w)
2 Ju  p 2
(wg—w> —@sen (u@—l—w)
2 Ju p 2

Subtraindo:

(2572), =5 [rsen (557) s (25

Para simplificar as contas, vamos denotar

(wl—i-w) <w2—|—w>
S1 = sen So = sen .
1 2 )y 02 2

Assim,
(UJ1 - UJ2> _ Bis1 — B252
2 u p '

Também denotaremos

Bt Br Wi — Wy
k_51—ﬁ2 ,t-tan( 1 ) .

A igualdade (3-14) pode entdo ser escrita como
Q0 = w + 4arctan(kt) .

Derivando com respeito a u:

1
Oy —wy + 4 ——— ket |
Yut T e

29

(3-15)
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Veja que

W1 — W2 W1 — W2
et (B57)-(57)
sec 1 1 .

Bis1 — Pasa
= (14?2 2= meme
(1+¢9) %

Logo,

Q-w)  k(1+ t*) (8151 — P252)
( 2 >u_ p(L+ k%)

Subtraindo a primeira equagao (3-15) da igualdade acima:

<Q - UJ1> _ k(l + t2)(5131 - 5282) . Brs1

2 p(1 + k2t?) )
_ k(A t2)(B1s1 — Basa) — (1 + K*t*)B1sy
p(1+ k%t2)
(kR —1— k%) P51 — k(1 +12)Baso
N p(1 + k2t2)
(I =kt?)(k—1)Bis1 — k(1 +1%)Bas2
p(1+ k2t2) '

Nao é dificil ver que

(k=1)p1 = (k+1)p .

Assim,

<Q _ w1> (L= k) (k + 1)Basy — k(1 4 t*)Boso

> ). p(1+ k22)

Ba[(1 — kt?)(k + 1)s; — k(1 + 1) sq]
p(1+ k2t2) .

Por outro lado, denotando

wl—l—w)

clzcos< 5

teremos

Q
sen ( ;w1> = sen <w1 ;_ Yo arctan(k:t))

= 51 cos(2arctan(kt)) + ¢; sen(2 arctan(kt))
1 — k?*t? 2kt
Tk T T e
s1 — k*t?s; + 2ktcy
1+ k22

30
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Porém,
<w2+w> (w1+w wl—w2>
Sy = sen = sen —
2 2 2 2
(wl - w2> (wl - w2>
= §1 COS — C1 Sen
2 2
1—¢2 2t
=8+ +—— —cCy )
iz e
Dal,

thl = (1 — t2)81 — (1 + tQ)SQ .

Substituindo na expressao de sen (%), obtemos

2 1+ k22
(1 — th)(k’ + 1)81 - k}(l + tz)Sg
1 4 k22 '

Q—w1 _ésen Q+W1
2 ), p 2 '

De forma anéloga, prova-se que:

<Q+w1> _1sen<9—w1>
2 v 62[) 2 ’

se (Q + w1> S1 — ]{?2t281 + k((l — t2>81 — (1 + t2)52)
n —=

Portanto,

31

O teorema acima mostra que Bg,(Bg, (w)) e Bg, (Bg,(w)) possuem € como

elemento comum. A seguir, mostraremos que Bg, (Bg, (w)) = Bg, (Bg, (w)).

Teorema 3.5 (da permutabilidade de Bianchi, parte 2) Sew ¢ solucao

da equagio sine-Gordon (3-7), entdio
Eﬁz (Bﬁl (w)) = BBI (Bﬁz (w)) ,

para todo B # +s.

Prova. Vamos provar que Bg,(Bg, (w)) € Bg, (Bg,(w)). A inclusdo reciproca é

provada de forma analoga.

Seja wia € Bg, (Bg, (w)). Isto é, wys é uma transformada de Bécklund de w; via

Bg,, para algum wy € By, (w).
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Queremos provar que wis € Bg, (Bg,(w)), ou seja, que existe wy € By, (w) tal

que w2 ¢ transformada de Backlund de wy via Bg, .

Veja que w ¢ transformada de Béacklund de w; via B_g,. Ou seja,

Wia

Como B3 # —f1, o teorema (3.4) garante a existéncia de uma solu¢ao wo tal

que wy € B_g,(wi2) € we € Bg, (w).

Note que wio é transformada de Bécklund de w, via Bg,, ou seja, wis €
BBI (BﬁQ (w)) u

Mais do que permitir a troca de ordem dos parametros, o teorema da permu-
tabilidade de Bianchi fornece um método algébrico para obter novas solugoes

da equacao sine-Gordon. Exemplificaremos esta aplicagao do teorema a seguir.

Exemplo. Vamos tomar, no teorema (3.4), w = 0 e wy,wy solugdes da forma

(3-9). Ou seja,

wy = 4arctan(eXt) | wy = 4arctan(eX?) ,
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com
u+v—(u—wv)cos( u+v—(u—wv)cos(y

psen e psen G,

e (1, € (0,7) tais que (3 # (o. Essas solugoes correspondem a superficies de

X1 =

Dini. Como vimos na se¢ao anterior, wy € Bg, (w) e wy € Bg,(w) para

1 = tan (él) e Py = tan (%) )

Assim, pelo teorema da permutabilidade,
tan (%) + tan (%)

tan (%) — tan (%2)

¢ uma familia a 2-pardmetros ((;,(2 € (0,7)) de solugdes da equagdo sine-

) = 4arctan { - tan (arctan(eX!) — arctan(e“))]

Gordon. Vamos simplificar a expressao acima. Usando identidades trigonomé-

tricas, verifica-se que

tan (%) + tan (%’) _sen <<1J£C2>
tan (%) — tan (%) N sen (41;<2> '

Além disso,

eXl . 6X2
tan (arctan(eX') — arctan(eX?)) = tan <arctan ())

14+ exatxa
eXt — eX2
1 + exitxe
X1—X2 —x1tx2
e 2 — e 2

—X1—X2 X1+x2
2 + e 2
senh (&)

~ cosh (7’“”2) '
2

Portanto,

P
sen (%) cosh (%)

sen (<1+<2) senh (%)

) = 4 arctan

No teorema (3.4), assumimos que ; # (2. De fato, a funcao (3-14) nao
estd bem definida quando 5; = (5. Porém, podemos questionar se quando
fa — B1, a fungao 2 tende a um elemento de Bg, (w;). Vamos investigar esta
questdo no caso particular em que w =0 e f; = p = 1. Isto é, w; é a solugao

(3-13) associada a pseudoesfera de Beltrami.
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Exemplo. Usando a notagdo do exemplo anterior e tomando ; = p = 1,

temos
T
C1:§eX1:u+v.
Vamos calcular

s
C2—>§

Olhando para y, como funcao de (, e derivando, obtemos:

Ox2  u—v—(u+v)cos(y
06 sen? (, '

%(W)_U_U
06 \2/) '

Usando a defini¢ao de derivada:

Avaliando em 5

() = x2 (3)

lim =u—0.
=3 =3

Porém, y» (g) =u+ v = x;1. Assim,

X2 — X1

lim =u—v
G=5 G — G
Consequentemente,
senh (7)‘1;‘2)
lim —————*=u—v.
73 sen (—Q;CQ>
Por outro lado,
sen (Clg@) 1

GoZ cosh (%) cosh(u +v)

Portanto,
Qp = 4arctan[(u — v) sech(u + v)] .

Agora, vamos verificar que 27, é transformada de Bécklund de w; com para-

metro 8 = 1. Para isso, precisamos provar que

Qr —w; o Qr 4wy
2 ). 2 )
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A outra igualdade do sistema é provada de forma analoga. Derivando 2;, com

respeito a u, obtemos:

_ 4sech(u+v)[1 = (u —v) tanh(u + v)]
(2e)u = 1+ (u — v)2sech?(u + v) '

Derivando w; com respeito a u:
(w1)u = 2sech(u +v) .

Assim, o lado esquerdo da igualdade desejada é:

Y

Qp—w)  sechs(l—2ttanhs — t?sech’ s)
2 . 1+ t2sech’ s

onde s = u + v et =u — v. Por outro lado,

Q
sen <L2+wl> = sen[2 arctan(t sech s) + 2 arctan(e®)] .

Usando a férmula de adi¢ao de arcos da trigonometria e, em seguida, usando

a substituicao pela tangente do arco metade:

Qr + w; 2t sech s 1—e% N 2¢5 1 —t2sech?s
sen = . . .
2 1+ t2sech?s 14+e€2  14+e€25 1+ 2sech’s

Finalmente, usando que

e —1 2¢°

m:tanhs, - =secht
e

14 e2

e simplificando a expressao, chegamos em:

“w Qp +wy sech s(1 — 2t tanh s — t? sech? s)
n = :
2 14 t2sech’ s

Portanto, 2, € By (wy).

A solugao €2, definida num dominio adequado para que sua imagem esteja
contida em (0, 7), corresponde a superficie de Kuen. Uma parametrizagao

desta superficie serd apresentada na proxima secao.
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3.4
Parametrizacao das transformadas de Backlund de uma superficie pseu-
doesférica

Sejam A, A, classes de superficies parametrizadas regulares em R3. Se B é
transformacao de Backlund entre duas EDPs E; e E,, e as solugoes dessas
EDPs podem ser identificadas com as superficies de A; e A,, respectivamente,
entao dizemos que B é uma transformagdo de Bdcklund entre Ay e A,. Para
uma defini¢do mais detalhada, veja [C R82].

Exemplo. As superficies pseudoesféricas com curvatura gaussiana —p% e

parametrizadas como rede de Chebyshev estao, a menos de movimentos rigidos,
identificadas com as solugdes suaves da equagao sine-Gordon (3-7) com imagem
em (0,7) (teorema (3.3)). Logo, o sistema Bg definido por (3-10) é uma
transformacao de Backlund entre superficies pseudoesféricas.

Note que se w é solugdo de sine-Gordon com imagem em (0,7), suas trans-
formadas de Béacklund w’ nao necessariamente terao imagem em (0, 7). Por
exemplo, a solugao (3-8) associada a pseudoesfera de Beltrami tem imagem
contida em (0, 7) para u + v < 0. Porém, a solugdo trivial w’ = 0, que é sua

transformada de Béacklund assumindo = —1, possui imagem fora de (0, 7).

Assim como a autotransformagao de Béacklund da equagao sine-Gordon nos
permite obter novas solucoes desta EDP a partir de uma solucao dada, a
transformacao de Béacklund entre superficies pseudoesféricas nos fornece novas
superficies deste tipo, a partir de uma dada. Como serda mostrado no teorema
abaixo, para cada pardmetro § # 0, uma dessas novas superficies esta associada
a superficie inicial através de uma congruéncia pseudoesférica (veja definigao

(2.1)).

Teorema 3.6 Seja X (u,v) rede de Chebyshev de uma superficie pseudoesfé-
w da equagdo sine-Gordon (3-7). Se w' € Bg(w), com 5 > 0, e a imagem de

rica com curvatura gaussiana —-s, onde p > 0, correspondente a uma solu¢ao

W' estd contida no intervalo (0,7), entdo

L L /
Y =X+ sen el X, + sen wtw Xol
sen w 2 2
onde 5
- 2
1+ B2

¢ rede de Chebyshev de uma superficie pseudoesférica correspondente a w'.
Além disso, a transformagao { que leva p = X (u,v) em €(p) =Y (u,v), isto €,
¢ =Y o Xt éuma congruéncia pseudoesférica com constantes L e (, onde

£ = tan (%)
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Prova. Vamos adotar o triedro mével (A, B, C) associado a X definido por
A=X, , B=NxX,,C=N,

onde
X, X X,

N=v=2v
| X, x X,

Veja que
X, =coswA +senwB .

Para reescrevermos a parametrizagdo Y usando esse triedro, vamos usar as
equagoes de Gauss-Weingarten (veja [Ten08], pag. 197):
Xouw =T11 Xy +TH X, +eN ;
Xup =T Xy + THX, + [N 5
Xow = T3 Xu + 15X, + gN ; (3-16)
Ny = b1 Xy + 012X, ;
Ny = b Xy + b Xy

onde
bH:fF—eG _ blzzeF—fE_
EG—-F2 EG— F2’ (3-17)
o oo —Jje o, fF gk
AT EpG-F2 0 BT EGQ - F?

Usando os resultados do inicio do capitulo ((3-5) e (3-6)) e assumindo, sem

perda, que f > 0, os coeficientes acima ficam:

cot w CSCw
by = ; b = — ;
CSCw cot w
by = — ; by = ;
p

e as equacoes de Gauss-Weingarten se escrevem como:

Xyuw = wy cotw Xy, —w, cscw X, ;

sen w
Xuv = N )
p
Xow = —wycscw X, + w, cotw X, ;
cot w CSCw
P p
cscw cot w

= — Xy + Xy .
P
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Reescrevendo na base (A, B, C):

qu = _wuB ;
X, — sean ;
p
X = —wysenwA + w, coswB ;
1
N,=—-B;
p
N, = _senwAJr cost ‘
P P
E imediato que:
Au = _wuB y Av = Senwc« ;
p
C’u:—lB : CU:_senwA Cost
p P p

Além disso,

By = (Ny x X.) + (N x Xuu)
- —;(B x A) — w,(C x B)

1
=-—C+uw, A
p

e, também,

B, = (N, x X,,) + (N x Xy)

_ (_senwA+ cost> WA+ x (senwc>
p p p

_ COSU.)(B % A) _ _COSU)
p p

C.

Para simplificar a notagao, vamos adotar

w4+ W

0=

Assim,

w—uw
sen( > = sen(w — @) = senw cos ¢ — sen ¢ cosw .

38
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Portanto,
Y =X+ [(senw cos ¢ — sen ¢ cosw) X, + sen p.X ]
sen w
=X+ [(senw cos ¢ — sen ¢ cosw)A + sen ¢(coswA + senwB)]
sen w
=X+ LcospA+ Lsen¢B .

E facil ver, da expressdo acima, que |Y — X| = L. Ou seja, a condicdo 2 da
defini¢do (2.1) é satisfeita. Vamos agora calcular as formas fundamentais de

Y, para provarmos que é uma rede de Chebyshev. Derivando:

Y, = A+ L(—¢ysen ¢ A + cos pA,) + L(¢, cos B + sen ¢pB,,) ;
Y, = coswA + senwB + L(—¢, sen pA + cos pA,) + L(¢p, cos B + sen ¢ B,) .

Substituindo A, A,, B,, B, e simplificando:

L
Y., = (1— Lo,sen ¢ + Lw, sen ¢p)A + (Lo, cos ¢ — Lw, cos ¢) B + h seng C' ;

L

Y, = (cosw — Lo, sen p)A + (senw + Lo, cos ¢) B + — sen(w — ¢)C' .
p

Como w’ € Bg(w), as equagoes (3-10) nos dao:

¢u:wu+ésen¢;
P

Oy = ﬁlpsen(gﬁ —w) .

Substituindo nas expressoes de Y, e Y,,, obtém-se, apds algumas contas:

(Y,,Y,) = cos(2¢ — w) = cosw' .

Ou seja, a primeira forma fundamental de Y é:
I' = du® + 2 cos W' dudv + dv* .

Logo, w’ é o angulo entre Y, e Y,,. Como, por hipdtese, w’ € (0, 7), a superficie

Y é regular. Também das expressoes de Y, e Y, tem-se:

— Y, xY, L L Lp
N=————=——senp A+ —cos¢p B+ (1—)0.
Yux Yol p p p
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Veja que
_ L L
(Y —X,N)y=Lcos¢-|——sen¢ |+ Lsen¢p- —cos¢p =0 .
p p

Ou seja, o vetor Y — X é tangente a superficie Y. Também é imediato, da
expressao inicial de Y, que o vetor Y — X é tangente a superficie X. Portanto,
¢ satisfaz a condicdo 1 da definigao (2.1). Derivando N com respeito a u e a v,

obtém-se:

L L 1 L
N, = ——fsengbcosgb/l—l— (?COSQQb— ) B+ —cospCy
P P P P

_ L 1 L
N, = |- senw'+<1—> senw]A
l 200 p 2pP

L 1 L L
+ cosw — = [1— —]cosw| B— —=cos(w—¢)C .
[2,0% p ( 2pﬁ> ] p? (w=29)

Dali,

Portanto, a segunda forma fundamental de Y é:

2
II' = Zsenw'dudv .
P

Com isso, provamos que Y é uma rede de Chebyshev com angulo w’ entre suas

dire¢bes assintoticas. Finalmente,

(N,N)z(—Lsen¢A+Lcos¢B+(1—Lﬁ> C,C)
p p p
B Lg 2/3? _1—52_
_1_7_1—1+ﬁ2—1+62—cos(’.

Assim, o angulo entre N e N é (, provando que ¢ satisfaz a condicio 3 da
defini¢do (2.1). Veja que ¢ estd bem definida, pois X é homeomorfismo. Além
disso, como Y ¢ injetiva, ¢ é invertivel. Portanto, as funcdes Y 1 o/fo X e

X~'o/l' oY sdo funcoes identidade e ¢ é um difeomorfismo. [ |

Como exemplo de aplicagao do teorema acima, vamos encontrar uma parame-
trizacdo da superficie de Kuen, correspondente a solugao €2, encontrada na

secao anterior.
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Exemplo. Considere a rede de Chebyshev
X (u,v) = (sech(u+v) cos(u —v), sech(u 4 v) sen(u — v), u + v — tanh(u 4+ v)) ,

comu+v < 0e0 < u—v < 2w, da pseudoesfera de Beltrami. Neste dominio, X
é injetiva e nao possui singularidades. A solucao de sine-Gordon correspondente
é

w = 4arctan(e"t’) .

Como vimos na secao anterior,
Qp = 4arctan[(u — v) sech(u + v)]

é uma transformada de Backlund de w com parametro § = 1. Para que €2,
tenha imagem contida em (0, 7), restringiremos ainda mais o dominio de w
e )y, fazendo u — v < 1. Isto evita singularidades na parametrizagdo Y que

estamos buscando. Assim, L =1 e

Y=X+ L sen vt X, + sen w2 X,
sen w 2 2

¢ uma rede de Chebyshev da superficie de Kuen. A transformacio £ =Y o X1

é, pelo teorema (3.6), uma congruéncia pseudoesférica entre a pseudoesfera de
Beltrami e a superficie de Kuen, com distancia entre pontos correspondentes
L =1 e angulo entre os planos tangentes correspondentes ¢ = 7. Com objetivo

de simplificar a parametrizacao obtida, faremos a mudanca de parametros
s=u+v,t=u—v.

Dessa forma,
Xo=X,+X; e X,=X,—X;.

A parametrizagao fica:

1 _
[sen (w QL) + sen (w * QL)} X,
sen w 2 2
1 —Q Q
+ [Sen (w L) — sen <w+ L)] X; .
sen w 2 2

Usando as formulas de transformagao de soma em produto da trigonometria:

Y =X+

2 sen (%) cos (%) X, — 2 cos (%) sen (%) X,

sen w sen w
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Agora, usando a féormula de arco dobro do seno:

Y:X—i—COS (QTL)X sen (ﬁ)X

2
w $ w
CoS (5) sen (5)

Como vimos na secao anterior,

sen (;) =sechs e cos (;) = —tanhs .

Logo,
Q Q
Y =X — cos <2L> coth s X, — sen <2L> cosh s X; .
Ou ainda,
Y = X 4+ cosf coths X, + senf coshs X; ,
onde

cot <9> = —tsechs .
2

Na figura (3.1) encontra-se a superficie de Kuen parametrizada como acima,
com -5 <s<bHel<t<6b.
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Figura 3.1: Superficie de Kuen

43



4
Transformacao de Backlund entre superficies hiperbélicas

4.1
Superficies hiperbdlicas

Uma superficie regular é hiperbdlica quando sua curvatura gaussiana é
negativa em todo ponto (mas nao necessariamente constante). Veja que a
classe das superficies hiperbdlicas é mais abrangente que a classe das superficies

pseudoesféricas.

Numa superficie hiperbélica, todos os pontos sao hiperbdlicos e, portanto, as
diregoes assintéticas sao linearmente independentes em todo ponto. Por isso,
é sempre possivel parametrizar esse tipo de superficie por linhas assintoticas.
Comecaremos deduzindo as formas fundamentais de uma superficie hiperbdlica

qualquer parametrizada dessa maneira.

Seja X (u,v) superficie hiperbdlica parametrizada por linhas assintdticas e com

formas fundamentais

I = E du® + 2F dudv + G dv? |
II = edu® + 2f dudv + g dv* .

Por ser uma parametrizacdo por linhas assintoticas, temos e = g = 0.
Denotemos a curvatura gaussiana por —p% (agora p nao é mais uma constante
positiva, como no capitulo anterior, mas uma funcao que assume apenas valores

positivos). Como F,G > 0, podemos escrever
E=p*a® e G=pb,

onde a, b sdo fungdes que assumem apenas valores positivos. Sendo w € (0,7)
o angulo entre as dire¢oes assintéticas, que nesta parametrizacao também é o

angulo entre os vetores X, e X, temos

F={(Xy, X,) = |Xu| - |X,| - cosw = VE - VG - cosw = p*abcosw .
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Usando a férmula (3-2):

1 eg—f - f?

02 EG—F?2 pra2b?senw

Dali,
f = +pabsenw .
Podemos sempre assumir que o sinal acima é negativo, isto é, que f < 0. Caso

contrario, basta trocar os papeis dos parametros u e v. As formas fundamentais

de X sao, portanto:
I = p*(a®du® + 2ab cos wdudv + b*dv?) ;

(4-1)
11 = —2pabsen wdudv .

Vejamos agora como ficam as equagoes de Mainardi-Codazzi (equagoes (3-1))

para X. Como e = g = 0, as equagoes ficam:

—fu= f(rﬁ - Fh) )
fv = f(F%2 - F%Q) :

Para simplificar as contas, vamos denotar

H?=EG — F?.
Assim,
EG,—-FE, GE,—2FF,+ FE
2 1 u v u u v
Pl? _I_ Fll - 2H2 + 2H2
_ EG,+GE,—2FF, [EG-F?,
- 2H?2 N 2H?2
_ [H*. 2HH, H,
 2H?  2H? H
e, também,
EG,—-2FF,+ FG, GE,— FG
2 1 _ v v U v u
P 102 = 2H? MEEYE
_ EG,+GE,—2FF, [EG-F%,
N 2H? N 2H?

_ [H*, 2HH, H,
- 2H2  2H?  H
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As equagoes de Mainardi-Codazzi ficam entao:

~fu=f (0% - )
fo= s (57 —2rh)

Rearranjando os termos:

qu_fHu Qf_

vH_ Hv
i L H2f + 2%[}; =0.

Ou seja,

(é)u + 2F§21{I =0

<£[> + 21“}2[_”2 =0.

A partir das formas fundamentais (4-1), ndo ¢é dificil obter:

~ pub+ pby — (pva + pay) cosw

I}, =
12 pbsen? w ’
[l _ Pl + pay — (pub + pby) cosw
12 pa sen? w ’
e, também, Foo
H o

Assim, as equagoes de Mainardi-Codazzi ficam:

_&+2. pub + pby — (pya + pa,) cosw .120 .
p? pbsen? w P ’

P, pva + pa, — (pub + pby,) cosw 1 _ 0
p? pasen? w ) '

Multiplicando a primeira por (p*bsen®w) e a segunda por (p?asen?w):

— pubsen® w + 2(pub + pby) — 2(pya + pa,) cosw =0 ;
— poasen®w + 2(pya + pay,) — 2(pub + pby) cosw =0 .

46

(4:3)

Denotando as equagoes acima por (i) e (ii) e fazendo (i)cosw + (ii) e

(i) + (4) cosw, chegamos no sistema equivalente:

— pubsen® wcosw — 2(pya + pa,) cos?

w — pyasen’w + 2(pya + pa,) =0 ;

— pubsen® w + 2(pub + pby) — pyasen® wcosw — 2(pub + pby,) cos’w =0,
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que apdés algumas simplificacoes fica:

— pubsen® wcosw + pyasen®w + 2pa, sen’w =0 ;

pubsen® w + 2pb, sen® w — pyasen®wcosw =0 .

Dividindo ambas por 2psen?w, chegamos no sistema:

Do Pu

a, + %a— %bcosw =0;

pu, D (4-4)
by + =b— “Lacosw =0 .

2p 2p

Estas sao as equacgoes de Codazzi-Mainardi para superficies hiperbélicas para-
metrizadas por linhas assintéticas. Finalmente, vejamos como ficam as equa-
coes de Weingarten neste tipo de parametriza¢do. Através das férmulas (3-17)
e (4-1), obtemos:

cot w a CSC W
b1 = — ; bio = ;
bp
bescw cot w
by = ; 22 = — .
ap

Portanto, as equagoes de Weingarten para superficies hiperbdlicas parametri-

zadas por linhas assintéticas sao:

N, = _cothu n acbscva :
b cscpw cot 5 (4-5)
N, = X — X, .
ap P

4.2
A equacao de Moutard

Seja X (u,v) superficie hiperbélica parametrizada por linhas assintéticas. A

aplicacao de Gauss
X, X X,

N= 222"
| Xy X X,

assume valores sobre a esfera S?. Como a curvatura de X ndo se anula, os
vetores N, (q) e N,(q) sao linearmente independentes para todo ¢. Assim, N
¢ uma parametrizacao da esfera S?, chamada representacao esférica de X.

Vamos denotar por
T = Edu® + 2F dudv + Gdv?

a primeira forma fundamental da esfera nesta parametrizacao. Ou seja,

&= <NU7Nu> ; F = <Nuan> ; g: <N’U7N’U> .
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Usando as equagoes de Weingarten (4-5) para calcular os produtos internos

acima, chegamos em:
E=a®; F=—abcosw ; G=10b". (4-6)

Dali,
E=p€ ; F=—pF ; G=p"G ; H=p"H , (4-7)

onde

H=EG—F*.

Multiplicando a segunda equagao (4-4) por 2pb:
2pbb,, + pub* — pyabcosw =0 .

Pelas igualdades (4-6):
pGu+ puG +peF =0.

Assim,

EG,—FE, p*£(2pp.G + p*G.) + p°F (2pp.€ + p*E,)

2, =
2 op2 B 2piH?2
B 20,EG + pEGy + 2p,EF + pFE,
N 2pH?
N 2pH?
EG, — F&, =
= - 22 = -1,

onde f‘fj sao os simbolos de Christoffel da representacao esférica. Analoga-
mente, I'}, = —T'l,. As equacoes de Codazzi-Mainardi (4-2) da superficie X
podem entao ser escritas como:

p

= olhy; O = ol (+-8)

p
Nao é dificil ver, a partir das equagoes (4-5), que a aplicacao de Gauss de N,

N, X N,
|IN, X N,|’

N =
satisfaz N = —N. Logo, sendo
I7T = & du® + 2f dudv + § dv?

a segunda forma fundamental da representacao esférica N, temos

.f = _<Nuan> - <Nu,NU> =F.
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Dessa forma, a segunda equacao de Gauss-Weingarten (veja (3-16)) da repre-

sentacao esférica NV, isto é,
Ny =TLN, +T%4N, + fN |

nos fornece p p
Ny + =N, + 2N, + FN =0
2p 2p

Defina
v=,/pN .

Chamamos v de vetor co-normal a X. Derivando com respeito a u:

Pu
U, = N+ /pN, .
25 VP

Derivando, agora, com respeito a v:

2uv_uv u v
_ 2PPw = Pubu Py P Ny + /5Ny .

4p\/p 2/p " 2p

Dividindo ambos os lados por ,/p:

Vu v

uv 2 uv — Fufv u v
LZMN—F&NU-I—&]\@-I—NW.

VP 4p? 2p 2p
Somando a equagao (4-9):

VU/U

2ppuv = PuPo
+ FN = 2w Pulv
VP 4p?

bl

de onde )
L 2PPus = pupo — A0S
uv 4p2 .

Denotando a fracao acima por A, concluimos que v satisfaz a EDP

-

(4-11)

Esta EDP é chamada equagao de Moutard. Provamos, portanto, que o

vetor co-normal (4-10) de uma superficie hiperbélica parametrizada por linhas

assintoticas satisfaz a equacao de Moutard. No teorema seguinte, mostraremos

a reciproca: dada uma soluc¢ao v da EDP acima, existe, a menos de movimentos

rigidos, uma tnica superficie hiperbdlica parametrizada por linhas assintoticas

com vetor co-normal v. Estabeleceremos assim uma identificagdo entre a

classe das superficies hiperbdlicas e as solu¢oes da EDP de Moutard. Esta

correspondéncia serd usada mais adiante para definir a transformacgao de

Béacklund entre superficies hiperbélicas.
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Teorema 4.1 Seja U C R? aberto conexo. As superficies hiperbolicas X (u,v)
parametrizadas por linhas assintoticas e com dominio U estao, a menos de
translacoes, bijetivamente associadas as solugoes v : U — R3, de classe O

e que nao se anulam, das equagoes de Moutard (4-11).

Prova. Denotemos por S a classe das superficies hiperbdlicas parametrizadas
por linhas assintéticas. Defina a relacao de equivaléncia ~ em S tal que X ~Y
quando X = 7 oY para alguma translacao 7 de R3. Considere a aplicacio X
que leva cada classe de S/~ no vetor co-normal v de suas superficies. Veja que
X estd bem definida, pois superficies que diferem apenas por uma translacao
possuem mesmo vetor co-normal. Ja vimos que v é solucao de classe C*° de
uma equacao de Moutard. Além disso, v ndo se anula, pois X é regular. Resta

provar que X ¢ bijetiva.

Comecgaremos provando a injetividade. Sejam X,Y € S com vetores co-
normais v1 = /p1 N1 e 1o = /p2No, respectivamente. Suponha que v; = vy,
Assim, p; = py e Ny = Ny. Pelas formulas (4-3) e (4-7), os coeficientes das
formas fundamentais de X e Y sdo os mesmos. Logo, pelo teorema fundamental
das superficies (veja [Ten08], pag. 209), X e Y sdo a mesma superficie, a menos
de um movimento rigido ¥. Além disso, ¥ deve ser apenas uma translacao.

Caso contrario, nao teriamos N; = N.

Vamos agora provar a sobrejetividade. Seja v : U — R3 solucao de classe C™
de uma equacgao de Moutard

Vo = AU .

Tomando o produto escalar por v de ambos os lados, chega-se em A =

ﬁ(yuv,y) Defina p = |v|>, N = #V e F = (N, N,). Apo6s algumas contas,

verifica-se que
2ppuv — PuPv — 4P2~7: _ <V7 Vuv>
4p? P

Percorrendo as contas anteriores desta se¢do no sentido contréario, vé-se en-

=A.

tao que as equagoes de Codazzi-Mainardi (4-8) sao satisfeitas. Como v é C*,
a fungdo p também é C*°. Portanto, derivando as equagoes (4-8), respecti-
vamente, com respeito a v e a u, obtemos (I'%), = (I'},),. Esta condicio é
suficiente para construirmos uma superficie hiperbodlica X parametrizada por
linhas assintéticas, definida em U, com representagao esférica N e curvatura
gaussiana —p% (veja [C RO2], pag. 47). |
Na proxima segao definiremos uma transformacao de Bécklund entre EDPs
de Moutard que, junto com o teorema (4.1), fornecem uma transformagao de

Béacklund entre superficies hiperbélicas.
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4.3
A transformacao de Moutard

Considere as equagoes de Moutard gémeas:

Vw =MAv ; v, =NV (4-12)

uv

onde A, A’ : U — R sdo funcoes C* dadas, com U C R? aberto, e v, sdo

as fungoes desconhecidas. Seja 1 : U — R’ uma funcao C* satisfazendo

A—N
2

onde o logaritmo estd na base natural e. Entao, o sistema de EDPs

(¢V,)u = —Yvy + Py ;
(%Z”/)u = ¢Vv - %V )

(10g w)iw =

; Yuw = AP (4-13)

(4-14)

que denotaremos por By, é uma transformacao de Bécklund entre as EDPs (4-
12). De fato, fixe (v, ') solugdo C'* do sistema. Aplicando a regra do produto

nas equagoes do sistema, obtemos:

wuV/ + W/; - _¢Vu + wuV ;
YoV + v, = Yu, — v .

Dividindo ambas as equacoes por :

ﬁuu’—l—y;: —l/u—i—ziztz/;
iny'+l/;:uv—1z)y.
Porém,
B~ (logu) o * = (logu), (115
Assim,

(log w)u’// + V; = —Uy + (10g ¢)UV )
(10g w>vyl + Vq/; =y — (log Q/J)UV .

Rearranjando os termos:

Vo + v, = (log), - (v —1);

4-16
vy = v,y = (log)), - (v + /) . o
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Derivando a primeira equacao com respeito a v e a segunda com respeito a u:

(log ¢)uv ’ (V - V/) + (lOg w>u ’ (Vv - V’Z}) )
(log¢)uv ! (V + l/) + (10g¢>v ’ (Vu + V/u) :

/
Vuy + Vuv

/
Vuv — Vi

Usando (4-13) e (4-16):
A—N

Vup + Vq,w = (V - ’/) + (lOg 77Z))u(10g 1/})11 ’ (V + Vl) )
N (4-17)
Vyw — V;w = 9 : (V + 7/) + (logqu))v(logd})u ' (V - V/) .

Veja que, derivando a primeira equacao (4-15) com respeito a v, obtemos:

wuvw - %%

e = (log ¥)uo -

De (4-13), temos entao:

A —puthy AN

Y2 2
isto é,
Yu AN
(I 2
ou ainda,
A+ N
(log¥)u(log ¥)y = —5— .

Com isso, as equagoes (4-17) ficam:

/ /.
Vip + Vyy = Av+ AV

Vaw — Vo = Av — ANV

Finalmente, somando e subtraindo as equagoes acima, chegamos em (4-12). O
sistema B,, é conhecido na literatura como transformacao de Moutard (veja
[C R02], pag, 52). Esta transformacao, junto com o teorema (4.1), definem uma

transformacao de Backlund entre superficies hiperbélicas.

No lema seguinte, mostraremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que

uma superficie parametrizada seja hiperboélica com vetor co-normal v.

Lema 4.2 Sejam X : U — V NS superficie parametrizada (nao necessari-
amente reqular) e v : U — R?® fungio C*™ tal que o produto misto [v,v,, 1]

seja negativo em todo ponto. Entdo, X é parametrizacao por linhas assintoticas
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de uma superficie hiperbolica com vetor co-normal v se, e somente se,
Xu=vu,XVv e Xy=vXuy,.
Estas formulas sao conhecidas como formulas de Lelieuvre.

Prova. Suponha que X (u,v) seja parametrizacgdo por linhas assintéticas de
uma superficie hiperbdlica com vetor co-normal v. Fazendo o produto vetorial

das equagoes (4-5):

t2 2
Ny x N, = Z2(X, x X,) + 2 2(X, x X,)

p p

_ cot?w —2 cchw(Xu “ X,)

0

1 X, X X,

— (X, x X,) = —*N
p p

= —absenwN .

Tomando o produto vetorial por N,, de ambos os lados:
N, x (N, x N,) = —absenw(N, x N) .
Usando a féormula de Lagrange:
(Ny, Ny)N,, — (Ny, N,)N, = absenw(N x N,) .
Logo, das féormulas (4-6):
—abcoswN, — a’N, = absenw(N x N,) ,

isto é,
a
N x N, = —cotwN,, — chchv .

Analogamente, tomando o produto vetorial por N, na equacao N, x N, =

—absenwN, chega-se em:

N, x N = —écschu —cotwhV, .
a

Por outro lado, das equagoes (4-5), é facil obter:
a
Xu=p <Cot wiN,, + 5 csc wNv) :

b
X, =p < cscwiN, + cot OJNU> )
a
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Ou seja,

g ' (4-18)
P

Porém, como v = ,/pN,

vy X V= (y/pN)u X (v/pN)

_ [ P y
= (2\/ﬁN+ \/ﬁNu> (v/pN)
— (VAN % (V3N)

= p(N, x N) .

Analogamente, v X v, = p(N x N,). Portanto, as férmulas de Lelieuvre sao

satisfeitas. Suponha agora que X satisfaca
Xy=V, XV e X,=VU XU, .
Dessa forma,

Xy X Xy = (W xv) X (VX 1)

(g X V), vp)v — (v, X V), V)1
= ((Vy X V), V)V

= —[v, v, v .

Como, por hipétese, o produto misto acima nao se anula, X é uma parametri-

zacao regular. Defina p = |v[? e N = #V. Assim,
Xu XXU _[l/a Vu,l/'u]
= v
[Xu x Xo| [y, v, ]| - V]
_[V7 Vi, Vv}
= v
—[V, Vy, Vv] : \/ﬁ
1
=—v=N.

VP

Ou seja, N é a aplicacdo normal de Gauss de X. Além disso,
1 1
N, x N, = (u) X (u)
i)\,
Pu 1 ) ( Po 1 )
=\ - vVt —U, | X | — v+ —1,
( 20 P 20/p VP

= —&<V X Uy)

2p?

_ P

1
2,02<Vu X V) + ;(yu X V) .
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Tomando o produto escalar com v, obtemos:
1
((Ny X Ny),v) ==V, vy, V] -
P

Porém, sabemos que
N, x N, = K(X, x X,),

onde K é a curvatura gaussiana de X (veja [Ten08], pag. 185). Ou seja,
N, X N, = —K|v, v, v .
Tomando o produto escalar por v:

(N, X N,,v)y = —K[v,v,, v1,){v,v) ,

isto é,
7[”7 Vuyyv] —K[l/, Vual/v”y|2
Dali,
1
K=-—
P

Portanto, X é uma superficie hiperbélica e v é seu vetor co-normal. Finalmente,
para ver que X é parametrizacao por linhas assintéticas, basta verificar que os

coeficientes da segunda forma fundamental

v 1
NU:<— i V—I—VU> .
2075 VP
n

No teorema abaixo, apresentaremos uma parametrizacao por linhas assintéti-

cas da transformada de Backlund de uma superficie hiperbdlica.
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Teorema 4.3 Seja X : U — V N S superficie hiperbolica parametrizada por

linhas assintoticas correspondente a uma solucao v da equacdo de Moutard
Vo = AU .
Seja V' uma transformada de Béicklund de v via By, de classe C™. Entao,
Y =X+ xv

¢ superficie hiperbolica parametrizada por linhas assintoticas correspondente a
V. Além disso, para todo q € U, o vetor (Y — X)(q) € tangente a X em X(q)
eaY emY(q).

Prova. Derivando a expressao de Y com respeito a u e a v, obtemos:

/ /
Yo=Xu+v, xv+1V X, ;

Y,=X,+v, xv+v xu, .
Usando as formulas de Lelieuvre (lema (4.2)):

/ / .
Y=, Xv+v,XVv+V X1, ;

/ /
Yo=vXv,+v, Xxv+1V Xy, .

Veja que a hipétese [v, v, v,] < 0 é satisfeita pois estamos sempre assumindo

f < 0. Segue que:

Vo=, +V)xv+( xuv,);

Yo=vx(v,—v)+ {0 xu,).

Pelas equagoes (4-16):

Yu = (log)u(v —v) x v+ (V' xw) ;
Y, =vx (log),(v+1v)+ (V' x1) .

Logo,

&

= —(log¥)u(v' x v) + (V' x 1) ;
Y, = (logv),(v x V') + (V' x 1) .
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Porém, nas equagoes (4-16), tomando o produto vetorial por v/ e rearranjando

os termos, chega-se em:

—(log)u (V' x v)+ (V' xv) =v, x V'

(log)o(v x V) + (/' x 1) =/ x 1, .
Portanto,

— r.
Y.=v, XV ;

/ /
Y,=v xuy, .

Pelo lema (4.2), concluimos que Y é uma superficie hiperbélica parametrizada
por linhas assintéticas com vetor co-normal /. E imediato que Y — X =1/ x v
é tangente a X e a Y, ja que os vetores co-normais v e /' sdo perpendiculares

aos planos tangentes. |

Exemplo. Considere X (u,v) uma superficie minima afim, isto é, uma super-

ficie hiperbdlica cujo vetor co-normal satisfaz
Vyo = 0.

Equivalentemente,

v(u,v) = afu) + B(v)

onde o : I — R?®e B :.J — R? sdo curvas C™ que nido anulam a soma

acima. Essa fun¢ao v satisfaz a equagao de Moutard
Vo = AV

para A = 0. Vamos aplicar a transformacao de Moutard (4-14) para encontrar-

mos uma nova funcao /. Escolhamos 1) = 1. Veja que v satisfaz as condigoes

(4-13) para A’ = 0. Isto é, a fungao ' que encontraremos satisfaz v/, = 0 e,

uv
portanto, também corresponde a uma superficie minima afim. O sistema B,

Se resuie a.

V.= —Uy ;
v, =1,
Ou ainda
do
/ e —
(i, 0) = 2 (o)
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Resolvendo este sistema por integracao, encontramos
V(u,v) = Bw) —alu)+C,
onde C' € R3 é uma constante de integracao. Segue, pelo teorema (4.3), que
Y=X+Vxv=X+20xa+Cx (a+f)

é uma parametrizacdo correspondente a v/ tal que a reta que liga pontos
correspondentes X (u,v) e Y (u,v) é tangente a essas duas superficies. Essa
correspondéncia entre as superficies minimas afins X e Y é conhecida como
transformagdio de Bdcklund afim. Foi definida por Chern e Terng no artigo [S

S80] e sua relagdo com a fisica foi mostrada em [Ant87]. Veja também [Buy92].

Na proxima se¢ao, estudaremos a transformacao de Moutard dentro de uma

classe particular de superficies hiperbdlicas: as superficies de Bianchi.

4.4
Superficies de Bianchi

Uma superficie de Bianchi ¢ uma superficie hiperbdlica parametrizada por

linhas assintdticas com curvatura gaussiana —p%, onde p > 0, tal que:

,OUUZO.

Exemplo. Uma das superficies de Bianchi mais simples é o paraboloide
hiperbélico
2 .2
z=—(z°—
2( y ) Y
parametrizado como

1 1
X (u,v) = (\/§(u+v),\/§(u—v),uv> : (4-19)

Nao ¢ dificil ver que esta é uma parametrizagao por linhas assintéticas e que

a curvatura gaussiana de X ¢

1

K=—p——
(u? +v24+1)2 "

isto é,
p=u>+v>+1

e, portanto, py, = 0.
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Figura 4.1: Paraboloide hiperbdlico

Considere as equagoes de Moutard

vw =Av e v, =NV,
onde A, A’ sdo funcoes reais C* definidas num aberto U C R?. Dada uma
solucdo v : U — R? de classe C°° da primeira equacdo, podemos usar a
transformacao de Moutard para encontrar solucoes v’ da segunda equacao. Ou
seja, podemos escolher uma fungao v : U — R de classe C*° satisfazendo
as condigoes (4-13) e, entdo, resolver o sistema (4-14) para encontrar uma
fungao v satisfazendo a segunda equagao de Moutard. Veremos a seguir que
restringindo as solugoes semente v aquelas que correspondem a uma superficie
de Bianchi e buscando apenas solucoes 1/ correspondentes a uma superficie

com mesma curvatura gaussiana da inicial, o processo se simplifica.

Sejam v : U — R3 solucdo C™ da primeira equacdo de Moutard acima e
V' : U — R? uma transformada de Bécklund de v que satisfaz a segunda
equagao de Moutard, com (v x v/)(q) # 0 para todo ¢ € U. Suponha que
v,V correspondam a superficies de Bianchi X (u,v), X' (u, v), respectivamente,

ambas com curvatura gaussiana —p%. Isto é,

v=y/pN e VvV =,/pN",

onde N, N’ sdo as representacoes esféricas de X, X’. Vamos adotar o triedro
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moével (V, W, N) associado a X, onde

1 N, N, 1 N, N,
g () vy (B0

2COS% a b 2S€n% a b

Na definicdo acima estamos usando a mesma notacao das secoes anteriores,
isto ¢, p?a® = (X,, X.), p?b* = (X,,X,) e w é o angulo entre as dire¢des
assintoticas de X. Nao é dificil ver que (V, W, N) é de fato um triedro movel
associado a X. Veja também que V,W sao as dire¢des principais de X. As

equacgoes de Gauss-Weingarten nos fornecem o sistema Lax associado a esse

triedro:

1% 0 - —acos g %

Wil = O 0 asen g Wi ;

N y acos% —a sen% 0 N

1% 0 Qy bcos 5 1%

Wil = —Q, 0 bsen 5 wi ,

N : —b cos% —b sen% 0 N
onde b

lewu—l—;gpsenw e = c;v—l—ﬁsenw.

Assim,

Vy =0 pcos%V—a

2\/‘ N
v

vy = —by/pcos %V —by/p 5

Vamos escrever N’ na base (V, W, N) como
N’ =cosoN +senccosfV +senosend W . (4-20)

Note que o é o angulo entre N e N’, e pode ser escolhido de maneira que
€ (0,7) e 6 € [0,27). Das equagdes (4-16),

(u +1,,) X (V )

0;
=0.

Calculando v, v, e substituindo nas igualdades acima, obtém-se

Wy o w apy,
f,=— —atan—sen | — +60) + senw ;
2 2 2 2bp
(4-21)
0, = " _beot Zsen (Y — g) — P
y=—— —bcot—sen|——0) — senw ;
2 2 2 2ap
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assim como

Pu 9
o, = —— tan 5 ;
p
PR (4-22)
O, = — cot — .
P 2

Com isso, vemos que no caso em que a solu¢ao semente v ¢é associada a uma
superficie de Bianchi com curvatura —p% e buscamos solugoes v/ com essa
mesma curvatura gaussiana —p%, em vez de escolhermos v satisfazendo (4-13)
e entao resolvermos o sistema (4-14), podemos escolher ¢ satisfazendo (4-22)
e entao resolver o sistema (4-21) com fungao desconhecida 6. No geral, este
segundo método é mais simples, pois o sistema (4-21) pode ser linearizado

através da mudanca de variavel

g = 2 arctan @ .
2

Veja ainda que, pela hipotese p,, = 0, podemos escrever
plu.v) = A(u) + B(v)

com A, B de classe C* e de maneira que a soma acima seja sempre positiva.
Entao, o sistema (4-22) fica

v tia
g A+BCO 5

e pode entao ser integrado, fornecendo

o B -k
tan — =/ —

2 A+k’
onde k£ € R ¢ uma constante de integracao. Neste caso, denotando

o
:t —
§=tan 7.

para encontrarmos uma solugao v/ da forma desejada, basta escolhermos uma
constante real k tal que B — k, A+ k # 0 em todo ponto e, entao, resolvermos
o sistema

w w aB
Hu:u—aﬂsen(+9)+vsenw;
2 2 2b(A+ B

(4+B) (4-23)

0 ——&—%Ese (w—é)—bAuse
T Ty T 2a(A+ B)



Capitulo 4. Transformacdo de Béacklund entre superficies hiperbdlicas 62

Além disso, pelo teorema (4.3),
X' =X+4+Vxv=X+p(N' xN).
Substituindo (4-20) acima:
X=X+ psencfcosO(V x N) +sen (W x N)]| .

Das defini¢oes de V' e W:

[ 0 /N, N, 0 (N, N,
X=X+ psenc COSW<—>><N— Senw(+)><N
(2cos 5 \ a b 2sens \ a b
[ sen (¥ — 60 sen (¢ 40
:X+mma%)zﬂ%xM—QU)AMxN)
2asen§cos§ 2bsen§cos§
[sen (¥ — 6 sen (¥ + 6
=X + pseno (2>(NUXN)—<2)(NU><N)] :
asen w bsen w
Usando (4-18):
X, X,
X“:Xﬁ—%na{%ncu—e)+ﬁm1cu+9>}. (4-24)
sen w 2 a 2 b

Finalmente, veja que se X for rede de Chebyshev de uma superficie pseudoes-
férica, entao

a=b=—.
P

Além disso, como p é constante, A, B sdo constantes e, consequentemente, o é

constante. Assim, o sistema (4-23) se resume a:

w 1 w
By — 0 (—@
7 + B sen 5
Denotando
wl
6 = —
™+ 5
obtemos

2
<w’+w> 1 (w’—w)
= —sen :
2 ., Do 2

que é a autotransformacao de Bécklund (3-10) da equagdo sine-Gordon mos-
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trada no capitulo anterior. Comparando (4-24) com a parametrizagdo Y do

teorema (3.6), e levando em conta uma troca de pardmetros u e v, vemos que

X' é superficie pseudoesférica correspondente a w’.



5
Conclusoes e trabalhos futuros

Ao parametrizarmos uma superficie pseudoesférica como rede de Chebyshev,
suas formas fundamentais podem ser escritas em funcao do angulo w entre
as direcoes assintoticas. Com isso, a equagdo de Gauss se reduz a equacao
sine-Gordon (3-7), e vemos que w é uma solugao desta EDP. Reciprocamente,
toda solucao da equacao sine-Gordon é angulo entre as diregoes assintoticas
de uma superficie pseudoesférica parametrizada como rede de Chebyshev (te-
orema (3.3)). Esta identificagao entre a classe das superficies pseudoesféricas e
o conjunto solugao da equacao sine-Gordon nos permite construir uma trans-
formacao de Bécklund entre superficies pseudoestéricas. Dada uma superficie
desse tipo, encontramos a solugdo w correspondente, resolvemos o sistema (3-
10), encontrando novas solugoes w’, e entao obtemos as superficies correspon-

dentes a w’, por exemplo através do teorema (3.6).

Como vimos no capitulo 4, essa transformacao de Bécklund pode ser genera-
lizada para superficies hiperbolicas. A chave para tal feito é notar que o vetor
co-normal dessas superficies sempre satisfazem a EDP de Moutard; e, recipro-
camente, toda solucao desta equagdo é vetor co-normal de alguma superficie
hiperbdlica. Esta identificagao, junto com a transformagcao de Moutard (4-14),

estabelecem a transformagcao de Béacklund generalizada.

Finalmente, na secao 4.4, particularizamos a transformacao de Moutard para
superficies de Bianchi com mesma curvatura gaussiana, obtendo assim um
sistema linearizavel. Enfim, particularizando ainda mais, recuperamos a trans-
formacao de Bécklund entre superficies pseudoesféricas, mostrando assim que

a transformacao de Moutard ¢ de fato uma generalizagdo da primeira.

Ha varios caminhos de estudo possiveis a partir deste ponto, que podem ser

explorados num futuro curso de doutorado.

1. Podemos estudar as transformacoes de Bécklund sob o ponto de vista da

geometria afim (tivemos um pequeno exemplo disto no capitulo 4).

2. Existem outras transformacoes de Béacklund com aplicagbes em fisica,

tais como a transformacao de Miura da equacao KdV.
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3. Como os teoremas (3.3) e (4.1) que estabelecem identificagoes entre as

superficies e as solugdes de EDPs ficam ao permitirmos singularidades?



Referéncias bibliograficas

[Ant87]

[Buy92]

[C RO2]

[C R82

[Car05]

[Her76]

S S80]

[Ten08]
[Tod02]

M. Antonowicz. “On the Bianchi-Backlund construction for affine
minimal surfaces”. Em: Journal of Physics A: Mathematical and
General 20 (1987).

S. G. Buyske. “An algebraic representation of the affine Bécklund
transformation”. Em: Geometriae Dedicata 44, 7-16 (1992).

W.K. Schief C. Rogers. Backlund and Darboux Transformations.
Cambridge, 2002.

W.F. Shadwick C. Rogers. Bdcklund Transformations and their
Applications. Academic Press, 1982.

Manfredo P. do Carmo. Geometria Diferencial de Curvas e Superfi-
cies. SBM, 2005.

Robert Hermann. The Geometry of Non-Linear Differential Equati-
ons, Bdacklund Transformations and Solitons, Volume XII, Part A.

Math Sci Press, 1976.

C. L. Terng S. S. Chern. “An analogue of Béacklund’s theorem in
affine geometry”. Em: Rocky Mountain Journal of Mathematics,
10(1), 105-124 (1980).

Keti Tenenblat. Introducao a Geometria Diferencial. Blucher, 2008.

Magdalena Toda. “Weierstrass-type Representation of Weakly Regu-
lar Pseudospherical Surfaces in Euclidean Space”. Em: Balkan Jour-
nal of Geometry and Its Applications (2002).



