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Resumo

Santos, Fabricio Barbosa dos; Craizer, Marcos. Singularidades genéri-
cas de superficies pseudoesféricas. Rio de Janeiro, 2024. 66p. Dis-
sertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Univer-
sidade Catélica do Rio de Janeiro.

A presente dissertacao foi desenvolvida com o objetivo principal de es-
tudar e classificar as singularidades genéricas existentes nas superficies com
curvatura Gaussiana K = —1 em R3. Mais especificamente, comecamos o
nosso estudo definindo as parametrizagoes assintéticas e a rede de Tchebyshev,
obtendo a chamada equacgao de sine-Gordon. Em seguida, apresentamos car-
acteristicas a respeito da fungao geradora e fizemos uma correlacao entre elas
e singularidades da superficie associada. Por fim, enunciamos e demonstramos
um teorema que permite a localizacao e classificagdo das singularidades sobre

as superficies pseudoesféricas genéricas.

Palavras-chave
Parametrizacoes assintoticas; Redes de Tchebyshev; Equacao de sine-

Gordon; Aresta cuspidal; Rabo de andorinha.



Abstract

Santos, Fabricio Barbosa dos; Craizer, Marcos (Advisor). Generic sin-
gularities of pseudospherical surfaces. Rio de Janeiro, 2024. 66p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

The present dissertation was developed with the main objective of
studying and classifying the generic singularities existing on surfaces with
Gaussian curvature K = —1 in R3. More specifically, we begin our study
by defining the asymptotic parameterizations and the Tchebyshev network,
obtaining the so-called sine-Gordon equation. Next, we present characteristics
about the generating function and make a correlation between it and the
singularities of the associated surface. Finally, we state and demonstrate a
theorem that allows the location and classification of singularities of a generic

pseudospherical surface.

Keywords
Asymptotic parameterizations; Tchebyshev nets; sine-Gordon Equation;

Cuspidal edges; Swallowtails.
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A Geometria eziste, como jd disse o fildsofo,
por toda a parte. E preciso, porém, olhos para
vé-la, inteligéncia para compreendé-la e alma

para admird-la.

Beremiz Samir, O Homem que Calculava.



1
Introducao

No ano de 1828, através da publicacao do livro Disquistiones Generales
Circa Superficies Curvas, Gauss fez grandes contribuicdo para a teoria da
Geometria Diferencial, sendo tal teoria o ramo da Matematica Pura que estuda
propriedades geométricas usando técnicas do célculo diferencial e integral. Em
particular, ele apresentou o conceito de métrica intrinseca de uma superficie
em R3. Além disso, Gauss comprovou um fato significante acerca de uma das
propriedades geométricas abordadas na Geometria Diferencial, a curvatura
Gaussiana (K): o fato de que ela é concebida de forma intrinseca (isto é, s6
depende da métrica), sendo esse fato trabalhado no célebre Teorema Egreguim
de Gauss.

Ainda no século 19, as superficies com curvatura Gaussiana constante (em
particular, aquelas cuja curvatura Gaussiana é negativa e igual a —1) ganharam
destaque no que tange a investigagdo no campo da Geometria Diferencial.
Nesse periodo de evidéncia, muitas propriedades foram descobertas e muitos
exemplos de superficies foram criados.

Tempos depois, em 1901, D. Hilbert comprovou um fato interessante a
respeito de superficies com curvatura Gaussiana constante, s6 que envolvendo

aquelas que sao negativas:

“Nao existe, em R3, superficies completas com curvatura Gaussiana

constante negativa sem singularidades.”

No entanto, embora tenhamos a garantia de que ha singularidades nessa
classe de superficies, o teorema nao deixa claro como sao tais singularidades,
qual a sua natureza e a sua regularidade. Isso porque, ao longo da demonstra-
¢do, o matematico em questao parte de um objeto que nao existe, mas que ele
diz existir, e culmina na comprovagao de que o objeto nao existe de fato, como
bem pontuou (Amsler 1955/56).

Nesse sentido, o objetivo central deste trabalho é explorar tais singulari-
dades sobre as chamadas superficies pseudoesféricas em R?3, que sao superficies
com curvatura Gaussiana constante igual a —1. Dito de outra forma, a presente
dissertacao tem a finalidade principal de classificar e localizar as singularida-
des das superficies pseudoesféricas. Para tal, dividimos o trabalho em cinco
capitulos e um apéndice.

O segundo capitulo se encarrega de oferecer subsidio tedrico para o enten-

dimento dos dois capitulos subsequentes deste trabalho. Mais precisamente, ele
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¢ composto pelo conceito de parametrizacao assintotica e rede de Tchebyshev,
além da obtengdo da equagao de sine-Gordon (cuja solugao, nesse caso, repre-
senta o angulo entre as duas dire¢oes assintéticas na regiao em que a equagao
em questao faz sentido) e suas propriedades pertinentes para o nosso contexto.

No terceiro capitulo, concentramos a nossa atencao nas caracteristicas
associadas a solugao da equacao de sine-Gordon, a qual chamamos de fungao
geradora e denotamos por w. Em outras palavras, a existéncia e unicidade da
funcao geradora, a relagdo biunivoca entre a solu¢ao da equacao e a superficie
pseudoesférica a qual esta associada, bem como a localizacao dos zeros de tal
solugao, figuram no campo destinado a esta parte da dissertacao.

O quarto capitulo teve a incumbéncia de usar os conceitos e resultados
exibidos nos capitulos dois e trés para obter um exemplo de uma superficie
pseudoesférica, localizar as suas singularidades e mostrar que é possivel situar
as singularidades de algumas dessas superficies através do que foi dito nos capi-
tulos precedentes. De forma mais clara, através de condic¢oes inciais especificas
para equacao de sine-Gordon, conseguimos aplicar os resultados mencionados
nos capitulos 2 e 3, obtendo a chamada superficie de Amsler, a qual recebe
esse nome em homenagem ao autor do artigo (Amsler 1955/56).

Em sequéncia, no capitulo 5, seguimos as ideias dos autores do artigo
(Ishikawa e Machida 2006) e focamos na descricdo das singularidades sob a
6tica de solucdo geométrica para um sistema de Monge-Ampere relativo a
equacao K = —1. Mais explicitamente, mostramos como é composto o sistema
de Monge-Ampere para K = —1, enunciamos o “critério de KRSUY” (que nos
permite localizar e classificar as singularidades) e terminamos o capitulo com

o enunciado e demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 1.0.1 Genericamente, qualquer solu¢ao geométrica para K = —1
possui apenas arestas cuspidais e rabos de andorinha como singularidades.
Dito de outra forma, dada uma solucdo geométrica f : U C R? — R3 x §?
para a equagao K = —1, temos que, para qualquer o € U, uma das sequintes

afirmagoes vale, com respeito a aplicagcio 7 : R? x S? — R3:
i) mo f:(V,xg) = R € uma imersao em x;
i) wo f: (V,x9) — R3 tem uma aresta cuspidal em wo;

iii) wo f: (V,x9) — R3 tem um rabo de andorinha em x.

Com ele, podemos ter noc¢ao acerca dos possiveis tipos de singularidades
presentes nas superficies pseudoesféricas genéricas.
No sexto capitulo, expressamos as conclusoes que tiramos das partes

antecedentes da dissertagao e tecemos alguns possiveis trabalhos subsequentes.
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Por fim, finalizamos nosso trabalho com dois apéndices, sendo o primeiro
apéndice voltado para apresentar defini¢oes e resultados citados ao longo do
texto, mas que nao foram exibidos. J4 o segundo traz consigo a construcao
que leva a unicidade e a existéncia de solucoes da equacao de sine-Gordon.
As demonstragoes de alguns resultados foram omitidas por estarem um pouco

fora do objetivo desta dissertacao.



2
Parametrizacoes Assintéticas e Redes de Tchebyshev

No presente capitulo, teceremos defini¢oes e resultados necessarios para a
compreensao da proposta desta dissertagao. Para tal, foram tomadas como base
as referéncias (Amsler 1955/56, Tenenblat 2008, Hartman e Wintner 1951).
Sendo assim, o leitor pode encontrar, aqui, definicbes de parametrizacao
assintotica, rede de Tchebyshev e equacao de sine-Gordon, bem como algumas
caracteristicas interessantes sobre elas.

Ainda, é valido ressaltar que, no que segue, S sempre denotard uma
superficie suave com curvatura Gaussiana negativa (/) constante igual a —1
e X : V Cc R? - R? é uma parametrizacdo suave de uma vizinhanca V de

p € S, a menos que se diga o contrario.

2.1
Parametrizacao Assintética

Quando estamos lidando com os objetos de estudo da Geometria Diferen-
cial e queremos realizar operacoes sobre eles, sempre precisamos considerar as
chamadas parametrizacoes a fim de que possamos concretizar o que desejamos.
Dessa maneira, gracas ao tipo de superficie S estamos interessados, o carater de
seus pontos (pontos hiperbdlicos) nos permite construir um tipo de parametri-
zaGao que, No nosso caso, facilita a nossa analise e obtencao daquilo que quere-
mos mostrar. Portanto, a luz de (Amsler 1955/56, Tenenblat 2008, Toda 2003),

realizamos o que vem na sequéncia deste inicio de secao.

Definicao 2.1.1 (Diregao Assintdtica) Dados wuma superficie suave S,
uma parametrizacio X : V. — R® e um ponto ¢ € V, dizemos que uma di-
recao tangente a X € uma diregdo assintotica se a direcdo em questdo anula a

sequnda forma fundamental da superficie em q.

Agora que estamos cientes do que é uma direcao assintotica, vejamos o

que seria uma curva que possui tais dire¢oes ao longo dela.

Defini¢ao 2.1.2 (Linha Assintdtica) Seja S uma superficie suave. Dada
X :V = R3 uma parametrizagio suave, afirmamos que a(t) = X (u(t),v(t)),
com I C R, é uma linha assintotica da superficie se, para qualquer t € I,

temos que o/ (t) € diregio assintdtica de S em (u(t),v(t)).

E, como fruto da combinacao das defini¢oes 2.1.1 e 2.1.2, surge a chamada

parametrizacao assintética, como mostra a seguir.
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Defini¢ao 2.1.3 (Parametrizagao Assintética) Seja S uma superficie su-
ave com curvatura Gaussiana negativa. Dizemos que X : V C R? — R3 ¢ uma
parametrizacdo assintotica para uma vizinhanga de S se u = cte e v = cte sdo

linhas assintoticas para a superficie.

Neste caso, observe que as linhas assintoticas em questao sao solugoes da

equacao diferencial
e(u, ) (du)? + f (u, v)dudv + g(u,v)(dv)? = 0,

onde e(u,v), f(u,v) e g(u,v) sdo os chamados coeficientes da segunda forma
fundamental. Porém, baseado nas equacoes de Gauss-Codazzi e no fato de
K = —1, podemos reparametrizar X de modo que as linhas assintoticas
sejam unitarias, isto ¢, mecam o comprimento de arco ao longo das curvas
coordenadas. Diante desse fato, advém a definicio das chamadas redes de
Tchebyshev.

No entanto, uma vez que estabelecemos um conceito, é interessante
sabermos se sempre podemos utiliza-lo no contexto que estamos trabalhamos.
Dessa maneira, felizmente, é sempre possivel usar parametrizagoes assintéticas

no nosso contexto, como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 2.1.1 (Existéncia e unicidade de linhas assintdticas)
Digamos que X : V — R3 € uma parametrizacio de uma superficie S.

Entdo, dado q € V', existem duas linhas assintoticas a(t) = X (u(t),v(t)) com
(u(0),0(0)) = ¢.

Prova. Sendo ¢ € V', queremos encontrar duas curvas a(t) = X (u(t),v(t)) de

modo que as fungoes u(t) e v(t) satisfagam a equagao

e(u)? + 2fu'v + g(v')* =0, (2-1)

onde (u(t),v(t)) € V e (u(0),v(0)) = gq.
Diante disso, haja vista que os pontos (u(t),v(t)) € V sdo hiperbdlicos,
¢ imediato que eg — f? < 0 em tais pontos. Logo, podemos fatorar a equacao

(2-1) em duas equagoes diferenciais da forma
Au' + Bv' =0, (2-2)

e o teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais lineares (ver
(Klingenberg 2013), pag. 52) nos assegura que as solugoes das equagdes do
tipo (2-2) existem, sdo tnicas e atendem a condicao inicial (u(0),v(0)) =¢. R

Tendo em mente a proposicao anterior e baseado na secao 2 do artigo
(Hartman e Wintner 1951), podemos reparametrizar nossa superficie S de tal

forma que u = cte e v = cte sejam as curvas assintoticas.
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Agora, vejamos um exemplo de parametrizacao assintética.

Exemplo 2.1.1 A parametrizacio X : R* — R3,
X(u,v) = (ucosv,usinv,v),

do helicoide é uma parametrizacao de linha assintotica. Vamos mostrar que as
suas curvas coordenadas sdo linhas assintoticas. Com efeito, € facil ver que

seus coeficientes da sequnda forma fundamental sao:

1

e(u,v) =0, f(u,v) = Vet g(u,v) =0.

Entdo, baseando-se na definigio de linha assintética, a(t) = X (u(t),v(t)) €
uma linha assintdtica se, e somente se, ela satisfaz a equagao (2-1). Ou seja,

n0 nosso contexto, se

1 /! /!
——uyv =0 & uv =0.
V14 u?

Logo, obtemos que u = cte ou v = cte. Assim, inferimos que a assertiva em

questao € veridica.

Figura 2.1: O helicéide com algumas de suas linhas assintoticas representadas
em verde, com —27 < u < 27 e —27 < v < 27. Fonte: Autor, 2024.

2.2
Rede de Tchebyshev

Nesta secao, aproveitaremos as afirmacoes feitas na secao precedente
e introduziremos uma nova classe de parametrizacdo, a saber: a rede de
Tchebyshev. E o termo “rede” advém do fato de que, se considerarmos um

quadrilatero ABC'D cujos lados u = ug, u = uy, v = vg € v = vy, temos



Capitulo 2. Parametrizacées Assintéticas e Redes de Tchebyshev 17

uma espécie de rede sobre a superficie. Isso decorre da configuracao da
métrica da superficie sob essa nova parametrizacdo e a condicao K = —1.
Para a escrita do texto a seguir, usamos as referéncias (Amsler 1955/56,

Hartman e Wintner 1951) como base.

Defini¢ao 2.2.1 (Rede de Tchebyshev) Dizemos que uma parametrizacao
assintética X : V. — R3 é uma rede de Tchebyshev se a métrica da superficie,

nessa parametrizacao, tem a sequinte configuragdo:
I= (du)? + 2 cosw(u, v)dudv + (dv)?,

onde w(u,v) € o dngulo entre as direcoes assintéticas unitirias X, e X,.

A fungao w(u,v) que surgiu na definigdo acima é chamada de fungao
geradora da rede e ha varias propriedades interessantes a seu respeito -
dentre essas, o fato de que podemos resgatar a superficie a partir dela. Mas

iremos abordar isso no capitulo 3.

Observagao 2.2.1 Uma vez que (X, X,) = cos(w(u,v)), X € suave e 0 <
w(u,v) < w, temos um informagao til acerca da regularidade da fungao

geradora: ela herda a suavidade da superficie X .

Agora, vejamos como que fica a segunda forma fundamental em uma rede
de Tchebyshev.

Proposicao 2.2.1 Em uma rede de Tchebyshev X : V — R3, a sequnda forma

fundamental da superficie € reduzida a
II = £2sinw(u, v)dudv.
Prova. De fato, sabemos que

e(u,v) = (dN(X,), Xu) = I1(X,),
g(u,v) = (dN(X,), X,,) = I1(X,).

Dai, dado que X é uma parametrizagao assintética, temos que e(u,v) = 0 e
g(u,v) =0.
Ademais, ja que K = —1 e e(u,v) = g(u,v) =0,

K eg—f* f

“EG-F*  sintw -1

donde f(u,v) = +sinw(u,v). Observe que, aqui, usamos o fato de EG — F? =
[1Xu x X[
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Logo, de fato, segue que a assertiva em questao é valida. [ |

No que tange as curvaturas principais k; e ko, temos o fato subsequente.

Proposigao 2.2.2 Sob uma rede de Tchebyshev X : V. — R3, as curvaturas

principais ki e ko sdo os autovalores da matriz

—cotw cscw
II-1rt= ,
cscw —cotw

[:(E F) e[[:(e f).
F G [ g

Isto €, elas sao as raizes da equacgdo caracteristica

onde

AN 4+2cotw-A—1=0,

w w
ki = £t tan (2> ko = F cot (2> :

Prova. Com base no capitulo 8 do livro (Pressley 2010), em relagdo a base

ou seja,

{X., X}, a matriz da diferencial da aplicagdo normal de Gauss dN é expressa

por II - 171, Sendo assim, estamos interessados nos \’s tais que

(IT- 17" = Xd)v =0, (2-3)
para v # 0. Logo, observe que podemos reescrever (2-3) como

(IT = XI)-T"*v=0. (2-4)

Agora, levando em conta os fatos sobre sistemas lineares, sabe-se que o
sistema (2-4) possui solugao diferente da trivial se, e somente se, det((II —
M) -I71) =0, isto &,

—A inw— A
det(IT— A = | sin w cosw | 0,
sinw — A cosw A
ou seja, A2 + 2 cotw — 1 = 0.
Portanto, segue o resultado. |

Por outro lado, a proposicao subsequente exibe os chamados simbolos
de Christoffel para o nosso contexto. Além disso, mostra que, nesse contexto,
as equagoes de Codazzi-Mainardi (A-5) sdo identicamente satisfeitas e que a
equagao de Gauss (A-4) vira uma equagao diferencial parcial (EDP) de segunda

ordem: a Equacao de sine-Gordon.



Capitulo 2. Parametrizacées Assintéticas e Redes de Tchebyshev 19

Proposigao 2.2.3 Seja S uma superficie suave com curvatura Gaussiana
K = —1. Sendo w(u,v) a fung¢do geradora associada a tal superficie, veremos

que, para 0 < w(u,v) < 7, 0s simbolos de Christoffel sao:

cos(w)w —w
r=—""t -1l =0 I, =—"
11 Siﬂ(u)) 9 12 21 ) 22 Sin(w) )
(2-5)
) — Wy ) ) ) cos(w)wy
= —— TI“ =T% =0, T4, = ————
11 sin(w) ) 12 21 ) 22 SiH(UJ)

Além do mais, as equagoes de Codazzi-Mainardi (A-5) sao naturalmente

satisfeitas, e a equacao de Gauss (A-4) € equivalente a
Wy = sinw, (2-6)

que € uma equacao diferencial parcial do tipo hiperbolico, a qual nomeamos por

equagdo de sine-Gordon.

Prova. A priori, dado que nossa superficie S suave tem curvatura K = —1,
sabemos que podemos reparametriza-la de forma que seus coeficientes da

primeira e segunda forma sao, respectivamente,

E=1, F=cos(w), G=1,

. (2-7)
e=0, f=sin(w), ¢g=0.

Agora, com isso em mente e se baseando no que diz a proposicao A.0.1, o que
estd escrito em (2-5) surge imediatamente.
Por outro lado, visto que ja sabemos a veracidade das igualdades em

(2-5), vem que, olhando as equacoes de Codazzi-Mainardi,

i) Do lado esquerdo delas, temos

e o o 9 — 5T = cos(w)
5 By cos(w)w, e S cos(w)wy.

ii) Do lado direito, também temos
T, + f(Tfy = Ty) — g, = —cos(w)w, e
T35 + (I3 — Tpy) — gL, = cos(w)w,.

Dessa maneira, tem-se que as equacoes de Codazzi-Mainardi sao satisfeitas
naturalmente.

Ademais, o lado direito da equacao de Gauss se reduz a

or2, B or?,
ou ov

B or?,
ov

+ F%QF% - Fhri + (I‘%)Q - F%1F§2 - - F%ll—‘%Qa
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donde
B or?, 2o W SIN(W) — wyw, cos(w)  wyw, cos(w)
v ez sin?(w) sin?(w)
. w'U/U
~ sin(w)’
Portanto, ja que K = —1, o que obtemos é a equagao de sine-Gordon. [ |

Por fim, uma das consequéncias mais importantes da rede de Tchebychev

estd enunciada na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.2.4 Seja A um quadrildtero assintético localizado em uma
superficie com K = —1 constante e delimitado pelos linhas assintoticas u = uq,
U= Uy, V=101 €V = y. Entdo, considerando que o contorno de A € orientado
positivamente, podemos afirmar que, nessas condigoes, a igualdade abairo €

verdadeira:

[w]a = /UQ /v2 sin wduduv, (2-8)
w1 Jur

em que [w]a = w(ug,v1) — w(ug, v1) + w(uz, v2) — w(ug, va).

Prova. Primeiramente, vale ressaltar que o resultado que queremos mostrar

advém da férmula de Gauss-Bonnet, ou seja, consequéncia de

4
KdS j{kd .= or 2.9
//int(A) + ¢ ky s+;a T (2-9)

onde dS é o elemento de area da superficie, ds é o elemento de comprimento
do contorno de A, k, é a curvatura geodésica e o; sao os angulos orientados

interiores no vértice da imagem do contorno de A na superficie.

Diante disso, ja que dS = VEG — F2dudv, EG — F? =sinwe K = —1,

vem que
U )
// KdS = —/ / sin wdudwv.
mnt(4) ur Joy

Por outro lado, a orientagao da borda de A e a definicdo do angulo ¢;

(ver fig. 2.2) mostram que

4
S i =1+ (T — ¢a) + ¢35 + (7 — ¢u) = 27 + (W],
i=1
onde ¢y = w(u,v1), ¢2 = wlug,v1), P3 = w(uz,va) € dg = w(uy,va).
Por fim, com base em (Hartman e Wintner 1951), a integral da curvatura
geodésica sobre o contorno de A pode ser substituida pela soma dos angulos
obtidos em cada curva do contorno através do fato de X, e X, serem trans-

portados paralelamente sobre tais curvas. Assim, depreende-se a expressao
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Figura 2.2: Angulos de uma rede de Tchebyshev. Fonte: Autor, 2024.
subsequente:

(2-10)

{ ky = —wu(u,vp) (em uma linha v = vy),

kg wy (g, v) (em uma linha u = uy).

Sendo assim, veremos

%k‘gds = /u2 —wy(u, v1)du + /u1 —wy (U, vo)du + /U2 wy (g, v)dv

1

+/ 1 wy(ug,v)dv

= —w(ug,vy) +wl(ug,v) — wlug, ve) + w(ug, v2) + w(ug, ve)
—w(ug,v1) + w(ug, v) — w(ug, va)
= Z[M]A.

Portanto, levando em conta as informagoes presentes nos 4 tultimos

paragrafos antecedentes, a equagao (2-9) vira
us U2
—/ / sin wdudv + 2[w]a + 27 — [w]a = 27,
ul U1

culminando em

[w]a = /u2 /v2 sin wdudv.

1 U1

Observagao 2.2.2 De posse do resultado anterior (a proposi¢ao 2.2.4), pode-
mos obter a chamada Equagao de sine-Gordon (B-5) e perceber que wy, = wy,

mesmo que w s6 seja de classe C*. De fato, fizrando u, e v, e deizando u = uy
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v = vy variar, a equagio (2-8) nos dd:

v
wu(u,v) —wy(u,v) = /Sinwdv,
v1

u
wy(u,v) — wy(ug,v) = /sinwdu.
ui

Finalmente, derivando a primeira equagdo em relacao a v e a sequnda em

relacdo d u, chegamos na FEquacao de sine-Gordon:

Wy = SiNw. (2-11)



3

Propriedades da funcao geradora w

Neste capitulo, nos debrugaremos sobre as caracteristicas da solucao da
equacdo de sine-Gordon (2-11), isto é, iremos estudar o comportamento da
fungao geradora w(u,v) e suas consequéncias. Com isso, além da correspon-
déncia local um para um entre a funcdo geradora w e a superficie S, uma
consequéncia crucial para nos é: quando w = nm, n € N, temos que as linhas
coordenadas sao paralelas entre si. Logo, a regidao do plano coordenado R? que
corresponde a w(u,v) = nm gera uma curva ao longo da superficie, sendo tal
curva detentora de uma tnica linha assintética (ao invés de duas, como diz a
curvatura Gaussiana negativa). Assim, nessas regioes, temos “patologias” na
superficie, ou melhor: temos singularidades.

Portanto, para atingirmos nosso objetivo, levamos em considera-
¢ao as assertivas e conclusoes presentes em (Amsler 1955/56, Stoker 1989,

McLachlan 1994).

3.1
Existéncia e Unicidade

Neste campo, estaremos interessados em estabelecer condicées sob as
quais conseguimos obter solugoes w para a equagao de sine-Gordon. Para isso,

comegamos definindo o que seria “dominio caracteristico”.

Definigdo 3.1.1 (Dominio Caracteristico) Seja o plano R? com coordena-
das cartesianas retangulares u, v. Chamamos de dominio caracteristico qual-
quer parte do plano delimitada por dois segmentos horizontais e dois verticais

na qual a equagao (2-11) faz sentido.

Sob essa Optica, as circunstancias em que uma fungéo w(u,v) existe sao

descritas pelo teorema abaixo.

Teorema 3.1.1 (Existéncia e unicidade da fungao w) Sejam ¢1(u) e
¢2(v) duas fungoes suaves definidas em o < u < ey < v < 9, respectiva-
mente, com o, v <0 e 3, § > 0. Além disso, suponhamos que ¢1(0) = ¢2(0).
Entdo, podemos afirmar que existe, no dominio caracteristico fechado D

a<u<p,y<wv<0d, uma unica fungio suave w(u,v) que satisfaz

[w]a = //A sin wdudv (3-1)

para qualquer retangulo caracteristico A localizado em D. Ademais, temos que

w(u,0) = ¢1(u) e w(0,v) = ¢a(v).
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Prova. A demonstracao deste teorema se encontra no apéndice B. |

3.2
Reconstrucao da superficie a partir de w

Na presente secao, abordaremos o carater biunivoco local entre a funcao
geradora w e a respectiva superficie S com curvatura K = —1. Dito de outra
forma, mostraremos que conseguimos recuperar localmente e unicamente, a
menos de troca de parametros u e v, da escolha de origem u = v = 0, assim
como movimentos rigidos no espago, a nossa superficie S a partir da fungao w
correspondente.

De posse da proposicao 2.2.3, vamos enunciar e demonstrar o teorema

que sustenta o que fora dito no inicio desta secao.

Teorema 3.2.1 (Existéncia e unicidade de superficie a partir de w)
Digamos que w(u,v) é uma solu¢io suave da equagio de sine-Gordon com
dominio caracteristico D. Entdo, dado (ug,vo) € D tal que 0 < w(ug, vo) < T,

entao existe, localmente, uma tunica superficie S com curvatura Gaussiana

K=-1e

I = (du)* + 2 cos(w)dudv + (dv)? e II = 2sin(w)dudv.

Prova. Primeiramente, dado que w(u,v) é suave em D, conseguimos uma
vizinhanga D C D de (ug,vp) tal que sin(w) > 0 em D. Entdo, restrinjamos
nossa atencao para tal subconjunto D.

Agora, sendo £ = G =1, F = cos(w), e sendo e = g = 0, f = sin(w), é
verdade que todos sao suaves. Ademais, usando a proposi¢ao 2.2.3, vemos que
eles satisfazem as equacoes de compatibilidade. Portanto, pelo teorema A.0.2,

existe uma tunica superficie S correspondente ao dominio D tal que
I = (du)? + 2cos(w)dudv + (dv)? e II = 2sin(w)dudv

sao a primeira e segunda formas fundamentais, respectivamente. E é imediata a
verificacao de que a superficie em questao possui curvatura Gaussiana K = —1.
|

Finalmente, temos o que fora dito no comeco da segdo descrito no

corolario a seguir.

Corolario 3.2.1 Consideremos S como sendo uma superficie suave com cur-
vatura Gaussiana K = —1 ao longo dela. Sendo assim, a partir da funcao
geradora w(u,v) concebida por tal superficie, podemos resgatd-la localmente e

unicamente, isto €, do ponto de vista local, w(u,v) nao concebe, a menos de
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movimentos rigidos e reparametrizagoes, outra superficie diferente da superfi-

cie S que lhe dera origem.

Prova. A ideia central da prova desse corolario mora no fato de que w(u,v)
herda a suavidade da superficie S, satisfaz a equacao de sine-Gordon em um
dominio D e conseguimos uma regiao sobre a qual 0 < w(u,v) < 7 (que vem
da configuracdo da curvatura Gaussiana de S). Percebido isso, o teorema 3.2.1

¢é aplicavel, e o resultado segue. [ |

3.3
Zeros da funcao geradora w

Agora, observe que, ja que o fato de w(u,v) satisfazer (3-1) implica na
equacao de sine-Gordon e estamos interessados na relagao entre tal fungao e
uma superficie com curvatura Gaussiana K = —1 e as consequéncias disso,
a proposicao subsequente nos fornece um fato 1util para o nosso objetivo: a
localizagao de singularidades para a superficie S a partir da funcao geradora

Ww.

Proposicao 3.3.1 Sejam o dominio a < u < b, v < v <0 e w(u,v) uma
solugao suave da equagio de sine-Gordon (como no Teorema 3.1.1). Ainda,
sejam (a,0) e (5,0) dois pontos sobre o eizo u tais que a < a < < b. Se,
no intervalo a < u < b, temos w, > 0 e sinw > 0, entdo sempre é possivel
encontrar um zero da funcdo sinw no dominio D a < u < 3, v < v < § se

considerarmos 0 suficientemente grande.

Prova. Primeiramente, escolhamos dois pontos (a/,0) e (f’,0) sobre o eixo u,

com a < o < ' < 3, de modo que tenhamos
w(,0) —w(a,0) = ¢
w(ﬁa O) - w(ﬁla 0) = €

com € > 0. Agora, definamos os dominios sobre os quais iremos trabalhar: A o

dominioa <u< B, 0<v<v; <d,e A odominio o/ <u<pf,0<v <.

Diante disso, levando em conta o fato de sinw > 0 em a < u < 3 sobre

(3-2)

o eixo u, podemos determinar, por continuidade, v; de forma que tenhamos
sinw > 0 em A — por exemplo, 0 < w < 7. Com isso, vamos analisar o
comportamento da fungdo w nos pontos de A": dado (u,v) € A’, de acordo

com o Teorema 3.1.1, temos que, sendo A} = [, u] x [0, v],

w(a,0) —w(u,0) + w(u,v) —w(a,v) = /// sinwdudv > 0,
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donde, com base na primeira igualdade em (3-2) e no fato de w, > 0 sobre a

por¢ao que estamos tomando no eixo u, obtemos
w(u,v) > w(u,0) —w(a,0) >,

dado que w(a,v) > 0.
De forma analoga, considerando o retangulo caracteristico A, = [u, 8] X
[0, v], temos
W(U, O) - (U(ﬁ, 0) + W(ﬁ7 U) - (,U(’U,, U) > 07
isto é,
w(u, U) <m— [w(67 0) - w(”? O)] < T €
haja vista que 0 < w(fB,v) < .

Sabendo disso, note que, em A’
e <w(u,v) <m—E€

E isso nos permite dizer que
sinw(u,v) > sine (3-3)

para (u,v) € A’
Agora que ja temos informacgoes acerca de sinw em A’ fazendo o uso de

(3-1), veremos que
w(a,0) —w(F,0) +w(B, v) —w@,v) = // sinwdudv > (' — a')v; sine,

levando em conta o que estd posto em (3-3).
Portanto, podemos inferir que, desde que w(f’',0) — w(a/,0) > 0 e
w(a/,v) >0,

v(f —a)sinw < w(f,v;) — [w(B,0) —w(,0)] <, (3-4)
resultado em
s
<vp=.
s (8" —a/)sine
Logo, em D, temos, portanto, um zero de sinw se escolhermos § > v}. [ |

Observagao 3.3.1 Percebe-se que o valor de vi depende apenas dos valores

que w assume no e1To U.

Além disso, como resultado da proposicdo acima, podemos enunciar o

corolario seguinte — que é uma releitura do Teorema de Hilbert.
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Corolario 3.3.1 Ndio existe, em R3, superficie fechada com K = —1 sem

singularidades.



4
Superficie de Amsler

O presente capitulo tem o objetivo central de obter uma superficie S
com curvatura Gaussiana K = —1 a partir de uma solug¢do da equagdo de
sine-Gordon w(u,v), bem como localizar as suas singularidades. Em outras
palavras, comegaremos determinando as condigoes iniciais para a equagao (2-
11) de forma que o teorema 3.1.1 seja aplicavel. Em seguida, usaremos a
unicidade da fun¢ao w para exibir a configuracao de suas linhas de niveis. Feito
isso, usaremos a proposicao 3.3.1 para descobrir as curvas de niveis que anulam
w(u,v). Na sequéncia, veremos que hd uma regiao em que o teorema 3.2.1 se
aplica, obtendo a chamada superficie de Amsler. Por fim, apresentaremos fatos
acerca de sua configuragao.

A base para este capitulo foi (Amsler 1955/56).

4.1
Resolvendo a Equacao de sine-Gordon

A vpriori, dadas as condigoes iniciais w(u,0) = w(0,v) = wp, sendo wy
constante e u, v € R?, temos que existe, no plano u, v, uma tnica solucao
w(u,v) da equagdo wy, = sinw. Observe que isso decorre do Teorema 3.1.1,
haja vista que as condicoes inciais sao suaves e coincidem quando v = v = 0.
Além disso, perceba que w é analitica em todo R?, em virtude de que w(u,0)
e w(0,v) sdo analiticas ao longo dos seus respectivos eixos de defini¢ao.

Por outro lado, dado A constante real nao nula, observe que a aplicacao
w(u,v) = wlu, \"'v) satisfaz a equagao W,, = sinW e tem as mesmas
condicgoes iniciais para u = 0 e v = 0. Com efeito, levando em conta que

as condigoes iniciais de w, tem-se que
W(u,0) = w(Au,0) = w,

@(0,v) = w(0, A\ 'v) = wp.

Ademais, w,, = sinw para todo (u,v) € R2% Em particular, temos
Wyo (A, A1) = sinw(Au, A1), isto é, W, = sinw. Logo, por unicidade da so-
lugdo, afirmamos que W = w. Desse fato e da analiticidade da fun¢do w advém
a afirmagao de que w(u,v) depende do produto uwv, resultando na caracteriza-
¢ao das linhas de nivel da fungao w(u,v): as hipérboles equildteras uv = cte.

Foquemos nelas.
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4.2
Encontrando as curvas de niveis sin(w) = 0

Assim como posto em (Amsler 1955/56), estaremos considerando 0 <
wo < m. Entdo, por continuidade da funcao sinw e dado que sinw > 0 sobre
0 eixo u, obtemos que, em um ponto do primeiro quadrante v > 0, v > 0,

localizado suficientemente préoximo do eixo w:

vo

wy (1, v9) = wy(u, 0) +/ " sinwdv = / sinwdv > 0.
0 0

Diante disso, note que a Proposicao 3.3.1 ¢é aplicavel tomando como base
uma vizinhanga de (u,vp) no segmento v = vy, uma vez que conseguimos
wy > 0 e sinw > 0 em tal vizinhanca. Dai, é valido dizer que existe, no
primeiro quadrante, um ramo de hipérbole uv = cte tal que sinw = 0, ja que
encontraremos um zero da funcao w e temos que as linhas de nivel dela sao
hipérboles.

Agora, seja uv = A; (A\; constante) a primeira linha de nivel sinw = 0
alcancada dessa forma. Como w, > 0 em qualquer segmento entre o eixo v e
essa hipérbole, a equacao sinw = 0 em uv = A\; s6 admite a solucao w = 7.
Assim sendo, como a fun¢ao w depende apenas do produto uv, entao a segunda
parte dessa hipérbole, localizada no terceiro quadrante do plano, também é
uma linha de nivel w = 7, ja que uv > 0 nesse quadrante.

Por outro lado, nos demais quadrantes (2° e 4°) ha uma linha de nivel
uww = Ay (Ao constante) onde w = 0. De fato, para vermos isso, basta

percebermos que a transformacao

u = —-u
v v
W = T—Ww

descreve os 2° e 4° quadrantes nos 1° e 3° quadrantes, respectivamente. Dessa
maneira, com um raciocinio similar, chegamos no fato de w = 0 sobre a linha

de nivel uv = \,.

4.3
A superficie de Amsler

Portanto, tendo em mente as se¢des 4.1 e 4.2, podemos afirmar que w
gera, no espaco R?, uma superficie K = —1 e analitica. Isso porque, no dominio
do plano u, v delimitado pelos 4 ramos das hipérboles uv = \; e uv = Ay, a

fun¢do w(u,v) atende as condigoes de suavidade e de sinw(u,v) > 0, além
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de satisfazer as equagoes de compatibilidade. Tal superficie é conhecida como
superficie de Amsler.

As curvas de bordas de tal superficie sao quatro, sendo duas w = 0 e duas
w = 7. Ainda, as linhas assintéticas u = 0 e v = 0 sdo retas, em virtude de que
w(u,0) = w(0,v) = wy e sabemos que as curvaturas geodésicas sdo dadas por
€1 = —Ww, € ca = w, ao longo de linhas v = cte e u = cte, respectivamente. Logo,
pelas equacoes de Frenet (A-2), inferimos que o vetor tangente é constante ao
longo de tais linhas assintéticas.

Ainda no fito de descrever a superficie de Amsler, observe que wy
representa o angulo formado pelas retas assintoticas v = 0 e v = 0, além
de a superficie possuir uma area infinitamente grande. Com efeito, seja A a
regiao hiperbodlica do primeiro quadrante, delimitada pelo eixo u, as assintotas
u = up, v =¢ (onde ugug > A1) e a curva uv = \;. A sua area é expressa através

da férmula de Stokes:

// sin wdudv = // Wypdudv = — ¢ wydv, (4-1)
A A

onde, na ultima igualdade, fizemos o processo contrario do teorema de Green.

Entao, calculemos a ultima integral:

1) Sobre u =0, u = ugy, v = 0, é fato que

/wudv = 0;

2) Sobre uv = Ay, observe que

Wy = 0w O(uv) = cte - v = cte L
Y O(ww)  Ou - w
donde
u ]
ct€/ —du = —cte[log(uo) — log(u)] = —ctelog (“;\“0> .
ug U '

3) Sobre v = vy,
0
/ wpdu = w(0,v9) — w(u,vg) = —[m — wp.

Assim, baseado nos trés fatos anteriores e em 4-1, concluimos que

// sinwdudv = m — wy + ctelog (uovo) ,
A )\1

que tende ao infinito ao mesmo tempo que ug ou vy vai.
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4.3.1
Caso wy = 3

A superficie obtida do caso particular wy = § chama a atencao porque:
1) No plano u, v, as linhas de niveis uv = A\ e uv = Ag, para as quais temos
sinw = 0, sao simétricas. Ou seja, nesse caso, temos que A\; = —Ay;

2) H& varias simetrias presentes, uma vez que o angulo entre as linhas

assintéticas u =0 e v = 0 é reto;

3) Devido ao fato 1), existe, na superficie em questdo, um quadrildtero
assintético A cujos quatro vértices estdo nas linhas de singularidade

w =0 e w = 7. Nesse caso, temos que
// sinwdudv =7 —0+7 — 0 =2,
A

ou seja, tem a soma alternada igual a 27.

Figura 4.1: Exemplo da regiao A em roxo. Fonte: Autor, 2024.

Por outro lado, para construir a figura 4.2 — retirada de (Ramshaw 2016)
—, o método consiste em realizar a integracao da equacao diferencial w,, = sinw
com w(u,0) = w(0,v) = 7. E o leitor interessado em saber no que consiste o
método numeérico para o esboc¢o da superficie de Amsler pode encontra-lo nas
ultimas paginas de (Amsler 1955/56).

Além disso, observe que, na figura da superficie de Amsler, podemos

visualizar que a regido correspondente ao quadrildtero assintético A de area
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maxima 27 estd delimitada pela linha verde. Além disso, as partes correspon-

dentes as linhas de niveis uv = A\; e uv = Ay s@o justamente as bordas da

superficie.

Figura 4.2: Superficie de Amsler com wy = 7. Fonte: Lyle Ramshaw, 2016.
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Singularidades Genéricas

Neste capitulo, buscamos descrever as singularidades da nossa superficie
suave S com curvatura Gaussiana constante igual —1 via solucao geométrica
para um sistema de Monge-Ampere para K = —1. Para chegarmos nisso,
definimos as estruturas do sistema de Monge-Ampere para o caso K = —1,
estabelecemos o chamado “critério de KRSUY” e demonstramos o teorema que
classifica os pontos de uma superficie pseudoesférica genérica S. A referéncia

principal deste capitulo foi o artigo (Ishikawa e Machida 2006).

5.1
Preliminares

Aqui, nesta primeira secao do capitulo 5, iremos preparar nosso terreno
para que consigamos atingir o objetivo firmado no pardgrafo acima. Ciente

disso, inciemos apresentando o sistema de Monge-Ampere para K = —1.

5.1.1
Sistema de Monge-Ampeére para K = —1

Seja 2z = f(u,v) uma superficie suave nas coordenadas (u,v,z) € R3.
Sendo assim, considerando ¢(u,v) = (u, v, f(u,v)), observe que o vetor normal
ao longo dela é dado por N = —L__(—f, —fs 1), os coeficientes da

1SR

primeira forma sao
E=1+fu, F'=fufo, G=1+ [,
e os coeficientes da segunda forma sao

. fuu o f’LLU . fU’U
€= —FF/— f = =
Vit + 2 Vit i+ 13 Vit i+ 2
donde, ja que uma das formas de obtermos a curvatura Gaussiana ¢ via a

, _£2
formula K = 5%7];2, obtemos que

K = fuufvv_ 31; (5_1)

(L+ 2+ f2)*

Diante desse fato, de acordo com os autores de (Ishikawa e Machida 2006),

podemos reescrever a equacao (5-1) como um sistema diferencial, o cha-
mado sistema de Monge-Ampere. Para expressarmos tal sistema, sendo

(21, T2, T35 Y1, Y2, Y3) O sistema de coordenadas em R? x R3, podemos nos res-
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tringir a R3 x S? e definir a 2-forma

w = —(ydry Adrs + yodrs A dry + ysdr, A das)
— (1 dy2 A dys + yadys A dyr + ysdys A dys)

e a forma de contato 6 = y;dx; + yadrs +ysdrs no fibrado tangente T'(R? x S?),
e note que w implica em na equagao (5-1) quando igualada a zero. De fato,

sendo a = 1+ f2 + f2 e considerando a forma do vetor N, temos que

_Ju _ fo !
B=—"—=7 Y2=—"71, Y3= 71
a2 az2 az

Com isso, perceba que, por um lado,

yidys Ndys =

%M—t‘ ;h %\H‘?ﬁ
A/ A/
%\»—t‘ ?H %\»—“ e
T
Q
P S
| +
~—~7 /N
S S
| Mh—“ e
N——
/N <
%\»—“ IS4 %‘
v | I
< >
a T~
%‘H‘ = %\»—“ —
e, o
=¥
= S
S n
S
——
<
=¥
ILI

Juv

a?

@‘:..;

N|=

i+ Folue) + g Fufun + Fofon) Fufun+ fuli)

fU’U

IR i ) = oot o) Fufon 4 S|

Ju

a?

Ju | fu

az CL2

fuufv'u - (fm;)2 du N dv

2
= ({LU) [fuufvv - (fuv)2] dU, AN d’U,

5
2
e, de forma analoga, obtemos:

wmA%::i”mwwwmmMAw

5
2

1

5
2

y3dy1 A dy2 - [fuufvv - (fuv)z] du A\ dU.

a

Por outro lado,
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y1drg Ndrs = —f—Zdv A df
a2
_ N
= —“5dv A (fudu+ f,dv)
a2
2
= (f"l) du A dv,
az
e, analogamente,
(fo)?
Yodxs Ndxy = —du A dv,
a2
1
ysdxi Ndry = —duAdv,
a2
Logo, diante dos céalculos feitos acima,
L ((f)*+ (f)*+1 fu)? + (fo)* +1
Lo _<( ) (l ) ~((fu) (é ) Funton — (Fu)®) || dut A o
i a? a2
I 1 1
= - ((fu)2 + (fv>2 + 1)2 - (ag (fuufvv - (fuv)2)> du N dv>

e a equacao de K surge quando fazemos w = 0.

Observe que, neste contexto, # é a forma de contato associada a distri-
buigao D = {w € T(R3 x §?); §(w) = 0} com estrutura simplética df em D.
De fato, uma vez que 0 = y dx, + yodxs + ysdrs e df = dy, N\ dxy + dys N dxs +

dys N dxs, inferimos que

0 N (d@)Q = 2y1d$1 VAN dyg VAN dIQ VAN dyg A d(L’g + QdeIQ VAN dyl A dl’l N dyg VAN dxg
+2y3d£€3 VAN dyl VAN dl'l A dy2 VAN dxz,

que é nao degenerada. Com isso, baseado na Proposicao 10.3 da autora
(Silva e Salva 2001), temos a certeza de que 6 é uma forma de contato em
R3 x S%. Logo, estamos diante do sistema Monge-Ampére almejado, o qual é
composto pelas formas diferenciais w e 0, sendo essa ultima responsavel por
nos fornecer informagoes de cunho geométrico relacionadas a nossa superficie
de estudo.

Além disso, na tentativa de desfazer o processo que levou ao R3 x S2,
surge uma aplicacdo, a chamada fibracao Lagrangeana: 7 : R x S? — R3, com
m(x,y) = x, para (z,y) € R® x §? C R3 x R3.

Portanto, de posse dos fatos anteriores, podemos estabelecer uma relacao

entre uma superficie em R® com K = —1 e uma solucdo geométrica de
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K = —1 em R? x S%. Para vermos isso, consideremos o mapa de Gauss, que
leva cada ponto da superficie a um vetor normal a ela na esfera unitaria S2,
e fixemos uma orientacdo do nosso objeto de estudo. Assim sendo, podemos
levantar a superficie, de forma tnica, a uma solu¢ao geométrica de K = —1
em R3? x S%. Dito de outra forma, podemos transformar a superficie em uma
imersdo Legendriana f : U — R3 x S%2, U C R? aberto, tal que f*0 = 0 e
ffw=0.

5.1.2
Algumas definicoes usadas ao longo deste capitulo

Nesta subsecao, atentaremos-nos em listar alguns defini¢coes que serao
utilizadas ao longo da escrita subsequente. Sendo assim, comecemos definindo

0 que seria uma imersao Legendriana.

Definigao 5.1.1 (Imersao Legendriana) Uma aplicagio f : N? — M?,
onde N e M sao variedades diferencidaveis de dimensao 2 e 5, respectivamente,
¢ chamada de imersio Legendriana se é uma imersio e f.(T'N) C D, onde
fe : TN — TM representa a diferencial de f.

Na sequéncia, veremos a defini¢do de solugao geométrica, que é um tipo

de imersao Legendriana com uma condicao especial.

Defini¢ao 5.1.2 (Solugao geométrica) Uma imersao Legendriana f
N? — M? ¢é chamada de solugio geométrica de um sistema Monge-Ampére

formado pela forma de contato 0 e a 2-forma w se f*0 =0 e f*w = 0.

5.2
Aresta Cuspidal e Rabo de Andorinha

Na presente secao, estamos interessados em descrever o conceito de uma
aresta cuspidal e um rabo de andorinha, bem como localizar tais elementos em
uma superficie. Para tal, comecamos estabelecendo aplica¢des que permitem a
transferéncia de caracteristicas entre superficie, apresentamos o crucial critério

de KRSUY e finalizamos a se¢do com aplicagoes de tal critério, via exemplos.

Definigao 5.2.1 Seja 7 : (R*,0) — (R3,0) uma fibragio Legendriana. Duas
imersoes Legendrianas f, g : (R*0) — (R 0) sio chamadas de Legendre
equivalentes se existem um contatomorfismo ® : (R°0) — (R>0), um
difeomorfismo o : (R%,0) — (R?,0) e um difeomorfismo ¢ : (R*0) — (R?,0)

tal que o sequinte diagrama comuta:
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(R2,0) —'— (R5,0) —"— (R3,0)

5 J» J?

(R2,0) —— (R%,0) —— (R3,0)

Tendo ciéncia do conceito anterior, podemos definir, formalmente, o que
vem a ser um ponto de aresta cuspidal e um ponto de rabo de andorinha, como

mostra a seguir.

Definigao 5.2.2 Seja 7 : (R°,0) — R® um germe de fibragio Legendriana

com respeito a forma de contato 0 = dz — pdx — qdy. Entao, dizemos que:

a) uma imersao Legendriana f : (R?,0) — (R® 0) é uma aresta cuspidal

com respeito a m se f é Legendre equivalente a

2
(%1/7271% Q) = (U,U2, §/U3707U)'

Nesse caso, dizemos que wo f tem uma aresta cuspidal em 0.

b) uma imersio Legendriana f : (R?,0) — (R%,0) é um rabo de andorinha
com respeito a w se f é Legendre equivalente a
L

3
(ZL’, Y,z,p, Q) - (U; Us + uv, *U4 + —uv

g
1 5 , 2@ ,V).

Nesse caso, dizemos que wo f tem um rabo de andorinha em 0.

No entanto, podemos perceber nao é muito simples de ser utilizado da
forma em que é apresentado. Entao, a fim de facilitar a identificagdo dos pontos
de arestas cuspidais e de rabo de andorinha, apresentamos o conceito de ponto

singular nao degenerado, que pode ser visto logo em seguida.

Definigao 5.2.3 Seja f : (R?, (up,v0)) — R® um germe de uma imersdo

Legendriana,

f(ua U) = (:C(uu U)? y(u7 7}), Z(u7 U),p(u, U), Q(uv ’U)),

para a forma de contato padrdo 0 = dz — pdx — qdy em R com a fibragdo
Legendriana ™ : RS — R3, dada por w(x,y,z,p,q) = (v,y,z). Seja, ainda,
g = mof e suponhamos que g ndo é uma imersao em (ug, vo), isto é, que (ug, vy)
seja um ponto singular. Entdao, chamamos o ponto (ug,vg) de ndo degenerado

se A : (R?, (ug,v0)) — (R,0) € uma submersio, onde

A = det Tu Lo )
Yu Yo
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Note que g, X g, = A - (—=p,—q,1). De fato, sendo g, = (Zu, Yu, 2u) €

Gv = (%,yv, ZU), sabemos que:

Gu X Gy = (yuzv — Yyl Tyly — Tylyy Tuly — xvyu) (5_2>

Por outro lado, sabemos que z depende de x e y, donde obtemos, pela regra
da cadeia,
2y = Z:chu‘i_zyyuu

Zy = Zx$v+zyyv'

Logo, colocando A = z,y, — =,y, em evidéncia no vetor (5-2) e lembrando que

D= 2y € ¢ = Z,, vem que:

YuZo = Yo2u Yul22Ty + Zyyv) — Yo 2oy + ZyyU>
xuyv - xvyu muyv - xvyu
= D
Tyly — Tyly o Iu(zxxu + Zyyu) - xv(zxxv + Zyyv>
Tyl — TolYu B Tylv — TolYu ’
= —q

e o fato estd provado, ou seja, g, X g, = A - (—p, —¢, 1). Assim sendo, o lugar

singular de g ¢ dado por A = 0 em (R?, (ug, vo))-

Observagao 5.2.1 Sendo (ug,vg) um ponto singular de g ndo degenerado,
o teorema da fungdo implicita pode ser aplicado a fungcdio A, e isso nos
permite observar que o lugar singular pode ser parametrizado por uma imersao
71 (R,0) = (R?, (ug,v0)). Além disso, haja vista que o posto g é 1 ao longo
de y(t) prézimo a t = 0, existe um campo vetorial nao nulo n : (R,0) — TR?

ao longo de v tal que
(97()«(n(t)) = 0.

Finalmente, podemos enunciar o resultado que tornar menos complicado

o processo de identificagao das singularidades do nosso objeto de estudo.

Proposicao 5.2.1 (Critério de KRSUY) Seja (ug,v9) um ponto nao de-
generado de g = mo f : (R? (ug,v9)) — R3 para uma imersao Legendriana
[ (R2, (up,v)) — R5. Ainda, seja v como na observagio 5.2.1. Sendo assim,

afirmamos que:

a) f € uma aresta cuspidal em (ug,vo) se, e somente se, det('(0),n(0)) # 0;

b) f éum rabo de andorinha em (ug,vo) se, e somente se, det(~'(0),n(0)) =
0 e & det(y'(t),n(1))],_, #0.
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Prova. O leitor interessado na demonstragao desse fato pode consultar o artigo
(Kokubu et al. 2004). |
Agora, vamos ver algumas aplicagoes do critério de KRSUY, comecando

por mostrar que ele se aplica para as imersoes Legendrianas presentes na
defini¢ao 5.2.2.

Exemplo 5.2.1 Seja f: (R?,0) — R5 a imersio Legendriana da definicio da
singularidade do tipo aresta cuspidal, isto é, f(u,v) = (u,v? §v3,0,v). Vamos
mostrar que ela satisfaz o critério posto em 5.2.1 a) em (0,0). De fato, observe
que, neste caso, g nao € imersao em (0,0). Ademais, A =2v e A, =2 # 0,
o que nos diz que o lugar singular de g é v =10 e que A é uma submersao em
(0,0). Logo, temos que a imersao vy € da forma y(t) = (u(t),0), com u'(0) # 0,

ja que estamos diante de uma imersao.

Figura 5.1: Pontos de aresta cuspidal para a funcdo em 5.2.1 representados em
azul, com —15 < u <15 e —10 < v < 10. Fonte: Autor, 2024.

Por outro lado, levando em conta que x, y e z sdo as coordenadas de R3,

9
9 ov

ja que

) = 2@(1t)2 +20(t)* =~
(1)
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e v(t) = 0 ao longo de v, depreende-se que n(t) = (0,1). Entao, diante dos

fatos apresentados,

det(a/(0),7(0))

Com isso, de fato, temos que f tem uma aresta cispide em (0,0). Na

verdade, f tem uma aresta cuspidal em todo ponto (u,0), u € R.

Exemplo 5.2.2 Consideremos f : (R%0) — R® como sendo a imersdo
Legendriana presente no conceito da singularidade do tipo rabo de andorinha,

ou seja, f € da forma f(u,v) = (u,v® +wv, 30t + Juv?, =102, v) (ver fig. 5.2).

Figura 5.2: Ponto de rabo de andorinha para a fungao em 5.2.2 representado em
verde, e pontos de aresta cuspidal representados em azul, com —15 < u < 15
e —10 < v < 10. Fonte: Autor, 2024.

Sendo assim, é verdade que g nao é imersio em (0,0) e que A = 3v* +u.
Logo, A, = 1 A, = 6v, e temos a garantia de que A é uma submersao em
(0,0).

Tomando y(t) = (u(t),v(t)) como sendo parametrizagao do lugar singular

de g {A =0}, observe que:

30(t) +u(t) =0 = u'(t) = —6v(t)'(t) = u/(0) =0,
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pois v(0) = 0. Além disso, observe que, sendo x, y e z as coordenadas de R3,

9
9 ov

anula ao longo de vy, pois v € a parametrizacio de A = 0. Com isso, temos

> = (3v(t)* + u(t))aay +v(3v(t)? + u(t))aaz

~(t)

que n(t) = (0,1). Assim, em virtude de
6(v' (1)) + 6u(t)v” (t) + u"(t) = 0,
v(0) =0 e v'(0) # 0 (pois v € imersao e u'(0) = 0), obtemos:

d d | w(t) (1)
adet(a(t)an(t))‘ T dt

0 1

t=0

Portanto, infere-se que hd um rabo de andorinha em (0,0).

Por outro lado, nos pontos (—3a?,a), com a € R*, continua vdlido
que g deiza de ser uma imersdo, em virtude de que g, = (0,3v? + u, 3v> +
wv) zera quando avaliada em tais pontos. Ainda, continua vdlido que A é
uma submersao, pois A, = 1. Portanto, sendo v(t) = (u(t),v(t)) uma
parametrizacao do lugar singular de g, obtemos que u'(0) # 0, jd que u'(t) =
—6v(t)v'(t) e v(0) = a # 0. Logo, podemos afirmar que hd uma aresta cuspidal
sobre os pontos (—3a?,a), com a ndo nulo. Isso porque, dado que n(t) = (0,1),

temos que

det(a/(0),7'(0))

Exemplo 5.2.3 Seja f: R — B, f(u,0) = (a(u, 0), y(u, v), 2(u,v), p(u, 0), g(u, v)),

uma imersao Legendriana definida por

x(u,v) = sech(u)cos(v),
y(u,v) = sech(u)sin(v),
z(u,v) = wu— tanh(u),
p(u,v) = —senh(u)cos(v),
q(u,v) = —senh(u)sin(v),

e associada a forma de contato 0 = dz — pdx — qdy. Além disso, perceba que
fu=1(0,0,0,—cos(v), —sin(v)) e f, = (—sin(v), cos(v), 0, 0,0), mostrando que
f € uma imersdao nos pontos (0,v).

Nesse caso, temos que a funcdo g € dada por

g(u,v) = (sech(u) cos(v), sech(u) sin(v), u — tanh(u)),
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que € a parametrizacio da pseudoesfera (ver fig. 5.3).

Figura 5.3: Pontos de arestas cuspidais para a pseudoesfera representados em
verde, com —10 < u < 10 e —5 < v < 5. Fonte: Autor, 2024.

Sendo assim, note que ela deiza de ser imersao nos pontos (0,v). De

fato, sabendo que

gu(u,v) = (—sech(u)tanh(u)cos(v), —sech(u) tanh(u)sin(v), 1 — sech?(u)),
gu(u,v) = (—sech(u)sin(v),sech(u) cos(v),0),

pode-se concluir que tais vetores sao linearmente dependentes em (0,v). Ade-

mais,

A = —sech®(u)tanh(u) cos?(v) — sech?(u) tanh(u) sin?(v)
= —sech®(u) tanh(u).

Logo, A = 0 < senh(u) = 0. Ou seja, o lugar singular de g é descrito por
senh(u) = 0. Além disso,

A, = —2sech(u)sech(u)tanh(u)tanh(u) — sech®(u) sech?(u)
= —2sech?®(u) tanh?(u) — sech?(u),

indicando que A é uma submersao sobre os pontos (0, v).

Agora, seja y(t) = (u(t),v(t)) a parametrizacdo do lugar singular de
g. Dessa forma, derivando sinh(u(t)) em relacdo & varidvel ¢, conseguimos
cosh(u(t))u'(t) = 0, donde temos que u'(0) = 0, dado que u(0) = 0. Logo,
temos que v'(0) # 0.
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Por outro lado, perceba ainda que, sendo z, y e z coordenadas de R3,

s (88u W)) = [—sech(u(t)) tanh(u(t)) COS(U(t))];x
. 0 2 9
+[—sech(u(t)) tanh(u(t)) sm(v(t))]afy + [1 — sech (U(t))]&7

que se anula ao longo de y(t), uma vez que sinh(u(t)) = 0. Com isso, obtemos

que n(t) = (1,0).
Dado que ja sabemos quem sao « e 7, veremos que

det(v'(0),7(0))

Portanto, podemos afirmar que héa arestas cuspidal ao longo dos pontos

(0,v).
Exemplo 5.2.4 Seja f : R? = R®, f(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v), r(u,v), s(u,v)),

uma imersao Legendriana definida por

(cos(u) + usin(u)) sin(v)
1 + u?sin?(v)

x(u,v) =

9

(sin(u) — wcos(u)) sin(v)

y(w,v) = 1 + u?sin?(v) ’

o) = n(n(9) ¢

r(u,v) = sin(u) — u?sin(u) — 2u cos(u) + u? cos®(v) sin(v) + 2u cos(u) cos?(v)
’ cos(u) — u? cos(u) + 2usin(v) + u2 cos(u) cos?(v) — 2u cos?(v) sin(u)’
s(u,v) = —2u cos(v) sin(v)

cos(u) — u? cos(u) + 2usin(v) + u? cos(u) cos?(v) — 2u cos?(v) sin(u)’

e associada a forma de contato 0 = dy — rdx — sdz. Observe que, em (0,v),

temos
fu(0,v) = (0,0,0,cos(2v), —2 cos(v) sin(v)),

— {eos(o 1 — 2sin?(v)
hi0.0) = (eost00. 15250 0.0).

que sao linearmente independentes e mostram que f é imersao em (0,v). Além

1

m,v}, também temos que [ € imersao:

disso, nos pontos (
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Y

fi (i)

_ ( (55 cos2(v) — sin (5k55) sin(v)
2

Sin(sinl(v)) COS2<U) =+ COS(Sinl(U)) SiH('U) SiH(QU) 0 O)

2 Y

fv(ﬁ’“) - (O’O’O’_st(.l ) sin?(v)’

— sin (Sinl(v)) cos?(v) + sin (Sinl(v)) — cos (Sinl(v)) cos?(v) sin(v)) |

sin? (Sinl(v)) sin*(v)

Diante disso, g € representada por

~ ((cos(u) + usin(u)) sin(v) (sin(w) —ucos(u)) sin(v)
g(u,v) = < 1 + u?sin?(v) ’ 1 + u?sin?(v) ’

1 l (t (v)) N cos(v)
—1In(tan ( = — .
2 2 1 + u?sin?(v)
Nesse caso, temos a parametriza¢io da chamada superficie de Kuen (ver fig.

5.4).

(a) Os pontos correspon- (b) Os pontos correspon- (¢) Os pontos corres-
1 > a - 1
dentes a |[———,v dentes & (0,v) estdo repre pondentes & [ ——,v
sin(v) sentados em roxo. sin(v)
estdo representados em estdo representados em
vermelho, e o ponto cor- azul, e o ponto correspon-
7r b

respondente a (—1, 5), dente a (1, 5), em ama-
em verde. relo.

Figura 5.4: A superficie de Kuen e suas singularidades, com —4.5 <u <4.5 e
0 < v < 7. Fonte: Autor, 2024.

Diante disso, nos pontos (0,v), g deiza de ser uma imersio. Com efeito,
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sabendo que

wcos(u) sin(v)(1 4 u? sin?(v)) — 2usin®(v)(cos(u) + usin(u))
(1 + u?sin?(v))? ’

QU(ua v) = (

wsin(u) sin(v)(1 + u? sin*(v)) — 2usin®(v)(sin(u) — u cos(u))
(1 + u2sin?(v))? ’

—2u cos(v) sin2(v)>
(1 +u?sin?®(v))?2 )’

(cos(u) + usin(u)) cos(v)(1 — u?sin?(v))
(1 + u?sin?(v))? ’

gw(u,v) = (

(sin(u) — ucos(u)) cos(v)(1 — u? sin?(v))
(1 + u2sin?(v))? ’

lcsc o) sin(v)(1 4+ u? + u? cos?(v))
2 () (14 u?sin?(v))? ) ’

perceba que g,(u,v) zera nos pontos (0,v), com 0 < v < 7. Logo, seque a
afirmagdo de que g nao é uma imersao em tais pontos.

Por outro lado, perceba ainda que

u(u? cos?(v) — u? + 1)(cos(u) — u? cos(u) + 2usin(u) + u? cos(u) cos?(v) — 2u cos?(v) sin(u))

A =
2(u? — u? cos?(v) + 1)3

além de, em (0,v), A =0 %

Portanto, seja y(t) = (0,v(t)) a parametrizacao reqular do lugar singular de

g, donde v'(0) # 0.

Agora, dada a forma de g,(u,v), é inegdvel que ela zera ao longo de ~(t).

Logo, A € uma submersdo em tais pontos.

Com isso, temos que n(t) = (1,0).

Dado que ja sabemos quem sdo v en, vem

det(v'(0),7(0))

Portanto, podemos dizer que hd arestas cuspidais ao longo dos pontos
(0,v), com 0 < v < 7.
Agora, note ainda que, em (m,vo), gu(u,v) zera. Logo, tem-se que g

deiza de ser imersdo nesse ponto. Ainda nele, é verdade que A =0 e

sin (m) sin(vp)

Au:_ s
4

?
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indicando que A é uma submersado.

Diante disso, observe que

V(t) = <M,t+vo>

¢ uma parametrizacio reqular de A = 0 com v(0) = (m,vo). Ademais, o
campo n(t) € (0,1), jd que g,(u,v) zera ao longo de (t).

Nesse contexto, dado que ja sabemos quem sao 7y e n, vem

cos(vp)

det(7'(0),n(0)) = —

sin?(vp)’

que € nao nulo desde que vy # 3. Logo, hd arestas cuspidais nmos pontos

(Sin(uy+ Y0)s com vy # 5.

Por outro lado, no ponto (1,%), temos que

et/ (0).1(0)) = ~ 2525 =0,
- _ _cost(0) =2
t=0 cos?(0)

& det(a(0), (1)) 140,

dt

donde segue que hd um rabo de andorinha no ponto (1, 7).
De forma simétrica, vemos a ezisténcia de arestas cuspidais em

<—$,Uo); com vy # 0, e a existéncia de um rabo de andorinha no ponto
(_17 g)

5.3
Classificacdao dos pontos

O objetivo principal desta secdo é enunciar e demonstrar o teorema
principal deste capitulo: o teorema que localiza e descreve as singularidades de
uma superficie S a partir da solugdo geométrica para o sistema Monge-Ampere

associado a ela. Mas, antes, facamos um adendo a respeito da agdo do grupo
Euclideano G sobre R? x S2.

Observacgao 5.3.1 Seja G o grupo Euclideano em R3. Sendo assim, perceba
que tal grupo age em R3 x S? de forma que 7 : R3 x S? — R? é G-equivariante,
isto ¢,

7'{'(9 ) (l’,y)) =g W(ZE,y),
para g € G e (x,y) € R3x S2. Além disso, o sistema Monge-Ampére associado

a equacao K = —1, devido a sua forma, é também invariante por G.
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Agora, dado (zg,yo) € R? X S?, € verdade que o mapa 7 : G — R3 x §?,
7(g9) = ¢ (x0,Y0), € suave. Com isso, conseguimos S(zo,%o;-,-) : V — G

definida em uma vizinhanga V- de (zo,y0) tal que

W(S(I'(), Yo, T, y)) - S(l’o, Yo, T, y) : ('T07 y(])?
ou seja, S(xo,yo;,y) € G pega (x,y) €V e o transforma em (xq,yo)-

Sabendo disso, iremos enunciar e demonstrar o teorema central deste

capitulo.

Teorema 5.3.1 Genericamente, qualquer solucdo geométrica para K = —1
possui apenas arestas cuspidais e rabos de andorinha como singularidades.
Dito de outra forma, dada uma solugio geométrica f : U C R? — R3 x §?
para a equacdo K = —1, temos que, para qualquer xo € U, uma das sequintes
afirmacoes vale, com respeito a aplicagcdo 7 : R3 x S? — R3:
i) mo f:(V,x9) — R® é uma imersio em x;
ii) wo f:(V,x9) — R3 tem uma aresta cuspidal em xo;
iii) wo f: (V,x9) — R3 tem um rabo de andorinha em w.

Prova. Seja f : (U o) — R3 x S? um germe de uma solugdo geométrica de
K = —1 dada por

f(u’ U) - (‘rl(u’ U)? xQ(“? U)? ZL’3(U7 ?})7 yl(ua ’U), y2(u7 U)? y3(u7 U)))
isto é, f é tal que f*0 =0e f*w =0, onde 0 = y,dx, + yodrs + ysdrs €

w = —(yrdrs Adxs + yodrs A dxy + ysdry A dxs)
—(y1dya A dys + yodys A dyy + yady A dys).

Diante disso, baseado na observacao 5.3.1, consideremos gy € G o

elemento que transforma f(xy) em b= (0,0,0;1,0,0) € R® x S?, isto é,

9o - f(xo) = 0.

Ainda de acordo com tal observagdo, sendo (u,v) o sistema de coordenadas
centrado em xg, podemos definir S(f(0,0); f(ug, vo)), com (ug,vy) préoximo a
(0,0), tal que

b=go- f(0,0) =go-S(f(0,0); f(uo,v)) ™" f(uo, vo),
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uma vez que f(0,0) = f(zo) e S(f(0,0); f(uo, v0)) - f(0,0) = f(uo,v0). Logo,
para cada (ug,vo) proximo de (0,0), seja f (.0 @ (R? (0,0)) = (R? x §%,b)

estabelecida via

?(uo,vo)(uﬂ U) = 4o - S(f(07 0)7 f<u07 UO))_l : f(u + Up, v + UO),

que nos permite obter informacoes de f numa vizinhanca de xy. Portanto,
é viavel assumir que f(xy) = (0,0,0;1,0,0), j4 que a equagio K = —1 é
homogénea e podemos realizar transformagdes usando os elementos de G.
Sabendo disso, nosso proximo passo é definir uma aplicagao Legendriana
a partir de f. Para isso, definamos p = _?% eq= _2%’ Dessa forma, note que

a 2-forma w fica:

w =1 [—(dﬂfg A dxs — pdrs A dry — qdxy A dxg) — y%dp A dq} ,

1
1+p%+q?°
a seguinte configuragao:

além de y? = Com isso, o sistema Monge-Ampere para K = —1 ganha

—(dxy A drg — pdxs N\ dxy — qdxy N\ dxs) — sdpANdg = 0

L+p*+gq
dxy — pdry — qdxs = 0.

Por simplicidade e conveniéncia , fagamos a mudanca de varavel z; = z,

r9 = x e x3 = y. Note que, tendo em mente que f*0 = 0, é veridico que
y1dzy + yadxg + yzdrs = 0,

resultando em
(1) = _%(fm)u - %(x?»)u

(1), = —%(302)1;—3%@3)@-

Ou seja, a equacao 5-3 nos diz que

Zy = PTyt+ QYu
Zy = DTy + qYy,

evidenciando a relagao p = z, e ¢ = 2,. Logo,

—(1+p*+¢®)deNdy—dpAdg = 0
dz — pdx — qdy = 0,
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haja vista que

—pdrs Ndr; = —zdyNdz
= —zdy A (z,dx + z,dy)
= 2Zdz Ady
= pidx A dy,

e, de forma similar, —gdz; Adxs = ¢*dx Ady. Assim, para algumas coordenadas
locais em R?, vemos que 7 é expressa por 7 (z,y, 2,p,q) = (2,9, 2).

No nosso contexto, podemos assumir que = w € ¢ = v, uma vez
que hd um difeomorfismo local (u,v) — (z(u,v),q(u,v)). Ademais, seja
L(z,y,z,p,q) = (2,9, — yq,p,—y) a chamada transformacao de Legendre
parcial, e perceba que Lo f: (R? 0) — (R 0) tem a forma

Lo f(u,v) = (u,v,Z, P, Q)
e satisfaz a equacao

—(14 P? 224 du —dP N dv =
{ (1+ P? +v%)2dQ A du Adv =0 (5.4)

dZ — Pdu — Qdv = 0,
pois
Z(uvv) = (zof)(u,v)—(yof)(u,v)v7
P(u,v) = (po f)(u,v),
Qu,v) = —(yo [)(u,v).

Por outro lado, expandindo a primeira equacao de (5 — 4), tem-se:
—(14 P?* 4+ v*)*(Qudu + Q,dv) A du — (P,du + P,dv) =

—(1+ P2+ v?)2Qudv Adu + Pydv ANdu =
—(1+ P +v?)2Q,+ P, =

No entanto, tendo em vista que Z = z — yv,

Zy = ZgTy + 2yl — YU — Y
QYo — QYo + Q
= Q

De maneira similar, mostramos que P = Z,. Logo, a equagao em (5.3) se

transforma em

T — (1 + Z2 +0*)?Z,, = 0, (5-5)
que é uma equagdo de Monge-Ampére em uma fungdo 7 = Z(u,v) com
Z(0,0) = 0, Z,(0,0) = 0 e Z,(0,0) = 0 — que advém do fato de f(xy) =

(0,0,0;1,0,0). Portanto, conseguimos transformar, via uma transformagao de
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Legendre, o problema relacionado a solugoes geométricas em um problema em
solugoes classicas para outra equacao de Monge-Ampere.
Agora, foquemos na equacao (5-5) para obtermos a expansao de Taylor
de Z. Em (0,0),
Za(0,0) = Z,(0,0) = 0,

ja que Z,(0,0) = 0 e v = 0. Derivando (5-5) em relacdo a u e calculando em
(0,0), vé-se

Zuuu(07 O) - Zvvu(07 0) = 07 (5_6>

e em relagdo a v
Zuuv(07 0) - Zvvv(07 0) = 0. (5_7>

Através da diferenciacio em relagdo a w ou v de (5-5) duas vezes e

calculando em (0, 0), obtemos

Zuuuu(07 0) - 4(Zuu(0> 0))221;1)(07 O) - Zuuvv(0> 0) - 07
Zuuuv(oa O) - 4Zuu(07 O)Zuv(oa O)Zvv<07 O) - Zuvvv(07 0) = 07 (5_8)
Zuuvv<0a O) - 4((Zuv(0a O))2 + ]-)Zvv(oa O) - Zvvvv(07 0) =

Com isso, usando a féormula da expansao de Taylor para uma funcao de duas

variaveis em torno de (0,0), podemos escrever

1 1 1 1 1
Z(u,v) = §Au2 + Buv + 50112 + éDu3 + §Eu20 +5

1 1 1 1 . 1
—l—ﬂﬂu‘1 + 61u3v + ZJUQUQ + éKmﬂ + ﬂLv4 + -

1
Fuv? + EGUS

Perceba que

A= Zuu(oa 0)7 B = Zuv<07 O>’ C= Zvv(07 0)7
D= Zuuu(ou O)J E = Zuu'u<07 0)7 F = Zvvu(oa 0)7 (5 9)
G = Zvvv(07 0)7 H = Zuuuu<07 0)7 I = Zuuuv(0> 0)7

J = Zuuvv(oa O), K = Zuvvv(07 0)7 L= mev(()a 0)

Logo, levando em conta as equagoes (5-6) a (5-8), vemos que os coeficientes

em (5-9) estao relacionados da maneira a seguir:

A—C=0, H—-4A2°C—-J=0,
D—-F=0, I -4ABC - K =0, (5-10)
E—-G=0, J—4(B*4+1)C—-L=0.

Quanto a existéncia e unicidade da fungao Z(u,v), de acordo com o Te-

orema da Cauchy-Kovalevskaya (vide A.0.5), temos que Z(u,v) ¢ unicamente

determinada quando fornecemos as condigoes iniciais Z(0,v) e Z,(0,v). Além
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disso, se tais condigoes inciais sdo fungdes analiticas, entao sabemos que Z(u, v)
também o é.
Note que, tendo Z(u, v), conseguimos recuperar a nossa funcao f original.

Isso porque
r=u, y=Zy(u,v), z=2Z(u,v) — Zy(u,v)v, p= Z,(u,v), ¢=.

Sabendo disso, seja Z(u,v) uma solu¢do C*° para (5-5) correspondente a um
germe de um solugao geométrica f para K = —1. Tomando polindmios de
Taylor de Z(0,v) e Z,(0,v) de grau arbitrariamente alto como condigdes
iniciais, obtemos uma aproximacao Z (u,v) de Z(u,v) na topologia C* que
¢ uma solucao analitica para (5-5).

: (R%0) — (R? x S?,b) definida

Agora, considerando a aplicacao f, .,

como no inicio e a expansao da componente Z de Lo f conseguimos um

up,v0?

mapa-germe C*® @ : (U, zq) — RO
(u07 UO) — (B(UOa UO)) C(u07 UO)a F(Uo, /00)7 G(’LL(), UO)) K(“Oa UO)) L(Uo, /UO))-

Tendo em vista que podemos controlar os coeficientes B, C, F', G, K,
L livremente no processo de aproximacao, podemos perturbar f em ? tal
que @(?) seja transversal a uma estratificacio de R® dada (isso é possivel
gragas ao teorema A.0.3). Para tal, consideremos uma estratificagio de R®

com coordenadas (B,C,F,G, K, L) :

WP = {C # 0} Wi={C=0, F=0, G#0, L =0}
Wl={C=0, G0} Wi={C=0, F£0, G=0, L =0}
W2={C=0, G=0, L#0} Wi={C=0, F=0, G=0, L =0}

W3={C=0, F=0, G=0, L+#0}

onde indices ¢ denota a codimensio da subvariedade WJ’

~

Suponhamos que ®(f) é transversal a estratificagdo, ou seja, transversal

a todo WJ’ em R®. Sendo assim, a condi¢do de transversalidade (vide apéndice
A.0.3 e (Gibson 1979)) nos dé o fato de que a imagem ®(f) ndo toca o
subconjunto W UW3 UW3ZUW/, donde temos que estd integralmente contida
em

WY uwluwi.
Dessa maneira, podemos afirmar o plano u, v esta divido essencialmente em:

i) C # 0;
i) C=0,G #0;
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iii) C =0, G=0, L 0.

Entao, resta analisarmos o comportamento de 7 o f em cada um dos casos

elencados. Nesse caso, tem-se que

™o f(u7 U) = (x(ua 'U)v y(uv U)’ Z(“? 'U)) = (U, —Q(U, U), Z(uv U))
Assim, note que

1 0

Qu _Qv :_QU’

A:|

donde inferimos que o lugar singular de 7 o f é dado por
Lo L.,
Qu(u,v) = Zyy(u,v) = C + Fu+ Gu + iJu + Kuv + §Lv +---=0.

— Caso i): Se C' # 0, entdao 7o f é uma imersao em (0,0). De fato, dado
que

(7T © f)u = (17 —Qu, *) € (71— © f)v = (07 —Qu, Zva>7

observe que eles sdo linearmente independentes se (), # 0, isto é, se

C #0;

— Caso ii): Se C' = 0, entdo mo f é singular em (0,0). Além do mais,
note que, em (0,0), Qu = F e Qu = G, e podemos dizer que mo f é
nao degenerada em (0,0) se, e somente se, (F,G) # (0,0). Nesse caso,
jad que G # 0, temos a garantia da nao degeneracao em (0,0). Entéo,
tomemos y(t) = (u(t),v(t)) como sendo uma parametrizagao regular do

lugar singular de 7 o f com ~(0) = (0,0). Dessa forma, temos
Fu'(0) + Gv'(0) =0, (5-11)

uma vez que Qy = Zy, =0 = Zypu(0,0)u/(0) + Z,yy (0,0)2'(0) = 0.

Agora, sendo z, y, z o sistema de coordenadas de R3, observe que

0 0 0
(WO f)* <av> = _Qv@ + zva%a

em que vemos que tal vetor zera ao longo da curva +, pois ela é a

parametrizacao regular do lugar singular @), = 0. Portanto, podemos

definir n(t) = 2 = (0,1).

Frente aos fatos antecedentes, segue que det(y'(¢),n(t)) = «'(t). Com

isso, em virtude de que G # 0, afirmamos que u/(0) # 0. Do contrario,
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baseado em (5-11), terfamos Gv'(0) = 0 = v'(0) = 0, resultando em =y

nao sendo uma imersao em ¢t = 0. Absurdo!

Portanto, pela proposicao 5.2.1 e pelos fatos anteriores, inferimos que

7o f tem uma aresta cuspidal em (0,0), isto é, em zy;

— Caso iii): J4 que C' = 0, temos novamente que m o f é singular em
(0,0). Além disso, de G = 0, tem-se que u/(0) = 0, tendo em vista que
(F,G) # (0,0) (j& que ndo ha interse¢do com o conjunto de codimensao

maior que 2).

Por outro lado, derivando Z,,,u/(t) + Z,,,v'(t) = 0 em relagao a t, fica:

0 = Zpoua(W (1)) + Zyppuott! (V' (1) + Zyputt” (t)
+Z oot ()0 (8) + Zpoo (V' (£))% + Zyot" ().

Em ¢ = 0, visto que %'(0) = 0, temos
Zou(0,0)0”(0) + Zuyu(0,0)(v'(0))* + Zyuu (0, 0)0"(0) = 0,
ou seja,
Fu"(0) + L(v'(0))* + Gv"(0) = 0.
Dai, concluimos que u”(0) # 0, devido ao fato de que G = 0, L # 0 e

v'(0) # 0. Assim, tendo em mente que det(y'(t),n(t)) = u'(t), vem que

@ det(y/ (1) n(t))|_, = u"(0) #0.

isto é, existe um rabo de andorinha para 7o f em (0,0) neste caso.
Em suma, vimos que:

a) Na situagdo i), m o f é uma imersao;
b) Na situagao ii), 7 o f tem aresta cuspidal;

¢) Na situacao iii), m o f tem um rabo de andorinha.
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Conclusoes e trabalhos futuros

Nesta dissertacao, ancoramos-nos no teorema enunciado por D. Hilbert
em 1901 e nos atentamos em preencher, sempre que possivel, as lacunas
presentes no seu enunciado e demonstracao. Ou seja, buscamos localizar e
classificar as singularidades que D. Hilbert assegurou existir nas superficies
pseudoesféricas. Para isso, como pode ser visto, usamos duas frentes para

atingir o nosso objetivo:

a) A primeira foi fazer o uso da func¢ao geradora w e suas propriedades,
permitindo, via proposicao 3.3.1, localizar as singularidades utilizando
os zeros da funcao sinw e correlacdo biunivoca local entre a solugao da

equacao de sine-Gordon e a superficie pseudoesférica em R3?;

b) A segunda consistiu em aproveitar o fato de que ha uma relagao entre o
chamado sistema de Monge-Ampere e a equagao K = —1. Nesse sentido,
fizemos o uso do critério de KRSUY e mostramos que as solugoes dos
sistemas de Monge-Ampere para K = —1 possuem genericamente ou
pontos regulares, ou pontos de aresta cuspidal, ou pontos de rabo de

andorinha.

Agora, como vimos no capitulo 4, nem sempre é possivel obter a so-
lugdo de sine-Gordon explicitamente — o que dificulta a abordagem nesse
caso. Porém, analisando o apéndice B, vemos a ideia de discretizagao para
resolucao da equacao de sine-Gordon como uma alternativa para obtencao
de indicios de existéncia e unicidade de solugoes. Nesse sentido, o artigo
(Bobenko e Pinkall 1996) nos dd um norte de como trazer o conceito de discre-
tizagdo para o contexto de superficies pseudoesféricas, pontuando semelhancas
de propriedades locais entre a superficie pseudoesférica suave e a superficie

pseudoesférica discreta associada.

Portanto, esperamos que, num trabalho futuro, consigamos explorar as
chamadas superficies pseudoesféricas discretas e estabelecer correlagoes com a
sua representacao no caso suave.
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A
Resultados gerais que podem ser encontrados nas referéncias

No presente apéndice, exibiremos definicGes, proposicdes e teoremas que
influenciam diretamente ou indiretamente na compreensdo e construcao deste

trabalho.

A.0.1
Referencial de Darboux

Aqui, iremos abordar o referencial de Darboux, o qual é benéfico no momento
em que trabalhamos com informacGes de escalares como torcdo e curvatura
geodésicas, além de curvatura normal. Além disso, a construcao do referencial
em questdo se ancora no triedro ortonormal {t,b, N}, onde t é um vetor tangente
unitario a uma curva « : I € R — R? unitaria em S, N é o vetor normal a3 S

unitario e b = N X t é o vetor unitario ortogonal at e a N.

Figura A.1: A superficie S e o triedro do referencial de Darboux. Fonte: Autor,
2024.

Teorema A.0.1 Se o : I C R — R?® é uma curva suave unitaria ao longo de
uma superficie suave S, entdo as férmulas de Darboux relacionadas a tal curva,

nos pontos em que k # 0, tem a forma:

t = k.N + kb
b = —kyt + T,N (A-1)
N = —k,t — T14b,

onde t é o vetor tangente a o, N é o vetor normal a superficie S e b = N x t
ao longo de o, e os escalares k, e 1, sdo a curvatura e torc3o geodésicas - nessa

ordem -, e k,, é a curvatura normal.

Diante desse teorema, podemos tecer a observacao que segue.
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Observacao A.0.1 Em particular, observe que, se o« é uma linha assintética

unitéria, a expressdo (A-1) se reduz a

b= kb
b = —kit + 7,N (A-2)
N = —T14b.

E isso é gracas ao fato de a curvatura normal se anular ao longo dos vetores
tangentes a nossa curva o.. Além disso, a depender da forma da curva o, a curvatura
geodésica k, deve ser w, ou w,, de acordo com a relacdo (2-10).

Por outro lado, ja que estamos diante de um curva assintdtica unitaria,
podemos afirmar que |7,| = 1 nos pontos em que a curvatura k de « é ndo nula.

Com efeito, do fato de « ser assintética, inferimos que
& =kyN x a,

haja vista que k,, = 0. Dai, perceba que, sendo n o vetor normal unitario ao longo

da curva «, temos

n:]ijxd,

o que nos leva a afirmar que |k,| =

que n é ortogonal a N e a t = &(t). Assim, obtemos que N = t x n, donde
{t,n, N} forma uma base positiva para R3. Além disso, é verdade que
d
—DN(a(t)) = ——(tx n)(t) = —7(t)n, (A-3)
tendo em vista que N(a(t)) = (t x n)(t) = 7(¢
{t.n} é uma base para T,;)S e (DN(c(t)),a(t)) =
Agora, dado que DN : T, ;S — TS € um operador autoadjunto, vem

)n (pe/as equacées de Frenet),

(DN(a(t)), n) = (a(t), DN(n)),

e temos que a componente escalar do vetor DN(n) em relacdo ao vetor t é,
também, igual a 7(t). Portanto, a base do operador autoadjunto DN em relacdo

a base ortonormal {t,n} para o plano tangente T, ;)S é representada por

[ R—

—7(t) *

=1.
Por fim, dado que N = —7,N x ¢ e |k,| =

e segue que K (a(t)) = —72(t), isto §,

que |7y| = |7[ = 1.
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A.0.2
Simbolos de Christoffel

Na presente subsecao, apresentaremos um fato a respeito dos simbolos de
Christoffel, os quais obtemos quando escrevemos as segundas derivadas parciais
da parametrizacdo X em relacdo ao triedro { X,, X,, N}. Tais simbolos sdo muito
Gteis no entrelacamento da nossa funcdo geradora w e a superficie correspondente,

como vimos no capitulo 3.

Proposicao A.0.1 Os simbolos de Christoffel podem ser escritos em termos dos

coeficientes da primeira forma fundamental, da seguinte forma:

oF oF oF

oF ) oFE

— —2F—+ F— 2F— —FE——F—
. — G@u Ju * dv 2. — _ Ou Jv ou
1 2(EG — F2) 1 2(EG — F?)
(OF 06 G _ pOF
11 — _0Ov ou 2 —12 — _0u v
272 9(EG — F?) 12720 9(EG — F?)
062F _ g%% _ p%¢ g% _9p0f | p%C
i — Jv Ju Ju 2. — _0v Ju ou
22 2(EG — F?) 22 2(EG — F?)
Prova. A demonstracdo deste fato, o leitor interessado pode ver em

(Pressley 2010).

Proposicdo A.0.2 (Equacdes de Compatibilidade) Seja S uma superficie su-

ave. Entdo, valem as equacbes abaixo.

a) Equacdo de Gauss

ory, ory 1 12 112 2 \2 _ 2 2 A-4
-EK = . ov + T = DL + (M) —THT5,.  (A4)
b) Equacdes de Codazzi-Mainardi
de Of
v ou el + f(I, — T1y) — g%y,
(A-5)
of 9y
o ou el + (I3 —Tho) — It
Prova. Ver (Pressley 2010). |

Teorema A.0.2 Sejam FE, F, G ee, f, g funcbes suaves definidas num dominio

D. Se EG — F? > 0 em D e tais funcées satisfazem as equacées de compatibili-

ef—g*

dade, existe uma tnica superficie suave S associada a D' C D tal que K = £

e
I = (du)? + 2 cos(w)dudv + (dv)? e Il = 2sin(w)dudv.
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Prova. O leitor interessado na demonstracdo desse fato pode encontra-lo em
(Stoker 1989). [ ]

A.0.3
Transversalidade

Aqui, vamos discorrer a respeito de um conceito que tem sido muito utilizado
no ramo da teoria de singularidade: a nocdo de transversalidade. Para tal, usamos

como referéncia o que estd posto em (Gibson 1979).

Definicao A.0.1 (Aplicacdo transversal) Sejam M e N duas variedades dife-
rencidveis com dimensdes m e n, respectivamente. Sejam, ainda, f : M™ — N"
uma aplicacdo diferencidvel e P uma subvariedade de N. Sob tais condicées, dize-
mos que [ é transversal 3 subvariedade P se, para cada ponto p € f~*(p), temos

a igualdade que segue:
Typ)N = dfp(T,M) + Ty P. (A-6)

Observe que a igualdade (A-6) quer dizer que todo vetor tangente a nossa
variedade N no ponto f(p) pode ser interpretado com uma soma entre um vetor
tangente a subvariedade P em f(p) e um vetor tangente a imagem de M através
de df,,.

Agora, de um lado, temos dois casos triviais de transversalidade: um quando
P = N, e outro quando f(M) N P = (. Por outro lado, a transversalidade nos
impde algumas restricoes a respeito das dimensdes do nosso objeto de estudo, isto
é, das variedades diferencidveis. Uma das referidas restricdes é o fato de que f ndo

pode ser transversal a P se tivermos
dim M <dim N —dim P,

a ndo ser que tenhamos f(M)N P = 0.

A seguir, ha os enunciados dos teoremas que nos auxiliou na demonstracao
do teorema 5.3.1. Sendo assim, enunciemos o primeiro deles — o qual nos garante
que podemos perturbar a funcdo f : (U,79) — R3 x S* em uma funcio f que

seja transversal a estratificacao considerada.

Teorema A.0.3 (Teorema de Transversalidade Elementar) Sejam S;, S,
-++, Sk subvariedades de R™. Entdo, o conjunto de mapas suaves g : R™ — R"

transversais as subvariedades Sy, Sy, - -+, Sk, isto €, o conjunto
{g € COO(RmaRn)u g M Sja j = 17 T 7k}7

é denso em C>°(R™ R").
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Prova. Ver (Gibson 1979). |
Por fim, apresentemos o resultado que nos permitiu eliminar alguns casos

através da codimens3o da subvariedade.

Teorema A.0.4 Sejam f : M™ — N™ uma aplicacio diferencidvel e P* uma
subvariedade de N™ com codimensdon—Fk e f~'(P) # (). Ent3o, se f é transversal

a P, podemos dizer que f~'(P) é uma subvariedade de M™ cuja codimens3o é
n — k.

Prova. Consultar (Gibson 1979). |

A.0.4
Problema de Cauchy

Nessa subsecdo, esclareceremos o que foi dito a respeito do Teorema de
Cauchy-Kovalevskaya na demonstracdo do teorema 5.3.1. Para isso, baseamos-nos
em (Folland 1995).

Dito isso, na demonstracao do teorema 5.3.1, nosso problema de Cauchy se

enquadra na seguinte configuracdo:

{ F(xay7u7uxauyaux:cauxyauyy) =0 para ($7y) € R27 (A—?)

u(0,y) = do(y) e ue(0,y) = ¢1(y) se yeR,

sendo ¢y e ¢; funcdes analiticas. De fato, observe que a equacdo (5-5) pode ser

vista como

Uz — (1 4+ ui + y2)2uyy =0,

e temos o problema de Cauchy quando estabelecemos as condicGes inicias analiticas
Po € P1.
Diante desse fato, podemos enunciar o renomado teorema de Cauchy-

Kovalevskaya para o nosso contexto, como veremos logo abaixo.

Teorema A.0.5 (Teorema de Cauchy-Kovalevskaya) Se F', ¢ e ¢ sdo fun-
¢Bes analiticas préximo da origem, o problema de Cauchy (A-7) tem uma dnica

solucdo analitica definida numa vizinhanca da origem.

Prova. Ver (Folland 1995). |



B
O problema de Goursat e a equacao de sine-Gordon

Primeiramente, o que nos levou a produzir o presente apéndice foi o teorema
3.1.1. Sendo assim, apresentaremos alguns fatos sobre o chamado Problema de
Goursat e evidenciaremos a sua relacdo com o que estd posto no teorema que
motivou a escrita desta parte do texto. A base para o que segue foi o artigo
(Bobenko, Matthes e Suris 2006).

Antes de comecarmos, vejamos algumas notacdes e fatos:

Neste contexto, € sempre sera da forma 27%, sendo k € Ly,

Para r € R, temos que [0,7]¢ = [0, 7] N (¢Z);

)
)

c) B(r) =[0,7]¢ x [0,7]¢ é o dominio discreto;
) B(r) =[0,r] x [0,7] é o dominio continuo;
)

O domfnio-limite B°(r) = | J B‘(r) é denso em B(r), de modo que todo
e=2—F
x € BY(r) estd em algum B¢(r). Logo, faz sentido falarmos de convergéncia

pontual de funcdo {a®: B*(r) — R}._o-+ quando ¢ — 0 .

Entdo, passemos ao conceito de operadores quocientes diferenciais.

Definicdo B.0.1 (Operadores quocientes diferenciais J; e J;) Seja a°

B(r) — R uma funcdo definida em B<(r) = 1[0,7]° x [0,7]°, onde
[0,7] = [0,7] N (eZ). Sendo assim, definimos os operadores quocientes a se-
guir:
St = (o +ey) — (e, p)),
oga = 1(cf(a:,y+e)—ae(al:,y)).
€

De posse da definicdo precedente, vamos definir o chamado Problema de

Goursat.

Definicdo B.0.2 (Problema de Goursat continuo) Consideremos um sistema

hiperbdélico continuo para as funcées a,b : B(r) — R formado por
Oya = f(a,b), 0,b=g(a,b). (B-1)

onde f, g : R?> — R sio funcées suaves. Sendo assim, um problema de Goursat

continuo para esse sistema surge quando estabelecemos os valores iniciais

CL(I? 0) = CLO(fIJ), b(O, y) = bo(y)7 (B'2>
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com x € [0,7] ey € [0,r], respectivamente, e ag, by : [0,7] — R sdo funcdes

continuas.

Definicdo B.0.3 (Problema de Goursat discreto) Consideremos um sistema

hiperbdlico discreto para as fungées ac,b* : B¢(r) — R formado por
5oat = fo(a,b%), T5b° = g°(a’, b). (B-3)

onde f¢, g¢ : R? — R sdo funcbes suaves. Sendo assim, um problema de Goursat

discreto para esse sistema surge quando estabelecemos os valores iniciais
a‘(z,0) = ag(z), b90,y) = by(y), (B-4)
com x € [0,7]° ey € [0,7]¢, respectivamente.

Proposicao B.0.1 O problema de Goursat discreto B-3 tem uma tnica solucdo
(a%,b°) em B<(r).

Prova. O calculo da solucdo discreta é feito, de forma Gnica, a partir das condi¢Ges
iniciais, garantindo a unicidade. [ |

Ja que sabemos o que é um problema de Goursat e a existéncia e unicidade
de solucdo para o caso discreto, vejamos que a equacdo de sine-Gordon é um
exemplo de tal problema quando estabelecemos as condicGes inciais ao longo dos

eixos coordenados.

Exemplo B.0.1 (Equacao de sine-Gordon) Seja a equacio de sine-Gordon da

forma
Wey = SiDw (B-5)

e com as condicdes inciais
W(J}7 0) - w1<x)7 W(O, y) - w2(y)' (B_6>

Dessa maneira, para transformarmos (B-5) em (B-3), trocaremos as derivadas

parciais pelos quocientes diferenciais respectivos:
€ Q€ -
050,w = sinw, (B-7)

e definamos as varidveis dependentes a° = 0w e b° = w. Entdo, elas devem

satisfazer o sistema hiperbélico discreto
5;a€ = sin b, 0,0 = a“. (B-8)
Portanto, quando estabelecemos as condicées inciais
ae(mv 0) = 5;("}1 (J]), be(()? y) = w2(y)7 (B_9>

com x, y € B*(r), temos o problema de Goursat discreto associado a equacio de

sine-Gordon.
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Ja o problema de Goursat continuo para a equacdo de sine-Gordon é obtido
quando definimos a = O,w e b = w. De fato, nesse caso, temos que a e b devem

satisfazer o sistema hiperbdlico continuo
Oya = sinb, 0,b = a,

e o problema de Goursat continuo surge quando estabelecemos as condicdes inciais
a(z,0) = ws(z) € b(0,y) = wa(y)-

Observacdo B.0.1 A discretizacdo (B-7) da equacdo de sine-Gordon nido é
geométrica. Isso porque ndo temos uma interpretacdo geométrica imediata para ela,
embora sabemos que a equacio de sine-Gordon (B-5) descreve, no nosso contexto,
as superficies pseudoesféricas. No entanto, felizmente, existe uma outra forma
alternativa, como bem pontuaram os autores de (Bobenko, Matthes e Suris 2006).

Para vermos isso, partimos da igualdade desenvolvida por Hirota (B-10) —

sendo tal igualdade analoga a equacdo de sine-Gordon, sé que no caso discreto:

1
sin (4(w€($ +e6y+e) —wi(r+ey) —wi(r,y+e) +w(r, y)) =

€2 1
= sin (@ @+ ey + 4wt e y) +ut(@y+ o) +woy) )

4
(B-10)
A solucdo dela corresponde a uma superficie pseudoestérica discreta. Além disso,

em (Bobenko e Pinkall 1996), hd um estudo a respeito do significado geométrico
do angulo w.

Sendo assim, definamos a“ = 05w* e consideremos

b(z,y) = wiz,y)+ 505w (2, y)
= Wz, y+e) +wi(z,y).

Ent3o, a igualdade (B-10) nos leva a

b(z + €, y) — b(x,y)
eietf(ac,y-l—s)/? _ eieae(x,y)/Z

N

(a(z, y+6)+a (z,9))
( b€ (z+e€,y) —zb (z, ))

M”‘

Com isso, resolvendo para a“(x,y + €) e b°(x + €,y), vem que
1 — éefibﬁfieae/Q
€€ __ 4
5ya - 162 IOg ( 1— %6ib5+i5a6/2

0zb° = a+ §o5a".

(B-11)

Diante disso, é valido ressaltar que as formas (B-7) e (B-11) se aproximam do

sistema hiperbdlico continuo no sentido da definicio B.0.4.
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Diante disso, ja que sabemos a relacdo entre a equacao de sine-Gordon e o
problema de Goursat, passemos para o enunciado do cerne desta subsecdo, que nos
permite concluir o teorema 3.1.1. Mas, antes, vejamos o conceito de aproximacao

entre um sistema hiperbdlico discreto e um sistema hiperbélico continuo.

Definicdo B.0.4 Um sistema hiperbdlico discreto aproxima-se O(¢€) do sistema

hiperbélico continuo em C* se as funcdes f€ e g¢ satisfazem

f(a,b) = f(a,b) + O(e),  g°(a,;b) = g(a,b) + O(e)

uniformemente em subconjuntos compactos de R? e as respectivas derivadas

parciais de ordem até k satisfazem a relacdo acima também.

Sendo assim, vamos ao teorema principal, o qual nos diz que as solucées
do problema de Goursat discreto convergem para a solucdo do problema de
Goursat continuo quando ¢ — 0. Consequentemente, temos que elas convergem
para a solucdo da equacdo de sine-Gordon em um dominio adequado B(7), com

O<rF<r.

Teorema B.0.1 Consideremos um sistema hiperbdlico discreto como em (B-3)
e digamos que ele se aproxima-se com uma ordem O(¢€) do sistema hiperbdlico
continuo (B-1) em Ck1 k> 1. Além disso, digamos que as condices iniciais
discretas se aproximam com uma ordem O(¢) das condicdes continuas da seguinte

forma:

o(x) = ao(z)+ O(e), boly) = bo(y) + O(e)

(65) aj(x) = (65)'ao(x) + O(e), (5,)'B5(y) = (05)'ho(y) + O(e),
(B-12)

uniformemente para x € [0,7]° e y € [0,7], respectivamente, com | < k.

Q
Q

Ent3o, afirmamos que a sequéncia de solucbes (a‘,b¢) converge pontualmente
uniformemente para um par de fungées Lipschitz-continuas (a,b), definidas em
B(F), com 7 € (0,r] escolhido adequadamente, tal que o problema de Goursat

continuo é resolvido. Além disso, o par (a,b) é de classe C* em B(T).

Por fim, veremos que o teorema 3.1.1 é consequéncia do teorema que
enunciamos e demonstramos logo acima.
Prova. [do teorema 3.1.1] Primeiramente, sabemos que, dada uma equacdo de
sine-Gordon, conseguimos associa-la a um problema de Goursat continuo e, entdo,
a um problema de Goursat discreto. Sendo assim, assumindo que o processo de
discretizacdo segue a hip6tese do teorema B.0.1, temos que a solucdo do problema
de Goursat continuo surge como o limite de solucdes discretas (a, b?) quando

fazemos ¢ — 0. Porém, pela proposicao B.0.1, temos que as solucoes discretas
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sdo unicas. Logo, o seu limite (a,b) também o é. Portanto, segue a existéncia e
unicidade da funcdo w. |
E, mais uma vez, reiteramos que temos os mesmos resultados se levarmos

em conta a discretizacdo apresentada em B.0.1.
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