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Resumo

Ribeiro Gomes Cifuentes Gongalves, Gabriel; . Série de Manchas
Solares: Evidéncias do Ciclo Estocastico. Rio de Janeiro, 2025.
80p. Relatorio de Projeto Final de Graduacao — Departamento de
Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro.

O principal objetivo dessa monografia é investigar a estocasticidade do ciclo
de aproximadamente 11 anos da série de manchas solares (1749-2024), conhecido
como ciclo de Schwabe. Para isso, foram utilizadas as técnicas de Anélise de Fourier
(AF), Anélise de Ondaletas (AO) e modelos estruturais para séries temporais.

Inicialmente, realizamos uma analise espectral via AF na série de manchas
solares em 3 segmentos distintos (1749-1840, 1841-1932 e 1933-2024), confir-
mando a variabilidade temporal tanto da amplitude quanto do periodo do ciclo ao
longo desses segmentos.

Em seguida através do escalograma da série de manchas solares, obtido via
AO, pudemos observar visualmente a evolucdo das frequéncias e amplitudes da
série de manchas solares ao longo do tempo.

Finalmente modelamos a série de manchas solares utilizando o modelo
estrutural de Harvey [10], onde a série é decomposta nas componentes de tendéncia
e ciclo estocasticos. Esse modelo foi utilizado para prever a série no periodo de 2013
a 2024. A sua acurécia preditiva foi comparada com um outro modelo que possuia a
mesma tendéncia estocastica, mas um ciclo deterministico. As medidas de acuracia
utilizadas (RMSE e MAE) indicaram a superioridade preditiva do modelo com ciclo
estocastico. Esse resultado reforca as evidéncias sobre a natureza estocastica do

ciclo de 11 anos da série de manchas solares.

Palavras-chave

Manchas solares; Ondaletas; Ciclo estocéstico; Filtro de Kalman;.



Abstract

Ribeiro Gomes Cifuentes Gongalves, Gabriel; (Advisor). Sunspot
Series: Evidence of the Stochastic Cycle. Rio de Janeiro, 2025.
80p. Tese de Doutorado — Departamento de Engenharia Mecanica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The main objective of this monograph is to investigate the stochasticity
of the approximately 11-year cycle of the sunspot series (1749-2024), known as
the Schwabe cycle. To achieve this, we employed Fourier Analysis (FA), Wavelet
Analysis (WA), and structural models for time series.

Initially, we performed a spectral analysis using FA on the sunspot series
divided into three distinct segments (1749-1840, 1841-1932, and 1933-2024),
confirming the temporal variability of both the amplitude and period of the cycle
across these segments.

Next, through the scalogram of the sunspot series obtained via WA, we
visually observed the evolution of the series’ frequencies and amplitudes over time.

Finally, we modeled the sunspot series using Harvey's structural model [10],
where the series is decomposed into stochastic trend and cycle components. This
model was then used to forecast the series for the period from 2013 to 2024. lts
predictive accuracy was compared with another model that had the same stochastic
trend but a deterministic cycle. The accuracy metrics used (RMSE and MAE)
indicated the superior predictive performance of the model with a stochastic cycle.
This result reinforces the evidence of the stochastic nature of the 11-year cycle in

the sunspot series.

Keywords
Sunspots; Wavelets; Stochastic Cycle; Kalman Filte.
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1
Introducao

1.1
Introducao

A série de manchas solares, que registra a atividade magnética solar, é um
exemplo iconico de série temporal com grande relevancia cientifica. Suas primeiras
medicoes datam em torno de 1600, apresentando um comportamento ciclico com
periodo aproximado de 11 anos, também conhecido como Ciclo de Schwabe.
As manchas dizem respeito a areas escurecidas na superficie visivel solar, onde
observacoes astronomicas ao longo de vérios séculos mostram que o nimero de
manchas aumenta de um minimo para um maximo e, em seguida, retorna ao
minimo.

Estudos indicam que essa série apresenta ciclos estocasticos de aproxima-
damente 11 anos, cuja periodicidade e amplitude variam ao longo do tempo. De
acordo com Charbonneau (2005) [14]:

“At any rate, the notion of a nicely regular 11/22-year cycle does not
hold long upon even cursory scrutiny, as the amplitude of successive
cycles is clearly not constant, and their overall shape often differs
significantly from one cycle to another. ... Even the cycle's duration
is not uniform, spanning in fact a range going from 9 yr (cycle 2) to

nearly 14 yr (cycle 4)

A compreensao desses ciclos é crucial para a climatologia e a engenharia
espacial, em especial, uma vez que a atividade solar pode impactar diretamente o
clima terrestre e sistemas tecnolégicos, como satélites e redes elétricas.

Na parte inicial desse trabalho utilizaremos as técnicas de Andlise de Fourier
e de Anidlise de Ondaletas com intuito de melhor compreender a natureza do
periodo do ciclo da série de manchas solares. Essas ferramentas matematicas sao
amplamente reconhecidas por sua capacidade de identificar padrdes ciclicos em
séries temporais (AF) e de decompor sinais em componentes de alta e baixa
frequéncia (AO). Mais especificamente essas técnicas serdo utilizadas com 2
objetivos: i) utilizar a AF para investigar a periodicidade da série de manchas
solares em diversos segmentos temporais, de forma a ter uma melhor idéia da

estocasticidade do seu ciclo; ii) através da AO dividir a série de manchas solares
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em componentes de interesse como tendéncia, ciclo e erro para poder fazer
uma investigacdo focada na componente de ciclo. A transformada continua de
ondaleta também foi usada para nos dar uma representacdo visual da evoluc ao
das frequéncias através do escalograma, e mostrar como a AO é uma técnica
versatil para analise de séries temporais. Na segunda etapa do nosso trabalho iremos
utilizar o modelo estrutural de Harvey [10], que decompde uma série temporal nas
componentes de ciclo, tendéncia e erro. Esse modelo serd aplicado com objetivo
de prever a série alguns anos a frente em dois modelos diferentes: tendéncia e ciclo
estocastico e tendéncia estocastica com ciclo deterministico. Assim, comparando
a acuracia preditiva para os dois modelos de estrutura, contribuindo para o

entendimento da dinamica estocastica do ciclo da série de manchas solares.

1.2
Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal investigar a estocacidade do ciclo
de aproximadamente 11 anos presente na série de manchas solares. A abordagem
adotada combina técnicas de Andlise de Fourier (AF), Analise de Ondaletas (AO) e
o modelo estrutural de ciclo e tendéncia estocasticos (ver Harvey [10]), permitindo
uma compreensdo mais aprofundada das variacdes observadas na periodicidade e

amplitude desse ciclo. Os objetivos especificos do trabalho s3o:

— Desenvolver uma base tedrica sélida sobre as técnicas de AF e AO, desta-
cando suas vantagens, limitacGes e aplicacoes em séries temporais discretas,

estacionarias e nao estaciondrias.

— Analisar a periodicidade e a amplitude do ciclo das manchas solares em
diferentes segmentos da série temporal, utilizando AF para identificar as
principais frequéncias harmdnicas e estimar variacdes no ciclo ao longo do

tempo.

— Aplicar a decomposicdo e a reconstrucdo de ondaletas (DWT) para realizar
uma andlise multirresolucdo e explorar a influéncia de diferentes configura-

cOes de reconstrucdo na dinamica do ciclo.

— Desenvolver dois modelos estruturais com tendéncia estocastica: um com
ciclo estocastico e outro com ciclo deterministico, comparando suas acuracias
preditivas para avaliar qual modelo melhor previu a série no periodo de teste
de 12 anos (2012-2024).

Com esta abordagem, espera-se contribuir para o entendimento da dinamica
do ciclo de manchas solares, demonstrando como as técnicas de AF e AO podem
complementar-se na analise de fendmenos ciclicos complexos.

A estrutura deste trabalho esta organizada da seguinte forma:
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— Capitulo 1 - Introducado: apresenta o contexto e a relevancia cientifica do
estudo das manchas solares, destacando a natureza estocastica de seu ciclo
de aproximadamente 11 anos e suas implicacdes para diversas areas, como

a climatologia e a engenharia espacial.

— Capitulo 2 - Série de Manchas Solares: apresenta uma revisio histérica
e técnica sobre a origem e a importancia da série de manchas solares,

descrevendo os métodos de coleta e suas propriedades estatisticas.

— Capitulo 3 - Metodologia: apresenta, de forma sucinta e pratica, os
procedimentos estatisticos utilizados na nossa investigacao da série de
manchas solares: a Andlise de Fourier, a Andlise de Ondaletas e o modelo
estrutural de ciclo e tendéncia estocasticos. Este capitulo também apresenta
algumas ferramentas utilizadas e as bibliotecas utilizadas na implementacao
em Python.

— Capitulo 4 - Aplicacao: discute a aplicacdo pratica das técnicas a série
temporal de manchas solares. Além disso, serdo apresentadas evidéncias
que sustentam a hipdtese de estocasticidade do ciclo de Schwabe. Neste
capitulo, também serao propostos dois modelos estruturais para previsao
da série temporal, permitindo avaliar qual abordagem melhor se ajusta aos

dados e apresenta maior acuracia preditiva.

— Capitulo 5 - Conclusao: apresenta um resumo dos principais achados,
destacando as contribuicdes do trabalho e propondo direcoes para estudos

futuros.

Neste trabalho, as técnicas de AF e AO serdo implementadas em Python,
utilizando ferramentas como NumPy, Matplotlib e PyWavelets. O modelo estru-
tural foi estimado a partir do software Time Series Lab[15]. O ciclo de Schwabe
de aproximadamente 11 anos da série de manchas solares sera usado como estudo

de caso principal, buscando evidenciar e confirmar a estocasticidade desse ciclo.



2
Série Temporal de Manchas Solares

Introducao

A contagem de manchas solares é uma das mais antigas praticas de obser-
vacdo astronémica, desempenhando um papel fundamental na compreensdo da
atividade solar e suas influéncias na Terra. Desde o século XVII, astrénomos como
Galileo Galilei e Christoph Scheiner registraram manchas solares, marcando o inicio
do estudo sistematico desses fenomenos. No século XIX, Rudolf Wolf padronizou
a contagem de manchas solares, introduzindo o chamado Nimeros de Wolf, que
consideram tanto o niimero de manchas individuais quanto os grupos de manchas

em uma férmula padronizada.

S0 HMI 25 —Mov—2024

3 3903
;

10 Earth o
Earth

Figura 2.1: Imagem de manchas solares observadas pelo satélite SOHO.
Fonte: SOHO (Solar and Heliospheric Observatory), NASA/ESA [23].

A analise das manchas solares é essencial para compreender o comportamento
da atividade solar e suas implicacdes tanto no clima terrestre quanto em sistemas

tecnoldgicos que sejam suscetiveis a radiacdo solar.

“A atividade solar aumenta e diminui com um ciclo de 11 anos que

afeta a vida moderna de muitas maneiras. O aumento da atividade
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solar inclui incrementos nas emissoes de raios ultravioleta extremo e
raios-X provenientes do Sol, que produzem efeitos dramaticos na alta
atmosfera terrestre. O aquecimento atmosférico associado aumenta
tanto a temperatura quanto a densidade da atmosfera em muitas
altitudes de satélites. O aumento no arrasto atmosférico em satélites
em Orbitas baixas pode encurtar drasticamente a vida (til orbital desses

ativos valiosos” [16].

As manchas solares, originadas por intensos campos magnéticos na superficie
do Sol, seguem um ciclo peridédico aproximado de 11 anos. Durante o0 maximo desse
ciclo, a quantidade de manchas solares aumenta substancialmente, resultando em
maior atividade magnética solar, como por exemplo, erupcoes solares e ejecoes de
massa coronal. Uma descricdo resumida e precisa dada por [12] desse fendmeno é
dada a seguir.

“As manchas solares sao regidoes de campos magnéticos extremamente
fortes na superficie do Sol. Esses campos magnéticos podem se torcer,
armazenando energia de forma semelhante a um elastico tensionado.
Elas aparecem escuras na superficie do Sol porque sao mais frias do que
as regides ao seu redor. Os campos magnéticos que criam as manchas
solares impedem que parte do calor do Sol alcance sua superficie.
Quando as manchas solares interagem entre si, elas causam explosdes

de energia."

A identificacdo e previsao do ciclo solar sao de grande importancia para
diversas areas. No contexto cientifico, esses estudos auxiliam na compreensio da
dinamica solar e das interacdes entre o Sol e a Terra. Por exemplo, ha evidéncias de
que os ciclos solares podem influenciar padrdes de seca e precipitacdo em regides
tropicais, além de afetar o balanco energético do planeta.

Além disso, a previsao do ciclo solar tem aplicacdes praticas e tecnolégicas.
Durante os periodos de alta atividade solar, fendmenos como as erupcdes solares
podem causar impactos significativos em sistemas de comunicacdo por radio, redes
elétricas e satélites. A radiacdo emitida em eventos solares extremos também
representa um risco para astronautas em missOes espaciais. Assim, previsoes
precisas permitem implementar medidas preventivas, como colocar satélites em
modo de seguranca e adiar caminhadas espaciais. Ver por exemplo [8].

O estudo estatistico das séries temporais de manchas solares fornece uma
base cientifica robusta para monitorar e prever os ciclos solares. Essa informacao
nao apenas contribui para o avanco do conhecimento astronémico, mas também
auxilia na protecdo de tecnologias essenciais e na mitigacao de riscos associados a

atividade solar.
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2.0.1
Fonte da Série de Manchas Solares

A série temporal de manchas solares é um registro do niimero observado de

manchas na superficie visivel do Sol ao longo do tempo.

“Atualmente, este indice de atividade esta disponivel em duas formas
principais: o Niimero Internacional de Manchas Solares, iniciado por R.
Wolf em 1849, e o Nimero de Grupos, construido mais recentemente
por Hoyt e Schatten (1998a, b). Infelizmente, essas duas séries ndo
coincidem em diversos aspectos, o que causa confusdes e contradicoes
quando usadas em estudos contemporaneos cruciais sobre o dinamo

solar ou sobre a influéncia solar no clima da Terra.”

Frédéric Clette, 2014[7]

Em 1849, R. Wolf do Observatério de Zurique propos a férmula que estima
o nimero de manchas solares, ainda hoje utilizada, que é apresentada a seguir
(detalhes sobre o método para calcular o ndmero total de manchas solares é definido
em [22]).

R =k x (10g + s), (2-1)

onde:

R é o nimero de manchas solares de Wolf (ou niimero relativo de manchas

solares).

— ¢ é o nimero de grupos de manchas solares observados.

s é o numero total de manchas solares individuais observadas em todos os

grupos.

k é o fator de correcao para diferencas nas técnicas de observacao.
Explicacdo da férmula (eq. (2-1)):

1. Ponderacao de Grupos: Cada grupo de manchas é multiplicado por 10,
pois grupos geralmente representam regides maiores e mais ativas no Sol,

refletindo sua maior influéncia na atividade solar.

2. Contagem de Manchas Individuais: As manchas individuais dentro dos

grupos sao contadas e adicionadas ao total.

3. Fator de Correcao (k): Este fator ajusta variacBes entre diferentes ob-
servadores, telescopios ou condicoes ambientais. Cada observador determina

seu préprio fator £k com base em comparacdes com observacGes padrao.
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A média mensal do nimero de manchas solares é calculada como a média
dos nGmeros didrios de manchas solares de Wolf ao longo de um més. De forma
semelhante, a média anual é obtida pela média dos valores mensais ao longo de
um ano. Esse processo de consolidacdo é importante para suavizar variacoes de
curto prazo, como flutuacdes diarias e ruidos instrumentais, fornecendo uma visao
mais clara dos ciclos solares de longo prazo.

A Fig. (2.2) apresenta a série temporal anual das manchas solares com inicio
em 1749 e fim em 2024 , perfazendo um total de N = 275 observacoes.

Série Temporal de Manchas Solares (1749-2024)
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Figura 2.2: Série temporal anual do niimero médio de manchas solares (1749-2024).
Fonte: Solar Influences Data Analysis Center (SIDC).[9]

A precisdo das medicoes é garantida por procedimentos rigorosos de cali-
bracdo e validacao, que incluem a comparacdo entre diferentes observatérios e o
uso de técnicas modernas de processamento de dados. Esses cuidados sdo essen-
ciais para assegurar a consisténcia histérica da série temporal, que remonta ao
ano de 1749, permitindo uma andlise detalhada dos ciclos solares e suas possiveis

correlacbes com fendmenos climaticos e outros eventos naturais.

2.1
Ciclos da série de manchas solares

A Fig 2.3 apresenta o periodograma, obtido para a série de manchas solares
a partir de um estudo realizado por [25]. A informacdo contida nessa figura (vide
o Capitulo 3, secdo 3.1) permite inferir a existencia de 5 ciclos principais nessa
série, sendo o ciclo de (aproximadamente) 11 anos, o ciclo de Schawbe, o de maior
relevancia, e o que sera objeto de nossa investigacao.

A partir da informacdo da figura anterior construimos a tabela a seguir, com

os principais ciclos da série de manchas solares.
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Figura 2.3: Espectro de amplitude da série temporal anual de manchas solares
(1700-2000).
Fonte: Echer et al. (2003).[25]

Nome do ciclo Periodo (anos)
Segundo harménico de Schwabe 4,6

Ciclo de Schwabe 11

Ciclo magnético de 22 anos de Hale 21,6

Ciclo de Gleissberg 100,7

Tabela 2.1: Ciclos solares observaveis.
Fonte: Echer et al. (2003).[25]

Assim sendo, embora a série de manchas solares apresente 3 ciclos, o nosso

trabalho estard focado no ciclo de 11 anos, ou ciclo de Schwabe.



3
Metodologia

Neste capitulo, apresentaremos de forma sucinta os métodos utilizados
para investigar a natureza estocastica do ciclo da série de manchas solares.
Abordaremos as técnicas de Andlise de Fourier (AF) e Analise de Ondaletas (AO)
para decomposicao e caracterizacao dos padrdes ciclicos na série. Além disso, nesse
capitulo apresentaremos um modelo para série temporal com ciclos, denominado
de modelo estrutural. A partir desse modelo, podemos melhor investigar a natureza

estocastica do ciclo da série e realizar previsGes para essa série.

3.1
Analise de Fourier

Neste subcapitulo, iremos descrever as técnicas de Analise de Fourier, que
serdo aplicadas na anélise da série temporal de ventos. A seguir, detalharemos
a teoria e o processo de aplicacao dessa técnica, incluindo os procedimentos de

processamento dos sinais e as ferramentas computacionais utilizadas.

“A razdo pela qual a Andlise de Fourier é tdo importante na fisica é
que muitas (embora certamente ndo todas) das equa¢des diferenciais
que governam sistemas fisicos sdo lineares, o que implica que a soma
de duas solucdes também é uma solucdo. Portanto, como a Anélise de
Fourier nos mostra que qualquer funcao pode ser escrita em termos
de funcdes seno e cosseno, podemos limitar nossa atencdo a essas
funcGes ao resolver as equacdes diferenciais. Em seguida, podemos
construir qualquer outra funcdo a partir dessas funcdes especificas.
Esta é uma estratégia muito atil, pois é invariavelmente mais facil
lidar com funcdes seno e cosseno do que com funcdes gerais.” Morin
(2009) [24]

3.1.1
Revisdo tedrica

Uma funcdo periddica é uma funcao que repete seus valores em intervalos
regulares. Matematicamente, uma funcdo f(t) é considerada periddica se, para um

determinado periodo 7" > 0, a seguinte condicdo for satisfeita:
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fE+T) = f(t) (3-1)
para todo t € N.
O menor valor positivo de T" que satisfaz essa condicao é chamado de periodo
da funcdo. A forma mais simples de representar uma funcao periédica é através
de harmonicos, que sao componentes senoidais ou cossenoidais com diferentes

frequéncias, amplitudes e fases. Um harmonico basico pode ser expresso como:

f(t) = Acos(At + ¢) (3-2)

onde A é a amplitude, A é a frequéncia angular, que estd relacionada a

frequéncia da fungdo por A = 2xf, f é a frequéncia em hertz (Hz), ¢ é a fase

e o periodo T" da funcdo serd dado por 1" = 27“ Essa combinacdo de amplitude,

frequéncia e fase descreve completamente o comportamento de um harmonico em
uma funcdo periddica.

A Analise de Fourier é uma técnica para decompor uma funcao ou sinal em

suas componentes harmonicas. Este método permite que qualquer sinal periédico

seja representado como uma soma de funcdes senoidais de diferentes frequéncias,

com cada frequéncia associada a um coeficiente especifico.

“O objetivo basico é de aproximar uma fun¢do f(t) por uma combina-
cdo linear de componentes senoidais, cada uma com dada frequéncia.
O conjunto {w,(t) = €™, n =0,%1,...} de funcdes ortogonais, de
periodo 27, forma a base para a analise de Fourier. Na realidade, esse
conjunto é gerado por dilatacdes de uma dnica funcdo, w(t) = €,
ou seja, wy,(t) = w(nt) para qualquer n inteiro” (MORETTIN,

2014).[3]

A dilatacdo da funcao é dada pelo acréscimo de n, que representa o nimero
do harmonico. Toda funcdo periddica, de periodo 27, e de quadrado integravel,
pode ser gerada por uma superposicdo de dilatacBes inteiras da funcdo w(t).
Isso significa que qualquer funcdo periédica f(t) pode ser expressa como uma
combinacao linear de funcGes harmoénicas elementares.

Para uma funcdo periddica f(t), ¢ € R com periodo T, sua representacdo

em série de Fourier pode ser escrita da seguinte forma:

F(t) = 5+ 3 (ancos (Ant) + by sin (M) (3-3)
n=1
onde )\, = 2”7” sao as frequéncias de Fourier e a,, e b, sao os coeficientes
de Fourier, calculados como:
2 [T/2
4y = = / () cos (Mnt) dt, n >0 (3-4)
T J-1)2
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by, T/ )sin (A, t)dt, n >1 (3-5)

Supondo que o sinal contmuo esta sendo amostrado em intervalos iguais no
tempo, entdo o tempo pode ser tratado de forma discreta. Vamos chamar de f; a
série f(t) na forma discreta. Para o caso especifico de uma funcdo com o tempo
discreto e frequéncia discreta, podemos obter os coeficientes a,, e b,, por:

2N1

Z fjcos ( (3-6)

2N1

Z fisin(Ang) (3-7)

onden=20,1, 2...e N éo tamanho do sinal apds discretizacao.

Para uma série real {y; = 1,..., N}, com N par, podemos escrever:
N/2
g = al") + > {a§~N) cos(A;t) + bg-N) sin(/\jt)} : (3-8)
j=1
lembrando que a(()N) =ye\N = 2% sao as frequéncias de Fourier. A energia

média/varidncia da série é dada por:

, _LNE oz L& 2
sN:—Zyt:[aO } —i-fZ[rj } . (3-9)
N = 2 j=1
Também usaremos os valores a,, e b,, para calcular r,:
2 2
1™ = o) + BT (3-10)

Na forma complexa, a transformada discreta de Fourier (DFT) da sequéncia
f; é dada por: No1 -
F,=Y fje i (3-11)
=0

ou entao, pela identidade de Euler:
N—
Z (cos ( —isin (A\,7)) (3-12)

Para otimizar os célculos da Transformada Discreta de Fourier (DFT) em
sinais com muitos dados, utiliza-se a Fast Fourier Transform (FFT), um algoritmo
computacionalmente eficiente desenvolvido por Cooley e Tukey em 1965 [6]. A
FFT reduz o niimero de célculos necessarios para obter a DFT, passando de N?
operacdes em uma DFT direta, para aproximadamente N log, N operacdes na
FFT. Essa eficiéncia torna a FFT essencial para aplicacdes que envolvem grandes
conjuntos de dados, como processamento de sinais e analise de séries temporais
de altissimas frequéncias.

A FFT requer que o nimero de pontos N da série seja uma poténcia de

dois, ou seja, que N seja par e preferencialmente uma poténcia de 2 (por exemplo,
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N = 2% para algum inteiro k). Essa restricdo simplifica o algoritmo, permitindo a
divisdo recursiva dos calculos em etapas menores, o que contribui para a reducdo
drastica de operacdes.

Segundo Meyer (1993),[5] “a anélise de Fourier pode ser vista como o algo-
ritmo a ser usado quando tratamos de processos estocasticos estacionarios perié-
dicos”, visto que as funcdes seno e cosseno representam bem o comportamento

estaciondrio da série.

3.1.2
Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO)

O Método dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) é uma técnica es-
tatistica amplamente utilizada para estimar os coeficientes de uma funcdo linear
que melhor se ajusta a um conjunto de dados observados. No contexto de séries
temporais, 0 MQO permite ajustar uma funcdo de componentes senoidais e cosse-
noidais a uma série temporal, de modo a decompor o sinal em suas componentes

harmdnicas, semelhante ao que ocorre na Analise de Fourier.

3.1.3
Calculo dos Coeficientes
Assumimos que a série temporal, estaciondria e periddica, é representada por

uma soma de senos e cossenos, de acordo com a Eq. (3-3). Ou seja:

N/2
Yy = a(()N) + > {(LE-N) cos(A;t) + b§N) sin()\jt)} + &4, (3-13)
j=1
onde ¢; é o termo aleatério. Nessa equacao os termos a,, e b,, serao estimados

pelo principio de MQO, ou seja, minimizando a soma do quadrado dos residuos

A

S(B) dado por:

SB)=>&"=> (y— ) (3-14)

onde:

- [ = (do,dy, by, dg, by, ds, bs, ..., an/2,by/2)T é o vetor de estimativas dos

coeficientes de Fourier;

— 1; é a observacdo da série em ¢;

A~

— 1J; é o ajuste dado pela expansao de Fourier:
N/2

0y = dy + Z <cfn(N) cos(A,t) + bAn(N) sin()wf)) ,

j=1

E assim a solucdo de MQO seréd dada por:
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B = minS(j3) (3-15)

E fato conhecido que esse problema de minimizacdo possui solucao analitica,

dada por: R
f=(XTX)"'XTy (3-16)

de dimensdo (N+1) x1,onde :

- y=(y1,¥y2,...,yn)" de dimensio N x 1 é o vetor dos dados;

— X é a matriz de “regressores” de dimensdo N x (N + 1), que inclui as

funcdes trigonométricas nas suas diferentes frequéncias, sendo dada por:

I cos(A1)  sin(A)  cos(A2)  sin(Ag) ... sin(Anjz)  cos(Anya)
% I cos(2A1) sin(2A;)  cos(2X2)  sin(2Xg) ... sin(2Any2)  cos(2An/2)
I cos(NA) sin(NA1) cos(NAg) sin(NAg) ... sin(NAys) cos(NAyyz)

Pode-se também mostrar que as estimativas para os coeficientes de Fourier
obtidos via MQO coincidirdo com aqueles especificados nas equacdes (3-6) e (3-
7). Esse resultado baseia-se na equivaléncia entre os estimadores de MQO e os

estimadores do Método dos Momentos, que siao exatamente aqueles dados em
(3-6) e (3-7).

3.1.4
Estimativa de funcao espectral

3.1.5
Espectro de Fourier

O espectro de linhas de Fourier é uma representacdo visual que destaca a
contribuicao de cada harmdnico especifico para a variancia total de uma série
temporal, vide Eq. (3-9) e (3-10), mais especificamente, trata-se de um grafico de

(r)° forme Fig. (3.1
(*2~ x n), conforme Fig. (3.1).

Para calcular o espectro de linhas de Fourier, utilizamos os coeficientes a,, e
b,, para cada harmonico n, que representam as amplitudes das componentes cos-
senoidais e senoidais da série, respectivamente. A contribuicdo de cada harmonico
para a variancia total pode ser expressa pela magnitude r,, definida na equacao
(3-10). O valor r,, indica a intensidade de cada frequéncia harmdnica no sinal, per-
mitindo que o espectro de linhas mostre quais frequéncias possuem maior impacto

na série temporal.
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Figura 3.1: Exemplo da representagao gréafica do espectro de Fourier.

3.1.6
Periodograma

O periodograma é uma estimativa da densidade espectral de poténcia que
representa a distribuicao de energia do sinal ao longo das frequéncias.

Na prética, o sinal é obtido aplicando-se a transformada de Fourier a série
temporal e, em seguida, calculando o quadrado da magnitude dessa transformada
para cada frequéncia. Para uma série temporal y(t) com N pontos de dados, o

periodograma P(\,,) é dado por:

1
P\) = 5 [FO)[* (3-17)
onde F(\,) é a Transformada de Fourier Discreta do sinal y(¢) dado em

(3-11), e A, representa as frequéncias discretas.

1e6 Periodograma (12 Diferenca)
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Figura 3.2: Exemplo de periodograma.
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Observamos que na Fig (3.2) o periodograma apresenta no eixo horizontal
as frequéncias em Hz, que representam o nimero de ciclos por segundo de cada
componente do sinal. No eixo vertical, temos a poténcia espectral, medida em
unidades quadraticas da amplitude original do sinal, que indica a intensidade de
cada frequéncia presente. Os picos no periodograma identificam as frequéncias
dominantes, ou seja, aquelas que mais contribuem para a composicdo do sinal

analisado.

3.1.7
Método de Welch

O método de Welch é uma técnica de estimativa espectral que reduz a
variancia do periodograma através da segmentacido e média dos espectros. Similar
ao periodograma tradicional, o eixo x representa as frequéncias (Hz), enquanto o
eixo y mostra a densidade espectral de poténcia, porém com uma estimativa mais
suave e estavel.

A estimativa de funcdo densidade espectral de poténcia pelo método de

Welch pode ser representada pela seguinte equacao:

1 K
Pweien(Mn) = e > Pu(An) (3-18)
k=1
Onde:

— Pween(An) € a estimativa da densidade espectral de poténcia para uma dada

frequéncia \,;
— K é o nimero total de segmentos em que o sinal foi dividido;

— Pi()\,) é a densidade espectral de poténcia calculada para o segmento k;

Cada segmento do sinal é suavizado com uma janela de ponderacdo (por
exemplo, a janela de Hanning) para reduzir a distorc3o causada pela descontinui-
dade nos limites dos segmentos.

A densidade espectral de poténcia para cada segmento P()\,) é dada por:
2

Pilh) = 5 (3-19)

N—-1 )
> ye(n)e AN
n=0

Onde:

— N é o nimero de pontos em cada segmento;

— yx(n) é o valor do sinal no segmento k;
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1e6 Periodograma Welch (12 Diferenca)
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Figura 3.3: Exemplo do periodograma da Fig(3.2) suavizado pelo método de Welch.
— )\, é a frequéncia analisada;

Em suma, o espectro de linha de Fourier fornece uma decomposicdo di-
reta dos harmdnicos do sinal, apresentando a amplitude de cada componente de
frequéncia com base nos coeficientes de Fourier a,, e b,. Esse método é particu-
larmente eficaz para sinais periddicos, oferecendo alta resolucao em frequéncias
discretas.

Em contraste, o periodograma calcula a densidade espectral de poténcia
utilizando a FFT, possibilitando uma visdo rapida da distribuicdo de energia em
frequéncias discretas. Porém, ele é sensivel a variacdes e ruidos, especialmente em
sinais de curta duracdo, resultando em estimativas menos estaveis. O periodograma
suavizado de Welch aplica o método de média em segmentos sobrepostos, redu-
zindo a variancia na estimativa da densidade espectral e tornando-se uma escolha
robusta para sinais ruidosos e nao estacionarios.

Em sintese, enquanto o espectro de linha de Fourier é mais preciso para
frequéncias discretas, o periodograma suavizado de Welch oferece uma estimativa

mais estavel e suave da poténcia espectral para sinais complexos.
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3.1.8
Exemplo

Na sequéncia, iremos ilustrar a aplicacao da FFT especificamente na série
temporal de ventos. Para essa série, também iremos estimar os coeficientes da
FFT e compara-los com aqueles obtidos através do método de MQO, destacando

os padrdes ciclicos presentes nos dados.

3.1.9
Série Temporal de Ventos

A Figura (3.4) apresenta a série de velocidade dos ventos (em m/s) em Sao
Paulo, coletada com frequéncia mensal, onde cada medicdo é a média aritmética
de todas as observacdes hordrias obtidas ao longo do més. A série teve inicio em
janeiro de 1981 e final em abril de 2012, com um total de 376 observacdes (N).
Podemos observar as oscilacdes periédicas ao longo do ano devido ao efeito das

estacoes no ciclo dos ventos.

Seérie Temporal

10 —— Série Temporal

Valor

0 50 100 150 200 250 300 350

1981 Amosiras 2012

Figura 3.4: Série de ventos em Sao Paulo.
Fonte: (MORETTIN, 2014).

O correlograma em Fig. (3.5) indica que observacdes distanciadas de 12
meses e seus multiplos (12, 24, 36) sdo fortemente positivamente correlacionadas,
enquanto que observacdes distanciadas de 6 meses e seus miltiplos (18, 30) sdo
negativamente correlacionadas. Este padrao evidencia a periodicidade de 12 meses
dessa série, que serd confirmada via anélise de Fourier, apresentada a seguir (vide
Eqgs 3-6, 3-7 e 3-10).

Na Tabela (3.1) podemos observar que o harménico de nimero 31 tem o

maior modulo r,,, e assim este é o harmdnico de maior influéncia nesse sinal.
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Correlograma da Série Temporal
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Figura 3.5: Correlograma da série de ventos em Sao Paulo.

n an, bn I'n
1 15.071 0 15.071

3 | 0.160988 | 0.100341 | 0.189699
4 | 0.099084 | 0.244006 | 0.263356
19 | -0.10131 | -0.14337 | 0.175553
23 | -0.15198 | -0.13132 | 0.200855
31 | -1.49912 | -0.12856 | 1.504618

Tabela 3.1: Resultado para alguns coeficientes da FFT da série de Ventos.

Espectro de Linha de Fourier

—— Espectro de Linha de Fourier
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Figura 3.6: Espectro de linha de Fourier da série de ventos.
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Utilizando os valores de a1, as; € b3y, um modelo conveniente para representar

o sinal ent3o seria
t t
Yy = 15.071 — 1.49912 cos (7;) — 0.12856 sin <7;> + & (3-20)

Como esse é o harmonico de maior contribuicdo para a “energia” da série,

ele ird definir a periodicidade da série, que serd obtida por:

27
T = o
onde T representa o periodo em unidades de tempo. Como \,, = 2”7” entdo segue
que:
r N
n
e assim sendo, temos que
376
Tyentos = 3= 12.13 =~ 12.

A ideia agora é obter os coeficientes da série de Fourier listados na Tabela
(3.1) através do método estatistico de MQO. Ao invés de usarmos diretamente
as equacdes (3-6) e (3-7) para obter esses coeficientes via célculo de Fourier,
eles serdo obtidos através do problema de otimizacdo da equacgdo (3-15), onde

escolhemos os coeficientes que minimizam o erro:

A

/3 = min 5(3)

Como as fungdes cos(A;t) e sin(\;t) sdo conhecidas para todo A; e ¢, o problema
de minimizagdo em (3-15) é facilmente resolvivel através de uma solugdo analitica.
Ademais, a partir de testes estatisticos de significancia, podemos eliminar os
coeficientes que contribuem de forma irrelevante para o sinal.

Formalmente, os testes de significancia sao estabelecidos através das seguin-
tes hipoteses:

H,: B; =0, (coeficiente estatisticamente insignificante)

Hy:B8;#0 j=0,1,..., % (coeficiente estatisticamente significante)

onde 3; = a; ou b; conforme a expansdo de Fourier na equacdo (3-8).

Observe que, ao utilizar o método de MQO, teremos % = 188 coeficientes
estimados. Assim como foi feito com os coeficientes obtidos via FFT (ver tabela
3.1), por uma questdo de espaco, reportaremos apenas aqueles estatisticamente
significantes que satisfacam |t;| > 3 (|¢;| > 2 ja garante significancia ao nivel de

5% ou menos, mas queremos evitar excesso de parametros escolhidos).
Bi | e [t;] > 3, entdo o coeficiente a; ou b; é dito
St(85)

estatisticamente significante e deve ser mantido na série de Fourier. Caso contraério,

Sendo que t; =
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o coeficiente a; ou b; deve ser descartado da soma de Fourier.

Termo | Coeficiente | Erro Padrao | Estatistica ¢
b3 0.100341 0.047804 2.099
as 0.160988 0.047804 3.370
by 0.244006 0.047804 5.104
ay 0.099084 0.047804 2.072
b1g -0.14337 0.047804 -3.000
alg -0.10131 0.047804 -2.119
bos -0.13132 0.047804 -2.747
a23 -0.15198 0.047804 -3.179
b31 -0.12856 0.047804 -2.690
asi -1.49912 0.047804 -31.371

Tabela 3.2: Resultado da regressao OLS na série de ventos.

Periodograma
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Figura 3.7: Periodograma da série de ventos.

Observamos que na Fig. (3.7) o periodograma da série apresenta um
pico claro na frequéncia w préxima a 0.082 Hz que equivale a um periodo de
T = % = ﬁ ~ 12 meses caracterizando a periodicidade anual da série cujo

harmonico 31 descreve a maioria do seu comportamento.

3.2
Analise de Ondaletas

Neste subcapitulo, iremos analisar a mesma série temporal de ventos apre-
sentada no subcapitulo 3.1, utilizando técnicas baseadas na Anélise de Ondaletas

(AO) para decompor e filtrar o sinal.
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3.2.1
Introducao a Analise de Ondaletas

A Analise de Ondaletas (AO) é uma técnica matematica poderosa que,
assim como a Analise de Fourier (AF), permite decompor um sinal em suas
componentes elementares. No entanto, a grande vantagem da AO estd na sua
capacidade de realizar uma analise simultanea no dominio do tempo e no dominio
da frequéncia, oferecendo uma representacao local de eventos transientes e padrdes
de curta duracdo. Essa caracteristica torna a AO especialmente (til para o estudo
de sinais ndo estacionéarios, como aqueles que apresentam variaces abruptas,

transientes ou comportamentos frequénciais que mudam ao longo do tempo.

“Um sinal é estaciondrio se suas propriedades forem estatisticamente
invariantes ao longo do tempo. A ferramenta ideal para estudar sinais
estacionarios é a transformada de Fourier. Em outras palavras, sinais
estaciondrios se decompdem canonicamente em combinacdes lineares
de ondas (senos e cossenos). Da mesma forma, sinais que n3o sdo
estacionarios se decompdem em combinacdes lineares de ondaletas.”
Meyer, 1993 [?]

Enquanto a AF é amplamente utilizada para sinais estacionarios, ela apre-
senta limitacdes significativas na identificacao de eventos localizados no tempo,
pois depende de componentes senoidais e cossenoidais globais. A AO, por outro
lado, utiliza funcGes base denominadas ondaletas, que s3o localizadas no tempo e
permitem representar com precisdo tanto as frequéncias quanto o momento exato
em que ocorrem alteracdes no sinal.

Outra vantagem importante da AO estd na sua capacidade de filtrar ou
remover ruido do sinal. Gracas a sua decomposiciao em diferentes niveis de
frequéncia, ela permite separar componentes indesejadas, como ruidos de alta
frequéncia, preservando as informacdes relevantes do sinal original.

Ademais, a AO oferece flexibilidade ao permitir o uso de diferentes ondaletas-
mdae, como a ondaleta de Haar, Daubechies ou Morlet, cada uma projetada para
capturar padrdes especificos de sinais. Isso possibilita a adaptacdo da analise as
caracteristicas do problema em questdo, garantindo resultados mais robustos e
interpretaveis.

Por fim, a AO n3o apenas complementa a Andlise de Fourier, mas também
supera suas limitacoes em cenarios onde a temporalidade do sinal desempenha um
papel crucial. Dessa forma, ela se destaca como uma ferramenta indispensavel em

diversas areas de pesquisa e aplicacGes industriais.
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3.2.2
Revisao teodrica

3.23
Funcées Ondaleta Mae e Ondaleta Pai

No centro da AO estd a ondaleta mae, uma funcio de base que serve para
decompor o sinal. Ao contrario dos senos e cossenos usados na Analise de Fourier,
que s3o ilimitados no tempo, a ondaleta mae é uma funcao localizada no tempo, o
que significa que tem duracao finita. Essa localizacao no tempo permite capturar
eventos transientes e abruptos em sinais.

Matematicamente, uma ondaleta m3e v(¢) pode ser escalada e transladada
para adaptar-se ao sinal que estd sendo analisado. A funcdo de ondaleta escalada

e transladada, também conhecida como ondaleta filha, é dada por:

bap(t) = ja (t - b) (3-21)

Onde:

— a é o fator de escala, que controla a frequéncia da ondaleta. Para a > 1,
a ondaleta se expande, analisando componentes de baixa frequéncia; para
a < 1, a ondaleta se comprime, analisando componentes de alta frequéncia.
Na praticaa =27, j € Z.

— b é o fator de translacao, que controla a localizacdo temporal da ondaleta.
Conforme b varia, a ondaleta desliza ao longo do tempo, permitindo que

diferentes partes do sinal sejam analisadas. Na praticab=%k-277 , k € Z.

— t éotempo, t € R.

A funcgdo 1(t) para ser considerada ondaleta deve satisfazer as seguintes

propriedades:

1. Admissibilidade
/ S(t)dt =0

—0o0

2. Energia nao infinita

[ e < o

—00

co |\ 2
c¢:/ 7‘ ()] dw < 00
—00 |(,LJ|

onde ¥ (w) é a transformada de Fourier de (¢). Para que essa condicdo seja

satisfeita, é necessario que ¥(0) = 0, o que é equivalente a condicdo (1).
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5. Os primeiros r — 1 momentos de () se anulam, isto é:

/ Pyt =0, j=0,1,...,r—1

para algumr > 1e

[%WMW&<@

As funcBes 1);(t) ndo necessariamente formam uma base ortogonal embora a
ortogonalidade facilite o uso praatico de ondaletas. Essa transformacdo possibilita
a andlise multiescala de um sinal, onde cada escala revela detalhes de diferentes
frequéncias e localizacGes temporais. A grande vantagem da AQ ¢ essa flexibilidade
de analisar o sinal em diferentes escalas e tempos, o que torna possivel capturar
tanto tendéncias de baixa frequéncia quanto detalhes de alta frequéncia.

Além da ondaleta m3e, a ondaleta pai ¢(t) desempenha um papel funda-
mental na decomposicdo do sinal.

A ondaleta pai, também conhecida como funcdo de escala, é usada para
representar as componentes de baixa frequéncia e as tendéncias globais do sinal,

capturando a sua aproximacao.

Oin(t) = 272 (2t — k), (3-22)

Para formar a ondaleta pai ¢(t), é comum utilizar uma série de convolucdes

com um filtro de passa-baixa (chamado aqui de hy;), o qual permite a construc3o de

aproximacoes sucessivas de baixa frequéncia. Esse filtro é aplicado iterativamente

a uma funcdo inicial de alta resolucdo para suavizar o sinal e reter as componentes

de baixa frequéncia. Queremos que, ao final, a ondaleta pai tenha uma média ndo
nula para capturar a tendéncia global do sinal.

A func3o de escala ¢(t) deve satisfazer as seguintes propriedades matemati-

cas:

1. Normalizacao:

/_ T oe()dt =1, (3-23)

garantindo que a energia total capturada por ¢(t) seja igual a 1.

2. Ortogonalidade: 00
/_ o) ot — k) dt = 5y, (3-24)

onde J; é o delta de Kronecker, que assegura a separacdo entre as escalas.
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3. Admissibilidade: 0o .
| 1) dw < oo, (3-25)

garantindo que ¢(t) possua uma transformacdo de Fourier finita.

Essas propriedades permitem que ¢(t) atue como uma base adequada para
a decomposicdao multirresolucdo e a reconstrucao perfeita do sinal.

De maneira pratica, a funcao de escala é resolvida através de uma relacdo
recursiva de convolucdo, onde o filtro h; € aplicado repetidamente para “suavizar”
uma funcao base até que se obtenha uma forma estavel de baixa frequéncia. A cada
aplicacdo do filtro, a funcdo resultante representa uma versao de menor resolucio
do sinal original, e os coeficientes hy controlam essa reducao da resolucdo.

A solucdo analitica exata para ¢(t) geralmente n3o sera possivel de se obter,
especialmente quando n3o ha uma férmula explicita para a funcao de escala. Em
muitos casos, é usada uma abordagem numérica para calcular a funcdo de escala
a partir da ondaleta mae.

Esse processo iterativo e de verificacdo garante que as duas funcdes possam
de fato se complementar para decompor um sinal, compondo a base da transfor-
mada discreta de ondaleta.

3.2.4
Ondaleta de Haar

A ondaleta de Haar é uma das ondaletas mais simples e é frequentemente
usada para introduzir a teoria de ondaletas devido a sua simplicidade e propriedades

discretas. A ondaleta de Haar é definida como:

1, se0§t<%

P(t) =1 -1, se;<t<1
0, caso contrario
1
0.5
o
-0.5
-1

0 o0z 04 06 08 1
Fonte: (Autor).

Figura 3.8: Ondaleta mae de Haar.

Ela é atil para detectar mudancas bruscas em sinais, sendo amplamente

empregada em compressao de imagem e em anélises de sinais discretos.
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Fonte: (Autor).

Figura 3.9: Ondaleta pai de Haar.

3.2.5
Ondaleta de Morlet

Entre as diversas ondaletas-maes que podem ser utilizadas, a ondaleta de
Morlet é amplamente utilizada para analise de sinais mecanicos e vibracoes, devido
a sua capacidade de detectar eventos impulsivos e periédicos em sinais de alta

frequéncia.

1.5 1
1 1
o 0.5 ] o 0.5
§ ° (TR I
B -05 | | & ©
£ E
< - 1 <05
-1.5 1
-2 -1
7 8 9 10 11 12 0 50 100 150 200 250
(a) Time (s) x10% () Data Points (No.)

Fonte: (H. Qiu al. / Journal of Sound and Vibration 289 (2006) 1066-1090).

Figura 3.10: Comparagdo entre um impulso mecénico (a) e a ondaleta de Morlet

(b).

A funcao de ondaleta de Morlet combina uma senéide com uma envoltdria

Gaussiana, sendo definida como:

W(t) = \/12_7Te_t2/2 cos(5t), teR. (3-26)

Essa ondaleta tem uma boa localizacdo tanto no tempo quanto na frequéncia,
0 que a torna ideal para a deteccdo de eventos transientes. O fator 5 na funcao
cosseno define a frequéncia central da ondaleta, enquanto o termo gaussiano e~ /2
garante que a funcdo seja localizada no tempo.

A ondaleta de Morlet é escalada e transladada da mesma maneira que outras
ondaletas-maes, permitindo que se ajuste a diferentes partes do sinal e diferentes

escalas de frequéncia.
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3.2.6
Decomposicao e Reconstrucao de Ondaletas

Considere a aproximacdo de uma série temporal y(t) discreta em t, t € N,
pela seguinte combinacao linear de ondaletas, conhecida como decomposicao de

ondaletas (ou expansdo de multirresolucdo):

J-1 n

Z Cjo,k ¢J07 + Z Z d] k 2/}3 k (3—27)

Jj=jo k=1
onde ¢, x(t) e ;1 (t ) s3o as ondaletas filho e filha, respectivamente, e s3o

obtidas a partir de dilatacoes e translacdoes, como mostrado a seguir:
Oin(t) = 2772 9(27t — k), (3-28)

Yin(t) = 272927t — k), (3-29)

com j,k € 7. Essa decomposicao forma a base para muitas aplicacoes

praticas de ondaletas, como a reducdo de ruido (denoise) e a extracio de

componentes (tendéncias e sazonalidades), que serdo abordadas oportunamente.

A ondaleta m3e v(t) fornece os detalhes do sinal, associados as frequéncias

mais altas, enquanto a ondaleta pai ¢(t) captura as frequéncias mais baixas,
representando as aproximacdes do sinal (smoothing).

Os coeficientes ¢;, ;, sdo os coeficientes de aproximacao na escala jj e

localizacdo £, enquanto os coeficientes d;; sao conhecidos como coeficientes

de detalhe na escala j e localizacdao k. Aqui, J indica o nivel superior da

decomposicdo. A forma de obter esses coeficientes serd vista a seguir.

3.2.7
Transformada Discreta de Ondaletas (DWT)

A implementacdo da decomposicdo de ondaletas para um sinal dado y(t),
conforme mostrado na Eq.(3-27), requer a escolha dos parametros n e J, que
dependem da aplicacdo. Por sua vez, os coeficientes c;, e d;; sao calculados
pelas seguintes relacdes de convolucdo entre a ondaleta escolhida e o sinal de
interesse, assumido observados em tempo discreto.

Cjo,k Zy ) Gjor(t), Jk_zy ) it (3-30)

Essas equacdes deflnem a Transformada Dlscreta de Ondaletas (DWT),
que é implementada computacionalmente utilizando os coeficientes de filtros passa-
baixa (hy) e passa-alta (g;), associados a ondaleta escolhida.

Pode-se mostrar que a DWT também pode ser representada pelas seguintes
equacdes, envolvendo os coeficientes dos filtros passa-alto (hy) e passa-baixo (gx),

associados as funcdes de escala ¢(t) e das ondaletas 1(t). Formalmente, temos:
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Cik = Zy hk 2k — t) j k= Zy gk 2k‘ — t) (3—31)

Se os filtros forem ortonormais, entao pode-se mostrar, adicionalmente, que
a partir desses coeficientes obtem-se uma reconstrucdo perfeita do sinal y(t). Na
pratica a escolha dos niveis inferior (jo) e superior (J) de resolucdo dependerd
da aplicagdo. Por exemplo, em anélises de reducdo de ruido (denoise), tendem-
se a usar niveis mais baixos para preservar a estrutura global do sinal, enquanto
em extracdo de componentes especificas sao usados niveis mais altos para isolar

variacdes especificas.

3.2.8
Calculo dos Filtros hy e g

Os filtros passa-baixa (hy) e passa-alta (gi) utilizados na DWT s&o derivados
diretamente das propriedades da ondaleta mae (¢ (t)) e da funcdo de escala
(¢(t)). Esses filtros permitem que o sinal seja decomposto em suas componentes
de baixa e alta frequéncia, respectivamente.

Pode-se mostrar que os coeficientes dos filtros passa-baixa (hy) e passa-alta
(gx) podem ser obtidos a partir das seguintes integrais, utilizando as funcdes de

escala ¢(t) e a ondaleta-m3e ¢ (t):
hy = \/_/gzs (2t — k) dt, (3-32)
g = f/¢ o(2t — k) dt. (3-33)

A equacdo (3-32) descreve como a funcdo escala ¢(t) interage consigo
mesma em diferentes escalas e translacdes, resultando nos coeficientes hy, que
formam o filtro passa-baixa. Por sua vez, a equagdo (3-33) descreve a interagdo
entre a ondaleta-m3e v (¢) e a funcdo de escala ¢(t), fornecendo os coeficientes
gk, que formam o filtro passa-alta.

Os coeficientes hy sdo calculados a partir da equacao de refinamento da

funcdo de escala ¢(t), definida como:
= hy¢(2t — k), (3-34)
k

onde ¢(t) captura as componentes de baixa frequéncia do sinal e os coeficientes hy,
correspondem aos pesos que descrevem como ¢(t) se refina em diferentes escalas.
Os coeficientes do filtro passa-alta g, sdo obtidos a partir de uma relacdo

com hy chamada quadrature mirror filter relation, sendo definidos como:

gk = (—1)* huiy, (3-35)
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onde a combinacdo de hj e g; garante que o filtro passa-alta extraia as compo-
nentes de alta frequéncia do sinal.

Os coeficientes hy e g, sdo obtidos a partir da analise da funcdo de escala
e da ondaleta-m3e escolhidas. Essas relacdes definem os filtros que permitem a
separacdo do sinal em componentes de alta e baixa frequéncia, formando a base
para a DWT.

Com essa abordagem, a DWT oferece uma forma eficiente e flexivel de
decompor sinais complexos em suas componentes essenciais, proporcionando tanto

andlises detalhadas quanto tendéncias globais.

3.2.9
Exemplo Numérico da DWT para Ondaleta Haar

Os coeficientes dos filtros passa-baixa (hx) e passa-alta (gx) da ondaleta
Haar podem ser calculados a partir das equacoes 3-32 e 3-33.
Os filtros sdo calculados considerando os suportes das fungdes ¢(t) e ¥(t),

e avaliando as integrais em seus intervalos de definic3o.

Calculo de h;, Para k = 0:
ho = \/5/ o(t)d(2t) dt.

Sabendo que ¢(t) tem suporte no intervalo [0, 1], e ¢(2t) tem suporte no intervalo

1

[0, 1], o intervalo de integracdo seré [0, 1]. Assim:

.1 1 1
ho = 2/21-1dt: 9.2 .
0 \/_O V2 SN

Para k = 1: .
m=V2 [ ot - 1)t

Aqui, ¢(2¢ — 1) tem suporte no intervalo [3,1], e a intersecdo com ¢(t) ocorre no

mesmo intervalo [3, 1]. Assim:

I 11
h1:\/§/ L ldt =2~ = —.
1 2 V2

Calculo de g, Para k = 0:

90 =V2 [ vt
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O suporte de ¢(2t) é [0,3], e o suporte de ¥ (t) é [0,1]. No intervalo [0, 3],
Y(t) = 1, entdo:

3 1 1
- 2/1-1dt: R —
gO \/_0 \/_ 2 \/§

Para k = 1:
g = \/5/_00 (B2t — 1) dt.

O suporte de ¢(2t — 1) é [%, 1]. Nesse intervalo, 1(t) = —1. Assim:

g =2 1(—1)~1dt——\/§-;——\}§.

NI

Os coeficientes dos filtros para a ondaleta Haar s3o:

1 1 1 1

ho=—=, hi=—= go=-—= G1=——=.
0 \/57 1 \/57 Jo \/57 7)1 \/§

Para obter esses coeficientes iremos utilizar a seguinte série temporal discreta
y = [4,6,10,12,14,18,20,22] com N = 8. Vamos realizar os calculos da DWT
para calcular os coeficientes de aproximacdo (c;) e detalhe (d;;) usando os

filtros hy e gi da ondaleta Haar:
Os coeficientes de aproximacdo c;;, e detalhe d; sdo obtidos pela aplicacdo

dos filtros a pares consecutivos da série:

1 1
Cijk = Z Py, - Yok+4n, dj,k = Z 9n * Y2k+n-

Para k =0,1,2, 3.

Calculo passo a passo

— Para k =0:
1 1 4+6 10
= 4t ——b=—— = ~ 707,
w0 =15 P P P
doo—i 4_i.6:ﬁ:;2z_1‘41
’ 2 2 V2 2
— Para k =1:
1 1 10+12 22
Col= ——-104+ — .12 = = == ~ 15.56,
RO V2 V2 V2
1 1 10-12 -2
do1 = —-10 — — - 12 = = "~ 141
NG V2 V2 5
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— Para k =2:
c0,2:;§~14+\}§~18: 14;;8 :?’22%22.63,
d0,2:\}§-14—\}§-18: 14\;518:_3%—2.83
— Para k = 3:
c0,3:;§-20+\}§-22: 20\222 :422%29.70,
d073:j§-20—;§-22: 20\;;2 :_zm—l.éll.

Os coeficientes calculados s3o:
Cik = [7.07,15.56,22.63,29.70], dji = [—1.41,—1.41, —2.83, —1.41].

Através dos filtros hy e g, da ondaleta Haar, obtivemos os coeficientes
de aproximagdo c;j, que capturam as componentes de baixa frequéncia, e os
coeficientes de detalhe d;;, que representam as variagdes rapidas no sinal. Este

processo ilustra a primeira etapa da decomposicdo multi-escala por DWT.

3.2.10
Transformada Continua de Ondaletas (CWT)

A Transformada Continua de Ondaletas (CWT, do inglés Continuous
Wavelet Transform), assim como a DWT, permite a decomposicdo de um sinal /(t)
em diferentes escalas e localizacdes temporais utilizando uma ondaleta-mae ¢ (t).
Ao contrario da DWT, a CWT nao requer a discretizacao rigida dos parametros
de escala e translacdo, oferecendo uma representacao continua do sinal no plano

tempo-frequéncia. A CWT ¢é definida matematicamente como:

Wia.) = [ ylt)vislt)dt, (3-36)
onde v, (t) é a ondaleta-m3e escalada e transladada, dada por:
1 t—1>
) = — _
Yap(t) 7 ( - ) : (3-37)

sendo a o pardmetro de escala (associado a frequéncia) e b o pardmetro
de translac3o (associado ao tempo). O simbolo * denota o conjugado complexo,

necessario quando a ondaleta é uma funcdo complexa.
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3.2.11
Interpretacao dos Parametros de Escala

O parametro de escala a controla a dilatacdo ou compressdo da ondaleta-
m3e. Escalas pequenas (a < 1) correspondem a ondaletas mais comprimidas,
sensiveis a altas frequéncias, enquanto escalas grandes (a > 1) correspondem a

ondaletas dilatadas, associadas a frequéncias mais baixas.

Relacdo entre Escala e Frequéncia O eixo das escalas (a) no escalograma
esta relacionado de forma inversa a frequéncia fisica do sinal analisado. Escalas
menores (a < 1) correspondem a ondaletas comprimidas, que sdo sensiveis a
altas frequéncias, enquanto escalas maiores (a > 1) correspondem a ondaletas
dilatadas, associadas a frequéncias mais baixas. A conversdo entre escala e
frequéncia é fundamental para interpretar o escalograma em termos fisicos e pode

ser feita por meio da relacdo:

. sca|e2freq£jncy(¢, a)7 (3-38)

onde At é o intervalo de amostragem do sinal e 1) é a ondaleta uti-

lizada. Essa conversao é implementada na biblioteca PyWavelets pela funcao
scale2frequency, que permite mapear diretamente escalas para frequéncias, fa-

cilitando a analise.

3.2.12
Representacao Visual: Escalograma

Os coeficientes W (a,b) da CWT podem ser visualizados como um esca-
lograma, um grafico bidimensional que apresenta a intensidade dos coeficientes
em funcdo do tempo (b, no eixo horizontal)) e da escala (a, no eixo vertical). O
escalograma fornece uma visdo intuitiva sobre como as frequéncias de um sinal
evoluem ao longo do tempo, facilitando a deteccdo de fendmenos localizados e
padrdes periddicos. A intensidade no escalograma, indicado pelo mapa de cores,

indica a magnitude do coeficiente de ondaleta naquela frequéncia e tempo.

Como Interpretar o Escalograma A interpretacio do escalograma requer

atencao aos seguintes aspectos:

— Mapa de cor: indica a magnitude dos coeficientes da ondaleta, sendo
representada por um gradiente cromatico no escalograma: as cores mais
quentes (vermelho) indicam mais energia naquela escala/tempo, enquanto
que cores mais frias (azuis) representam menores energias. Quanto maior o

contelido de energia mais dominante é a frequéncias/escala no sinal.
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— Eixo das escalas (vertical): reflete as diferentes frequéncias presentes no
sinal. Escalas altas com cores quentes indicam presenca de estruturas de
baixa frequéncia (como tendéncias ou ciclos longos), enquanto escalas baixas
com cores quentes identificam componentes de alta frequéncia (como picos

ou ruidos).

— Eixo do tempo (horizontal): indica a progressio da frequéncia no tempo.
Se um determinado valor de escala apresenta cor quente, e esta evolucdo é
uniforme no tempo, entdo essa frequéncia nao muda no tempo. Se o mapa
de cor mudar para cor fria em alguma faixa temporal, entdo nessa faixa a

frequéncia atua de forma mais branda ou é inexistente.

3.2.13
Especificacao de Parametros em Ondaletas Continuas

Ao utilizar ondaletas continuas para gerar escalogramas, é essencial espe-
cificar os parametros que controlam suas propriedades, como largura de banda e
frequéncia central. Esses parametros influenciam diretamente a resolucdo temporal

e espectral, afetando a precisao da representacdo no escalograma.

— Largura de banda: Controla a concentracdo da ondaleta no dominio da
frequéncia. Maior largura de banda melhora a resolucao espectral, enquanto

uma largura menor prioriza a localizacdo no tempo.

— Frequéncia central: Define a regido espectral de interesse. Um ajuste

adequado foca a analise nas frequéncias relevantes do sinal.

A escolha inadequada desses parametros pode causar artefatos ou dificultar
a identificacao de padrdes e eventos transientes no sinal. Por isso, recomenda-
se ajusta-los de forma coerente com as caracteristicas do sinal e os objetivos da
investigacao.

A capacidade do escalograma de representar simultaneamente o comporta-
mento do sinal no tempo e na frequéncia é uma de suas principais vantagens, espe-
cialmente em comparacdo com técnicas lineares como a Transformada de Fourier.
Ele é amplamente utilizado para identificar padrdes de frequéncia variaveis, como
pulsos em sinais biomédicos, picos em vibracGes mecanicas ou padroes climaticos.

Na pratica, a CWT é implementada computacionalmente utilizando funcdes
de ondaleta pré-definidas, como a Morlet, Mexican Hat e Gaussian Derivative.
Essas ondaletas s3o selecionadas de acordo com a natureza do sinal em anlise,
considerando sua resolucao no tempo e na frequéncia.

A titulo de ilustracdo, apresentamos nas figuras (3.11) e (3.12) os escalogra-
mas para duas séries temporais geradas artificialmente. A primeira série foi gerada

a partir do seguinte modelo:



Capitulo 3. Metodologia 45

y1(t) = sin(2710t) + ¢, t=0,...,2

e ~N(0,0%), o02=02

Tempo (s

(s)
35
30
25
3
10t 202
5
H
15
1.0
05
10°
150 175 2.00

Escala (log)

0.00 025 050 075 1.00 125
Tempo (s)

Figura 3.11: Escalograma ilustrativo de uma série com ciclo deterministica.

Portanto trata-se de um um modelo com ciclo deterministico monocromatico
(ver Secdo 3.3.1 egs (3-43) e (3-44). Mais especificamente a frequéncia de 10Hz
(ou periodo de T=1/10), observada no eixo da Escala, é constante ao longo
do tempo e a amplitude varia deterministicamente, a menos da superposicdo do
choque. O mapa de calor indica uma faixa nitida e uniforme em torno da frequéncia
de 10 Hz, indicando que essa é a frequéncia dominante e ela permanece a mesma

ao longo do tempo. A segunda série, por sua vez, foi gerada pela seguinte equacao:

y2(t) = (14 0.5sin(2t)) sin (27 (10t + 10£2) ) + &, ¢ =0,...,2,

e ~N(0,02), 02=0.2

€

onde a frequéncia e a amplitude variam deterministicamente com o tempo
segundo as equagdes 10(1+t) e (1 + 0.5sin(27t)), respectivamente. Nesse caso, o
escalograma evidencia a variacao temporal tanto do periodo quanto da amplitude
do sinal, representados pelas mudancas na distribuicdo das cores do mapa de calor
e nas escalas ao longo do tempo.

Esses exemplos ilustram como o escalograma pode ser utilizado para dis-
tinguir séries com comportamento deterministico de séries mais complexas, nas
quais a amplitude e a frequéncia variam, destacando a flexibilidade da analise por

ondaletas na representacdo de diferentes dinamicas.
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Figura 3.12: Escalograma ilustrativo de uma série com amplitude e frequéncia
variaveis.

3.2.14
Reconstrucdo de Ondaletas

A reconstrucao de ondaletas, também conhecida como recomposicao, é

o processo inverso da decomposicdo. Ela reconstitui o sinal original ou uma versao

modificada a partir dos coeficientes c;, ; e d; utilizando as funcées base ¢(t) e

»(t):

n J—-1 n
Y(t) =D Ciok Giok(t) + D > djn k(). (3-39)
k=1 Jj=jo k=1

Durante a recomposicdo, as frequéncias altas (detalhes) e baixas (aproxi-
macdes) sdo combinadas para restaurar o sinal. Os coeficientes de alta frequéncia
(d; x) capturam variagbes rapidas (como ruidos), enquanto os coeficientes de baixa
frequéncia (c;, ) representam a tendéncia ou estruturas globais do sinal, que s&o
mais suaves no tempo.

Entre a decomposicdo e a reconstrucdo, os coeficientes c;, i e d; ;, podem ser
modificados ou n3o, dependendo da aplicacdo. Por exemplo, podem ser aplicadas
técnicas como limiarizacdo (thresholding) para remover ruidos ou comprimir o
sinal.

A reconstrucao do sinal com esses coeficientes filtrados resulta em um sinal
mais suave, preservando a tendéncia original e eliminando ruidos indesejados. A
Tabela (3.3) a seguir apresenta as principais diferencas entre os procedimentos de
Decomposicao e Reconstrucdo de um sinal obtidos via DWT.

Essas técnicas permitem que a DWT n3o seja apenas uma ferramenta de
decomposicdo, mas também um método versatil para modificacao e aprimoramento

de sinais antes de sua recomposicao.
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Aspecto

Decomposicao

Reconstrugao

Dire¢do do Pro-
cesso

Quebra o sinal em componentes
de diferentes frequéncias

Combina os componentes para re-
criar o sinal

ximagao e detalhe

Filtros Aplica filtros passa-baixa e passa- | Usa filtros inversos para recombi-
alta nar as frequéncias

Subamostragem | Reduz a amostragem apods a fil- | Expande os coeficientes antes da
tragem filtragem

Objetivo Analisar ou processar o sinal em | Recuperar o sinal original ou uma
diferentes escalas versao simplificada

Resultado Sequéncia de coeficientes de apro- | Um sinal continuo (reconstruido)

Tabela 3.3: Comparacao entre Decomposicao e Reconstrucao utilizando On-

daletas

3.2.15

Exemplo Numérico da Reconstrucao a partir dos Coeficientes

Dado o sinal y = (4,6, 10,12, 14, 18,20, 22), que foi decomposto em coefi-
cientes de aproximacado (c; ;) e detalhe (d; ), reconstruiremos o sinal utilizando a
Transformada Inversa de Ondaletas Discreta (IDWT).

Os coeficientes calculados anteriormente foram:

¢ix = [7.07,15.56,22.63, 29.70],

dj, = [—~1.41,—1.41,—2.83, —1.41].

A reconstrucdo do sinal baseia-se nas férmulas para os valores originais:

Yor = ho - ¢ + go - djk,

Yokt1 = h1 - ¢j o+ g1 - djp.

Para ondaleta Haar ja sabemos que:

Calculo passo a passo

Par k = 0:

1 1
Ev go_ﬁagl—

Nl

Para Cjo = 7.07 e dj’g = —141:

_ L ot L c141)— 4

?JO - \/§ . \/§ . — 5
1 1

= —-707— —-(—1.41) =6.
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Par k =1: Para ¢;; =1556 e d;; =—141:

J

=L 5564 — . (—141) =10
Yo = 5 . \/§ . - )

1 1
= —-1556 — — - (—1.41) = 12.

Par £k =2: Para ¢;p=2263 e djo=—2.83:

1 1
= —-2263+ — - (—2.83) = 14,

1 1
=—-2263— —-(—2.83) = 18.

Par k =3: Para ¢;3=29.70 e d;3=—141I:

1 1
= —-29.70 + — - (—1.41) = 20,

1 1
= —:2970 — — - (—1.41) = 22.
= s NG ( )

Portanto, o sinal reconstruido é:
y = [4,6,10,12, 14, 18, 20, 22].

Isso confirma que a IDWT utilizando a ondaleta de Haar consegue reconstruir

perfeitamente o sinal original.

3.2.16
Filtragem e Reducao de Ruido com Ondaletas

A filtragem e reducdo de ruido com ondaletas consiste na decomposicdo
do sinal y(t) em componentes de diferentes escalas, permitindo eliminar ruidos
indesejados preservando as frequéncias de interesse. Para isso, os coeficientes de
detalhe d; ;, sdo processados por um limiar A, de forma que coeficientes abaixo do

limiar sejam zerados, resultando na atenuacao do ruido e na suavizacdo do sinal:

0, se |djil <A
djr = (3-40)
d;, caso contrario

O limiar A\ pode ser determinado por critérios como o limiar universal de

Donoho e Johnstone:
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A=o0y/2log N,

onde o representa o desvio padrdo dos coeficientes de detalhe e N o0 nimero
total de amostras do sinal.

A filtragem e a remoc&o de ruido (denoising) sdo abordagens relacionadas,
mas distintas: a filtragem pode eliminar tanto ruidos quanto pequenas variacoes
do sinal, enquanto o denoising busca preservar suas caracteristicas essenciais. A
escolha entre essas técnicas depende do objetivo da analise.

A Figura (3.13) nos mostra um exemplo de uma decomposicdo por ondaletas

em uma série genérica com ruido, denominada “Sinal Original” nessa Figura.

Sinal Original

2.5
0.0
—2.5 T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Tempo
v Aproximagao
T 5
2
Zo
E T T T T T T T
< 0 20 a0 60 80 100 120

Amosts
Detalhe Nivel 1

TN I NI TS AN T

0 20 40 60 80 100 120

Amosti
Detalhe Nivel 2

o] I~ g

0 50 100 150 200 250

Amosti
Detalhe Nivel 3

B el A i, A A s e S e

o 100 200 300 400 500
Amostras

Figura 3.13: Exemplo de decomposi¢do de uma série temporal ruidosa utilizando
a ondaleta Daubechies-4. Cada nivel de decomposicdo separa componentes do sinal
em diferentes escalas, evidenciando tendéncias e detalhes.
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3.2.17
Exemplo

Neste subcapitulo, apresentamos a aplicacdo da analise de ondaletas a mesma
série temporal de ventos apresentada anteriormente na Fig (3.4), utilizando a
Transformada Discreta de Ondaletas (DWT) com a ondaleta Daubechies-4 (db4).
O objetivo principal foi reduzir o ruido da série original e evidenciar sua estrutura
ciclica.

O programa desenvolvido em Python realizou a decomposicdo da série tem-
poral em niveis hierarquicos de detalhe e aproximacao. Durante o processamento,
os coeficientes de detalhe de maior frequéncia foram zerados, preservando apenas
as informacdes de menor frequéncia, relacionadas as oscilaces de longo prazo. Em

seguida, a série foi reconstruida a partir dos coeficientes ajustados.

Série Temporal Filtrada (Ondaleta Daubechies-4)

Amplitude

o 50 100 150 200 250 300 350
Tempo

Figura 3.14: Série temporal de ventos apods aplicacao do filtro com ondaletas
Daubechies-4 (dbj). As oscilagoes ciclicas sao mais evidentes apds a remogao
do ruido.

A Figura (3.14) apresenta o resultado da série filtrada, onde é possivel
observar com maior clareza os ciclos predominantes na dinamica do vento. Esse
procedimento é especialmente (til para identificar padrdes ciclicos em séries
temporais ruidosas, pois as flutuaces de alta frequéncia, muitas vezes associadas

a ruidos, podem mascarar as tendéncias e ciclos de interesse.
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3.3
Modelos de Séries Temporais com Ciclos

A modelagem de ciclos em séries temporais desempenha um papel crucial
na compreensao de fenémenos dindmicos em diversas areas da ciéncia. Ciclos re-
presentam padrdes recorrentes em séries temporais, € sua modelagem pode variar
entre abordagens puramente deterministicas e modelos estocasticos mais sofisti-
cados. Este capitulo apresenta a teoria dos modelos de ciclo, desde a formulacdo
deterministica mais simples até a incorporacdo de componentes estocasticos, de
acordo com o modelo estrutural de Harvey [10].

Nos modelos estruturais de Harvey para séries ndo sazonais [10], uma série
temporal (ST) pode ser decomposta em componentes nao observaveis (CNO)
de interesse, tais como tendéncia, ciclo e irregular (erro),sendo representadas

esquematicamente pela seguinte expressao:

ST = Tendéncia + Ciclo + Irregular. (3-41)

Cada uma dessas componentes apresenta caracteristicas especificas que sio

essenciais para a modelagem e compreensdo de uma determinada série temporal.

3.3.1
Tendéncia

A tendéncia representa a componente da série temporal que muda pouco
ao longo do tempo, exibindo suavidade em sua estimativa. Ela reflete a evolucao
de longo prazo da série e esta associada a fendmenos de crescimento ou mudanca

gradual. Exemplos incluem:

Demografia: crescimento populacional;

Economia: mudangas no poder aquisitivo, expansdo econdmica (turismo,

fabricas, fronteira agricola, comércio);

Inflacdo: variacGes de longo prazo no nivel de precos;

Mudancas Climaticas: alteracdes nos padrdes climaticos ao longo de

décadas.

3.3.2
Ciclo

A componente ciclica é caracterizada por flutuacées recorrentes com
periodicidade superior a um ano. Diferentemente da sazonalidade, os ciclos
possuem duracao mais longa e nem sempre apresentam uma periodicidade perfei-

tamente regular. Os ciclos estdo geralmente associados a:
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— Atividade Econdmica: ciclos de crescimento e recess3o econdmica;
— Ciclos Climaticos: variacdes de longo prazo em chuvas e temperaturas;

— Fenomenos Naturais: ciclos solares, como a variacao no nldmero de

manchas solares.

A modelagem dos ciclos é essencial para prever comportamentos de médio e

longo prazo em fendmenos ciclicos.

3.3.3
Irregular (Erro)

A componente irregular, também chamada de erro, é composta por flutu-
acoes aleatoérias que nao seguem padroes deterministicos ou recorrentes. Assim
como nos modelos econométricos, assume-se que 0s erros possuem as seguintes

propriedades:
1. Distribuicdo Normal: ¢, ~ N(0,0?).

2. Auséncia de correlacao: os erros sao descorrelacionados no tempo,
p(k)=0, V k>1

3. Homoscedasticidade: a variancia dos erros é constante ao longo do tempo,

Var(e;) = 0.

A verificacdo dessas hipoteses é realizada através de diagnésticos do modelo,

tais como analise dos residuos, testes de autocorrelacao e heterocedasticidade.

3.3.4
Importancia da Decomposicao

A compreensdo e modelagem de cada uma dessas componentes permitem
um maior entendimento dos fendmenos ciclicos e sdo essenciais na analise de séries
temporais periddicas.

Na pratica, a especificacdo de um modelo de ciclo para uma série temporal
inclui também um modelo para tendéncia, além da componente de erro. Na
especificacdo mais simples desse modelo, ambos a tendéncia e o ciclo podem ser
considerados deterministicos. Na especificacdo mais complexa, que serd adotada
na nossa investigacdo da série de manchas solares, ambas as componentes de
tendéncia e ciclo serdo consideradas estocasticas. Essas diferentes abordagens serdo

consideradas a seguir.
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3.3.5
Modelo com Tendéncia e Ciclo

O formato basico de um modelo de série temporal com tendéncia e ciclo

pode ser representado como:

Y=+ + €, & NN(O,az), (3-42)

onde:

Y- representa o valor observado da série temporal no instante ¢;

[1;: € a componente de tendéncia;

Wy € a componente de ciclo;

€;: representa o termo de erro, um ruido aleatério normalmente distribuido

com média zero e varidncia constante 2.

Esse formato separa a série temporal em uma parte sistematica y; e 1, e uma
parte ndo sistematica, ¢;. As componentes i, e 1), capturam a estrutura principal
do comportamento da série, enquanto o termo ¢, representa flutuacdes aleatdrias

que nao podem ser explicadas pelo modelo.

3.3.6
Modelos para Ciclo

3.3.7
a) Modelo de Ciclo Deterministico

Inicialmente, vamos considerar a versao deterministica do modelo para ciclo,

que servira de base para o modelo estrutural de ciclo estocastico:

Yr = Yr +e, &~ N(O, (2)7 (3-43)
Wy = avcos(Act) + Bsin(At), (3-44)
onde 5
T
Ae = T

é a frequéncia em radianos do ciclo.

Aqui, A, representa a frequéncia desconhecida do ciclo(em radianos) e T
o per'iodo do ciclo medido na unidade de tempo da série (meses, anos etc).
Os parametros « e 3, associados a amplitude do ciclo, também s3o constantes
desconhecidas. Todos essas quantidades podem ser estimadas via Analise de Fourier
(AF), conforme demonstrado no Capitulo de Metodologia (Capitulo 3). Caso A.
seja estimado previamente via AF, entdo pode-se demonstrar que o e 5 podem

ser estimados via Minimos Quadrados Ordinérios (MQO).
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Tipicamente, os modelos sao ajustados no periodo de treinamento e proje-
tados no periodo de teste, onde as previsdes (projecdes) podem ser comparadas
com os valores observados. Se T" é o ltimo ano do periodo de treinamento, entdo

a previsdo para esse modelo sera dada por:

Uik = QZ}TJrk\T (3-45)

onde

Upipr = G cos(A(T + k) + Bsin(A\(T + k)) (3-46)

com &, e A, estimados no periodo de treinamento, sendo

3.3.8
b) Modelo de Ciclo Estocastico

De acordo com Harvey[10], o modelo estrutural de ciclo estocastico pode ser

representado como:

Y =Y+, g~ N(O, 052)’ (3-47)
Ae in \. _ k
ty - CO.S Sin (r.) n t (3-48)
(N —sin A\, cos A, vy ky

Kt ~ Ky ~ N(O,az),

donde segue que:

Yy = p_1cos Ao + pUf_ sin A + Ky, ke ~ N(0,07), (3-49)

onde p é o coeficiente de amortecimento (0 < p < 1), kK, e K} sdo dois
choques aleatérios (ruidos brancos descorrelatados) que tornam o ciclo estocastico,
Ae=2m/T é a frequéncia em radianos e T" o periodo do ciclo. Nessa equacdo
é a componente de ciclo, enquanto v} surge por construcdo na definicdo do ciclo
estocastico, ndo possuindo interpretacao fisica. A amplitude do ciclo esta associada
aos termos pi;_; e pi;_;. Observe que se o7=0, ent3o o ciclo estocastico torna-se
deterministico, conforme eq (3-43). E importante notar que nesse modelo o ciclo é
“conjuntamente” estocastico, no sentido de que ndo é possivel separar a natureza
estocastica do ciclo como um todo em termos das estocasticidades individuais do
periodo T e da amplitude.
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3.3.9
Modelos para Tendéncia

3.3.10
a) Tendéncia Estocastica Estacionaria

Y= +¢er, €~ N(0, Ug)a (3-50)

pe = ¢+ Q1 +ne, 1~ N(O, 0727)7 (3-51)
Onde ¢ é o nivel do modelo. O este modelo possui um comportamento

estaciondrio quando —1 < ¢ < 1.

3.3.11
b) Tendéncia Estocastica Ndo Estacionaria

Y = [t + Et, &~ N(Oa 0—52)) (3_52)
Fazendo ¢ = 1 na equacdo (3-51), obtemos o modelo de passeio aleatério

com drift: )
pis1r =+ pe+mn,,  ne ~ N(O, %)a (3-53)

Se ¢ = 0, entdo obtem-se o modelo de passeio aleatério puro, também

conhecido como o modelo de nivel local:
pe = pe—1 + e, e~ N(O, 0727)7 (3-54)

Observe que se 0320, entdo p; = p—1, ou seja, a tendéncia torna-se

constante, que coincide com o préximo modelo.

3.3.12
c) Modelo de Tendéncia Constante

Yo = Ut T &, Ep N(Ovo-g)a (3-55)

e = pu—1 =1, Vi (3-56)

3.3.13
Modelo com Ciclo e Tendéncia Estocasticas

Podemos combinar os dois casos de estrutura apresentados anteriormente
com estocacidade tanto na tendéncia quanto no ciclo para construir um modelo
estocastico mais complexo. Esse serd o modelo a ser utilizado na série de manchas

solares.
Ye = [t + U+, & NN(070§)> (3-57)
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sAe  sin A, _ k
Py p CO‘b Sin (r I t (3—58)
N —sin A\, cos A, (D k;
e = g1+ e, e~ N(O, 05) (3-59)
3.3.14

Estimativa dos Parametros

Os parametros fixos dos modelos apresentados anteriormente podem ser

estimados utilizando o método da maxima verossimilhanca.

3.3.15
Espaco de Estado e Filtro de Kalman

Os modelos com tendéncia estocastica, ciclo estocastico e ciclo e tendéncia
estocasticos, todos eles, para serem estimados, necessitam ser representados na
forma de espaco de estado. Uma vez nessa forma, a estimacdo do modelo é
realizada através de um algoritmo chamado Filtro de Kalman.

Na forma espaco de estado uma série temporal y; é expressa em termos de
um conjunto de variaveis de estado que descrevem a sua dindmica ao longo do

tempo. A forma geral do espaco de estado é dada por:

Equacdo das observacbes: vy, = Hyx; + vy, (3-60)
Equacdo de transicio: X, = Fix; + Gyw;,. (3-61)

onde: - x; representa o vetor de variaveis de estado no instante t; - F; é a
matriz de transicao de estado, que descreve a evolucao temporal das variaveis de
estado; - w; é o vetor de ruidos do sistema, com w; ~ N(0,Q;); - G; é uma
matriz de selecdo com valores 0 ou 1; - y; é a observacao da série temporal no
instante t; - H; é a matriz que relaciona as varidveis de estado com a observacao
Y, - vy ~ N(0,R;) representa o ruido da observacdo. Adicionalmente, assume-se
que os erros w; e v; sao descorrelacionados entre si, e também descorrelacionados
da condic3o inicial x;.

O uso dessa formulacdo é necessaria para especificar e estimar modelos de
séries temporais onde as componentes variam ao longo do tempo, como no caso
tendéncia, sazonalidade e ciclo sdo estocasticas. Nesse caso as componentes
estardo contidas no vetor de estado.

O modelo com tendéncia e ciclo estocastico, especificado na Secao 3.3.13

pode ser escrito na forma de espaco de estado como apresentado a seguir.
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et
yt:(llo) P |+ &

*
t

Lt 1 0 0 -1 100 Mt
Ve | =1 0 pcosA. psin A, Y1 |10 1 0 Kt
vy 0 —psin\. pcosA. (1 001 K}

As matrizes especificadas representam diretamente a equacao de observa-
c3o e a equacdo de transicdo (Egs. 3-60 e 3-61) do modelo de espaco de estado.
Assim sendo, temos as seguintes definicGes das matrizes e vetores que definem a

formulacdo em espaco de estado:

Het
xi=| ¢ |, Ho=(110),

*
t

1 0 0 1 00
F,=] 0 pcosA. psinA. |, Ge=| 0 1 0 [,
0 —psinA. pcosA, 0 01
Tt
ve=2¢€y, W= | K
Ky

3.3.16
Estimativa via Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman é o algoritmo utilizado para estimar as varidveis de
estado em um modelo colocado na forma espaco de estado, como no caso do
modelo de tendéncia e ciclo estocasticos utilizados no nosso trabalho. A partir
desse algoritmo obtem-se a previsao e atualizacao recursiva dos estados a cada

observacdo da série temporal. O filtro de Kalman é dado por duas equacdes:

— Eq. da previsdo (passo de projecdo 1 passo a frente): A partir das variaveis

de estado no tempo ¢, o filtro calcula as previsGes para o tempo t + 1:

§t+1|t = Ftit\ty (3’62>

P,y = FiPy.F, + GQ,G, (3-63)
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onde P, € a matriz de covariancia do estado estimado no tempo ¢.

- Eq. de atualizacdo (passo de correcdo): Com a observacdo y; no tempo
t+1, o filtro ajusta as previsdes usando o ganho de Kalman K, calculado
como: / / .,

Ko = Ppyy H; (HP o H +R,) (3-64)

As estimativas ajustadas sao entao dadas por:

Xip1fi41 = Xeg1)e + Kigr (yt+1 — HtXt+1|t) ) (3-65)
Pt+1|t+1 — (I - Kt+1Ht) Pt+1|t' (3‘66)
onde
ﬁt‘t = E(Xt ‘ Yt) (3—67)
Py, = Var(x; | y;) (3-68)
Rip1pe = E(xt11 | yt) (3-69)
Py = Var(xi11 | y:) (3-70)
Y = (yb Yt—15-- - 7y27y1)
3.3.17
Previsao

Pode-se mostrar que a previsdao desse modelo serd dada por:

Y1k = frskT + 1/;T+I<:\T7 (3-71)

onde

/A//T+k|T == /ALT‘T, ]{7 == 1, 27 . (3—72)
com fipr sendo estimado pelo filtro de Kalman. A componente de ciclo da

previsdo é dada por:

Yoo = p* cos(kAe)bryr + p sin(kA) " 7y, (3-73)

onde @ET|T e @/;*T|T sao valores obtidos pelo filtro de Kalman.
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3.3.18
Aplicabilidade

Os modelos apresentados neste capitulo sdo amplamente aplicaveis em
diferentes areas, como economia, meteorologia e engenharias. No caso especifico
de séries ciclicas como a de manchas solares, esses modelos oferecem insights
valiosos sobre a dinamica dos ciclos e permitem prever comportamentos futuros

com base em padrdes passados.

3.4
Outras Ferramentas para Analise de Séries Temporais

Além das técnicas classicas como a Anélise de Fourier e a Anélise de
Ondaletas, existem outros métodos que complementam e ampliam a capacidade de
interpretacdo das séries temporais, oferecendo perspectivas no dominio do tempo
e da frequéncia.

Nesta secdo, apresentamos algumas dessas ferramentas, incluindo o corre-
lograma e testes estatisticos como o de normalidade e os testes aplicados aos

residuos dos modelos.

3.4.1
Correlograma

O correlograma é uma ferramenta utilizada para medir e visualizar o grau
de dependéncia entre os valores de uma série temporal em diferentes intervalos
de tempo. Ele representa a autocorrelacio da série em funcdo do lag (ou
defasagem) k, permitindo identificar padrdes de repeticdo ao longo do tempo e o
comportamento ciclico do sinal.

Para uma série temporal estacionaria y;, a autocorrelacao para um dado lag

k é definida como:

S (e = ) Wk — 1)
= o L k
Y (ye — )
onde N é o numero total de observacdes, y; e y;. sdo valores da série

=1,2,... (3-74)

temporal separados por k unidades de tempo, e y é a média aritmética da série. O
correlograma plota os valores de 1}, para diversos valores de k, permitindo identificar
as defasagens em que existe uma correlacado significativa entre os pontos da série.

A andlise do correlograma pode revelar diversas caracteristicas da série

temporal, a saber:
— Se as autocorrelacdes decaem rapidamente para valores proximos de zero
conforme k aumenta, isso indica que a série deve ser estacionaria.

— Se as autocorrelacdes oscilam ou decaem lentamente, isso sugere que a série

possui uma estrutura sazonal ou ciclica.
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Correlograma da Série Temporal
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Figura 3.15: Exemplo de correlograma de uma série temporal mensal.

— A presenca de picos em determinados lags “sazonais” (12 para série mensal)

no correlograma pode indicar sazonalidade na série.

3.4.2
Teste de Normalidade

A normalidade de uma série temporal pode ser investigada através do teste

de Jarque-Bera, especificado a seguir:

Hy : asérieé normal <— S=0e K =3
(3-75)
H, : a série ndo é normal <— c.c.

Onde a estatistica de teste é dada por:

=
=

_ . 2 7A_ 2
JB="(8 0)+24(K 3)7,

sendo S o coeficiente de assimetria amostral da série e K o coeficiente de curtose

amostral, estimados por:

Ziil(yt - g)S/N
(= — 9)2/N) "

(@5

th\;(yt - @)4/]\7

i - 5
(S (v — 9)/N)

Sob Hy, JB ~ y*(2).
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3.43
Métricas para Quantificacao da Acuracia Preditiva

A avaliacao da qualidade das previsdes em séries temporais pode ser feita por
meio de diferentes métricas estatisticas, que quantificam a discrepancia entre os
valores previstos ({7 1) € os valores observados (yrx) no periodo de teste. Nessa
notacdo 7' é a ultima observacdo do periodo de treinamento, e k é o horizonte de
previsdo no periodo de teste, k = 1,2,..., L; o condicionante |T" no sub-escrito
T + k|T indica que a previsdo sera obtida no periodo de teste 7'+ k usando toda
a informacao da série contida no periodo de treinamento.

Neste trabalho, utilizamos trés das principais medidas de erro preditivo: o
Erro Quadratico Médio (RMSE), o Erro Absoluto Médio (MAE) e o Erro Absoluto

Médio Padronizado (MASE), que serdo descritas a seguir.

Erro Quadratico Médio (RMSE) - O RMSE (Root Mean Squared Error) mede

a raiz quadrada da média dos erros quadraticos ,sendo definido por:

1 L
RMSE = \J Z Z (yT+k — :gT+k‘T)2 (3—76)

k=1
O RMSE penaliza erros maiores devido a elevacio ao quadrado, sendo
sensivel a valores discrepantes (outliers). Quanto menor o RMSE, melhor a

qualidade da previsdo.

Erro Absoluto Médio (MAE) O MAE (Mean Absolute Error) quantifica o erro

médio em termos absolutos, sendo definido por:

1 L
MAE = 2 3 |yrii — dronr| (3-77)
k=1

Diferentemente do RMSE, o MAE trata erros positivos e negativos da mesma
forma, tornando-o mais intuitivo para interpretacao.
Essas métricas sdo essenciais para comparar a qualidade dos modelos ajus-

tados, auxiliando na escolha da abordagem mais adequada para previsdes futuras.

3.5
Implementacao

Nesta secdo, detalhamos os procedimentos para a implementacdo das téc-
nicas de Andlise de Fourier e Anélise de Ondaletas, empregando bibliotecas e

ferramentas computacionais da linguagem Python.
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3.5.1
Analise de Fourier

Para a implementacdo da Anélise de Fourier e o calculo da densidade
espectral de poténcia, utilizamos as bibliotecas numpyhttps://numpy.org/
doc/stable/ e scipyhttps://docs.scipy.org/doc/scipy/. A funcdo fft da
biblioteca numpy foi empregada para calcular os coeficientes da Transfor-
mada Répida de Fourier (FFT)https://numpy.org/doc/stable/reference/
routines.fft.html, possibilitando a obtencao das frequéncias e amplitudes das
componentes harmdnicas de um sinal.

Adicionalmente, para estimar a densidade espectral de poténcia, utilizamos
a funcdo periodogram da biblioteca SciPy (scipy.signal.periodogram)https:
//docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.signal.
periodogram.html. Esta ferramenta calcula a distribuicdo das frequéncias
no sinal e a poténcia associada a cada frequéncia. Para melhorar a estabilidade
das estimativas espectrais, implementamos também o método de Welch, disponi-
vel como scipy.signal.welchhttps://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/
generated/scipy.signal.welch.html. Este método divide o sinal em segmen-
tos sobrepostos e calcula a média dos espectros individuais, reduzindo a variancia
e oferecendo uma visualizacao mais clara das frequéncias predominantes.

Com o propésito de comparar resultados, utilizamos o método de minimos
quadrados, implementado pelo comando OLS da biblioteca statsmodels.api (stats-
models.regression.linear_model. OLS))https://www.statsmodels.org/stable/
generated/statsmodels.regression.linear _model.OLS.html. Esta abor-
dagem permitiu ajustar modelos lineares aos dados e calcular os coeficientes de
Fourier a,, e b, com alta precisao, facilitando a interpretacdo das componentes

frequenciais.

3.5.2
Analise de Ondaletas

Para a Analise de Ondaletas, utilizamos a biblioteca PyWavelets do Python
(https://pywavelets.readthedocs.io/), que oferece suporte para realizar a
decomposicdo do sinal em diferentes escalas e obter a Transformada de Ondaletas.
Essa ferramenta permite analisar tanto as frequéncias quanto a localizacdo tem-
poral das variacGes no sinal, caracteristica essencial para sinais ndo estacionarios.

A PyWavelets possibilita a aplicacdo de diferentes tipos de ondaletas, como a
ondaleta de Daubechies e a ondaleta de Haar. A funcdo pywt.wavedec foi utilizada
para realizar a decomposicao do sinal em componentes de alta e baixa frequéncia,

enquanto a funcdo pywt.waverec foi empregada para a reconstrucao do sinal.
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Com essa abordagem, conseguimos identificar eventos transientes e variacoes
abruptas no sinal, que sdo caracteristicas importantes em séries temporais comple-
xas. Além disso, utilizamos a func3do de limiarizacdo pywt.threshold para realizar o
encolhimento de coeficientes, reduzindo o ruido sem comprometer as informacdes

relevantes.

3.5.3
Modelos Estruturais para Ciclo Estocastico

O programa Time Series Lab (TSLab)[15] é uma ferramenta especializada
para a modelagem e andlise de séries temporais. O TSLab oferece suporte abran-
gente para a implementacao de modelos estruturais, permitindo a decomposicao
de séries temporais em componentes como tendéncia, sazonalidade e ciclos esto-
casticos.

Com uma interface intuitiva e funcionalidades robustas, o programa facilita
a estimacdo de parametros por métodos de minimos quadrados generalizados e
filtros de Kalman. Além disso, sua capacidade de gerar visualizacoes detalhadas
dos resultados auxilia na interpretacdo e na validacdo dos modelos ajustados. No
presente trabalho, o TSLab foi utilizado para ajustar modelos estruturais que
descrevem a natureza estocastica dos ciclos observados na série temporal das
manchas solares, permitindo a investigacao da variacdo de amplitude e periodo
ao longo do tempo.

A escolha pelo Time Series Lab deve-se a sua capacidade de lidar com
modelos complexos de forma eficiente, proporcionando resultados confidveis e

interpretacdes significativas no contexto dos objetivos deste trabalho.



4
Resultados

Neste capitulo iremos apresentar os resultados referentes a nossa investigacdo
sobre a estocacidade do ciclo da série de manchas solares. Iniciamos com a
estimativa do periodo do ciclo utilizando a Anélise de Fourier (AF) conforme
descrita no Capitulo 3. Observe que na aplicacao dessa técnica assume-se que a
série possui ciclo com periodo fixo ao longo do tempo. Posteriormente, através de
um estudo exploratério da série de manchas solares apresentamos, de forma simples
e direta, evidéncias sobre a natureza estocastica desse ciclo. Mais precisamente
apresentamos evidéncias estatisticas sobre a variabilidade temporal da amplitude
e do periodo da série. A Analise de ondaleta (AO), apresentada no Secdo 3.2,
foi utilizada para decompor o sinal em suas componentes de ciclo, tendéncia
e erro aleatério por meio da DWT para uma investigacdo isolada em cima da
componente de ciclo. Utilizamos a CWT para gerar escalogramas, que fornecem
uma representacao visual da variacio do periodo e da amplitude em funcao do
tempo.

Finalmente, a partir da utilizacdo do modelo estrutural de ciclo e tendéncia
estocasticos de Harvey [10], confirmamos as evidéncias trazidas pelo estudo

exploratério sobre a ntureza estocastica desse ciclo.

4.1
O ciclo da série de manchas solares

A Fig. (4.1) apresenta a série temporal das manchas solares com inicio em
1749 e fim em 2024 , perfazendo um total de N = 275 observacdes.

Para estimar o periodo da série iremos utilizar dois procedimentos apresen-
tados no Capitulo de Metodologia, o correlograma (ou funco de autocorrelacdo
(FAC)) e o periodograma, obtido via AF. Como é sabido que essa série possui
periodo de aproximadamente 11 anos (Ciclo de Schwabe), entdo se espera que a
sua FAC apresente autocorrelacdo positiva e relevante em torno do lag 11. Este
padro pode ser confirmado observando a Fig. (4.2) e a Tabela 4.1, evidenciando
o que a literatura de manchas solares afirma.

A mesma informacdo sobre a periodicidade de 11 anos pode também ser
obtida utilizando a Anélise de Fourier (AF). Como vimos no Capitulo 3.1, a

AF decompde uma série temporal em suas frequéncias harmonicas, possibilitando
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Série Temporal de Manchas Solares (1749-2024)
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Figura 4.1: Série temporal do niimero médio de manchas solares (1749-2024).
Fonte: Solar Influences Data Analysis Center (SIDC).[9]

k correlacao
9 0.4375
10 0.6377
11 0.6386
12 0.4513

Tabela 4.1: Valores da correlacao da série de manchas solares.

identificar a contribuicdo de cada frequéncia para a variacao da série. As frequencias
de maior amplitudes serao aquelas responsaveis pelos ciclos na série.

Na Tabela (4.2) apresentamos os resultados da aplicacdo da Transformada
de Fourier (FFT) a série de manchas solares. Observe que o harménico 29 possui
o maior valor de r,, (a amplitude), indicando que esta é a frequéncia de maior
influéncia nessa série, estando diretamente associada ao ciclo solar de 11 anos, o
que é facilmente verificado pelo célculo T' = % , logo T = % ~ 11, 1.

Estimacdo mais confiadvel do periodo da série de manchas solares pode ser
obtida através do periodograma suavizado apresentado na Figura (4.3). Observe
que esse procedimento permite obter evidéncia de algumas frequéncias de ciclos
além do ciclo de Schwabe de 11 anos, conforme apresentadas na Tabela 2.1 no
Capitulo 2.

Observe que as estimativas obtidas do periodo da séries de manchas solares
via FAC e periodograma n3o permitem inferir a provavél natureza estocastica do
ciclo, uma vez que estes procedimentos assumem, por construcdo, valores fixos

para o periodo da série e sua amplitude ao longo do tempo.
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Correlograma
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Figura 4.2: Correlograma da série temporal de manchas solares.
Fonte: Solar Influences Data Analysis Center (SIDC).

n an by, Tn

3 -24.7769 0.772613 | 24.78899
6 -15.7174 -4.21562 16.2729

27 | -3.99542 23.47145 | 23.80908
29 | 6.026598 | 37.49471 | 37.97595
30 | 17.47783 -16.9584 24.35286
31 | -14.8027 -21.1266 25.79635
32 | -22.0152 -25.0791 33.3711

38 12.351 6.373306 13.89842
40 | -2.24683 -12.0147 12.22298

Tabela 4.2: Coeficientes da FFT para a série de manchas solares.
Fonte: Solar Influences Data Analysis Center (SIDC).[9]

4.2
Evidéncias da estocasticidade do ciclo da série de manchas solares

A andlise da série de manchas solares revela variacdes na amplitude e na
periodicidade do ciclo de Schwabe ao longo do tempo, sugerindo a presenca de
componentes estocasticas. Essas flutuacdes sdo evidenciadas através de algumas

analises apresentadas a seguir.

4.2.1
Analise exploratéria

A natureza estocastica do ciclo das manchas solares serd inicialmente
estabelecida através de algumas analises exploratérias. Uma simples inspecdo visual

do gréfico da série apresentado na Fig. (4.1) mostra facilmente que a amplitude da
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Periodograma Welch
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Figura 4.3: Periodograma suavizado da série de manchas solares.
Fonte: Solar Influences Data Analysis Center (SIDC).[9]

série ndo permanece a mesma ao longo do tempo, alterando-se entre periodos de
baixa e alta amplitude. Esse comportamento pode ser melhor ilustrado observando-
se o padrao das séries de minimos e de maximos consecutivos obtidos a partir da
série de manchas solares. Se a amplitude fosse deterministica cada uma dessas
séries apresentaria um valor tnico ao longo do tempo, mas n3o é isso que ocorre.
Conforme ilustrado nos graficos das Figuras (4.4) e (4.5), as séries de maximos e
de minimos consecutivos exibem uma variabilidade significativa ao longo do tempo,

evidenciando o carater estocastico da amplitude do ciclo das manchas solares.

Série Temporal de Maximos do Ciclo Solar
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Figura 4.4: Série temporal dos méximos consecutivos das manchas solares.

Agora iremos investigar, de forma exploratéria, a natureza estocastica do
periodo da série de manchas solares.
A Figura (4.6) apresenta a série temporal dos periodos das manchas solares

obtida a partir da mensuracao do tempo entre dois minimos solares consecutivos,
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Série Temporal de Minimos do Ciclo Solar
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Figura 4.5: Série temporal dos minimos consecutivos das manchas solares.

entre 1755 e 2014, resultando em 24 valores distintos para o periodo. Embora
o periodo médio do ciclo solar seja de aproximadamente 11 anos, as flutuacdes
observadas nos valores dessa série indicam a natureza estocastica do periodo dessa

série.

Periodo do Ciclo
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Ndmero do Ciclo

o
«

Figura 4.6: Série da variagao do periodo dos ciclos solares.

A variabilidade do periodo do ciclo solar poderad melhor ser evidenciada atra-
vés das estatisticas descritivas dessa série, conforme ilustradas na Tabela (4.2.1)
a seguir. Assim, vemos que o ciclo das manchas solares tem variado entre 9 e 14
anos, com valor médio de 11 anos.
A variabilidade observada na amplitude e no periodo da série de manchas sola-
res ao longo dos anos sugere a série de manchas solare ndo pode ser descrita
adequadamente por um modelo de ciclo deterministico. Em particular observa-se
que ha maior variabilidade na amplitude do que no ciclo. Essa variabilidade re-

flete a complexidade dos fenémenos fisicos subjacentes ao ciclo solar, reforcando
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estatistica | valor
N 24
minimo 9
maximo 14
média 11
mediana 11
desvio padrao | 1.41

Tabela 4.3: Estatisticas descritivas da série dos periodos do ciclo solar

a necessidade de modelos que incorporem componentes estocasticas para capturar

adequadamente essas dinamicas.

4.2.2
Evidéncias suplementares

A naturez estocastica do ciclo da série de manchas solares evidenciada, de
forma exploratéria, na sessdo anterior, serd aqui aprofundada. Para isso iremos
dividir a série em trés segmentos consecutivos de mesmo tamanho (N=92 obs),
descritos a seguir: 1749-1840, 1841-1932 e 1933-2024. Para cada um desses
segmentos foi estimado o periodograma suavizado utilizando o método de Welch,
com o objetivo de identificar o periodo dos ciclos. O resultado é apresentado na
Tabela 4.2.2.

Segmento | Frequéncia (Hz) | Periodo (anos)
1749-1840 0.111 9.01
1841-1932 0.0889 11.25
1933-2024 0.087 11.49

Tabela 4.4: Frequéncias dominantes e periodos estimados para cada segmento.

A anilise realizada permite observar que o ciclo de Schwabe est4 presente de
forma consistente nos trés segmentos da série temporal, com pequenas variacdes
dos periodos estimados, corroborando a evidéncia anterior de que a variabilidade
do periodo do ciclo é bem menos acentuada do que a da sua amplitude. Essa
caracterizacao é fundamental para compreender as dindmicas ciclicas da atividade

solar.

4.2.3
Aplicacao da Analise de Ondaletas

Nessa subsecao iremos utilizar técnicas baseadas em ondaletas, vistas no
Capitulo 3, secdo 3.2, para melhor evidenciar a natureza estocastica do ciclo de
manchas solares.

Nosso primeiro resultado utiliza a decomposicao a série de manchas solares nas
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componentes de tendéncia, ciclo e erro aleatério via Transformada Discreta de
Ondaletas (DWT). Nessa aplicacdo a DWT foi estimada considerando a onda-
leta Daubechies-4 (db4), permitindo uma andlise hierdrquica das frequéncias do
sinal. E importante recordar que quanto maior for o nivel de resolucio adotado na
decomposicdo, mais informac3o é removida do coeficiente de aproximacdo (baixa
frequéncia), sendo realocada aos coeficientes de detalhe (alta frequéncia). Desta
forma é interessante que o nivel seja escolhido de forma que a informac3o do ciclo
seja devidamente separada da tendéncia, mas sem que se perca informacao rele-
vante da tendéncia. Assim sendo, nessa aplicdo usamos 5 niveis de decomposicao,

resultando em 5 grupos de coeficientes. A Fig. (4.7) mostra, além do grafico da

Série Original de Manchas Solares

N
S
S

.
S
3

Manchas Solares

o

0 50 100 150 200 250
Ano

Componente de Tendéncia (Baixa Frequéncia)

100

80

Tendéncia

60

0 50 100 150 200 250
Ano

Componente de Ciclo (Frequéncia Média)

100

Ciclo
o

=100

0 50 100 150 200 250
Ano

Componente de Erro Aleatério (Alta Frequéncia)

20

Erro Aleatério
o

Figura 4.7: Decomposicao wavelet da série de manchas solares.

série de manchas solares, os graficos obtidos dessa decomposicdo. A passagem dos
coeficientes de aproximacdo e de detalhe para separar os componentes da série em
diferentes escalas de frequéncia estd detalhada na Secdo 3.2. Estes coeficientes
foram separados de maneira oportuna em 3 séries diferentes(ver Fig4.7), por nds
nomeadas como componentes de tendéncia, ciclo e erro aleatério, como descritos

a seguir.

— A primeira (figura de cima para baixo) ilustra a série original das manchas
solares, que é constituida por todos os coeficientes resultantes da decom-

posicdo por ondaleta.

— A segunda figura representa a tendéncia (trend) extraida da série original,

sendo formada pelos coeficientes de aproximacdo (nivel 1). Note que a
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tendéncia parece capturar um ciclo de baixa frequéncia da série de manchas
solares (aprox. 110 anos), correspondente ao ciclo de Gleissberg, conforme
visto na Tabela (2.1).

— A terceira figura representa o ciclo estocastico de 11 anos (cycle) formado

pelos coeficientes de detalhe do nivel 2, 3 e 4.

— A quarta figura representa o erro ou residuo (error), representando as dife-
rencas nao explicadas pela tendéncia e pelo ciclo, formado pelos coeficientes
de detalhe de nivel 5 (os de maiores frequéncias).

Para melhor evidenciar a nossa decisao de associar a terceira figura o ciclo
de Schwabe de aproximadamente 11 anos, apresentamos a seguir, o correlograma
dessa série na Fig (4.8), complementado pela Tabela 4.5, que detalha os valores

numéricos dessa autocorrelacao para os lags k=9, 10, 11 e 12 anos.

1.00

0.75 4

0.50 4

g 1 P
3SR G O

—0.50 4

—0.75 4 d

-1.00

Figura 4.8: Correlograma da componente de ciclo obtida por DWT.

lag k autocorrelacao
9 0.3785
10 0.6397
11 0.6544
12 0.4483

Tabela 4.5: Autocorrelagao para a componente de ciclo obtida por DWT.

Como pode ser observado na Tabela 4.5, a autocorrelacdo da componente
de ciclo obtida por DWT é alta para k= 10, 11 e 12 anos, indicando que essa

componente captura o ciclo de Schawbe.
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A natureza estocastica do ciclo obtido via DWT pode ser inferida observando-se
os padrdes apresentados por essa série conforme Fig. 4.7. E facilmente observavél
a variacao da amplitude do ciclo ao longo do tempo.

Em relacdo a estocacidade do periodo, de forma analoga ao que foi feito com
a série de manchas solares, iremos obter a série entre os minimos consecutivos
do ciclo extraido por DWT. Essa série, mostrada na Fig. 4.9 evidéncia de forma
clara a natureza estocastica desse ciclo. O seus 24 valores distintos, variando entre
9 e 14 anos, indicam a natureza estocastica do periodo do ciclo de Schwabe, e
corroboram os resultados reportado por [14]. Essa anélise fornece uma base mais

confidvel para investigar a estocasticidade e possiveis variacoes do ciclo solar de
Schwabe.

Série de Periodos dos 24 Ciclos Solares

Periodo (anos)

0 5 10 15 20 25
Numero do Ciclo

Figura 4.9: Periodos dos 24 ciclos solares calculados a partir da componente
de ciclo extraida por ondaletas.

Para finalizar nossa analise iremos obter um intervalo de confianca (IC) de
95% para o valor fixo do periodo desse ciclo. Utilizando a normalidade desses
valores (p-valor do teste Jarque-Bera= 0.57), o IC de 95% ¢é dado por (8.5,
13.6) anos, o que resulta em evidéncias favoraveis a estocacidade do ciclo. Essa
analise reforca a importancia de trabalhar diretamente com a componente de ciclo

extraida por ondaletas para uma caracterizacdo mais robusta do periodo do ciclo
de Schwabe.

Escalograma A Fig. (4.10) apresenta o escalograma da série temporal de
manchas solares, que evidencia a variacao do periodo e da amplitude do ciclo
de Schwabe ao longo do tempo. O eixo de escala, inversamente proporcional
a frequéncia e diretamente proporcional ao periodo 7', permite identificar as

diferentes escalas temporais presentes no sinal.
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Escalograma - Transformada Continua de Ondaletas

Escalas
P
3
Magnitude

Figura 4.10: Escalograma da série de manchas solares.

As cores no escalograma representam a magnitude dos coeficientes de
ondaleta: regides mais quentes (préximas ao vermelho) indicam maior magnitude
do sinal, enquanto regides mais frias (proximas ao azul) correspondem a baixas
magnitudes. O ciclo de Schwabe pode ser facilmente identificado pelas areas de
maior magnitude, localizadas préximas a escala de 10. Essa representacdo visual

permite observar a dinamica estocastica do ciclo de Schwabe ao longo do tempo.

4.3
Modelagem da Série de Manchas Solares via Modelo de Tendéncia e Ciclo
Estocasticos

Nessa secdo, iremos estimar a série de manchas solares através do modelo
estrutural com tendéncia e ciclo estocasticos, conforme apresentado no Capitulo de
Metodologia, Secdo 3.3. A estocacidade do ciclo sera evidenciada pela estimativa
da variancia do choque aleatério que impacta essa componente. Se essa estimativa
for ndo nula, e com magnitude n3o “desprezivel", entdo pode-se concluir que o
ciclo é estocastico.

A seguir, apresentamos os resultados do ajuste desse modelo a série de
manchas solares, obtido a partir da utilizacdo do software Time Series Lab [15].
Primeiro iremos ajustar um modelo para a série completa, de 1749 até 2024 e

observar as estimativas de cada parametro ajustadas.

Parametro | Descricao Estimativa | IC 95%
o? variancia do choque das observagoes 0 0
o, variancia do choque da tendéncia 66,91 (31.3524, 142.792)
o3 variancia do choque do ciclo 318,91 (252.999, 402.0)
T periodo do ciclo 10,53 (10.009, 11.086)
p fator de amortecimento 0,95 (0.9154, 0.9714)

Tabela 4.6: Tabela de parametros para modelo ajustado a série de manchas

solares.
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Agora iremos ajustar o0 mesmo modelo para cada segmento da série de

manchas solares, conforme a descricdo na Tab.(4.2.2). Os resultados sdo reportados

a seguir.
Segmento 1 (1749-1840)
Parametro | Descricao Estimativa | IC 95%
o variancia do choque do ciclo 299.4283 | (191.1680, 468.9974)
T periodo do ciclo 9.7730 (8.8121, 10.8695)
o, variancia do choque da tendéncia | 127.2814 | (49.0808, 330.0791)
) fator de amortecimento 0.9372 (0.8587, 0.9734)
Tabela 4.7: Parametros do segmento 1 para série de manchas solares.
Segmento 2 (1841-1932)
Parametro | Descricao Estimativa | IC 95%
o2 variancia do choque do ciclo 315.8972 (228.1012, 437.4860)
T periodo do ciclo 11.1090 (10.05, 12.3072)
o varidncia do choque da tendéncia 14.4417 (2.2830, 91.3559)
) fator de amortecimento 0.9397 (0.8693, 0.9733)
Tabela 4.8: Parametros do segmento 2 para série de manchas solares.
Segmento 3 (1933-2024)
Parametro | Descricao Estimativa | IC 95%
o2 variancia do choque do ciclo 351.6755 | (237.0101, 521.8159)
T periodo do ciclo 10.4745 (9.7061, 11.3195)
0727 variancia do choque da tendéncia 43.4238 (6.5436, 288.1646)
) fator de amortecimento 0.9604 (0.8987, 0.9852)
Tabela 4.9: Parametros do segmento 3 para série de manchas solares.

Assim, podemos concluir que, considerando a série como um todo e os seus

3 segmentos, o ajuste do modelo estrutural evidencia a natureza estocastica do

ciclo de 11 anos, uma vez que, em todas essas situacoes, a variancia do choque

do ciclo (0% ) apresenta valor estimado bem acima de zero.

4.3.1

Ajuste do Modelo com Ciclo Deterministico Monocromatico

A idéia nessa sessdo é apresentar evidéncias suplementares sobre a natureza

estocastica do ciclo das manchas solares comparando a acuréacia preditiva do mo-

delo com ciclo estocastico com a do modelo com ciclo deterministico apresentado

na Secdo 3.3.1. Se a natureza do ciclo da série de manchas solares é realmente

estocastica, entdo espera-se que a acuréia preditiva do modelo estocastico seja

melhor do que aquela do modelo deterministico. Para tornar a comparacao justa,

iremos considerar a mesma tendéncia estocastica em ambos os modelos.
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Inicialmente ajustamos o modelo estrutural com tendéncia e ciclo estocas-
ticos (ver modelo 3.3.3) a série de manchas solares no periodo de treinamento,
entre 1840 e 2012. Esse modelo foi entdo utilizado para prever a série no periodo
de teste, entre 2013 e 2024, perfazendo 12 anos. A partir desse modelo obtivemos
a estimativa da componente de tendéncia estocastica no periodo de treinamento
i, com a qual foi obtida a série sem tendéncia, Z; = y; — fi;. O modelo de ciclo
deterministico (ver modelo 3.3.1) foi ajustado utilizando o método de MQO a essa
série sem tendéncia. Entretanto, para que possamos usar MQO é necessério, antes
do ajuste, identificarmos o periodo da série Z;. Através da Analise de Fourier
obtivemos a seguinte estimativa do periodo 7. = 10.81. Em seguida, utilizamos o
Método dos Minimos Quadrados (MQO) para estimar os coeficientes « e 3

no modelo de ciclo detrministico a série Z;:
Zy = acos(Act) + Bsin(A:t) + &

Onde A\, = %. Com isso, construimos uma representacdo deterministica do ciclo
baseada nos coeficientes ajustados. Por fim, para obter a previsdo para a série

original no periodo de teste a partir desse modelo, utilizamos que:

Zy =y — [y
Y = Zy + [y

Fazendo t = T + k nessa relacdo, onde 7" é o ultimo ano do periodo de
treinamento, portanto 7' = 2012, e k é o horizonte de previsdo, k =1,2,...,12;
o condicionante |T" no sub-escrito 7' + k|T" indica que a previsdo serd obtida no
periodo de treinamento 7'+ k% usando toda a informacdo da série contida no periodo

de treinamento. Portanto segue que a previsao para a série original sera dada por

U747 = ZTkiT + AT K|T

onde 2T+k|T € a previsdo do modelo com ciclo deterministico e fir 7 a
previsao da tendéncia estocastica. A previsao realizada por ambos os modelos para
o periodo de 2012 a 2024 pode ser visualizada nas Figuras 4.11 e 4.12 a seguir.

Os gréficos mostram que o modelo com ciclo estocéstico (eq 3-47) capturou
melhor as flutuaces da série temporal, refletindo sua dinamica real com maior
precisdo. Em contrapartida, o modelo com ciclo deterministico monocromatico (eq
3-43) apresentou previsdes mais rigidas, sem conseguir representar adequadamente
as variacoes de amplitude e periodo ao longo do tempo.

Esses resultados podem ser melhor apresentados comparando a acuracia
preditiva dos dois modelos pelas métricas de RMSE, MAE e MASE, no periodo

treinamento, confome a Tabela 4.3.1 a seguir.
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Figura 4.11: Previsdo do modelo com ciclo deterministico (2012-2024).
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Figura 4.12: Previsao do modelo com ciclo estocastico (2012-2024).

Métrica | Ciclo Deterministico | Ciclo Estocastico
RMSE 27.4743 16.6100
MAE 21.2418 13.1200

Tabela 4.10: Comparagao dos testes de aderéncia para os modelos com ciclo
deterministico e ciclo estocéstico.

Os resultados evidenciam que o modelo com ciclo estocastico apresentou
melhor desempenho, uma vez que todos os indicadores de acuracia preditiva foram
significativamente menores. Esse comportamento sugere que a dinamica do ciclo
solar ndo é rigidamente deterministica, mas sim sujeita a variacOes aleatérias que

afetam sua amplitude e periodicidade ao longo do tempo.



5
Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal investigar a natureza estocastica
do ciclo de Schwabe da série temporal de manchas solares, empregando uma
abordagem metodoldgica estruturada em técnicas estatisticas exploratérias de
dados, andlise de Fourier (AF), analise por ondaletas (AO) e modelagem estrutural.
Os resultados obtidos evidenciam, de forma convincente, a natureza estocastica
da série de manchas solares.

Inicialmente, foram empregadas técnicas exploratérias para investigar o
comportamento do ciclo de Schwabe. A Analise de Fourier revelou como principal
harmdnico aquele associado a periodicidade de aproximadamente 11 anos. De
forma complementar, o periodograma suavizado pelo método de Welch confirmou
a periodicidade de 11 anos desse ciclo.

Estatisticas descritivas calculadas para diferentes segmentos da série de
manchas solares corroboraram a hipotese de estocasticidade do ciclo, evidenciando
flutuacdes na sua amplitude e na periodicidade ao longo dos anos. Essas variacdes
reforcam a ideia de que o ciclo ndo é puramente deterministico, mas sim sujeito a
incertezas e fatores externos.

Por outro lado, a andlise por ondaletas foi utilizada para decompor a
série de manchas solares nas suas componentes ciclicas, de tendéncia e erro
aleatério. A Transformada Discreta de Ondaletas (DWT) foi utilizada para
extrair a componente de ciclo da série, permitindo uma analise mais detalhada
das caracteristicas do ciclo de Schwabe. Esta técnica possibilitou a separacdo
de componentes de alta frequéncia, como ruidos e perturbacdes, preservando a
tendéncia ciclica subjacente. A analise da componente ciclica extraida por esse
procedimento confirmou sua natureza estocastica.

Adicionalmente, a Transformada Continua de Ondaletas (CWT) foi em-
pregada para construir o escalograma dessa série, oferecendo uma representacao
detalhada do comportamento da escala/frequéncia do ciclo em diferentes tempos.
A analise do escalograma evidenciou a variabilidade da amplitude e da periodici-
dade ao longo do tempo, destacando anos especificos em que a atividade solar
apresentou comportamento ndo deterministico, confirmando a natureza estocas-
tica do ciclo.

Finalmente uma investigacdo mais formal da natureza estocastica do ciclo
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das manchas solares foi efetuada utilizando o modelo estrutural de ciclo estocastico
proposto por Harvey [10]. A implementac3o desse modelo foi realizada através do
software Time Series Lab [15]. O modelo foi ajustado a série de manchas solares
como um todo e aos trés segmentos conformes especificados na Tabela 4.4. Os
ciclos extraidos para a série de manchas solares e os seus segmentos, evidenciaram,
mais uma vez, a sua natureza estocastica, devido a magnitude da variancia do
choque dessa componente, conforme pode ser observado nas Tabelas 4.6 , 4.7, 4.8
e 4.9.

Finalmente, foram ajustados dois modelos distintos a série de manchas solares
no periodo de 1840-2012 (periodo de teste): um modelo com ciclo deterministico
e tendéncia estocastica (eq 3-43) e outro com ciclo estocéstico e tendéncia
estocastica (eq 3-47). Para comparar a acuricia preditiva dos modelos, foram
realizados previsdes no periodo de teste entre 2012 a 2024 (12 anos). As medidas de
acuracia preditiva evidenciaram que o modelo com ciclo e tendéncia estocasticos,
apresentou melhor desempenho do que o modelo com ciclo deterministico. Essa
evidéncia reforca a hipdtese de que o ciclo de manchas solares possui caracteristicas
estocasticas, uma vez que o modelo que incorpora um ciclo estocastico foi mais
eficaz em capturar a dinamica subjacente dos dados no periodo de treinamento, e
prever melhor a série no periodo de teste.

Como trabalhos futuros, sugerimos a aplicacdo de técnicas de aprendizado
de maquina para aprimorar as previsdes do ciclo solar, bem como a anélise de
componentes adicionais, como o ciclo de Gleissberg, para um entendimento mais

abrangente das dinamicas solares.
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