
2

F o rm u la ç ã o M a te m á tic a

Neste caṕıtulo serão apresentadas as equações que governam o pro-

b lema f́ısico: E quações clássicas de conservação de massa e de quantidade

de movimento, de fração volumétrica e equações constitutivas para os

fl uidos não new tonianos. P ara as equações supra-citadas foram adotadas

as seguintes h ipóteses:

- F luidos incompresśıveis;

- E scoamento laminar;

- E scoamento isotérmico;

- D issipação viscosa desprez ı́vel;

- S imetria.

A s equações de conservação utilizadas na mecânica dos fl uidos são

aplicadas sempre a part́ıculas fl uidas. E stas podem ser defi nidas como uma

pequena massa de fl uido, de identidade fi x a, de volume infi nitesimal δV . A s

equações que governam o prob lema são descritas a seguir:

2.1

E q u a ç ã o d e C o n se rv a ç ã o d e M a ssa

P or defi ni̧cão de conservação de massa, entende-se que para um dado

volume de controle, a soma da tax a ĺıquida de fl ux o de massa que cruza a

superf́ıcie de controle com a tax a de variação de massa dentro desse volume

de controle é nula. E ssa defi ni̧cão pode ser ex pressa pela equação:

∂ ρ

∂ t
+ ∇.(ρ~v ) = 0 (2 -1 )

onde ρ é a densidade, ~v é o vetor velocidade.

C onsiderando as h ipóteses de fl uido incompresśıvel em todo o domı́nio,

a equação acima se torna simplesmente

∇.~v = 0 (2 -2 )
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No sistema de coordenadas ciĺındricas, dado que a geometria a ser

estudada é um anular, a equação 2-2 se torna:

1

r

∂

∂r
(rvr) +

1

r

∂vθ

∂θ
+

∂vz

∂z
= 0 (2-3)

2.2

Equação de Conservação de Q uantidade de Movimento L inear

A equação de conservação de quantidade de movimento linear (2a lei

de Newton) expressa que o somatório das forças externas é igual ao produto

da massa pela aceleração. Por unidade de volume, tem-se que:

ρ
D ~v

d t
= ∇.T + ρ~g (2-4 )

onde D ~v

D t
é a aceleração. T é o tensor das tensões, que pode ser escrito como:

T = −pI + τ (2-5 )

sendo que I é a matriz identidade, p é a pressão e τ é o tensor extra-tensão,

que representa a parte viscosa do tensor das tensões que cai a zero após o

cessar do movimento.

O comportamento mecânico dos materiais é descrito pela equação

constitutiva, que relaciona a tensão com a cinemática. Neste trabalho, os

fluidos foram modelados como fluido newtoniano e não newtoniano pelas

equações de Fluido Newtoniano Generalizado - FNG (B ird et al.

19 8 7 )[2], dado por:

τ = η(γ̇)γ̇ (2-6 )

γ̇ = ∇~v + ∇~vT (2-7 )

γ̇ ≡ |γ̇| =

√

1

2
tr(γ̇2) (2-8 )

onde η é a função viscosidade, γ̇ é o tensor taxa de deformação e γ̇ a

intensidade da taxa de deformação. Para fluidos newtonianos a função

viscosidade é constante η(γ̇) = µ, onde µ é a viscosidade absoluta.
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Expandindo a equação de conservação de quantidade de movimento

em coordenadas cartesianas temos:

ρ(
∂vr

∂t
+vr

∂vr

∂r
+

vθ

r

∂vr

∂θ
−

v2

θ

r
+vz

∂vr

∂z
) = −

∂p

∂r
−[

1

r

∂(rτrr)

∂r
+

1

r

∂τθr

∂θ
+

∂τzr

∂z
−

τθθ

r
]+ρgr

(2-9)

ρ(
∂vθ

∂t
+vr

∂vθ

∂r
+

vθ

r

∂vθ

∂θ
+

vrvθ

r
+vz

∂vθ

∂z
) = −

1

r

∂p

∂θ
−[

1

r2

∂(r2τrθ)

∂r
+

1

r

∂τθθ

∂θ
+

∂τzθ

∂z
+

τθr − τrθ

r
]+ρgθ

(2-10)

ρ(
∂vz

∂t
+ vr

∂vz

∂r
+

vθ

r

∂vz

∂θ
+ vz

∂vz

∂z
) = −

∂p

∂z
− [

1

r

∂(rτrz)

∂r
+

1

r

∂τθz

∂θ
+

∂τzz

∂z
] + ρgz

(2-11)

Nas equações 2-9 2-10 2-11, ρ é a densidade do fluido, ∂p/ ∂x , ∂p/ ∂y

e ∂p/ ∂z são os componentes cartesianos do gradiente de pressão.

Os componentes do tensor extra-tensão são:

τrr = 2η(γ̇)(
∂vr

∂r
) (2-12)

τθθ = 2η(γ̇)(
1

r

∂vθ

∂θ
+

vr

r
) (2-13)

τzz = 2η(γ̇)(
∂vz

∂z
) (2-14)

τrθ = τθr = η(γ̇)(r
∂

∂r
(
vθ

r
) +

1

r

∂vr

∂θ
) (2-15)

τrz = τrx = η(γ̇)(
∂vr

∂z
+

∂vz

∂r
) (2-16)

τθz = τzθ = η(γ̇)(
1

r

∂vz

∂θ
+

∂vθ

∂z
) (2-17)

Para obter as três equações completas de conservação de quantidade

de movimento basta substituir as equações 2-12 a 2-17 em 2-9 a 2-11.

2.3

A dimensionalização

A fim de ressaltar alguns parâmetros que, de certa forma, tem maior

importância no problema, fêz-se uma adimensionalização das principais
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variáveis presentes na equação de conservação de massa e de quantidade

de movimento, ainda no formato vetorial. A partir deste processo surgem

naturalmente os parâmetros adimensionais que governam o problema.

Escolheu-se o diâmetro hidráulico Dh, a velocidade na entrada ve e a

viscosidade do fluido não newtoniano ηc como o comprimento, velocidade ,

e viscosidade caracteŕısticas, respectivamente.

ρ
∂~v

∂t
+ v

∂~v

∂x
=

∂

∂x
(η

∂v

∂x
) −

∂~p

∂x
+ ρ~g + ~S (2-18)

Na equação acima, ~S é o termo fonte associado à tensão superficial,

dado pela expressão abaixo:

S = σ
ρκi∇αi

0.5(ρi + ρj)
(2-19)

G randezas a serem adimensionalizadas:

x∗ =
x

Dh
(2-20)

t∗ =
v.t

L
(2-21)

v∗ =
v

ve

(2-22)

η∗ =
η

ηc

(2-23)

p∗ =
p

ρv2
e

(2-24)

Substituindo as grandezas acima na equação 2-18 temos:

ρ
v2

e

L

∂~v∗

∂t∗
+ ρ

v2

e

Dh
~v∗

∂~v∗

∂x∗

=
ηc.ve

Dh 2

1

∂x∗

(η∗
∂~v∗

∂x∗

) −
ρv2

e

Dh

∂p∗

∂x∗

+ ρ~g + σ
ρκi∇αi

0.5(ρi + ρj)
(2-25)

Na equação acima, κ é a curvatura da superf́ıcie gerada pela interface

entre os fluidos, que é dada pelo divergente do vetor unitário normal à

superf́ıcie, ou seja κ = ∇.n̂.

Dividindo a equação 2-25 por ρ v2
e

Dh
e definindo que κ∗

i = κiDh e
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(∇αi)
∗ = ∇αiDh, onde o ı́ndice i diz respeito a cada fase, temos:

Dh

L

∂~v∗

∂t∗
+ ~v∗

∂~v∗

∂x∗

=
ηc

ρveDh

1

∂x∗

(η∗
∂~v∗

∂x∗

) −
∂p∗

∂x∗

+
Dh

v2
e

~g +
σ

ρv2
eDh

κ∗

i (∇αi)
∗

(2-26)

Analisando a equação 2-26, pode-se extrair os parâmetros adimensio-

nais que governam o problema. São eles:

R azão de aspecto =
Dh

L
(2-27)

Número de R ey nolds = R e =
ρveDh

ηc

(2-28)

Número de Froude = F r2 =
v2

e

gDh
(2-29)

Número de W eber = W e =
ρv2

eDh

σ
(2-30)

Número de Capilaridade = C a =
W e

R e
=

ηcve

σ
(2-31)

Na equação de conservação de massa a adimensionalização é trivial

e pode ser observada na equação 2-32, não originando nenhum parâmetro

adimensional.

∇.v∗ = 0 (2-32)

2.4

Funções V iscosidade

Diversos modelos diferentes para as funções viscosidade descrevem

bem o comportamento viscoplástico dos fluidos reais. Nesse trabalho serão

utilizados somente dois deles:

- 1. M odelo de C arreau

Esse modelo representa de forma bastante satisfatória fluidos que

apresentam dois patamares newtonianos de viscosidade, um a baixas taxas

de deformação e outro a altas taxas. Entre estes patamares, a viscosidade

decresce com a taxa de cisalhamento, segundo uma lei de potência.

η = η∞ + (η0 − η∞)[1 + (λγ̇)2]
n−1

2 (2-33)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310259/CA
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onde, η∞ é a viscosidade a altas taxas de deformação;η0 é a viscosidade a

baixas taxas de deformação; λ é uma constante com dimensão de tempo que

fisicamente indica a faixa de transição a partir da qual a viscosidade deixa

o patamar constante e começa a diminuir e n é o ı́ndice power-law.

O comportamento da viscosidade com a taxa de cisalhamento para o

modelo de Carreau pode ser visto na figura 2.1.

Figura 2.1: Função V iscosidade - Carreau
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- 2. Modelo de Herschel-Bulkley

Esse modelo permite a representação matemática da tensão limite de

escoamento. Em baixas taxa de deformação, sua viscosidade tende a infinito.

A altas taxas ele se comporta como um material cuja viscosidade segue uma

lei de potência. A função viscosidade é dada por:

η =

{

τo
γ̇

+ kγ̇n−1, se τ > τo;

∞, caso contrário.
(2-34)

A fim de evitar problemas numéricos devido à singularidade da função,

será adotado um truncamento no valor da viscosidade, definindo-se para esta

um valor máximo, que ocorre quando no fluido é aplicada uma tensão menor

que a tensão limite de escoamento.

Nesta equação, τ0 é a tensão limite de escoamento; k é o ı́ndice de

consistência e n é o ı́ndice power-law.

O comportamento da viscosidade pelo modelo H erschel-Bulk ley se

encontra na figura 2.2.

Figura 2.2: Função Viscosidade - Herschel-Bulkley
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2.5

S tandoff

U m parâmetro comumente usado para descrever a excentricidade de

um espaço anular é o standoff (ST O). Ele pode ser definido pela equação

2-35 e observado na figura 2.3:

Figura 2.3: Excentricidade

STO = χ =
c

Do
2
− Di

2

=
2c

Do − Di
(2-35)

Na equação acima, c representa a menor folga existente no espaço

anular. Do e Di são os diâmetros do tubo externo e interno respectivamente.

Q uando tivermos χ = 0, significa que a excentricidade é máxima. Por outro

lado, se χ = 1 temos a situação de cilindros concêntricos.
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2.6

T ensão Sup erfi cial

A importância da tensão superficial pode ser determinada baseada em

uma das duas grandezas adimensionais a seguir:

– Número de capilaridade (Ca), se Re ¿1;
– Número de Weber (W e), se Re À1.

As respectivas definições destes parâmetros adimensionais são dados

pelas seguintes equações:

Ca =
ηv̄

σ
(2-36)

We =
ρv̄2Dh

σ
(2-37)

Nas equações acima, ρ é a densidade do fluido; η é a viscosidade

do fluido para o caso geral não newtoniano; v̄ é a velocidade média do

escoamento; Dh é o Diâmetro hidráulico para espaços anulares = Do−Di =

diâmetro interno do cilindro externo - diâmetro externo do cilindro interno;

σ é tensão superficial entre fluidos.

Os efeitos de tensão superficial podem ser desprezados se Ca À 1 ou

We À 1.

2.7

Condições de Contorno

Ao criar a geometria no programa Gambit, deve-se definir as condições

de contorno para cada uma das 6 faces, já que, no caso, a malha é

tri-dimensional. No FL UENT, essas condições podem ser alteradas ou

aprimoradas. Na figura 3.2 vemos um esquema da geometria na configuração

χ = 0,5, com as indicações das condições de contorno utilizadas. São elas:

– Entrada - Velocidade prescrita com perfil uniforme - vz(r, θ, 0) = ve

; vr(r, θ, 0) = 0 ; vθ(r, θ, 0) = 0 ;

A condição de entrada determina que a velocidade é uniforme e normal

à superf́ıcie de entrada. Para cada vazão o valor médio da velocidade na

entrada era modificado no painel de condições de contorno do FL UENT, de

acordo com os valores da tabela 4.1.

– S áıda - Difusão despreźıvel na sáıda - ∂v/∂z(r, θ, L) = 0 ;
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A condição na sáıda implica que o fluxo difusivo de todas as variáveis

na direção do escoamento seja nula, ou seja, que o escoamento esteja

localmente desenvolvido. Esse condição pode parecer uma imposição forte

para esse problema. No entanto, a região de interesse se encontra a uma

distância suficiente grande para que os efeitos na sáıda não afetem o

resultado, no caso o formato da interface observado.

– Parede - Não-deslizamento - vz(parede, z) = 0; e Impermeabilidade

- vr(parede, z) = 0 ;

Como condição de parede, considerou-se o não-deslizamento e a imper-

meabilidade. Nesse item também é determinado o ângulo de contato entre

os fluidos e a parede, para efeitos de tensão superficial. O valor determinado

foi de 90o.

– Sim etria

O plano de simetria é usado quando o escoamento e a geometria têm

um padrão que pode ser espelhado.

2.8

Condições Iniciais

Como condições iniciais, considerou-se que em t ≤ 0, o fluido a ser

deslocado ocupa todo o interior do domı́nio computacional em repouso

(vr = vθ = vz = 0). No instante inicial, t > 0, o fluido deslocador é

instantaneamente bombeado e cruza a superf́ıcie de entrada com velocidade

prescrita pela condição de contorno descrita acima.
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