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Resumo

Andrade, Antonio Carlos Bruno de; Pesco, Sinésio; Barreto Junior,
Abelardo Borges. Reservatórios Limitados com e sem Manutenção
de Pressão no Limite Externo: Comportamento da Pressão
durante Testes de Injeção. Rio de Janeiro, 2024. 61p. Dissertação
de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifícia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

O teste de injetividade é um procedimento que tem como objetivo otimizar
a produção e maximizar a recuperação de óleo dos reservatórios de petróleo.
Esse teste consiste em injetar um fluido (comumente água ou gás), em um
poço injetor para coletar informações sobre ele. Com base no comportamento
da pressão medida durante o período de injeção, é possível identificar uma
série de características relacionadas ao reservatório, incluindo volume de óleo
recuperável, parâmetros do reservatório, zonas de skin, permeabilidade e
condição de fronteira de reservatório. Atualmente, são encontrados poucos
estudos relativos a testes de injetividade em reservatórios homogêneos em
regimes de fluxo permanente e pseudopermanente. Por esse motivo, este
trabalho tem como objetivo propor uma solução analítica aproximada para o
comportamento de pressão em reservatórios homogêneos em regimes de fluxo
permanente e pseudopermanente. Os resultados calculados apresentaram uma
aproximação satisfatória em todos os casos.

Palavras-chave
Teste de Injetividade; Regimes de Fluxo Permanente; Regimes de

Fluxo Pseudopermanente; Reservatório Homogêneo com Única Camada.



Abstract

Andrade, Antonio Carlos Bruno de; Pesco, Sinésio (Advisor); Barreto
Junior, Abelardo Borges (Co-Advisor). Limited Reservoirs with and
without Pressure Maintenance at the External Limit: Pressure
Behavior during Injection. Rio de Janeiro, 2024. 61p. Dissertação
de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifícia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

Injectivity testing is a procedure that aims to optimize production and maxi-
mize oil recovery from oil reservoirs. This test consists of injecting a fluid (usu-
ally water or gas) into an injection well to collect information about it. Based
on the pressure behavior measured during the injection period, it is possible
to identify a series of reservoir-related characteristics, including recoverable oil
volume, reservoir parameters, skin zones, permeability and reservoir boundary
condition. Currently, there are few studies on injectivity tests in homogeneous
reservoirs in permanent and pseudo-permanent flow regimes. For this reason,
this work aims to propose an approximate analytical solution for the pres-
sure behavior in homogeneous reservoirs in permanent and pseudopermanent
flow regimes. The calculated results showed a satisfactory approximation in all
cases.

Keywords
Injetivity Test; Steady flow regimes; Pseudo-Steady flow regimes;

Homogeneous Reservoir with Single Layer.
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1
Introdução

A análise no comportamento de pressão é fundamental na Engenharia de
Reservatórios, pois fornece estimativas de propriedades físicas do reservatório.
Durante um teste de injetividade, é possível avaliar parâmetros como perme-
abilidade ou verificar se há dano de formação próxima ao poço. Um teste de
injetividade consiste em injetar um fluido, geralmente água, no processo de
recuperação de petróleo. Além de manter a pressão no reservatório, uma das
principais características é manter o estado de tensão do reservatório. Com
base nos resultados obtidos durante um teste de injetividade, as operações
de injeções podem ser controladas para evitar que uma pressão ultrapasse os
limites do reservatório, o que pode causar fraturas na rocha do reservatório.
Podemos citar o caso Pinheiro/Braskem, em que, após os dados liberados pela
SGB/CPRM alegando 35 poços de extração em áreas urbanas, a falta de ma-
nutenção acarretou danos ao solo.

Os testes de injetividade podem fornecer informações significativas sobre
o reservatório, que podem melhorar a eficácia de produção de petróleo. Durante
os testes é possível medir a permeabilidade permitindo uma melhor visão
de como o fluido se comporta dentro do reservatório. Além disso, para as
indústrias, identificar e corrigir problemas relacionados à dano de formação
ajudam a reduzir os custos operacionais. Além de garatir riscos relacionados a
acidentes e vazamentos em áreas urbanas.

A partir do perfil de pressão e a sua derivada em relação ao logaritmo do
tempo nesse processo, é possível estimar parâmetros tais como permeabilidade,
volume de óleo recuperável, entre outros. Atualmente, há diversos estudos que
formulam modelos analiticos para o período de injeção em reservatórios de
camada única. Vários cenários podem ser observados partindo de diferentes
suposições com relação à geometria e às características físicas do reservatório.

O regime de fluxo está ligado a produtividade do poço. Com isso,
compreender o regime de fluxo ajuda nas técnicas e tecnologias mais adequadas
para maximizar a produção de petróleo. Sendo assim, um regime de fluxo
permanente ocorre quando há manutenção de pressão na fronteira externa.
Além disso, as condições de produção no reservatório são constantes ao longo
do tempo. Já um regime de fluxo pseudopermanente a fronteira externa é
selada, ou seja, não existe fluxo de fluido através da fronteira externa re. A
pressão na fronteira externa cai uniforme a um comportamento linear.

Seguindo esse contexto, já estão disponíveis soluções para testes de poços
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sujeitos aos regimes de fluxo permanente e pseudopermanente. Entretanto,
até onde sabemos, testes de injetividade em regimes de fluxo permanente e
pseudopermanente ainda não foram aplicados para avaliar o comportamento
da pressão em reservatórios sob fluxo bifásico. Neste contexto, o principal
objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo analítico para o período de
teste de injetividade em reservatórios sob fluxo bifásico, com duas regiões - uma
contendo água e outra contendo óleo - sujeitos ao regime de fluxo permanente
e pseudopermanente.

Com base na solução analítica desenvolvida neste estudo, foi possível
criar um algoritmo capaz de simular diferentes curvas de pressão e derivada de
pressão logarítmica a partir de parâmetros de rocha e fluido. Os resultados fo-
ram avaliados através da comparação de estudos já desenvolvidos na literatura.
Uma abordagem sobre reservatórios radialmente compostos é empregado em
toda solução desenvolvida. Em seguida a esta introdução, o Capítulo 2 aborda
uma visão geral de trabalhos já apresentados. Este capítulo é desenvolvido em
duas vertentes: a primeira aborda estudos analíticos já desenvolvidos sobre tes-
tes de injetividade em reservatórios de óleo de camada única e multicamadas.
Já a segunda vertente aborda estudos analítivos desenvolvidos sobre reserva-
tórios de óleo em regimes de fluxo permanente e pseudopermente. No capítlo 3
e 4 são apresentadas as soluções para um escoamento monofásico em bifásico,
com duas regiões em regimes de fluxo permanente e pseudopermanente, respec-
tivamente. Além disso, no capítulo 3 é mostrado uma estimativa para calcular
o volume poroso no caso do escoamento monofásico, com duas regiões sujeito
ao regime de fluxo pseudopermanente cujo objetivo foi aplicar esse método
para o modelo do escoamento bifásico, com duas regiões sob regime de fluxo
pseudopermanente. A formulação matemática sugerida neste trabalho é feita
no espaço de Laplace, onde a solução é conhecida em termos das funções de
Bessel. Em seguida, a solução no espaço real é calculada utilizando o algoritmo
de Stehfest. Os resultados são apresentados no capítulo 5. Por fim, no capítulo
6 é fornecido as conclusões e sugestões para trabalhos fututos. Formulações
são mostradas no Apêndice que auxiliaram no desenvolvimento dos capítulos
3 e 4.



2
Revisão Bibliográfica

Neste capítulo será realizada uma revisão bibliográfica com os principais
assuntos abordados neste trabalho. Primeiramente serão apresentados estudos
referentes a Testes de Injetividade feitos em reservatórios sujeitos a escoa-
mentos monofásicos e bifásicos. Em seguida, serão abordados tópicos sobre o
estado de regimes de fluxos permanente e pseudopermanente relacionados a
esses tipos de escoamento.

2.1
Testes de Injetividade em Reservatórios de Óleo

Segundo Green e Willhite (14) há três fases de recuperação do óleo:
recuperação primária, secundária e terciária. Na recuperação primária, o
petróleo é extraído de forma natural, ou seja, dentro do reservatório há
uma pressão interna ou energia natural presente dos fluidos que é capaz de
empurrar o óleo pelos poros do meio poroso. Devido a este fato, a pressão
interna dentro do reservatório tende a cair conforme o óleo é impulsionado,
levando a segunda fase, conhecida como recuperação secundária. Nesta fase,
um fluido é injetado, na maioria das vezes a água, com finalidade aumentar
a pressão do reservatório e, logo, manter a vazão esperada. Já na recuperação
terciária, os autores citam que é necessário utilizar técnicas mais avançadas e
com altos custos para mobilizar e extrair o petróleo remanescente. Atualmente
essa recuperação é chamada de recuperação avançada ou EOR (Enhanced Oil
Recovery). Alguns exemplos de técnicas de recuperação terciária incluem a
injeção de CO2 (dióxido de carbono), injeção de solventes, entre outros.

A água e o óleo são fluidos imiscíveis devido as suas diferentes polaridades
moleculares. Willhite (34) cita que às solubilidades do óleo na água e da água
no óleo são baixas. Devido a isso, além de aumentar e manter a pressão dentro
do reservatório, a água é capaz de deslocar o óleo pelos poros do meio poroso.

No processo de injeção de água, uma frente de avanço é formada no
reservatório. Esse modelo foi proposto por Buckley e Leverett (9). À medida
em que o óleo é produzido, a frente de água avança, aumentando a saturação
de água no reservatório. A saturação de água se desloca pelo meio poroso
formando um banco de água que faz a varredura do óleo para poço produtor.

O avanço de estudos de soluções analíticas para teste de injetividade
em reservatórios vem sendo desenvolvido ao longo do tempo. Banerjee et al.
(3) analisaram o comportamente dos testes de injetividade e falloff, período
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após a injeção do fluido, em reservatórios com formatos radiais homogêneos e
heterogêneos. Já no trabalho de Abbaszadeh e Kamal (1) em 1989, foi proposta
uma aproximação da solução analítica para testes de injetividade e falloff
de um modelo de reservatório de petróleo de camada única que está sendo
inundado com água. Para eles, a injeção de água ocorre no estágio inicial do
desenvolvimento do reservatório.

Thompson e Reynolds (33) analisaram um modelo de reservatório he-
teregôneo, radial e infinito sob fluxo multifásico com finalidade de estudar o
comportamento de pressão dentro desses modelos de reservatórios. Para eles,
o reservatório poderia ser representado por um regime de fluxo permanente,
juntamente com uma região transiente circular concêntrica ao poço vertical.
Esses autores, observaram que em um teste de injetividade o raio da região de
regime de fluxo permanente é suficientemente maior que o raio da frente de
avanço.

Em 1999, Prats e Vogiatzis (29) consideraram um estudo analítico para
testes de injetividade voltados para reservatórios de multicamadas com fluxo
de um único fluido. Peres e Reynolds (27) ampliaram as ideias das soluções
analitícias de teste de injetividade de poços verticais para poços horizontais.

Peres et al. (26) estenderam as soluções analíticas para um escoamento
de um poço vertical ou horizontal em falloff. Eles adicionaram um termo
multifásico que foi capaz de refletir o desvio da mobilidade total(que ocorre na
região conectada pela água injetada) da mobilidade do petróleo(que ocorre na
saturação inicial de água).

Em 2019, Bela et al. (5) estudaram uma solução analítica para o período
de fallof em reservatório de camada única e múltiplas camadas. Para isso, eles
aplicaram a Lei de Darcy em cada camada para obter a variação de pressão
durante o teste de injetividade e, ainda mais, puderam observar que a variação
de pressão é dada em função da em cada camada. A eficiência do modelo
pode ser comparada com um simulador comercial blackoil. Eles concluiram
que de fato após o fechamento do poço, o fluxo vertical entre as camadas é
suficientemente pequeno.

Já em 2020, Neto et al. (22) apresentaram uma solução analítica para a
pressão de poço em um teste de injetividade em reservatórios de camada única
considerando um fluxo bifásico, pistão, em duas ou três regiões em um modelo
de reservatório composto radialmente. O principal objetivo desse trabalho foi
analisar as curvas de pressão em diferentes casos. Considerendo um reservatório
infinito, as soluções foram obtidas no campo de Laplace. Com o auxílio do
algoritmo de Stehfest (31) foi possível passar as soluções para o campo real. Os
resultados foram consideráveis quando comparados a um simulador baseado em
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diferenças finitas (10). Além disso, através das curvas de pressão e derivada de
pressão, eles puderam estimar a permeabilidade do reservatório tanto no início
(usando as propriedades do óleo) quanto no final (usando as propriedades da
água).

Em 2021, Mastbaum et al. (21) estenderam os estudos feitos por Neto
et al. (22) e apresentaram soluções analíticas para o teste de injetividade para
um fluxo de duas fases, com duas regiões em um reservatório multicamadas
desenvolvidas no domínio de Laplace. Eles presumem que as propriedades como
permeabilidade e porosidade são diferentes em cada camada. Nesse trabalho,
os autores consideraram que as camadas do reservatório tem ligação somente
pelo poço. Através do simulador numérico (10) foi possível ver a concordância
nas curvas comparadas com o modelo analítico proposto por eles. Além disso,
os autores concluiram que os diferentes valores de viscosidade e de taxa de
injeção de fluxo são parâmetros que alteram o comportamento da curva.

Em 2022, Bela et al. (6) desenvolveram um modelo analítico para obter
uma função de impulso (ou função de Green) capaz de prever a mudança
de pressão em reservatórios de camada única e multiplas camadas de poços
verticais e horizontais em fluxo bifásico durante testes de injetividade. No
caso dos poços verticais de múltiplas camadas, os autores combinam a solução
obtida em reservatórios de camada única com um algoritmo desenvolvido por
Kuchuk e Wilkson (19). Além disso, eles utilizaram o método Delta Transiente
(13), (15) para estimar as permeabilidades de cada camada. No caso dos
reservatórios de multiplas camadas verticais, eles observaram a concordância
nos resultados quando comparadas com os resultados obtidos pelos trabalhos
desenvolvidos por (4) e (21) e, além disso, um simulador numérico baseado em
diferenças finitas (10). Já no caso dos reservatórios de camada única em poços
horizontais, os autores puderam ver a concordância nos resultados comparados
a Peres & Reynolds (27) e ao simulador (10).

Neto et al. (23), propuseram uma solução analítica aproximada para o
comportamento da pressão em poços durante um teste de injeção de água em
um reservatório multicamada considerando múltiplos esquemas de vazão. A
formulação proposta por eles é combinação de soluções já formuladas por (4),
(5) e (7). Os autores utilizaram o simulador numérico (10) para comparação
dos resultados obtidos através da solução analítica. Além disso, através dos
dados obtidos, foi possível estimar a permeabilidade do reservatório em cada
camada.

2.2
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Reservatórios de Óleo sujeitos aos Regimes de Fluxo Permanente e
Pseudopermanente

Em 1971, Fetkovich (12), desenvolveu soluções sobre o comportamento
de reservatórios de óleo sujeitos ao fluxo de água proveniente de aquíferos
limitados, sendo o regime de fluxo permenante e pseudopermanente. Para o
regime de fluxo permanente, ele observou que a pressão no limite externo
se mantém constante e igual a pressão inicial (pi). Já em 1986, Leung (20),
também desenvolveu um modelo de reservatório preenchido de óleo proveniente
de aquíferos limitados em regime de fluxo pseudopermanente. Ele notou que a
pressão dentro do reservatório varia de acordo com o tempo.

Para o campo de poços de petróleo horizontais, o modelo de Joshi (16)
destaca-se como um dos modelos mais reconhecidos para a condição de fluxo
permanente na fronteira. Esse modelo combina soluções para um escoamento
no plano horizontal e um escoamento no plano vertical em um poço horizontal
para obter uma solução abrangente de um escoamento de poços horizontais.

Bourdet (8) realizou estudos sobre soluções de reservatórios fechados em
regime de estado pseudopermanente. Para ele, um reservatório fechado com
óleo entra em regime pseudopermanente quando a derivada de pressão, em
um fluxo transiente, diminui rapidamente e, com isso a queda da pressão é
proporcional ao tempo, mas a sua forma atinge um valor constante.

Babu e Odeh (2) apresentaram um modelo de um poço horizontal sob a
condição de regime de fluxo de estado pseudopermanente. O modelo consiste
em girar um poço vertical para representar um poço horizontal, acrescentando
um fator de forma para contar a mudança na área de drenagem e um fator de
penetração parcial para poços com penetração incompleta.

Kamkom e Zhu (17), apresentaram um estudo sobre o desempenho de
fluxo em poços horizontais para diferentes tipos de fluidos em diferentes
condições de contorno para a produção de poços de petróleo. Esses autores
afirmam que um reservatório atinge um regime de fluxo permanente quando
a pressão na fronteira é constante. Já um reservatório atinge o regime de
fluxo pseudopermanente quando não há fluxo na fronteira de um domínio de
reservatório.

Em 2006, Rosa et al. (30) apresentou soluções para a equação da
difusividade para os sistemas lineares e radiais, em meios porosos horizontais,
sujeitos aos regimes de fluxo permanente e pseudopermanente. Para o regime
de fluxo permanente, o autor considerou um fluido em um meio poroso
cilíndrico finito. Além disso, a vazão e a pressão são constantes em todo tempo
e espaço. Isso ocorre devido ao meio poroso receber uma alimentação externa
contínua e constante. Já no regime de fluxo pseudopermanente, ele considerou
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um fluido em um meio poroso cilíndrico finito de altura h e com a lateral
externa selada. Nesse caso não há alimentação externa. Para ele, a pressão em
todos os pontos do reservatório reduz continuamente. Além disso, a taxa de
queda da pressão média é constante. Isso ocorre devido à retirada de massa de
um reservatório finito. O autor cita que para o reservatório atingir um regime
pseudopermanente é necessário o conceito de tempo adimensional. Já no caso
em que se tem poços injetores é possível alcançar o regime de fluxo permanente
apenas em algumas regiões do reservatório se algumas propriedades forem
iguais, como por exemplo, as vazões de injeção e produção.

Em 2013, Ghahfarokhi e Kleppe (18) apresentaram estudos sobre injeção
de vapor para recuperação de petróleo em poços verticiais e horizontais de
regime de estado de fluxo pseudopermanente. Eles afirmam que as estimativas
de permeabilidades se tornam mais fracas à medida que a qualidade do vapor
aumenta, ou seja, a permeabilide diminui a proporção que o vapor está presente
no fluido facilidando a varredura.

Com base na formulação proposta pelos autores citados, propomos
uma solução aproximada para reservatórios de camada única de escoamento
monofásico e bifásico. No caso bifásico, analisamos o comportamento da
pressão baseada na razão de mobilidade água-óleo em dois regimes de fluxo:
permanente e pseudopermanente.



3
Escoamento Monofásico em Reservatório com Duas Regiões

Neste capítulo são apresentadas duas formulações de produção em re-
servatório de escoamento monofásico para duas regiões em regime de estado
permanente e pseudopermanente. Com o objetivo de simplificar o problema
no campo real, todas as equações são levadas para o espaço de Laplace. O
problema modelado passa a ser um sistema linear com quatro equações o qual
pode ser resolvido utilizando métodos computacionais. Por fim, o cálculo do
volume poroso para o regime de fluxo pseudopermanente é mostrado.

Soluções analíticas para o modelo de escoamento monofásico em reserva-
tórios de óleo foram propostos anteriormente por (33).

3.1
Regime Permanente

Por hipótese, um reservatório em regime de fluxo permanente ocorre
quando a manutenção de pressão nas fronteiras externas se mantém constante.
Considere um reservatório com duas regiões homogêneas representado pela
figura a seguir:

Figura 3.1: Modelo de Reservatório Monofásico para Duas regiões em Regime
Permanente.

As seguintes hipóteses são consideradas para a formulação matemática:
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1. Fluxo ocorre somente na direção radial;

2. Fluxo monofásico e isotérmico;

3. Fluido com baixa compressibilidade e constante;

4. Viscosidades constantes;

5. Reservatório com formato cilíndrico composto por duas regiões homogê-
neas;

6. Efeitos de estocagem, dano de formação e gravitacionais são desprezíveis;

7. Manutenção de pressão pe na fronteira externa re.

Note que para solucionar o problema é necessário o uso das condições
iniciais e de contorno. A Condição Inicial (C.I.) indica que no instante t = 0, a
pressão em todo o reservatório está em equilíbrio. Já a Condição de Contorno
Interna (C.C.I.) especifica a vazão do poço em produção. No caso em questão,
estamos adotando uma vazão constante. E por fim, a Condição de Contorno
Externa (C.C.E.) reflete ao comportamento do fluxo no limite externo do
reservatório. Por hipótese, será considerado um reservatório finito. A C.C.E.
representa que a partir da fronteira externa no regime de fluxo permanente
a variação de pressão está em equilíbrio. Já no caso do regime de fluxo
pseudopermanente, não há fluxo de fluido.

3.1.1
Formulação Matemática

Defina ηi = ki

ϕicti µ
o coeficiente de difusidade hidráulica, λi = ki

µ

coeficiente de mobilidade e M = k2
k1

. Assim, as equações que modelam cada
região são dadas por:

Região Interna (rw ≤ r ≤ r1):
EDP:

(3-1)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆p1(r, t)
∂r

)
= 1

η1

(
∂∆p1(r, t)

∂t

)
,

CI:
(3-2)∆p1(r, t = 0) = 0,

CCI:
(3-3)q = 2πλ1h

(
r

∂∆p1(r, t)
∂r

)
r=rw

.

Região Externa (r1 ≤ r ≤ re)
EDP:

(3-4)1
r

∂

∂r

(
∂∆p2(r, t)

∂r

)
= 1

η2

(
r

∂∆p2(r, t)
∂t

)
,
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CI:
(3-5)∆p2(r, t = 0) = 0,

CCE:
(3-6)∆p2(r = re, t) = 0.

Considerando as Condições de Acoplamento na Fronteira (CAF) dos dois
regimes de fluxo temos que:

CAF - Pressão:
(3-7)∆p1(r1, t) = ∆p2(r1, t)

CAF - Vazão:
(3-8)q1(r1, t) = q2(r1, t)

Aplicando a Lei de Darcy em (3-8), a igualdade passa a ser:

(3-9)
(

r
∂∆p1(r, t)

∂r

)
r=r1

= M

(
r

∂∆p2(r, t)
∂r

)
r=r1

3.1.1.1
Solução no Espaço de Laplace

Transformando as equações no espaço real para o espaço de Laplace segue
que:

Região Interna (rw = 1 ≤ r ≤ r1):
EDP:
Aplicando Laplace em ambos os lados da Equação (3-1) temos:

(3-10)
L
(

1
r

∂
∂r

(
r ∂∆p1(r,t)

∂r

))
= L

(
1
η1

∂∆p1(r,t)
∂t

)

⇒
(

1
r

d
dr

(
r dp̄1(r,u)

dr

))
= 1

η1
[u∆p̄1(r, u) − ∆p1(r, 0)] ,

CI:
(3-11)∆p̄1(r, 0) = 0,

CCI:
(3-12)

(
r

∂∆p̄1(r, u)
∂r

)
r=rw

= q

2πλ1hu
.

Região Externa (rD1 ≤ rD ≤ rDe):
EDP:
Aplicado Laplace em ambos os lados da Equação (3-4) temos:

(3-13)
L
(

1
r

∂
∂r

(
r ∂∆p2(r,t)

∂r

))
= L

(
1
η2

∂∆p2(r,t)
∂t

)

⇒
(

1
r

d
dr

(
r d∆p̄2(r,u)

dr

))
= 1

η2
[u∆p̄2(r, u) − ∆p2(r, 0)]
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CI:
(3-14)∆p̄2(r, 0) = 0,

CCE:
(3-15)∆p̄2(re, u) = 0.

As condições de acoplamento na fronteira:
CAF - Pressão:

(3-16)∆p̄1(r1, u) = ∆p̄2(r1, u),

CAF - Vazão:

(3-17)
(

r
∂∆p̄1(r, u)

∂r

)
r=r1

= M

(
r

∂∆p̄2(r, u)
∂r

)
r=r1

.

Aplicando a CI (3-11) na Equação (3-10) e simplificando:

(3-18)1
r

d∆p̄1(r, u)
dr

+ d2∆p̄1(r, u)
dr2 − 1

η1
u∆p̄1(r, u) = 0.

Denote ηk1 = 1
η1

e multiplique a Equação (3-18) por 1
uηk1

:

(3-19)1
r

1
uηk1

d∆p̄1(r, u)
dr

+ 1
uηk1

d2∆p̄1(r, u)
dr2 − ∆p̄1(r, u) = 0,

Substituindo 1
uηk1

= 1
(√uηk1 )2 na Equação (3-19) temos:

(3-20)1
r(√uηk1)

d∆p̄1(r, u)
dr(√uηk1) + d2∆p̄1(r, u)

d(r√
uηk1)2 − ∆p̄1(r, u) = 0,

Denote z = r
√

uηk1 e y = ∆p̄1(r, u). Substituindo na Equação (3-20):

(3-21)1
z

dy

dz
+ d2y

dz2 − y = 0,

A Equação (3-21) é chamada de Equação de Bessel Modificada de Ordem
Zero e sua solução é conhecida por:

(3-22)y = AI0(z) + BK0(z).

Aplicando ao nosso problema, a solução para a região interna resulta em:

(3-23)∆p̄1(r, u) = A1I0(r
√

uηk1) + B1K0(rD
√

uηk1).

Analogamente, fazendo para a região externa temos que:

(3-24)∆p̄2(r, u) = A2I0(r
√

uηk2) + B2K0(r
√

uηk2),

onde A1, B1, A2, B2, são constantes a serem determinadas e I0, K0 são funções
modificadas de Bessel de primeira espécie e ordem 0.

Usando a CCI (3-12) na Equação (3-23) e simplificando temos:
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(3-25)[A1I1(rw
√

uηk1)] − B1K1(rw
√

uηk1)] = q

2πλ1hurw
√

uηk1

.

Usando a CCE (3-15) na Equação (3-24) e simplificando temos:

(3-26)A2I0(re
√

uηk2) + B2K0(re
√

uηk2) = 0.

Aplicando a CAF (3-16) nas Equações (3-23) e (3-24) temos:

A1I0(r1
√

uηk1) + B1K0(r1
√

uηk1) − A2I0(r1
√

uηk2) + B2K0(r1
√

uηk2) = 0.

(3-27)

Aplicando a CAF (3-17) nas Equações (3-23) e (3-24) e multiplicando
por 1

r1
√

u
temos:

(3-28)A1I1(r1
√

uηk1)√ηk1 − B1K1(r1
√

uηk)√ηk1

− A2I1(r1
√

uηk2)M√
ηk2 + B2K1(r1

√
uηk2)M√

ηk2 = 0.

As equações obtidas (3-25), (3-26), (3-27) e (3-28) formam um sistema
linear que representado em sua forma matricial temos:

(3-29)A


A1

B1

A2

B2

 =



q
2πλ1hurw

√
uηk1

0
0
0


onde A é dada por:

(3-30)A

=


I1(rw

√
uηk1) −K1(rw

√
uηk1) 0 0

0 0 I0(re
√

uηk2) K0(re
√

uηk2)
I0(r1

√
uηk1) K0(r1

√
uηk1) −I0(r1

√
uηk2) −K0(r1

√
uηk2)

I1(r1
√

uηk1)√ηk1 −K1(r1
√

uηk1)√ηk1 −I1(r1
√

uηk2)M√
ηk2 K1(r1

√
uηk2)M√

ηk2


Os coeficientes A1, B1, A2 e B2 podem ser encontrandos resolvendo o

seguinte sistema:

(3-31)


A1

B1

A2

B2

 = A−1



q
2πλ1hurw

√
uηk1

0
0
0

 .

Uma vez calculados os coeficientes, a pressão no poço pode ser calculada
a partir da solução geral dada por:

(3-32)∆p̄wf = A1I0(rw
√

uηk1) + B1K0(rw
√

uηk1)
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3.1.2
Resultados do Modelo de Escoamento Monofásico com Duas Regiões em
Regime de Fluxo Permanente

A solução numérica no campo real pode ser obtida utilizando o Algoritmo
de Stehfest (31). A Tabela (3.1) a seguir mostra os dados que foram utilizados
para traçar as curvas da pressão e da derivada da pressão para as duas regiões.

Região 1 Região 2
Permeabilidade K (mD) 500 5000

Porosidade ϕ 0.27 0.27
Compressibilidade Total cP a−1 120e-6 120e-6

Viscosidade µ (cP) 0.5 0.5
Raio r (m) 10 1000

Tabela 3.1: Tabela de propriedades das regiões.

Além disso, as constantes de adequação de medidas do sistema brasileiro
(αt) e (αp) foram definidas, respectivamente, como 0.0003484 e 19.03. A vazão
total utilizada foi de q = 1000 m3/dia. O raio no poço e a espessura de cada
região, respectivamente, é dado por rw = 0.1 m e h = 50 m.

Figura 3.2: Curvas de Pressão para um Reservatório Monofásico com Duas
Regiões em Regime Permanente.

O gráfico (3.2) apresenta curvas de pressão e derivada de pressão de
três regimes de fluxo. A primeira região tem um valor de permeabilidade
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de 500 mD e segunda região tem um valor de permeabilidade de 5000 mD.
Note que essa mudança de permeabilidade afeta diretamente na vizualização
do gráfico da curva de pressão e derivada de pressão. Nos tempos iniciais é
possível notar na curva da derivada de pressão somente da primeira região de
permeabilidade. Nos tempos mais tardios, a curva reflete a segunda região com
uma permeabilidade dez vezes maior que a primeira. Por fim, no terceiro regime
temos que o reservatório entra em estado permanente o qual é caracterizado
pela derivada da pressão tender a zero.

3.2
Regime Pseudopermanente

Por hipótese, um reservatório em estado de regime pseudopermanente
ocorre quando não existe influxo de fluidos nos limites do reservatório. Consi-
dere um reservatório com duas regiões homogêneas representado pela figura a
seguir:

Figura 3.3: Modelo de Reservatório Monofásico para Duas regiões em Regime
PseudoPermanente.

As seguintes hipóteses são consideradas para a formulação matemática:

1. Fluxo ocorre somente na direção radial;

2. Fluxo monofásico e isotérmico;

3. Fluido com baixa compressibilidade e constante;
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4. Viscosidades constantes;

5. Reservatório com formato cilíndrico composto por duas regiões homogê-
neas;

6. Efeitos de estocagem, dano de formação e gravitacionais são desprezíveis;

7. Não há fluxo na fronteira externa (re).

3.2.1
Formulação Matemática

Defina ηi = ki

ϕicti µ
o coeficiente de difusidade hidráulica e λi = ki

µ

coeficiente de mobilidade. Assim, as equações que modelam cada região são
dadas por:

Região Interna (rw ≤ r ≤ r1):

EDP:
(3-33)1

r

∂

∂r

(
r

∂∆p1(r, t)
∂r

)
= 1

η1

(
∂∆p1(r, t)

∂t

)
,

CI:
(3-34)∆p1(r, t = 0) = 0,

CCI:
(3-35)q = 2πλ1h

(
r

∂∆p1(r, t)
∂r

)
r=rw

Região Externa (r1 ≤ r ≤ re)
EDP:

(3-36)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆p2(r, t)
∂r

)
= 1

η2

∂∆p2(r, t)
∂t

,

CI:
(3-37)∆p2(r, t = 0) = 0,

CCE:
(3-38)

(
r

∂∆p2(r, t)
∂r

)
r=re

= 0.

Considerando as Condições de Acoplamento na Fronteira(CAF) das duas
regiões temos que:

CAF - Pressão:

(3-39)∆p1(r1, t) = ∆p2(r1, t),

CAF - Vazão:

(3-40)q1(r1, t) = q2(r1, t).
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De maneira análoga ao regime permanente, passamos as equações do
campo real para o espaço de Laplace. Assim, as soluções da região interna e
externa desse regime são dadas por:

(3-41)∆p̄1(r, u) = A1I0(r
√

uηk1) + B1K0(rD
√

uηk1).

(3-42)∆p̄2(r, u) = A1I0(r
√

uηk2) + B1K0(rD
√

uηk2).

Usando a CCI (3-35) no espaço de Laplace na Equação (3-41) e simpli-
ficando temos:

(3-43)[A1I1(rw
√

uηk1)] − B1K1(rw
√

uηk1)] = q

2πλ1hurw
√

uηk1

.

Usando a CCE (3-38) no espaço de Laplace na Equação (3-42) e multi-
plicando por 1

re
√

uηk2
temos:

(3-44)A2I1(re
√

uηk2) − B2K1(re
√

uηk2) = 0.

Aplicando a CAF (3-39) na Equações (3-41) e (3-42) temos:

A1I0(r1
√

uηk1) + B1K0(r1
√

uηk1) − A2I0(r1
√

uηk2) + B2K0(r1
√

uηk2) = 0
(3-45)

Aplicando a CAF(3-40) na Equações(3-41) e (3-42) e multiplicando por
1

r1
√

u
temos:

(3-46)A1I1(r1
√

uηk1)√ηk1 − B1K1(r1
√

uηk)√ηk1

− A2I1(r1
√

uηk2)M√
ηk2 + B2K1(r1

√
uηk2)M√

ηk2 = 0.

As equações obtidas (3-43), (3-44), (3-45) e (3-46) formam um sistema
linear que representado em sua forma matricial temos:

(3-47)A


A1

B1

A2

B2

 =



q
2πλ1hurw

√
uηk1

0
0
0


onde A é dada por:

(3-48)A

=


I1(rw

√
uηk1) −K1(rw

√
uηk1) 0 0

0 0 I1(re
√

uηk2) −K1(re
√

uηk2)
I0(r1

√
uηk1) K0(r1

√
uηk1) −I0(r1

√
uηk2) −K0(r1

√
uηk2)

I1(r1
√

uηk1)√ηk1 −K1(r1
√

uηk1)√ηk1 −I1(r1
√

uηk2)M√
ηk2 K1(r1

√
uηk2)M√

ηk2


Os coeficientes A1, B1, A2 e B2 podem ser encontrandos resolvendo o

seguinte sistema:
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(3-49)


A1

B1

A2

B2

 = A−1



q
2πλ1hurw

√
uηk1

0
0
0

 .

Uma vez calculados os coeficientes, a pressão no poço pode ser calculada
a partir da solução geral dada por:

(3-50)∆p̄wf = A1I0(rw
√

uηk1) + B1K0(rw
√

uηk1)

3.2.2
Resultados do Modelo de Escoamento Monofásico com Duas Regiões em
Regime de Fluxo Pseudopermanente

A solução numérica no campo real pode ser obtida utilizando o Algo-
ritmo de Stehfest. Utilizando os mesmos dados usados do regime permanente,
podemos traçar as curvas de ∆pwf e d∆pwf para o regime pseudopermanente.

Figura 3.4: Curvas de Pressão para um Reservatório Monofásico com Duas
Regiões em Regime Pseudopermanente.

O gráfico (3.4) apresentam curvas de pressão e derivada de pressão de três
regimes de fluxo. A primeira região tem um valor de permeabilidade de 500mD

e a segunda região tem um valor de permeabilidade de 5000mD. Note que essa
mudança de permeabilidade afeta diretamente na vizualização gráfica da curva
de pressão e derivada de pressão. Nos tempos iniciais é possível notar a curva
de pressão somente da primeira região de permeabilidade. Nos tempos mais
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tardios, a curva reflete a segunda região com uma permeabilidade dez vezes
maior que a primeira. Por fim, no terceiro regime temos que o reservatório
entra em estado de regime pseudopermanente, ou seja, a pressão e derivada de
pressão ao longo do reservatório diminui de maneira linear com o tempo.

3.2.3
Volume Poroso em Reservatórios de Escoamento Monofásico em Regime
de Fluxo Pseudopermanente

Testes de Longa Duração (TLD) são testes em poços com duração
superior a 72 horas cuja finalidade é obter dados e informações acerca do
reservatório. Conforme Oil e Gas Authority (25), um dos principais objetivos
é obter a estimativa do volume de óleo do reservatório. De acordo com Rosa
et al. (30), no regime permanente a pressão e a vazão são constantes ao longo
do tempo. Isso implica que não há variação de armazenamento de fluidos,
dificultando a inferência do cálculo do volume poroso. Já no regime de fluxo
pseudopermanente, a pressão ao longo do tempo reduz continuamente. Com
isso, a partir da taxa de declínio de pressão e da taxa de injeção, é possível
determinar a capacidade de armazenamento do reservatório, ou seja, o volume
poroso.

Conforme S&P Global (32), há duas maneiras de calcular o volume
poroso:

1. Pela geometria do reservatório:

Vp = Ahϕ (3-51)

2. Pela reta tangente à curva do gráfico pwf ×t do regime pseudopermanente:

Vp = q

24mct

(3-52)

onde m é o coeficiente angular da reta tangente.

A partir do volume poroso é possível estimar a quantidade de petróleo
disponível no reservatório. Com uma estimativa precisa, é possível planejar as
operações de produção de maneira mais eficiente e sustentável.



4
Proposta de Solução para Escoamento Bifásico em Regimes
de Fluxo Permanente e PseudoPermanente

Neste capítulo são apresentadas duas formulações de injetividade em re-
servatório homogêneo de escoamento bifásico em estado permanente e pseudo-
permanente. Tratando-se de um modelo de teste de injetividade, no modelo
bifásico, após um certo período de tempo é formado um banco de água. A
partir disso são formados dois regimes de fluxo (água e óleo). Considere ainda
que o fluxo é por efeito de deslocamento pistão. As soluções são levadas para o
espaço de Laplace e, por fim, um sistema linear com quatro equações é obtido
e que pode ser resolvido utilizando métodos computacionais.

Nos diferentes regimes, as propriedades do fluido contido em cada uma
deles são considerados separadamente. Segundo Buckley e Leverett (1941), o
raio na frente de avanço (que pode ser visto detalhadamento no (Apêndice A)
é dado por

r2
F (t) = (rw)2 + qinjt

24πϕh
fw

′. (4-1)

onde a derivada do fluxo fracionário para um descolamento pistão em que
r2

F ≤ re é dada por

fw
′ = 1

(1 − Sor − Swi)
. (4-2)

Soluções analíticas que modelam o comportamento de pressão durante
testes de injeção em reservatórios de óleo com camada única foram propostas
anteriormente por (3), (4), (5), (19) e (30).

4.1
Regime Permanente

Considere um reservatório homogêneo em regime permanente em que a
pressão é constante no limite do reservatório, ou seja, em re. Nota que ainda
este é formado por dois regimes de fluxo em que o primeiro é representado
pelo banco de água (em azul) e o segundo é a do óleo (em marrom). A figura
a seguir ilustra o modelo adotado:
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Figura 4.1: Modelo de Reservatório Bifásico em Regime de Estado Permanante.

4.1.1
Formulação Matemática

A formulação matemática é dada a partir de um sistema de equações.
Para isso, é necessário adotar as hipóteses que descrevem o comportamento
desses fluidos. Assim, as seguintes premissas utilizadas:

1. Reservatório homogêneo;

2. Forças gravitacionais desprezíveis;

3. Espessura constante (h);

4. Compressibilidade constante;

5. Viscosidade constante (µo,w);

6. Permeabilidade constante (ko,w);

7. Porosidade fixada e avaliada na pressão inicial do reservatório (ϕ);

8. Poço de penetração completa;

9. Não há efeito do fator skin próximo ao poço;

10. Manutenção de pressão (pe) na fronteira externa (re).
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Defina ηi = αtλ̂i

ϕicti
, λ̂i = kikri

µi
e M̂ = λ̂w

λ̂o
, onde i = w, o. Tem-se que as

seguintes propriedades modelam o problema do primeiro regime(água):
EDP:

(4-3)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆pw(r, t)
∂r

)
= ϕct

λ̂w

(
∂∆pw(r, t)

∂t

)
,

CI:
(4-4)∆pw(r, t = 0) = 0,

CCI:
(4-5)q = −2πλ̂wh

(
r

∂∆pw(r, t)
∂r

)
r=rw

.

Para o segundo regime temos que:
EDP:

(4-6)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆po(r, t)
∂r

)
= ϕct

λ̂o

(
∂∆po(r, t)

∂t

)
,

CI:
(4-7)∆po(r, t = 0) = 0,

CCE:
(4-8)∆po(r = re, t) = 0.

Considerando as Condições de Acoplamento na Fronteira(CAF) entre os
dois regimes de fluxo temos que:

1)
∆pw(r = rF , t) = ∆po(r = rF , t), (4-9)

2)
qw(r = rF , t) = qo(r = rF , t). (4-10)

Aplicando a Lei de Darcy em (4-10), a igualdade passa a ser:

(4-11)−2πλ̂wh

(
r

∂∆pw(r, t)
∂r

)
r=rF

= −2πλ̂oh

(
r

∂∆po(r, t)
∂r

)
r=rF

.

Logo,

(4-12)
(

r
∂∆pw(r, t)

∂r

)
r=rF

= 1
M̂

(
r

∂∆po(r, t)
∂r

)
r=rF

.

Aplicando a transformada de Laplace na Equação (4-3):
EDO:

(4-13)1
r

d
dr

(
r

d∆pw(r, u)
dr

)
= ϕct

λ̂w

(u∆pw(r, u) − ∆pw(r, 0)) .

Aplicando a CI (4-4) no espaço de Laplace e derivando o lado esquerdo
da Equação (4-13), tem se a EDO para o regime de fluxo 1 a qual é conhecida
como a Forma Modificada de Bessel.
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EDO:

(4-14)d2∆pw(r, u)(
dr
√

u
ηw

)2 + 1
r
√

u
ηw

d∆pw(r, u)
dr
√

u
ηw

− ∆pw(r, u) = 0.

Analogamente, para o regime de fluxo 2, a Equação (4-6) reduz a:
EDO:

(4-15)1
r

d
dr

(
d∆po(r, u)

dr

)
= ϕct

λ̂o

(u∆po(r, u) − ∆po(r, 0)) .

Aplicando a CI (4-7) no espaço de Laplace e derivando o lado esquerdo
da Equação (4-15):

EDO:

(4-16)d2∆po(r, u)(
dr
√

u
ηo

)2 + 1
r
√

u
ηo

d∆po(r, u)
dr
√

u
ηo

− ∆po(r, u) = 0,

onde a solução geral para a EDO da Forma de Bessel Modificada de Ordem
Zero é conhecida e dada por

(4-17)∆p = AKv (z) + BIv (z) ,

onde:

1. A e B são constantes a serem encontradas;

2. Iv(z) é a função modificada de Bessel de primeira espécie e de ordem v;

3. Kv(z) é a função modificada de Bessel de segunda espécie e de ordem v.

Aplicando essa solução para a Equação (4-14) para o regime 1 é:

(4-18)∆pw(r, u) = AwK0

(
r

√
u

ηw

)
+ BwI0

(
r

√
u

ηw

)
.

Analogamente, para o regime 2 temos:

(4-19)∆po(r, u) = AoK0

(
r

√
u

ηo

)
+ BoI0

(
r

√
u

ηo

)
.

Passando a CCI (4-5) para o espaço de Laplace:
CCI:

(4-20)
(

r
d∆pw(r, u))

dr

)
r=rw

= −qw

2πλ̂whu

Aplicando a CCI (4-19), derivando a Equação (4-18) e multiplicando
ambos os lados por

√
ηw

u
1

rw
:

(4-21)−AwK1

(
rw

√
u

ηw

)
+ BwI1

(
rw

√
u

ηw

)
= −qw

2πλ̂whurw

√
ηw

u
.
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Passando a CCE (4-8) para o espaço de Laplace:
CCE:

(4-22)∆po(re, u) = 0.

Aplicando a CCE (4-22) na Equação (4-19):

(4-23)AoK0

(
re

√
u

ηo

)
+ BoI0

(
re

√
u

ηo

)
= 0

Como dito anteriormente, as condições de acoplamento acontecem na
frente de avanço, ou seja em r = rF . Assim, aplicando as condições (4-9) e
(4-10) no espaço de Laplace, temos:

I)

AwK0

(
rF

√
u

ηw

)
+ BwI0

(
rF

√
u

ηw

)
− AoK0

(
rF

√
u

ηo

)
− BoI0

(
rF

√
u

ηo

)
= 0

(4-24)

II) Aplicando a CAF e multiplicando ambos os lados por 1
rF

√
ηw

u
temos:

(4-25)
−AwK1

(
rF

√
u

ηw

)
+ BwI1

(
rF

√
u

ηw

)

+
(

1
M̂

√
ηw

ηo

)(
AoK1

(
rF

√
u

ηo

)
− BoI1

(
rF

√
u

ηo

))
= 0

Escrevendo as Equações (4-21), (4-23),(4-24) e (4-25) na forma matricial:

(4-26)A


Aw

Bw

Ao

Bo

 =



−qw

2πλ̂whurw

√
ηw

u

0
0
0

 ,

onde:
(4-27)A

=



−K1

(
rw

√
u

ηw

)
I1

(
rw

√
u

ηw

)
0 0

0 0 K0

(
re

√
u
ηo

)
I0

(
re

√
u
ηo

)
K0

(
rF

√
u

ηw

)
I0

(
rF

√
u

ηw

)
−K0

(
rF

√
u
ηo

)
−I0

(
rF

√
u
ηo

)
−K1

(
rF

√
u

ηw

)
I1

(
rF

√
u

ηw

) (
1

M̂

√
ηw

ηo

)(
K1

(
rF

√
u
ηo

))
−
(

1
M̂

√
ηw

ηo

)(
I1

(
rF

√
u
ηo

))


.

Assim, os coeficientes Aw, Bw, Ao e Bo podem ser encontrados a partir
da seguinte maneira:

(4-28)


Aw

Bw

Ao

Bo

 = AA−1



−qwαp

λ̂whurw

√
ηw

u

0
0
0
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A solução geral no poço desse problema é dado por:

(4-29)∆pwf = AwK0

(
rw

√
u

ηw

)
+ BwI0

(
rw

√
u

ηw

)

4.2
Regime Pseudopermanente

Considere um reservatório homogêneo formado por dois regimes de fluxo
em que o primeiro é representado pelo banco de água (em azul) e o segundo
é a do óleo (em marrom). Nota-se ainda que essa fronteira é completamente
selada, ou seja, não tem fluxo de fluido nas fronteiras. Por isso, nesse caso
iremos abordar um reservatório em regime pseudopermanente.

Figura 4.2: Modelo de Reservatório Bifásico em Regime de Estado PseudoPer-
manante.

4.2.1
Formulação Matemática

A formulação matemática é dada a partir de um sistema de equações.
Para isso, é necessário adotar as hipóteses que descrevem o comportamento
desses fluidos. Assim, as seguintes premissas utilizadas:

1. Reservatório homogêneo;

2. Forças gravitacionais desprezíveis;
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3. Espessura constante (h);

4. Compressibilidade pequena e constante;

5. Viscosidade constante (µo,w);

6. Permeabilidade constante (ko,w);

7. Porosidade fixada e avaliada na pressão inicial do reservatório (ϕ);

8. Poço de penetração completa;

9. Não há efeito do fator skin próximo ao poço;

10. Não fluxo na fronteira externa (re).

Defina ηi = αtλ̂i

ϕicti
, λ̂i = kikri

µi
e M̂ = λ̂w

λ̂o
, onde i = w, o. Tem-se que as

seguintes propriedades modelam o problema do fluido água:
EDP:

(4-30)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆pw(r, t)
∂r

)
= ϕct

λ̂w

(
∂∆pw(r, t)

∂t

)
,

CI:
(4-31)∆pw(r, t = 0) = 0,

CCI:
(4-32)q = −2πλ̂wh

(
r

∂∆pw(r, t)
∂r

)
r=rw

.

Para o segundo regime temos que:
EDP:

(4-33)1
r

∂

∂r

(
r

∂∆po(r, t)
∂r

)
= ϕct

λ̂o

(
∂∆po(r, t)

∂t

)
,

CI:
(4-34)∆po(r, t = 0) = 0,

CCE:
(4-35)

(
r

∂∆po(r, t)
∂r

)
r=re

= 0.

As condições de acomplamento que ocorre entre os dois regimes podem
ser dadas por:

1)
∆pw(r = rF , t) = ∆po(r = rF , t), (4-36)

2)
qw(r = rF , t) = qo(r = rF , t). (4-37)

Analogamente ao regime permanente, temos que as soluções são dadas
por:

(4-38)∆pw(r, u) = AwK0

(
r

√
u

ηw

)
+ BwI0

(
r

√
u

ηw

)
.
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(4-39)∆po(r, u) = AoK0

(
r

√
u

ηo

)
+ BoI0

(
r

√
u

ηo

)
.

Observe que o que difere o regime permanente do pseudopermanente é
a região externa, pois uma é selada e a outra não. Assim, iremos mostrar
o processo somente da CCE (4-35), pois as demais condições são análogas.
Assim, passando a CCE (4-35) para o espaço de Laplace:

CCE:
(4-40)

(
r

d∆po(r, u)
dr

)
r=re

= 0

Aplicando a CCE (4-40) na Equação (4-39) e multiplicando ambos os
lados por 1

re

√
ηo

u
temos:

(4-41)−AoK1

(
re

√
u

ηo

)
+ B2I1

(
re

√
u

ηo

)
= 0

Assim, escrevendo as equações que modelam esse problema na forma
matricial temos:

(4-42)A


Aw

Bw

Ao

Bo

 =



−qwαp

λ̂whurw

√
ηw

u

0
0
0

 ,

onde:
(4-43)A

=



−K1

(
rw

√
u

ηw

)
I1

(
rw

√
u

ηw

)
0 0

0 0 −K1

(
re

√
u
ηo

)
I1

(
re

√
u
ηo

)
K0

(
rF

√
u

ηw

)
I0

(
rF

√
u

ηw

)
−K0

(
rF

√
u
ηo

)
−I0

(
rF

√
u
ηo

)
−K1

(
rF

√
u

ηw

)
I1

(
rF

√
u

ηw

) (
1

M̂

√
ηw

ηo

)(
K1

(
rF

√
u
ηo

))
−
(

1
M̂

√
ηw

ηo

)(
I1

(
rF

√
u
ηo

))


.

Assim, os coeficientes Aw, Bw, Ao e Bo podem ser encontrados a partir
da seguinte maneira:

(4-44)


Aw

Bw

Ao

Bo

 = A−1



−qw

2πλ̂whurw

√
ηw

u

0
0
0


A solução geral no poço desse problema é dado por:

(4-45)∆pwf = AwK0

(
rw

√
u

ηw

)
+ BwI0

(
rw

√
u

ηw

)
Uma vez definida as soluções para um escoamento bifásico com regime

permanente e pseudopermanente, as curvas de pressão podem ser traçadas
utilizando o Algoritmo de Stehfest. Curvas estas que serão mostradas no
próximo capítulo.



5
Resultados

Neste capítulo, apresentaremos os resultados obtidos após a implemen-
tação das soluções analíticas propostas no Capítulo 4 através de um programa
em python. Diferentes cenários, considerando diferentes propriedades do re-
servatório, foram utilizados para comparar os resultados. Por fim, a análise
da curva da derivada da pressão foi realizada para uma melhor interpretação
dos testes de injetividade. Vale salientar que a derivada de pressão foi calcu-
lada conforme a abordagem de Bourdet (8). Além disso, foi possível calcular
o volume poroso para o caso do regime pseudopermanente sujeito a testes de
injetividade utilizando os conceitos abordados no capítulo 3.

5.1
Parâmetros Utilizados

Os parâmetros utilizados para a comparação dos gráficos podem ser vistos
na tabela a seguir:

Água e Óleo
Permeabilidade k (mD) 500

Permeabilidade
Relativa kr (mD)

1

Porosidade ϕ 0.27
Compressibilidade

Total ct (Pa−1)
120e−6

Tabela 5.1: Valores de propriedades dos regimes de fluxo da água e do óleo.

Para o raio externo foi utilizado 500m. Além disso, a taxa de mobilidade
está relacionada a eficiência de varredura do reservatório e, através dessa taxa
é possível saber qual fluido se move com maior facilidade no meio poroso.
A taxa de mobilidade pode ser definida através da razão entre dois pontos
correspondentes nas curvas de mobilidade vistas no Apêndice A, logo:

M(Sw) = λw(Sw)
λo(Sw) (5-1)

Diante disso, a razão de mobilidade (M̂) pode ser definida através da
razão entre a mobilidade de água na saturação residual de óleo e a mobilidade
do óleo na saturação residual da água, ou seja:
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M̂ = λw(Sor)
λo(Swi)

= λ̂w

λ̂o

(5-2)

Por Neto (24), para o caso de índices de mobilidade baixas (M̂ < 1), o
fluxo é desfavorável ao deslocamento da água. Já para índices de mobilidade
altas (M̂ > 1) o fluxo é favorável ao deslocamento da água.

5.2
Análise de Casos

As curvas de pressão e derivada logarítimica de pressão serão apresenta-
das em todos os casos. Além disso, a viscosidade da água sempre será conside-
rada como 0.5 cP .

5.2.1
Caso A

Nesse caso estamos considerando a viscosidade do óleo sendo µo = 0.2cP .
Assim, as curvas de pressão e de derivada logarítmica de pressão para o caso
do regime pseudopermanente podem ser dadas por:

Figura 5.1: Curvas de ∆p(t) e d∆p(t)
d ln(t) em Regime de Estado Pseudopermanante

µo = 0.2 cP .

Esse gráfico representa três regimes de fluxo distintos. O primeiro é
formado pelas propriedades do óleo, o segundo pelas propriedades da água
e o terceiro pelo regime de fluxo pseudopermanente. Podemos notar no
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comportamento da derivada logatítmica da pressão valores menores nos tempos
iniciais. Isso ocorre devido que a mobilidade da água ser menos favorável
a mobilidade do óleo, uma vez que a razão de mobilidade é menor que 1,
M̂ = 0.4. Por fim, o reservatório entra em estado de pseudopermanente, ou
seja, a mudança na curva da pressão e da derivada de pressão nos tempos finais
é suficientemente pequena ao longo do tempo mostrando uma tendência linear.
Esse fato ocorre devido a taxa de variação da pressão em relação ao tempo ser
constante nesse regime.

5.2.2
Caso B

Para o caso B consideramos a viscosidade do óleo sendo µo = 0.8 cP .
Assim, as curvas podem ser visualizadas por:

Figura 5.2: Curvas de ∆p(t) e d∆p(t)
d ln(t) em Regime de Estado PseudoPermanante

com µo = 0.8 cP .

Nesse caso, o fluxo é favorável a água resultando em valores de derivada
da pressão maiores nos tempos iniciais. Isso ocorre devido a razão de mobili-
dade ser maior que 1, M̂ = 1.6. Após um tempo, a derivada logarítmica da
pressão cai e, por fim, o reservatório entra em estado de regime pseudoperma-
nente.



Capítulo 5. Resultados 43

5.2.3
Volume Poroso a partir de Testes de Injetividade em Regime de FluxoP-
seudopermanente

Por hipótese, estamos considerando que o formato do reservatório é um
cilindro. Sabemos que por (32), o volume poroso pela geometria é dado por:

Vp = Ahϕ = πr2
ehϕ. (5-3)

Usando re = 500 m, h = 50 m e ϕ = 0.15, obtemos que

V p = π ∗ (500)2 ∗ 500 ∗ 0.15 ≈ 5.800.000 m3 (5-4)
Como a solução da variação da pressão para o regime de fluxo pseudoper-

manente é dada pela Equação (4-45), podemos encontrar pwf . Assim, traçando
a curva da Pressão no Poço (pwf ) vs Tempo do regime de fluxo pseudoperma-
nente, temos o gráfico:

Figura 5.3: Curva de pwf vs t em Regime de Fluxo Pseudopermanante.

Observe que a partir dos gráficos (5.1) e (5.2) o reservatório entra em
regime de fluxo pseudopermanente a partir do tempo aproximado de t = 10 h.
Assim, traçando uma reta tangente a curva do regime pseudopermanente a
partir de 10 h, obtemos:
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Figura 5.4: Curva de pwf vs t em Regime de Fluxo Pseudopermanante.

O coeficiente angular obtido através da curva foi de aproximadamente
0.061. O volume poroso através da curva de pwf pode ser obtido:

V p = q

24mct

, (5-5)

onde m é o coeficiente angular da reta tangente. Usando ct = 120e−6 Pa−1

e q = 1000 m3/dia o volume poroso através do coeficiente angular da reta
tangente é dado por:

V p = 1000
24 ∗ |−0.061| ∗ 120e−6 ≈ 5.600.000. (5-6)

O erro relativo percentual pode ser calculado como:

erro = |5.800.000 − 5.600.000|
5.800.000 ≈ 0.034 ∗ 100% = 3.4% . (5-7)

Nota-se de fato que a partir de um teste de injetividade em um esco-
amento bifásico em regime de fluxo pseudopermanente é possível calcular o
volume poroso de óleo de um reservatório.

5.2.4
Caso C

Nesse caso, consideremos a viscosidade do óleo sendo µo = 0.8cP . Assim,
as curvas de pressão e derivada de pressão para o regime de fluxo permanente
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são dadas por:

Figura 5.5: Curvas de ∆P e d∆p(t)
d ln(t) em Regime de Estado Permanante com

µo = 0.8 cP .

O gráfico da Figura (5.5) representa um reservatório com três regimes
de fluxo. A primeira região do gráfico apresenta uma queda na derivada da
pressão devido a razão de mobilidade ser maior que 1, M̂ = 1.6. O fluxo é
favorável a água, assim nos tempos iniciais temos valores mais altos da derivada
da pressão que nos tempos finais. Por fim, o reservatório entra em estado de
regime permanente, ou seja, a derivada logarítmica da pressão em relação ao
tempo tende a zero.

5.2.5
Caso D

Para o caso D, consideremos a viscosidade do óleo sendo µo = 0.2 cP .
Com isso, podemos observar as curvas para o regime de fluxo permanente por:
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Figura 5.6: Curvas de ∆P e d∆p(t)
d ln(t) em Regime de Estado Permanante com

µo = 0.2 cP .

Nos tempos iniciais observamos valores mais baixos da derivada da
pressão devido à razão da mobilidade ser menor que 1, em que o fluxo é
favorável ao óleo. Na segunda região (da água) notamos um aumento de
derivada de pressão. Como a viscosidade da água é maior, ela vai ter mais
resistência em se descolar pelo meio poroso levando o aumento de valores da
derivada de pressão durante a fase em que a água domina o processo do teste de
injeção. Nota-se ainda que ao final do gráfico a derivada logarítimica da pressão
se manteve constante tendo um comportamento semelhante a um reservatório
de extensão infinita.

5.2.6
Estudo de Sensibilidade

Para alguns valores de razão de mobilidade menores que 1, podemos
observar que a partir da fronteira externa o modelo de escoamento bifásico
em regime de fluxo permanente não tinha um comportamento de estado
permanente. Um dos fatores em que isso pode ter ocorrido é que devido ao
fato de nesse caso a razão da mobilidade da água ser menos favorável ao fluxo
e, como há manutenção de pressão que na maioria dos casos são aquíferos, então
possa ser que no final da curva da derivada logarítimica de pressão estejamos
observando as propriedades do aquífero. A figura a seguir ilustra alguns casos
para razões de mobilidade menores, iguais e maiores que 1.
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Figura 5.7: Curvas de ∆P e ∆P ′ em Regime de Estado Permanante.

Para a análise de sensibilidade da solução para regime permanente, foram
assumidos diferentes valores para a viscosidade do óleo. Com isso, é possível
avaliar os resultados para diversos valores de mobilidades, conforme mostrado
no gráfico (5.7). É possível observar os três casos de razão de mobilidade
e, consequentemente o comportamento das curvas de derivada de pressão.
Para valores em que a razão de mobilidade é menor que 1, percebemos que o
reservatório se comporta com um reservatório de extensão infinita e observamos
que a taxa de crescimento da derivada de variação de pressão se mantem
constante. Já para o caso em que a razão de mobilidade é maior ou igual a
1, percebemos a curva da derivada de pressão constante até atingir o regime
permanente em que a derivada da pressão tende a 0.



6
Conclusão e trabalhos futuros

Com base na solução analítica proposta por Neto et al. (22) e Rosa et al.
(30), este trabalho propôs uma formulação para um modelo analítico de testes
de injetividade em reservatórios de escoamento bifásico em regimes de fluxo
permanente e pseudopermanente.

A abordagem sugerida aqui foi aplicada para diferentes cenários. Casos
com permeabilidades diferentes, mas com viscosidades iguais no caso monofá-
sico e permeabilidades iguais, mas com viscosidades diferentes no caso bifásico.
Os resultados apresentaram um comportamento esperado na literatura. Além
disso, o trabalho mostrou-se eficiente para estimar o volume poroso do regime
de fluxo pseudopermanente a partir de testes de injetividade, com um erro
relativo de 3.4%.

O modelo analítico desenvolvido neste trabalho pode ser utilizado como
base para estudos futuros. A título de exemplo, pode-se estender a solução
encontrada nos capítulos 3 e 4 para um modelo de reservatório multicamadas.
Além disso, efeitos de skin podem ser considerados como base para formulações
futuras. Dessa maneira, este trabalho serve também para ampliar os estudos
sobre o principal ponto do capítulo 5, na curva do caso D em que podemos
observar que as propriedades são possivelmente de um aquífero.
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A
Conceitos Básicos de Fluxo Fracionário e a Teoria de Buckley-
Leverett para um Escoamento Radial

A equação da taxa de avanço total de Buckley e Leverett (9) é uma
expressão matemática que descreve a variação da saturação de fluidos em
um sistema de deslocamento de fluidos imiscíveis. Esse modelo matemático
proposto por Buckley-Leverett é utilizado para modelar o descolamento de um
fluido para outro em um meio poroso, com a movimentação de água por óleo
em um reservatório preenchido de petróleo.

Para a dedução da Equação do Fluxo Fracionário considere as seguintes
hipóteses:

1. Meio poroso linear, homogêneo e isotrópico;

2. Fluidos incompressíveis;

3. Não há mudança de fase.

A figura A.1 representa a circulação de fluidos através de um meio poroso
em formato de paralelepípedo, apresentando uma seção transversal A e um
ângulo de inclinação em relação ao eixo horizontal, indicado por α.

Figura A.1: Fluxo linear inclinado com formato de paralelepípedo de dois
fluidos imiscíveis. Fonte: (30)

Utilizando a lei de Darcy, a velocidade em cada fluido pode ser descrita
como:

(A-1)
vw = qw

A

= −kw

µw

(
∂pw

∂x
+ ρwg sin(α)

)
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(A-2)
vo = qo

A

= −ko

µo

(
∂po

∂x
+ ρog sin(α)

)

onde vw e vo são, respectivamente, a taxa de fluxo da água e óleo por unidade
de área aberta ao fluxo. As derivadas parciais das pressões ∂pw

∂x
e ∂po

∂x
indicam

os gradientes de pressão na direção do fluxo para as fases água e óleo, enquanto
ρw e ρo denotam as massas específicas da água e do óleo.

Observe que as Equações (A-1) e (A-2) podem ser reformuladas da
seguinte forma:

(A-3)qwµw

Akw

= −
(

∂pw

∂x
+ gρw sin(α)

)

(A-4)qoµo

Ako

= −
(

∂po

∂x
+ gρo sin(α)

)

Subtraindo a Equação (A-4) da (A-3), temos:

(A-5)qoµo

Ako

− qwµw

Akw

= −
(

∂po

∂x
− ∂pw

∂x

)
− (ρo − ρw) g sin(α)

Por definição, tem-se que a diferença das pressões na fase água e óleo é
igual a pressão capilar. Consequentemente, a diferença entre os gradientes de
pressão também será igual ao gradiente da pressão capilar. Ou seja,

(A-6)∂pc

∂x
= ∂po

∂x
− ∂pw

∂x

Da mesma forma sabemos que

(A-7)∆ρ = ρw − ρo

Substituindo as Equações (A-6) e (A-7) na Equação (A-5), temos:

(A-8)qoµo

Ako

− qwµw

Akw

= −
(

∂pc

∂x

)
+ ∆ρg sin(α)

ou ainda:

(A-9)qo

qT

− qwµwko

qT kwµo

= − koA

µoqT

(
∂pc

∂x
− ∆ρg sin(α)

)

O fluxo fracionário na fase da água pode ser definido pela razão entre
a vazão da água da vazão total do reservatório. De maneira análoga temos o
mesmo para o fluxo fracionário na fase do óleo. Denotaremos, respectivamente,
fw e fo. Assim,

(A-10)fw = qw

qT
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(A-11)fo = qo

qT

Note ainda que:

(A-12)
fw + fo = 1

⇒ fo

= 1 − fw

Substituindo as Equações (A-10), (A-11) e (A-12) na Equação (A-9)
temos:

(A-13)fw =
1 + ko

µo

A
qT

(
∂pc

∂x
− ∆ρg sin(α)

)
1 + µwko

kwµo

No caso em que o escoamento se dá somente na direção horizontal,
consequentemente, sin(α) = 0 e desprezando os efeitos gravitacionais e o
gradiente da pressão capilar, a equação do fluxo fracionária da água passa
a ser:

(A-14)
fw = 1

1 + µwko

kwµo

=
krw

µw

krw

µw
+ kro

µo

A figura a seguir representa as curvas de permeabilidade relativa da fase
do óleo e da água, respectivamente, kro e krw em função da saturação da água.

Figura A.2: Curvas de Permeabilidade Relativa Água-Óleo.
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Além disso, à medida em que a permeabilidade relativa da água é
crescente com o aumento da saturação do fluido, a permeabilidade do óleo
é descrescente. Nesse caso, conforme a saturação da água aumenta, a do óleo
diminui, ou seja, um fluido dificulta a presença do outro fluido no reservatório.

A figura (A.3) representa uma curva de comportamento do fluxo franci-
onário de água em relação a saturação da água.

Figura A.3: Curva de Fluxo Fracionário de Água.

A mobilidade de um fluido pode ser definida como a razão entre a
permeabilidade efetiva a esse fluido da sua viscosidade. Denote λf a mobilidade
na fase do fluido. Assim,

(A-15)λw = kw

µw

(A-16)λo = ko

µo

(A-17)λt = λw + λo

onde λt é a mobilidade total no reservatório. A figura a seguir representa essas
mobilidades:
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Figura A.4: Mobilidades da água, óleo e total em relação a saturação de água.

A razão de mobilidades (M) é uma relação entre a mobilidade do fluido
deslocante sobre a mobilidade do fluido descolado, no nosso caso, água e óleo,
respectivamente. Assim, a razão de mobilidades é dada por:

(A-18)
M = λw

λo

= kw/µw

ko/µo

Para a Equação da Frente de Avanço considere as seguintes hipóteses:

1. Reservatório homogêneo, radial e isotrópico;

2. Fluidos homogêneos, imiscíveis e incompressíveis;

3. Fluidos escorrem na direção horizontal.

A figura a seguir representa o modelo em questão:
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Figura A.5: Modelo de Escoamento Radial.

Aplicando a Lei de Conservação de Massa, temos:

(A-19)∆mw = ([(uwρw2πrh)r − (uwρw2πrh)r+∆r] .

A Lei de Conservação de Massa também pode ser aplicada para obter a
diferença de massa no instante t e t + ∆t, ou seja:

(A-20)∆mw = (πh([r + ∆r]2 − r2)ϕSwρw)t+∆t − (πh([r + ∆r]2 − r2)ϕSwρw)t.

Igualando as Equações (A-19) e (A-20), temos:

2πρwh∆t [(uwr)r − (uwr)r+∆r] = πh([r + ∆r]2 − r2)ϕρw [(Sw)t+∆t − (Sw)t] .
(A-21)

Note que

(A-22)
[r + ∆r]2 − r2 = r2 + 2r∆r + ∆r2 − r2

= 2r∆r + ∆r2

≈ 2r∆r.

Substituindo (A-22) em (A-21), temos:

2πρw∆t [(uwhr)r −(uwhr)r+∆r] = 2πr∆rϕρwh([r+∆r]2−r2) [(Sw)t+∆t−(Sw)t] .
(A-23)

Multiplicando a Equação (A-23) por 1
2πr∆r∆t

, temos:

(A-24)ρw
[(uwhr)r − (uwhr)r+∆r]

r∆r
= ϕρwh

[(Sw)t+∆t − (Sw)t]
∆t

.

Usando a definição de derivada, a Equação (A-24) pode ser escrita por:

(A-25)
lim

∆r→0
ρw

[(uwhr)r − (uwhr)r+∆r]
r∆r

= ϕρwh lim
∆t→0

[(Sw)t+∆t − (Sw)t]
∆t

,

−1
r

∂(uwrh)
∂r

= ϕh
∂Sw

∂t
.
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A vazão de injeção total do escoamento radial é definida como:

(A-26)qt = 2πrhuw.

Substituindo as Equações (A-26) e (A-10) na Equação (A-25), temos:

(A-27)− 1
2πr

qt
∂fw

∂r
= ϕh

∂Sw

∂t
.

Sabemos que o fluxo fracionário fw é uma função que depende da satu-
ração de água Sw, uma vez que, fluxo fracionário expressa como a contribuição
relativa de cada fase varia com a saturação de água no meio poroso. Assim,

(A-28)
fw = fw(Sw),

∂fw(Sw)
∂r

= ∂fw

∂Sw

∂Sw

∂r
.

Da mesma forma, a saturação de água é uma função que depende do
espaço e tempo, ou seja, Sw = Sw(r, t). Derivando essa expressão, temos:

(A-29)dSw = ∂Sw

∂r
dr + ∂Sw

∂t
dt.

Como a saturação da água é constante em pequenas mudanças na posição
radial (dr) e no tempo (dt) , segue que dSw = 0. Substituindo na Equação (A-
29), multiplicando por 1

dt
e reformulando, temos:

(A-30)
−∂Sw

∂r

dr

dt
= ∂Sw

∂t
,

−
(

dr

dt

)
Sw

= ∂Sw

∂t
.

Igualando as equações (A-30) e (A-27), temos:

(A-31)
(

dr

dt

)
Sw

= 1
2πϕhr

qt
∂fw

∂Sw

.

Integrando ambos os lados, temos:

(A-32)
∫ rF

rw

2πϕhrdr =
∫ t

0
qt

∂fw

∂Sw

dt.

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo em (A-32), temos:

(A-33)rF
2 = rw

2 + qt

πϕh

∂fw

∂Sw

A Equação (A-33) é conhecida como Equação da Taxa de Avanço Frontal
e rF como o Raio da Frente de Avanço.



B
Pontos das Curvas de Permeabilidade Relativa, Fluxo Fraci-
onário e Mobilidades

Sw Krw Kro Krt
0.25 0 0.5403 0.5403
0.2735 0.00473 0.500145 0.509311667
0.297 0.009458 0.45999 0.478319457
0.3205 0.014188 0.419835 0.447331124
0.344 0.018916 0.379685 0.416343915
0.3675 0.023646 0.33953 0.385355581
0.391 0.028374 0.299375 0.354363372
0.4145 0.03311 0.261046 0.325212667
0.438 0.037873 0.223727 0.297124287
0.4615 0.042757 0.188473 0.271335403
0.485 0.047613 0.154791 0.247064256
0.5085 0.052476 0.122027 0.223724674
0.532 0.058981 0.095422 0.209726264
0.5555 0.066197 0.071638 0.19992676
0.579 0.0737 0.051815 0.194644457
0.6025 0.082294 0.034833 0.194317496
0.61425 0.088878 0.029584 0.201828186
0.626 0.095461 0.024335 0.209336938
0.6495 0.110594 0.015993 0.230322457
0.673 0.127831 0.099207 0.346941496
0.68475 0.138214 0.00657 0.274426589
0.6965 0.148597 0.003933 0.291911682
0.7012 0.153477 0.003147 0.300583047
0.7059 0.158358 0.00236 0.309255349
0.7106 0.163239 0.001573 0.317927651
0.7153 0.168119 0.000787 0.326599016
0.71765 0.17056 0.000393 0.330935636
0.72 0.173 0 0.335271318

Tabela B.1: Pontos das permeabilidades relativas de cada fase e saturação de
água.
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Sw fw
0.25 0
0.2735 0.017997
0.297 0.03832
0.3205 0.067466
0.344 0.088049
0.3675 0.118916
0.391 0.155174
0.4145 0.197309
0.438 0.247026
0.4615 0.305387
0.485 0.37348
0.5085 0.454567
0.532 0.545015
0.5555 0.641677
0.579 0.733797
0.6025 0.820742
0.61425 0.853419
0.626 0.883752
0.6495 0.930563
0.673 0.964168
0.68475 0.974168
0.6965 0.986525
0.7012 0.989531
0.7059 0.992369
0.7106 0.995051
0.7153 0.997591
0.71765 0.99811
0.72 1

Tabela B.2: Pontos de fluxo fracionário e saturação de água.


