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Resumo

Silva, Paulo Ricardo de Franca; Sirakov, Boyan Slavchev. A
equacao de Laplace e o método de Perron. Rio de
Janeiro, 2024. 66p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacao versa sobre a equacao de Laplace e dos resultados que
obtemos tentando resolve-la. Nosso principal objetivo ¢ resolver o problema

classico de Dirichlet utilizando o método de Perron.

Palavras-chave
Equagao de Laplace; Problema de Dirichlet; Método de Perron; Princi-

pio do maximo.



Abstract

Silva, Paulo Ricardo de Franga; Sirakov, Boyan Slavchev (Advi-
sor). The Laplace equation and the Perron method. Rio de
Janeiro, 2024. 66p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This dissertation addresses the Laplace’s equation and the results that
arise when attempting to solve it. Our main objective is to solve the classical

Dirichlet problem using Perron’s method.

Keywords
Laplace equation; Dirichlet’s problem; Perron’s method; Maximum Prin-

cipl.
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Tudo que vem de mal, vocé transforma em bem

Nova Igreja Music, Maior Ato de Amor.



1
Introducao

Esta dissertacao aborda a Equagao de Laplace com o objetivo central
de resolver o problema de Dirichlet utilizando o método de Perron. No
texto, aspiramos fazer uma contribuicao didatica, ao estudo dos resultados
que surgem ao tentar resolver a equacdo de Laplace. O foco é que o leitor
compreenda o texto com fluidez.

No segundo capitulo, procuramos apresentar resultados de algebra linear
e de analise para ajudar o leitor a revisitar algumas ferramentas basicas
necessarias para o texto.

No terceiro capitulo, apresentamos defini¢oes bésicas e a equagao de La-
place de forma intrinseca, mostrando que ela aparece de forma natural en-
quanto tentamos entender as defini¢bes de uma equacgao diferencial parcial
(EDP) linear de segunda ordem. Primariamente, abordamos as EDP’s lineares
de segunda ordem por meio de uma mudanca de variaveis e investigamos pro-
fundamente as implicagoes dessa abordagem, que nos capacita a categorizar
EDPs em trés tipos: elipticas, hiperbdlicas e parabdlicas. Finalizamos o capi-
tulo apresentando o conceito de problema bem posto e damos exemplos dos
problemas de dados iniciais relevantes da literatura.

No quarto capitulo, discutimos a solucao fundamental e a funcao de
Green em uma bola genérica no R"™. Desenvolvemos, a formula de Poisson,
crucial para o método de Perron, que permite estender funcées continuas na
fronteira de uma bola para uma funcao harmoénica dentro da bola. Come¢amos
examinando a invariancia das solugoes da equacao de Laplace sob rotagoes para
definir a solu¢ao fundamental. Em seguida, aplicamos a identidade de Green
a solucao fundamental em conjunto com uma funcio C? qualquer, resultando
na formula da representagao de Green, que motiva a definicdo da funcao de
Green. Com essas ferramentas, construimos a fun¢ao de Green para uma bola
qualquer centrada na origem, a formula de Poisson e encerramos o capitulo
mostrando como estender uma fungao que é continua na fronteira de uma bola
dada para uma fung¢ao harmonica no interior da bola.

No quinto capitulo, apresentamos as defini¢oes de propriedade da média,
de funcao harmonica e de funcoes C? sub-harmonicas e super-harmonicas. O

resultado principal deste capitulo é mostrar que para uma funcio C? ter a
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propriedade da média é necessario e suficiente que ela seja harmonica.

No sexto capitulo, o alvo é mostrar o principio do maximo e o principio do
maximo forte, fundamentais para a teoria. Discutimos suas implica¢oes, como
o principio da comparagao e a unicidade no problema de Dirichlet. Exploramos
um exemplo para ressaltar que o principio do maximo nao vale para dominios
nao limitados. Investigamos também resultados analogos para dominios mais
gerais sob certas hipdteses, como o lema de Hopf, e concluimos com o principio
do maximo forte.

O sétimo capitulo aborda a desigualdade de Harnack, estimativas funda-
mentais e resultados de convergéncia relevantes na literatura. A desigualdade
de Harnack permite comparar num aberto sob condigoes especificas que o ma-
ximo e o minimo de uma fun¢ao harmoénica nao negativa com uma constante
que depende apenas do aberto e da distancia entre o aberto e a fronteira do
dominio. Também mostramos estimativas fundamentais sobre fung¢ées harmo-
nicas e finalizamos o capitulo com resultados de convergéncia de sequéncias de
fungoes harmonicas.

No ultimo capitulo, mostramos o resultado principal. Introduzimos o con-
ceito de fungoes continuas sub-harmonicas e super-harmonicas e demonstramos
uma espécie de principio do maximo forte quando comparamos func¢oes sub-
harmonicas e super-harmonicas na fronteira de um dominio. Esse resultado
corrobora o principio do maximo para fungoes sub-harmonicas. Desenvolve-
mos o vocabuldrio necessario para definir a solugdo de Perron e demonstrar
sua propriedade como fun¢ao harmoénica. Por fim, estudamos o comportamento
das solugoes do problema de Dirichlet na fronteira para entender as condigoes
de existéncia de solugao e mostrar para quais tipos de dominios a solugao de

Perron é de fato solugdo do problema de Dirichlet.



2

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar defini¢coes e resultados que vao nos

ajudar ao longo do texto.

2.1
Algebra Linear

Definig¢ao 2.1 (Trago de uma matriz) Seja A = (a;;) € Mpxn(R). O

traco de uma matriz quadrada A é definido por tr(A) := > | a;.

Observacao 2.1 Dadas A = (aij),D = (dij) € Muxn(R) vale que
tr(AD) = 37y Yooy aindii-

Para facilitar a verificagdo deste fato defina M := AD, dai os termos de

M sdo da forma m;; = Y27 _; agdi; parai,j =1,...,n. Com efeito,

tr(AD) = tr(M) = Zmii = Z Z a;xdy; verificando assim o fato.
i=1 i=1 k=1
Observagao 2.2 Dadas P = (pi;),Q = (¢;j) € Muxn(R) tal que P €

simétrica e QF = (qu) € a matriz transposta de (), vale que

n n n
> Pk = Y Predeidh = Y QrPredej = (QtP Q)

k=1 k=1 k=1 K

2.2
Analise

Nesta secao 2 C R™ é um conjunto aberto e conexo.
Defini¢ao 2.2 (Limite superior) Sejam f : Q — R e xy ponto de acumu-

lagio de Q2. Dizemos que L € limite superior de f em xq, se e somente se para
cada e > 0, existe 0 > 0 tal que f(x) < L+¢ para todo x € {Bs(xo) N Q}—{z0}.

Defini¢ao 2.3 (Limite inferior) Sejam f: Q — R e x¢ ponto de acumula-
cdo de ). Dizemos que L € limite inferior de f em xq, se e somente se para cada
e >0, existe 0 > 0 tal que L — e < f(x) para todo x € {Bs(xo) NQ} — {xo}.
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Definicao 2.4 (Gradiente) Seja © = (x1,...,z,) € Q. O gradiente de
u: Q — R diferencidvel em x € ) é o vetor

_%_
8131

o
Vu(z) = | 07a

o
L0z,

Defini¢ao 2.5 (Derivada direcional) Sejam v vetor do R™ e u : Q — R
diferencidvel. A derivada direcional de u mo ponto v € 2, na diregio de v €,

por definicao,
ou, . u(z+tv) —u(r)
gy (@) =l / '

Defini¢ao 2.6 (Hessiana) Seja u(zy,...,z,) € C*(Q). Chamamos a matriz

[ 0%u 0?u Ou 7
Ox? 01,0z 01,01,
0*u 0*u 0*u
D*u(x) := | Oxp021 O3 0x20xy | de hessiana de u.
0?u 0?u 0?u
L0x,0x1 01,01 o 5’7@% i

Observagao 2.3 Como u € C?*(), pelo teorema de Schwarz, as derivadas
parciais mistas de sequnda ordem sdo iguais. Logo, D*u(z) é uma matriz

simétrica.

Defini¢ao 2.7 (Derivada de multi indices) Seja u funcio k > 0 wvezes

diferencidavel, usamos a sequinte notacao

OFu

0%y ...0%x,

D%y =

em que o = (ayq,..,0p,) EN" eag + -+, = k.
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Teorema 2.8 (Fubini) Sejam X,Y C R"™ Lebesque mensurdveis. Dada f

funcdo integravel em X XY, entao

/Xxy f@’y)dxdy:/X/Yf(%y)dycmZ/Y/Xf(x,y)dxdy.

Teorema 2.9 (Gauss-Green) Seja Q@ C R"™ aberto limitado com fronteira

C*. Dado u € C'(Q) valem
. Jo %d:c = [oquuidSy parai=1,...,n;
. Jodivudr = [you - vdS,,

em que v(z) = (vi(x),...,vn(x)) é o vetor normal a 02 no ponto x que aponta

para fora de Q.

Teorema 2.10 (Integragdo por partes) Seja Q2 C R"™ aberto limitado com

fronteira Ct. Se u,v € C*(Q), entdio

8uvdac:—/u
Q

Q 0x;

W e [ wwovds,
ox; Gle)

para1=1,...,n.

Teorema 2.11 (Identidades de Green) Seja Q@ C R™ aberto limitado com

fronteira C*. Se u,v € C*(Q), entdo valem as sequintes identidades.

i Jo Audz = [q94dS,;
1. JoVv-Vudr = — [ ulAvdx + [4q %ud&c;

il JquAv —vAudr = [4q u% — U%dé’x.

Observagao 2.4 Seja Br(0) C R"™. Valem,

Be(0) = [ 1dv=|By(0)| "

BRr(0)

9BR(0)] := /8B o 152 =n|By(O)] B
R

em que |B1(0)] == [p, ) 1dz, é o volume da bola unitdria.

Definicao 2.12 Sejam U,V C R"™ abertos. Dizemos que V estd compactado
emU seVCV CU eV é compacto. Denotamos por V.CC U.



3

Definicoes Basicas e Mudancas de Variaveis

A ideia deste capitulo é mostrar como o Laplaciano aparece de forma
organica na teoria das EDP’s lineares de segunda ordem e apresentar as
classificacoes das mesmas.

Vamos comegar dando a forma geral das EDP’s lineares de primeira
e de segunda ordem. Para, através de uma mudanca de varidveis, gerar
as classificagoes das EDP’s lineares de segunda ordem entre: parabdlicas,
hiperbélicas e elipticas.

Neste texto sobre EDP’s lineares @ C R™, f(z) sera a nossa fungao real

conhecida definida em 2 e u(x) a fungdo real C* desconhecida definida em €.

0 0

Definicao 3.1 Dizemos que F —u,...,—u,u,x = f(x) é uma EDP
0xy ox,,

linear de primeira ordem quando F é uma funcdo linear de suas primeiras

n + 1 wvaridveis. Isto é, existem by(x),bo(x), ..., by(x),c(x) fungoes reais tais

que

0 0 0 0
F <8;1’ o a;n,u, x) = bl(x)asl(x) +- 4 bn(a:)a;i (x) + c(x)u(z).

Com a definicdo de gradiente podemos reescrever a forma geral de nossa

EDP linear de primeira ordem da seguinte forma,

bi(z)
ou ou ba ()
F{—...,— = . =
<8x1’ Yo u, :v) b(z) - Vu(z) 4+ c¢(x)u(z) em que b(x) :
by ()
L ) Pu  O*u 0’u Ou ou
Definicao 3.2 Dizemos que F <(‘3x%’ G TREREE 922 By Dy u, x) =

f(x) é uma EDP linear de sequnda ordem quando F € uma fungdo linear com
n?+n+1 varidveis. Isto é, existem ay1 (), ai2(z), ..., an(x), b1 (), ..., by(z), c(x)

funcoes tais que

@82“ 827“% du _ ()@(H()a?“()
072 dmozy’ 2 amy T om0 ) T W wrentwig e W
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. am(m)ajggﬂ(x) + bl(x)(f;‘l(x) . bn(x)aa;(x) T e(a)ul).

Nosso objetivo agora € escrever F' de uma forma sucinta como escrevemos
a forma geral da EDP linear de primeira ordem.

Visto isso, escrevendo F' com somatdérios, a notagao de b = (by,...,b,) e
com o gradiente de u, temos que

2

2 2 2
7 (8 u  0%u 0“u Ou ou bVutcu,

A2 A AL ' AS AL s L WX = 7
0x2’ 0x101, 02’ Oxy oz, ) ; z:: * w01 0T
Como u € C?*(), o teorema de Schwartz é aplicavel e vale que

v 0*u *u Ou ou no>n O%u
(axg’ 0010z;" 0a2 D D x) 2.2 aing b Vuteu.

=1 k=1

Se definirmos

ann(z) ap(r) - aw(z)
Az) = as () ag(x) -+ ay(z)
an1 () ana(z) o+ ann(T)
conseguimos reformular F,
*u  9%u 0?u  Ou ou )
E (c%%’ O 0xy” 7 0z Oxy 8xn7u’x> = t(AD%) +b- Vu+cu.

Além disso, se A(z) = I, tr(AD?u) = tr(ID2u) = tr(D*u) = Y, 24

=1 8m? :

Defini¢ao 3.3 (Laplaciano) Chamamos tr(D?u) de Laplaciano de u e o
denotamos por Au := tr(D%u).

Exemplo 3.1 Seja u(zy,xs) € C*(R?) desconhecida e a sequinte EDP

0%u 0%

Vamos resolver essa equacdo através da mudanca de varidveis

Y1 =T + Zg,

Yo = T1 — T,

que ¢ uma bijecio C*(R?) com inversa também C?(R?).
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Seja v(y1,y2) = u(z1,x2), pela regra da cadeia,

ou _Ov oy v [
Bt —(x1,3) = o —(y1, 3/2)(9 (w1, 22) + B (yl’yZ)ﬁxl (21, x2)

@8(@ + xg) N @8(1‘1 — I9)

oy oy Yo 0,
ov Ov
= 1+ —-1
ayl ys
_ [81} + 81}] ( )
Analogamente,
a“(x ) = v Oyr &Jayg_l(‘?v_ﬁvl( )
Oy b 0y 0xy  Oyp Oy Oy Y2 Y1 b2)-

Agora, derivando pela sequnda vez e usando o fato de que v € C*(R?),

Pt wran) = 2 g) 2y
022 L,22) = amlal Y1, Y2 Vs Y1, Y2
0% Oy, N v Oy, N v oy N 0%v Oys

Oy? Oxy  Oy0y, Oxy  Oy10ys Oxy  Oys 01y

_ 02U.1+ 82,0 .1+ﬂ.1+672v.1
oyt dy20y, dy10ys Y3
0%v 0%v 0*v

= + 2 + —.
59% 0y10Yy 6y§

De maneira andloga,

82u(m 1) = 0%v 0%v @
83 U T 8y Topdy,  0yE

Fazendo a substituicao na equacao original, ficamos com

0%v

4 , =0.
011 0y» (yl y2)

Logo,

0 | ov
I )| =0,
ayQ [ayl (yl y2>‘|

Defina g : R — R com g(y1) = %(yl,yQ) para ys fixo. Como
v € C%(R?), tém-se que g € C*(R), entdo g € integral e temos que

G(yn) = /g(yl)dyl = /g;l(ybyz)dyl = v(y1, y2) + H(y2)

em que G € a primitiva de g e H é uma fungdo que depende apenas de vys.
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Portanto, v(y1,y2) = G(y1) — H(y2) para G, H : R — R fungoes arbitrdrias
C?*(R). Logo, u(x1,22) = G(x1 + x3) + H(x) — 23).

No exemplo anterior, vimos como uma mudanca de variaveis pode
facilitar a resolucao de uma EDP. Na literatura, essa estratégia ¢ chamada
de "método de mudanga de varidveis'. Agora, vamos tentar generalizar este
processo para uma EDP linear de segunda ordem qualquer.

Sejam O,y C R™ abertos conexos e ¢ : €; — s bijecao de classe C?

em que 1) := ¢~ L. Para x € Q; considere a EDP linear de segunda ordem,
tr(A(z)D*u(x)) + b(z) Du(x) + c(x)u(x) = f(z) (E)

e suponha que u é solugdo. Seja v(y) = u(z) = u(Y(y)) com y € Qy. Queremos
ver qual equacao é satisfeita por v.

Visto isso, sejam

w(@y, . wn) = u(x) = v(y) = v(d(x)) =

V(p1(xr, o )y ey On(T1, o)) = 0(YL, e Yn)-

Derivando, para cadat=1,...,n
ou B, 0 v 0 S 00 D0
Como
91 . O
o0xq oz,
0, 0n
8m1 8xn
temos que Du(x) = (*Dg(z))Do(y).
Derivando pela segunda vez, para cada ¢,7 = 1,...,n, temos
0%u 0 0Py,
9,005 = B, ( e Y o, @) '
Pela regra do produto,
0%u "9 [ 0v 8gbk " v @2¢k
0z ;0x; (z) = kz::l oz <8yk > 8@ kz::l 87 8@8% (v).
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Pela regra da cadeia,

9*u L& 0% 3% aﬁbk; " 0P (x
8%(%2 ,;; 8yg8yk axj 8@ Z 8I, 3yk ().

Como y, = ¢y,

0%u 0*v a¢z @Cbk - 32¢k

=3y

8:16]8% Pty 83/@8% 6% 8901
Entao,
0*u o ) " Pop(x) Ov

Como z = 1 (y), ficamos com

82-25% () = Do) Do) Dolw(y)) + 3. LoD 00

(y)-

iz O0x;0x; Oyy,

" Por(z) Ov
Chame z;; := —
e Zig ,; O0x;j0x; Oy

82¢k( ) (91) )
m €eye = = (2;:).
em que y 2 € <Zk 1 ax]amz ayk ?/) y (ZJ>

(y). Portanto, v satisfaz a equagao abaixo

tr[A(y) Do (v (y)) D*0(y) Do (v (y))] + tr[A(y) Z]
+0(y)' Do (¢ () Du(y) + e(y)v(y) = f(y).

Mas, vamos tentar melhorar ainda mais a feigao da equagao. Como o traco

(F)

do produto de duas matrizes quadradas nao depende da ordem do produto,

Conseguimos escrever

tr[A(y) De(v(y) D*o(y) Do((y))] = trl' Do (v (y)) Aly) Do ((y)) D*v(y)).

Perceba que se a matriz A fosse simétrica poderiamos tentar achar ¢

bijecao que fizesse com que a matriz

Aly) = "Do(w(y)) Aly) Do (y)) = "Do((y)) A () Do (¥ (y))

fosse diagonal.
A boa noticia é que sempre podemos supor que A é simétrica, veja para

n =2,
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tr(AD") 0*u N 0*u N 0%u N 0%u
r uw) = a;1—s +a a a
1 0x? 202,02, 2 D001, 22 03
Pu a, 0*u a1y 0%u ay  O0*u
= anqg+ et 2] 4 22 + 2
0x1 2 0x1079 2 0x10%9 2 O0x9011
as O0*u n 0%u
—e a [
2 0x201, 22(%%
o 9*u N a1y + ay 0w ais +as;  O%*u
- 0x? 2 011014 2 01901,
0*u 9
+a99— , poisu € C
03
a1 + az
NN N 11 9
= tr(AD%w) em que A:= |, 4 4

Logo, para cada xg € 1, A(xg) € S,(R), existe Q(zg) € M, (R) tal que
Q'(z0) = Q™' (zo) €

/\1 ([Eo) ce 0
Q(z0) A(z0)Q" (o) = R
em que Ai(zg), ..., A\ (o) sdo os autovalores de A(xy).

Entao, se ¢(x) = Q(xp)x, temos que Dp(x) = Q(zo) e vamos obter

)\1(23()) c. 0
A(yo) = : E :
Portanto,
. N ) 0% 0%v
tr[" Do (¥ (yo)) A(yo) D (¥ (yo)) D=v(yo)] = )\l(xo)aiy% +ooet An(xo)aTﬂ

e a equacao (F) avaliada em yy = ¢(xy) fica na forma,

Xn: )\i(ﬂfo)gyg + tr[A(y0) Z] + b(yo) Dd (v (y0)) Dv(yo) + E(yo)v(yo) = f(yo)-

=1

Conseguimos melhorar ainda mais os termos associados as segundas

derivadas com mais uma troca de varidveis. Faga a mudanca w(z) = v(y)



Capitulo 3. Definicbes Basicas e Mudancas de Variaveis 21

tal que para cada 1 =1,...,n,

1

\/myi se Ai(xg) >0,

Zi = Y Y; se )\Z(.Io) = 0,

ﬁyz Se )\1(.1'0) < 0.

Segue que w(z) satisfaz a equacao abaixo

0w 0w
51(2’0)672%(20)"" . ‘l‘gn(ZO)w

n

(20)+“termos de 1% ordem”+¢é(zo)w(zp) = ]?(ZO)

em que
1 se \i(xp) >0,
€i = 0 se \i(zg) =0,
—1se \i(zg) <0,

e ¢, f sao o resultado da mudanca z <+ y em ¢ e f, o que motiva a seguinte

definicao.

Defini¢ao 3.4 Dizemos que uma equagao como (E) é eliptica em o se apos a
mudanga, €1 = - -+ = &, = 1 (ou—1) e de hiperbdlica em xq se apés a mudanga,
e1=1(ou—1) eeg,...,e, = —1 (oul), e eliptica (ou hiperbolica) se é eliptica
(ou hiperbdlica) em todo ponto de seu dominio.

Chamamos uma equagio como (E) de parabolica em xy se apés a mudanga

¢ da forma

ou ( eq. eliptica de

871(%) - ) (z0) = f(w0),

T2y .., Ip

e parabolica se € parabdlica em todo ponto de seu dominio.

Exemplo 3.2 A equacdo

ou 82u+82u _ ()
Oy ox3  0x3) ‘

¢ parabolica. A equagdio

du 0*u N 0*u ()
R T1—— _— g €T
O3 Y022 " 92
¢ parabdlica em {x € R3 : xy > 0} e hiperbdlica em {x € R® : 1 < 0}.
0%u

n Z -
=102
equacao de Laplace.

Exemplo 3.3 ) = Au = 0,com x € R" ¢ eliptica e é chamada de
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82U 32u ;o . 7. 1
Exemplo 3.4 @(t, x)—>", W(t’ x) = 0 € hiperbélica em R comt € R
L
ex € R" e é chamada de equagdo da onda.
0 0?
Exemplo 3.5 a—?(t, x)— Y, a—g(t, x) =0 é parabélica em R"™ com t € R
L

ex € R" e € chamada de equagdo do calor.

Vamos discutir agora o que é um problema bem posto e apresentar alguns

exemplos de problemas com dados iniciais no contexto da equacao de Laplace.

Defini¢ao 3.5 (Problema bem posto) Dizemos que um problema de EDPs
¢ bem posto quando o problema tem solucao unica que depende apenas dos

dados iniciais e do dominio.

Seja 2 C R™ aberto e conexo.

Definigao 3.6 (Problema de Dirichlet para a equagao de Laplace)
Dada g € C°0R), o problema de Dirichlet para a equagio de Laplace é

encontrar u € C*(Q) N C°(Q) que satisfaca

Au=0, emQ,
u =g, em OS2.

Defini¢ao 3.7 (Problema de Neumann para a equagao de Laplace)

Dada g € C°(09), o problema de Neumann para a equagio de Laplace é

encontrar u € C*(Q) N CY(Q) que satisfaca

Au=0, emQ,
ou

— = Q.
5, — 9 em 0

Definigao 3.8 (Equagao de Poisson) Dada f € C°(QQ), chamamos a equa-

cdo de Laplace ndao-homogénea de equacao de Poisson, Au = f.

Defini¢ao 3.9 (Problema de Dirichlet para a equagdo de Poisson)
Dadas f € C°(Q),g € C°0R), o problema de Dirichlet para a equagio de

Poisson é encontrar u € C*(2) N C°(Q) que satisfaca

Au=f, em,
u=g, em 0.
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Defini¢do 3.10 (Problema de Neumann para a equagao de Poisson)

Dadas f € C°(Q),g € C°09Q), o problema de Neumann para a equacdo de

Poisson é encontrar u € C*(Q) N CH(Q) que satisfaca

Au=f, em ),
gz =g, em IS

Apresentamos alguns exemplos de problemas com dados iniciais, mas o

foco do nosso texto vai ser apenas no problema de Dirichlet.



4
A solucao fundamental

Neste capitulo, 2 C R™ é aberto e conexo.

O objetivo deste capitulo é definir a solucdo fundamental da equacao de
Laplace, apresentar a fungao de Green para Br(0) C R™, mostrar a formula da
integral de Poisson que nos possibilita estender fun¢ées continuas em solugoes
da equacao de Laplace.

Comecaremos, mostrando que as solucdes da equacao de Laplace sao
invariantes com respeito a rotagoes, aproveitar este comportamento para
descrever solugoes ditas radiais e definir a solugao fundamental, estudar suas
derivadas e mostrar algumas estimativas que serao tteis ao longo do texto.

Depois, vamos definir a fun¢ao de Green na bola centrada na origem com
raio R para encontrar uma solucao do problema de Dirichlet neste dominio para
poder finalizar o capitulo com uma forma de estender toda fungao continua na

fronteira para uma solucao da equacao de Laplace.

4.1
Solucdao Fundamental

Vamos mostrar que as solugoes da equacao de Laplace sao invariantes
com respeito a rotagoes. Sejam u € C%() solugdo e Q € M(R) ortogonal,
ou seja, Q' = Q' Faga a mudanca de varidveis y = Qz, obtemos v(y) =
u(x). Como Au(x) = tr(D%u(r)), temos que Au(z) = tr(Q'D*v(y)Q) =
tr (QQ'D?*v(y)) = tr (ID*v(y)) = tr (D?*v(y)) = Av(y). Logo, o conjunto das

solugoes da equacao de Laplace é invariante com respeito a rotagoes.

Defini¢ao 4.1 (Fungao radial) Dizemos que uma fungio u de n varidveis
¢ radial se existem xy € R", I C [0,00| intervalo e v : I — R tal que

u(z) = v(|lz — xo|). Dizemos que v é a representante radial de u.

As fungoes radiais sao constantes em cada esfera com centro na origem,
ou seja, dada u radial, u(z) = u(y) para todo z,y € Q tal que |z| = |y|.

Vamos descobrir como sao caracterizadas as fungoes radiais que satisfa-
zem a equacio de Laplace. Seja u € C?(f2) radial que é solugao da equacio de
Laplace. Ou seja, u(x) = v(]z|) para v real e Au = 0.

Precisamos derivar a funcao u duas vezes e verificar sob quais condig¢oes

Au(z) = 0. Defina r(z) := |z| = \/2} + - - - + 22 para todo z €  ndo nulo.
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Derivando, r para todo¢=1,--- ,n, temos
0 1 - i i
r(m):—(x%—i-'--—i—xi) 1/22@-: ’ S
ox; 2 [22 4 a2 r(z)
Derivando, pela segunda vez, para todo ¢ =1,--- ,n, temos
6% or
827“( ) o ([ or (2) 0 T %T(x) - l’z%(l’)
— @ = —I\\T = — e
dx? Ox; \ Ox; Oz; \r(x) r2(z)
(z) _ti
r(x xzr(az) 1 22
r2(x) () ()
Entao, para todo 2 =1,...,n, a primeira derivada de u fica da forma
u N
(‘9@- - Oﬂ)?

e a segunda derivada de u,

Pu ri\? 1 a?
oz =0 () *“m(r‘rs)'

)

=1 r
i x? L 1 2?
= Y V(r) + > V() ( — ;)
r? = r

Como Au = 0, nos resta resolver a seguinte equagao diferencial ordinaria

V" (r) +0'(r) (n — 1) =0.

r

Se v'(r) = 0, temos v = cte que é uma das solugoes da equagao. No entanto,
se v'(r) # 0, podemos dividir os dois lados da igualdade por v'(r) e obter

v"(r)/v'(r) = (1 —n)/r. Para resolver a equagao, defina w(r) = v/(r) e fazendo
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a substitui¢ao ficamos com w'(r)/w(r) = (1 —n)/r.

Integrando os dois lados da igualdade,

/w'(r)/w(r)dr = /(1 —n)/rdr
Injw(r)]+c¢ = (n—1)lnr+c
Infw(r) = Inr'™"+c

w(r) = o'

1

Logo, v'(r) = er'™" e concluimos que

L2 4 sen #2,
v(r) = Z=n 7

clnr 4+ sen = 2.

Como u(z) = v(|z|) e r(z) = |x|, temos que

c 2—n /
T +c sen > 2,
u(z) =42 & (4-1)
clnjz| 4+ se n =2,
para x € R" — {0} e ¢, € R. A fungdo acima é solucao radial da equagao de
Laplace em R" — {0} e motiva a seguinte definigao.
Defini¢ao 4.2 (Solugdo fundamental) A fun¢io a baizo é chamada de

solugao fundamental (da equagao de Laplace).

1 2-n
O(x) = m’ﬂ sen>2

—5-In|z| sen =2

n > 2,

Observagao 4.1 FEscolhemos ¢ =0 e ¢ = em 4.1 para a

— 5= n =2,
definicio acima.

Observacao 4.2 A solugdo fundamental foi construida como fruto do objetivo

de caracterizar funcoes radiais que sdo solugoes da equagdo de Laplace em

R" —{0}. Assim, A® =0 em R™ — {0}.

Agora que definimos a solu¢ao fundamental, vamos estudar suas deriva-
das e calcular algumas estimativas que serao importantes para o texto.
Proposicao 4.3 (Derivadas da solugao fundamental) As primeiras e

sequndas derivas parciais de ® para todo i,j =1,--- ,n em x € R" — {0} sao

8<I>( ) 1 x; 9P () 1 (5ij jz” — mﬁﬂj)
—(x) = — — e x) = — —
0x; n|B1(0)] |z] Ox;0x; n |B1(0)] || +2
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Prova. Basta calcular as derivadas de ®. Primeiro, vamos fazer as contas para

1,7 =1,...,neparan =2,
@) =5 (—golnlal) = =5 e = =
Ox; Ox; \ 2m 2 x| |z 2m |z

21 |x

T, O|x

1 (Gl -G
o7 |z|*

1
= —— | 05 |2|” — ;2 |2

me4<J|| "|Q
1
|

|4 (6z] |CE|2 — 21'@33']) .

Agora, vamos calcular as derivadas para i, =1,...,nen > 2,

0P 0 1 2-n
ox; (x) = ox; (n(n —2)|B1(0)] ! )

1 1—n Lj
- n(n—12>131<o>r(2‘”)'w' Tol
T B0 af™

R (x) B 0 B 1 T;
Ox;07; 9z \ nBi(0)] |2

1 (Bl e
n|Bi(0)] |

1
= T o (%‘\fcf —amn |x|*” )
n|B1(0)] || | |
1
I
n|B(0)] |z ( ’ )

-2
— zn || :Uj)

1
SR —
n|B1(0)] |x] (0
1 (5@- 2| — nxixj)
n|B1(0)] ||
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[
O corolario abaixo é apenas uma verificacao de um fato que ja sabiamos

pela propria construgao da solugao fundamental.

Corolario 4.3 A® =0 em R — {0}.

Prova. Pelo resultado anterior, temos que paracadai = 1,...,nex € R"—{0}
vale
(92<I>( ) 1 ((5”- |z|” — na:f) 1 (|:1:]2 — n:vf)
— () = — = —
Oz} n|Bi(0)]  |axf"*? n[Bi0)]  |a"?
Segue que
1 |z — na?

Ad(z) = i -

= 0.

Corolario 4.4 Seja ® a solucio fundamental, para cada i,5 = 1,....,n e

r € R" — {0} valem as sequintes estimativas:

0P 1 1—n
o)<
0?P 2 .
T ‘ =B
Prova. Seja x € R” nao nulo. Pela proposicao anterior, para todo n € N e
para todo 7,7 = 1,...,n temos
0P 1 T;
50| = |amon o
1 ]
n\Bll(O)\ ol

]

n|Bi(0)]



Capitulo 4. A solucdo fundamental 29

0*®

. ‘ 1 5@']' |,I‘|2 — NT;Tj
n|B1(0)] |z *2
(51']' ’$|2 +n |:1:li\
n+2
n|B1(0)] ||

2 2
< || —|—n|xL+2
n|Bi(0)] ||

1+n
< —= ==
= n|Bi(0)] ||
n+n
< ———=
= n|Bi(0)] ||
c 2
= B (0)] |=[™

4.2
Funcao de Green

O proximo resultado é o motivo pelo qual chamamos a solugao funda-
mental de "fundamental’. Vamos mostrar que toda funcao C? em um conjunto
que valha Gauss-Green pode ser escrita como uma expressao que depende
apenas dos dados da funcao na fronteira, do Laplaciano da funcao e de .

Construiremos a demonstracgao tentando aplicar 2.11 [iii.] na fungdo dada e ®.

Teorema 4.4 (Férmula da representacdao de Green) Sejam Q C R

aberto, limitado com borda C' e uw € C%*(QY). Vale para todo y € Q que

) = [ (w0500 =) = ¥ = )50 ) a5, + [ (@0~ it s

em que D € a solugio fundamental.

Prova. A solucao fundamental ® nao é definida em x = y, entdo a priori nao
podemos usar 2.11 [iii.] e desenvolver as contas para chegar no resultado que
queremos. Entao, para contornar esse problema vamos fixar y € 2 e trabalhar
com o conjunto €. := Q — B.(y) com 0 < ¢ < dist(y, 9) em que a identidade
de Green é aplicavel a ®Y(x) := ®(x — y) e a u com o objetivo de calcular o
limite com € — 0 e concluir a formula desejada.
Logo,
[ (@@~ y)du(@) - u@)A(x — ) dr =

€

/ags (q)@ - y)gz(x) - U(x)?;f(x — y)) ds,.
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Como A®Y =0 em ., 9Q. = QU IB.(y) e 02N IB.(y) = O ficamos com

ou 0P ou 0P
QSCI)Aud:E—/ (@ay— o )ds e (@ay— ay)ds

A fungao @ é radial, entdo ® = ®(¢) em 0B.(y) e podemos escrever

ou od ou 0P
®Audr — / o2t _ 4+ ® / _ / 92 4s,.
/Q @ Auda = < o )dS vo@) [ Sdse— [ ugds

Queremos entender como a expressao acima se comporta quando € — 0.
Primeiro, vamos mostrar que ®(¢) f@BE(y) %de — 0 quando ¢ — 0. Como
u € C?(£2.) temos que ‘%’ < maxgq |Du| em 0B.(0).

Entao,
ou
(I)(E)/ —dS < |q)(6)|maX|Du’ 1dS
9B.(0) OV 4 0. 0)
< |P(e)] max | Du| nB; (0)"!
S anil ‘(I)(g)|
Cen 1 2-n
< Jnm2Eo] €] sen > 2,
C'e sen > 2,
<

C'elnle| sen=2.

em que C,C’ sdo constantes que nao dependem de £. Como lim,_,oCe =0 e
lim._,o C’eIn |e| = 0 por 'Hopital segue que, lim. 0 ®(¢) [55. () QudS =0
Agora queremos ver que [yp_,) u22dS, — u(y) quando & — 0. Sabemos

_ _—(z—y) | —(z-y) _ 1 5
que =Vd.v= n\Bl(O)y\a” - y) e em 0B.(y). Entao,

0P 1
—dS, = —/ dS,.
[935(0)”81/ n|By(0)|en—! aBg(y)u

Pelo teorema do valor médio para integrais, para algum y. € 0B.(y), vale

/ udS, = u(y.) |0B.(y)|.
835(9)

Logo,

0D |
Ay E— / ds,
/aBE@)“ay 1 |B1(0) e Jon.w) "

— n—gn_lu<ys) ‘aBs<y)’
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Dali,
8
li —dS, =
250 8B, (0) “ou = uly).

Portanto, quando fazemos o limite da expressao com ¢ — 0, temos

/Q@Audx—/ (@?j— g(f>ds uly).

Ou seja, para todo y € () vale que

uty) = [ (u ( @22 (@~ ) — (- y)ZZ(x)) i, + [ (@ — y)Au(w)) do.

|
Agora, sejam € limitado com borda C', u € C?(Q) e h € C'(Q) N C*(Q)
que satisfaz Ah = 0 em Q. Aplicando a 2.11 [iii.], temos

/Q(hAu—uAh) de = /

a0 ov ov
ou oh
/Q hAudr — /a ) (hay —uay> ds,
oh ou
0 = — (uay—ha dS)—/QhAud:c.

Defina G(x,y) := ®(x —y) — h¥(x) para todo x,y € 2 distintos e some

a expressao acima com a férmula da representacao de Green, ficamos com

) = [ (u@@f@,w e y>§,‘j<x>) 5, + [ Gle.y)dula)d.

Ainda, se G(z,y) = 0 para € 052, ou seja, h¥(z) = ®(x — y) para
x € 0N e para cada y € Q) temos

oG
u(y):/aQ a(azde —i—/nyAuda: (4-2)

Definicao 4.5 (Funcao de Green) Chamamos tal fungio G(x,y) acima de

fungdo de Green de ) se ela existir.

Assim, provamos que dado o problema de Dirichlet

Au=f Q,
u=gqg 09,
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se conseguirmos achar h¥(z) que para cada y €  fixado satisfaca

AhY(z) =0 x € (),
hY(z) = ®(x —y) x= € 09,

podemos usar a férmula 4-2 para obter como solugao

oG

oG
uy) = [ S (w,y)dse+ [ Gleyphude = [ g5 (w,y)ds+ [ Gley)Afdr.

O que nos proporciona um candidato a solugdo para o problema de

Dirichlet para a equacao de Poisson.

Observagao 4.5 Nao podemos pegar hY(x) = ®(x — y) pois ® ndo é definida

para r =y.

Dado um dominio qualquer, encontrar a fungao de Green deste dominio
nao é uma tarefa facil. Neste texto, vamos apresentar apenas a fungao de Green

para 2 = Br(0) pois serd um resultado 1til para o desenvolvimento do texto.

Definigao 4.6 Dado x € R" — {0}, o ponto = cuja formula é dada abaizo é

definido como a inversao de x com respeito a Br(0).

RQ
T = —=u.
2]

Proposigao 4.6 A fungio de Green numa bola B := Bgr(0) para quaisquer
x,y € B distintos é

bz —y) - (Y@-9) y#0,
®(z) — o(R) y =0,

em que @ € a representante radial de ®.

Prova. Fixe y € B nao nulo. Queremos achar h(x) que satisfaz

Ah(z) =0 xr € B,
h(z) =®(x —y) x € IB.
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Note que se x € 0B, temos

o =g = |j—af
= |y’ — 22y +|af’
4 2
= &—2x§|29+32
= Sﬁ@?—mw+wﬂ

_ R‘ (Iaf? — 22y + 141?)

ly

= ﬁ\x—y\ .

]
cle—yl = Sl —yl.
Entéio, h(z) = ®(4(z — 7)) e Gz, y) = ®(z — y) — D(L(z — 7))

x —
Se y =0, tome h(z) = ¢(R) em que ¢ é a representante radial de ®.
|

Observagao 4.7 A fungao de Green numa bola Bgr(0) € simétrica, ou seja,
G(z,y) = G(y,x). Por definicio, A,G = 0 pois Ayh =0 e Ay,® = 0. Logo,
A,G =0 também, pois A,G(z,y) = A,G(y,z) = 0.

Agora que ja calculados a férmula de Green para uma bola centrada na
origem, podemos comecar a construir a férmula da integral de Poisson.
Seja B := Bg(0). Aplicando a férmula da representacao de Green numa

u € C?(B) N C'(B) harmonica qualquer temos que para todo y € B

u(y) = /a 8Gde.

ui
Q  Ov

Vamos calcular % com G sendo a funcao de Green em B. Sejam x € 0B

e y € B o vetor normal unitario apontado para fora é v = x/R, segue que

oG x
1 & 0G
N E;xl&vl
0P 0o
— ) — Wli. _ &
" R “) 0P
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Como
9 =2 i
Ox; n|B1(0)] [z -yl
oD <|y|<x_y)> B 1 (- g)
dx; \ R n|By(0)] \%(x—g)
2 2
n|B(0)] |z —y|"
2
B 1 g—‘zx, Yi
n|B1(0)] |z —y|"
Segue que
oG T
— = V,G- =
5 (z,y) R
lv|?
n 1 Ti—Yi 1 57 Li—Yi
_ Ly ot T mmen e ¥ #0
R i=1 1 Lq _
alB1(0)] [l Y=
T 17\y\
K3 R2
= TBOE B Z:p% e Y70
1 Ty —
ER Y=
R2—|y|?
z—y|" R? Y 7& 0
= |31 Zx |z—yl g
ER Y=
R2 | ‘2
_ R e Y70
|B1(0)| R ﬁ y=0
R2—|y|?
_ Jimomer Y70
R2 .
aEomar Y =0
_ —|y/*
n|Bi(0)| R |z —y["
Portanto,
R2 — |y
|y is..

uly) = /m ) B O Rz — g

Nos permitindo fazer a seguinte definicao
Definigao 4.7 (Férmula de Poisson) Seja u € C*(Bg(0)) N C'(Bg(0)) tal

que Au =0 em Bgr(0). A formula de Poisson de u é dada por
R —|y|” u(x)
u(y) = ————— —dS,.
W =B R oo T o]




Capitulo 4. A solucdo fundamental 35

Defini¢ao 4.8 (Nucleo de Poisson) O nicleo de Poisson K em Bg(0) é
definido para todo x € Br(0) e y € 0Bg(0) por

R? — |z|?
K = .
)= B0 R ="

Observacao 4.8 O nicleo de Poisson em Bg(0) é nao negativo.

Lema 4.9 Para todo x € Bg(0), vale
K(z,y)dS, = 1.
Ly, K0S,

Prova. Dada quaisquer u € C%(Bg(0))NC*(Br(0)) tal que Au = 0 em Bg(0),
a formula da integral de Poisson é valida. Logo, tomando v = 1 e aplicando

na férmula, o resultado segue.

|
Lema 4.10 Para todo x© € Br(0) ey € 0Br(0) vale que A, K (z,y) = 0.

Prova. Sejam € Br(0) e y € dBx(0). Vimos que K (z,y) = 2¢(z,y) em que

G é a funcao de Green em Bg(0). Entao,

ALK g) = 852 ) = A, (7,6 4.
Pelo teorema de Schwarz, como G € C?*(Bg(0)) quando x # y, vale que
A V,G = V,A,G. Logo, A, K(z,y) = V,A,G - % e como A,G = 0, pela
observacao 4.7, segue que A, K (z,y) = 0.
|
Teorema 4.9 Seja B := Bg(0) e f fungio continua em OB. A fungao

R — |z f(y)
fl@) r € 0B,

pertence a C*(B)NC%(B) e Au=0 em B.

Prova. Primeiro, vamos mostrar que u ¢ C? em B calculando o limite das

derivadas. Fixe z € B. Sejam i = 1,...,n e {t; }men sequéncia tal que t,,, — 0,
entao
ou (x) = lim u(z + tme;) — u(x)
ox; tm—0 tm
K tm 2 - K )
= lim (2 + tmes, y) @ y)f(y)dSy.

tm—0 JoB tm,
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Defina para cada m € N, para y € 0B,

Im(y) = - f(y).

Como K € C?*(B), suas primeiras derivadas parciais siao continuas, em
particular, % f é continua em y pois f é continua em 0B também. Logo, ¢,,(y)
converge para %(m, y) f(y) continua no compacto 0B, temos pelo teorema da

convergéncia dominada que

ou 0K

o, z) = 83%(x=y)f(y)d5y.

Novamente, como K € C?(B), suas primeiras derivadas parciais sao
continuas, em particular, g—gf é continua em z. Logo, u € C'(B) pois %(x)
existe e é continua por ser a integral de uma fun¢ao continua. Analogamente,
u € C*(B) implicando que u € C°(B) e Au =0 em B, pelo lema 4.10.

S6 falta mostrar que u € C°(9B). Seja ¢ > 0 e fixe g € IB. Como
f é continua em zy existe 6 > 0 tal que se x € B e |x — x| < 0 entdo
|f(x) — f(xo)| < €/2. Logo, pelo lema 4.9 e a observagao 4.8 para = € B tal

que |x — x| < 0/2 temos que

[u(@) —u(zo)|l = || F@)K(y)dS, — f(0)
= | [t @ yds, - f@w) [ Kyas,
= || (F) = fao)) K (. )dS,
|, \F@) = )| K (2. y)as,

IA

Note que podemos escrever 0B como uniao disjunta dos conjuntos
By :={x € 90B: |x —xo| <},

By:={x € 0B :|x— x| > d}.
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Entao,

IN

|u(@) = u(zo)]

[ 1)~ £(ao) K. y)as,
< [, 1F) ~ o) K(@.)dS, + [ 1£) = f(a)] K(x.9)ds,

£ R? — |z|?
J, 25wy + [ 156) = fa)] e s,
€ R? —|z|” 1f(y) — f(xo)]
2 /5, YT n|Bi(0)|R /B, |z —y|"
e, Bl ()~ flxo)l
2 n|By(0)|R /B, |z—y|"

IN

ds,

ds,

Novamente, pela continuidade de f, temos para todo y € By e para x
que | f(y) — f(zo)| < |f(W)|+]|f(zo)] < 2M em que M := maxyp f. Além disso,

como = € B e |rt — 9| < ey € By, temos que
lz—y| = |z — 20+ 30 —y| > |y — w0| — |2 — 30| >0 —6/2=106/2.

Segue que

R?—|z|* 1 |f(y) — f(zo0)]

13
_ < £ ds
e R2— |z 2M
< = ds.
= 2T UBO)| R e (5727
e RP—|z|* 2M
= ds,.
> T RBO) R (6/2)" S Y
Como By C 0B, as, < dsS,, entao
Ba 0B
e RP—|z]* 2M
_ < £ ds
jute) =uleoll =5 * B O R (572 Jon *
e RP—|z]* 2M
< = Bi(0)| R™!
SRR UIEOE
2M (R? — |zf*) R"~?
_ <, 2 ()

n
2 (6/2)
Note que

2M (R? - |zf*) R
(6/2)"

— 0 quando z —xgex € B.
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Entao podemos tomar ¢’ > 0 tal que se x € B e |z — xo| < ¢’ vale que

oM (R? —|af) 2| 2M (R? — |of*) R"=2
(6/2) B (6/2)"

<e/2.

Logo, para =z € B tal que |z —xz9] < min{d,d'} temos que
|u(z) — u(zo)| < € mostrando que u é continua em 0B.
[



5
A Propriedade da Média

Neste capitulo, 2 C R™ é aberto e conexo.

O propdsito deste capitulo é apresentar a propriedade da média e mostrar
que conseguimos caracterizar uma funcao harmoénica pela propriedade da
média.

Definigao 5.1 Seja u € C*(Q2). Dizemos que
1. uw € harmdnica em 0 se Au(x) = 0;
2. u € sub-harmonica em Q se Au(x) >

0;
3. u € super-harmonica em 2 se Au(x) <0
Definigao 5.2 Seja u € C°(Q). Dizemos que u possui a propriedade da média
se para qualquer bola B = Bg(xo) CC 2 wvale que

1 1
|0B] Jos w(@)dS, = n|By(0)] R+—1 /83 u(z)dS, = ]{93 u(z)dS,.

u(zo) =

Observagao 5.1 Note que se v € C°(QQ) satisfaz a propriedade da média,
entdo para qualquer bola B = Bg(xg) CC £,

u(zo) |B|/ x)dx —][ u(x)dx.

Porque pela defini¢ao u(xo) R = n|B 7 Jon u(x)dS, e integrando, obtemos
(o) p— dS,d
/o u(xg)s s = / |B1( T Jos u(x)dS,ds
R
s = / [ u(@)as.d
u(a:o)/o s"lds \B1 I - s
u(z )ﬂ = / x)dx (por Fubini)
0 n - ‘Bl | p
u(ry) = == [ u(x)dr
@) = T )
1
u(zg) = Bl /Bu x)dx

u(zg) = ]éu(x)dx.
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Teorema 5.3 Se u € C?*(Q) ¢ harmonica em Q, entio u possui a propriedade

da média.

Nossa estratégia sera dividida em duas partes, primeiro, vamos mostrar
que a média de u numa bola vista como funcao dependente apenas do raio da
bola é uma fungao constante. Vamos fazer isso derivando a integral e usando
Gauss-Green. Depois, vamos ver que essa constante é exatamente a fungao u
avaliada no centro da bola usando a continuidade de wu.

Prova. Fixe xy € Q). Defina a funcao auxiliar
h(r) ::][ u(z)dS, para toda B, (zq) C Q.
OB, (w0)

Como u é continua, temos que h é diferenciavel. Queremos calcular A/(r), mas

para facilitar as contas faga a mudancga de varidvel y = *=*¢. Ficamos com

1
~ 10B1(0)] !

1

w(zo + riy)r" tdy = ———— u(xo + ry)dy.
/331@ (zo + 1Y) y (2o + ry)dy

h
(") 9B, (0)] oo

Derivando,

, 0
W(r) = m(éBl(o)U($0+Ty)dy>

ou
= — d
Foo an o

= ][ Du(zo + ry) - ydy
8B1(0)

T — Zo

= ][ Du(z) - dx
OB (x0) r

= ]é @(:v)d:v

By (z0) OV

= ][ ( Au(z)dz (por Gauss-Green)
By (xg

= ][ Odx (pois u é harmonica)
Br($0)

= 0.

Logo, h(r) ¢ constante. Entdo, fyp () w(z)dz = lim,h(r). Agora,
vamos mostrar que h(r) — u(zg) quando r — 0. Pelo teorema do valor médio

para integrais, existe §, € 9B, (7o) tal que [yp, (., = w(&) |08, (z0)]. Entéo,

. e e 1 e 3
lim A (r) = lim o lim mu(&) 0B, (0)| = lim u(&,) = u(wo)

como queriamos.
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Se ao invés de trabalharmos com a hipdtese de que a funcao é harmonica
mas com as hipdtese de super-harmonica ou sub-harmoénica, conseguimos obter

um resultado parecido com o teorema anterior.

Teorema 5.4 Sejam u € C*(Q) e B.(y) CC Q. Se Au>0 em Q, entdo

u(y) < ]é%,-(y) u(z)dz.

Se Au <0 em QQ, entdo

U > u(x)dx.
)=, ul@

A demonstracao desse teorema é parecida com a anterior, mas ao invés
de trabalhar com a igualdade no limite h(r), trabalhamos com as respectivas

desigualdades.

Teorema 5.5 Se u € C?(Q) possui a propriedade da média, entdo u é

harmonica em €.

A nossa demonstracao serd por contradi¢do e usando a mesma funcao
auxiliar h da demonstracao anterior.

Prova. Suponha para chegarmos a uma contradicao que existe xq € € tal
que Au(zg) # 0, digamos sem perda de generalidade que Au(zg) > 0. Entao,
pela continuidade de Au, existe Br(z) C 2 tal que Au > 0 em Bg(zy).

Agora, usando a mesma funcao auxiliar h da demonstracdo anterior,

temos para 0 < r < R que
R (r) = ][ Au(z)dx > 0.
BT(IO)

Mas isso contradiz a nossa hipotese de que u possui a propriedade da
média, pois h = u(zg) quando 0 < r < R. Entao, b’ =0 quando 0 < r < R.
[ |
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Os Principios do Maximo

Neste capitulo vamos apresentar uma das principais ferramentas para o
desenvolvimento de todo o texto que é o principio do maximo que da frutos
como a unicidade do problema de Dirichlet.

Mas, também salientar a importancia da hipétese de um dominio limi-
tado, apresentando um exemplo. Em seguida, mostraremos como contornar "o
problema'da limitagao provando resultados similares ao principio do maximo.

Dando mais hipéteses sobre o comportamento da funcao, teremos, por
exemplo, o Lema de Hopf como consequéncia que vai nos ajudar a provar o
Principio do Maximo Forte.

O subconjunto €2 C R™ neste capitulo sempre sera aberto e conexo.

6.1
O Principio do Maximo

Teorema 6.1 (Principio do Maximo) Se u € C*(2)NC(Q) tal que Au >

0 em € limitado, entdo, maxg u = maxyg U.

Como  é limitado, entdo € é um conjunto compacto, segue que u por ser
continua em 2, atinge o seu maximo. Porém nao sabemos aem que, a priori,
o maximo de u pode ser tanto atingido no interior de €2, quanto na fronteira
de €. O que o principio do maximo garante é que se o maximo é atingido no
interior de 2, entao é igual ao maximo atingido em 0f2.

Prova. Vamos mostrar primeiro o caso em que Au > 0 em {2 e usar
isso para mostrar o caso geral. Suponha para chegarmos a uma contradicao
que maxga u > maxgg u. Entdo, o maximo de w estd no interior de 2. Tome
ro € Int(Q) tal que u(xry) = maxgu. Logo, D*u(xy) < 0 pois zy é ponto de

méximo. Entao, para todo v € R™, (D*u(zg) - v,v) < 0 e podemos escrever

<D2u(x0) v ’U> = i O u (wo)viv;
’ ij=1 89018% v
" J%u 0*u

= ZW% +§2ami8%ij.
i#j

=1 2
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Em particular, vale para cada e, € R” com ¢ = 1,...,n da base canonica que

2
<D2u(x0)eg, 6g> = g;g <0.

Logo, Au(zy) < 0 mas Au > 0, entdo o caso particular segue.

Agora, para o caso geral, suponha que Au > 0 em (2.

Seja e > 0 e defina a funcio auxiliar u.(r) = u(x) + ex? para z € C?*(Q).
Como Au > 0, temos que Au.(z) = Au(z) + 2¢ > ¢ > 0. Entdo, pelo caso
particular,

max U, = max U,.
Q o0

Note que u. converge para v uniformemente em Q quando € — 0, pois
como €2 é limitado, existe R > 0 tal que Q C Bg(0), entao

|ue(x) — u(z)| < max |u. — u| < Re.
Q

Portanto, maxg u. — maxg u e maxyg u. — maxpg u. Pela unicidade do

limite, como maxg u. = maxyq e, concluimos que maxg u = maxgg u.

Corolério 6.2 Se u € C*(Q) N C(Q) tal que Au < 0 em Q limitado, entdo,

ming u = mingq u.

Prova. Basta aplicar o teorema anterior em v := —u.
|

Corolario 6.3 Se u € C*(Q2) N C(NQ) tal que Au = 0 em Q limitado, entdo,

mingg u < u(z) < maxggu para todo x € Q.

Prova. Basta aplicar os dois resultados anteriores em u.
|

Corolério 6.4 Sejam u € C%*(Q) N C(Q) com Q limitado e A € R. Valem as

afirmagoes,

. se Au>0emQ eu <A em I, entao u < A em €);
7. se Au<0emQ eu>A em I, entiou > A em €

7. se Au=0em Q eu=A em 0N, entdou= A em Q.
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Prova. Vamos mostrar a primeira afirmacao. O principio do maximo é
aplicavel em u, entao vale que maxg u = maxpg u. E como u < A em 0f2, temos

que maxgou < A. Logo, para todo =z € Q,u(r) < maxgu = maxggu < A.

Para a segunda afirmagao, basta definir v = —wu. O principio do maximo
é aplicavel em v pois v € C%(Q) N C(Q) porque u € C*N) N CQ) e
Av = A(—u) > 0. E como u > A em 09, v = —u < —A em 02, entao

pela primeira afirmacao v < —A em ). Logo, u > A em {2 como queriamos.

A terceira afirmacgao segue pelas duas afirmacgoes anteriores pois Au = 0 em

Q) é equivalente a Au < 0e Au > 0em Q. E u = A em 0f) é equivalente a

u< Aeu > A em 0. Entdo, pori. u < A em €2 e por ii. u > A em ().
Equivalentemente, u = A em ().

|

Ao longo do texto, vamos nos referir ao corolario precedente como

principio do maximo também.

Teorema 6.5 (Unicidade para o problema de Dirichlet) Seja 2 C R”
conjunto limitado. Sejam f € C(Q) e g € C(0). Entdo, o problema de

contorno

Au(z) = f(x) z €,
u(z) = g(x) x € 01,

nao tem mais de uma solugao, isto €, tem 0 ou 1 solugao.

Para provar o teorema, vamos supor que temos duas solugoes e mostrar
que elas sao a mesma solugao usando o terceiro item do corolario anterior.

Prova. Suponha que uy, us sao solugoes. Ou seja,

Au; = Aus = f  em Q,

Uy =1uUs =g em Of).

Logo,
A(Ul — Ug) =0 e1m Q,

Uy — Uy = 0 em Of).

Como 2 ¢ limitado, u; —uy € C*(Q)NC(Q) e A(u; —uy) = 0, o principio
do maximo ¢ aplicavel em u; —uy. Logo, u; —us = 0 em 2. Segue que vy = us.

[ |
Teorema 6.6 (Principio de Comparacgao) Seja 2 C R" limitado. Sejam
u,v € C?(Q) tais que
Au<Av emQ,

u> v em 0f).
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Entao, u> v em €.

Au<Av  em Q, Alu—v) <0 em(,
Prova. Como temos que
u>w em 02, (u—wv)>0 em 0.

Logo, o principio do maximo é aplicavel, entao, u —v > 0 em . Dai, u > v
em ().

Coroléario 6.1 Seja Q C R" limitado. Se u,v € C*(Q) N C(Q) tais que

v € sub-harmonica em (1,
u € super-harmonica  em (),

v<u em 0S),
entao v < u em €2.

Prova. Como, em (2, v é super-harmoénica e u é sub-harmonica, temos que
Au <0 < Aw. Dal,
Au < Av  em (),

v<u em OS2.
Pelo teorema anterior, v < u em (2.
|

O exemplo seguinte é importante para mostrar como a hipotese de um

dominio limitado é necessaria para o principio do maximo.

Exemplo 6.2 (O principio do maximo nao vale para dominios ndo limitados)

Seja 2, = R™ — B1(0) para n > 3. O problema de contorno

Au=0 em (Q,
u=>0 em OS2,

~ 92—

tem como solugoes v =0 e w(zr) =1—|z|”".
Se o dominio fosse limitado, teriamos apenas v como solugdo pelo prin-
cipio do mdximo, mas como o dominio ndo € limitado consequimos construir

uma outra solugdo w usando a solugdo fundamental.
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6.2
Trabalhando com dominios nao limitados
Agora, vamos trabalhar com 2 C R"™ qualquer e mostrar como obter

resultados parecidos mas acrescentando mais algumas hipoteses.

Proposigao 6.3 Seja Q C R" qualquer. Seja u € C*(Q) N C(Q) tal que

Au>0 em €2,
u<A em OS2,

lHm sup oo u(7) < A.
Entdo, u < A em €.

Para demonstrar esse resultado, nao conseguimos usar o principio do
maximo diretamente, pois o dominio {2 é arbitrario.

Contornaremos essa situagao, usando o limite superior de u para definir
subconjuntos de (2 limitados e usar o principio do maximo nesses subconjuntos.

Dai, vamos conseguir que u < A nesses subconjuntos e em seguida vamos
estender o resultado para (2.

Prova. Queremos mostrar que v < A em (). Seja ¢ > 0. Como
limsup, o, u < A, existe R. > 0 tal que para todo R > R, se [z| > R,
entdo u(z) < A+ e. Defina Qg := QN Bg. Entao, para cada R > R, temos

Au>0 em (g,

u<A+e em 00g.

Para cada R > R., {1z é um conjunto limitado e o principio do maximo
é aplicavel. Logo, u < A+ ¢ em Qg para todo R > R..
Quando, R — oo, temos que u < A + ¢ em 2. Como € > 0 foi tomado

de forma arbitraria, segue que u < A em €} como queriamos mostrar.
|

Lema 6.4 (Lema de Hopf) Seja B = Bg(yo). Seja u € C*(B) N CY(B) tal
que
Au>0 em B,

u(zg) =A  para xy € 0B,
u<A em B — {x}.

. Ou , o ,
Entao —(x9) > 0, em que v € o vetor normal unitdrio exterior a OS2,

ov
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Prova. Seja v = A — u. Segue que

Av <0 em B,

v>0 em 0B — {xy},
v(xg) = 0.
Queremos mostrar que %(xg) >0 (i.e. %u(2g) < 0) e para fazer isso,

vamos construir w que satisfaca

v > w em algum subconjunto aberto de B,

w(wo) = v(wo),

ow
E(ZEO) < O,
pois
v B v(xg — tr) — v(zo)
J(—v) (z0) = t—1>%)r?>0 t
> lim w(zg — tv) — w(xg)
t—0,6>0 t
ow
- O(—v) (o)
> 0

Visto isso, considere a solugao fundamental

1 2—n
| sen > 2,
®(z) = n(n12)|Bl(0)|| |
—5-In |z sen = 2,

com z € R"—{0}. Defina w;(z) := ®(z—yo) —p(R) em que ¢ é a representante
radial de .

Como w; e v sao fungdes continuas e positivas, em 0Br/2(yo), temos que
o maximo de w; e o minimo de v sao atingidos no compacto dBg/2(yo). Chame
o méaximo de wy; em OBg/2(yo) de Cp e o minimo de v em 9Bg/2(yo) de co.
Repare que Cy, o > 0 pois w; e v sdo funcdes positivas em 0Bg/2(yo)-

Seja € := ¢ /Cp. Note que, em OBp/a(yo), ewr = co(w1/Cp) < co < v pois
0 <w;/Cy<1ecy<wv. Também, em 0B, ew; < v pois w; =0 e v > 0.

Seja Qr := B — Br/2(yo). Temos,

Av < A(ewy) =0 em Qp,

v > gwy em Of)g,



Capitulo 6. Os Principios do Maximo 48

segue pelo principio de comparac¢ao que v > ew; em §2.

Logo,
v J(ewy)
>
o' = o)
0@ — )~ o(R)
B d(-v)
9P (o — yo)
> 20 JU)
= o)
> eVO(zg—yo) - (—v)
> 5< — (o — ¥o) n7—($o—yo)>
n|B1(0)] [zo — wo|" " |20 — yol
> - |20 — yo|2
~ n|Bi(0)] |zo — o™
£
> — > 0.
n | By (0)] 2o — wol
Entao, 0 < 8&’” () = gf_’lf)‘ (x0) = —%(wo). Segue que 8(‘9_“V) (x9) < 0.

Consequentemente, 5% (zg) > 0.

6.3
Principio do maximo forte

Teorema 6.7 (Principio do Maximo Forte) Seja v € C*(Q) tal que

Au >0 em . Se existe o € Q) tal que u(xy) = supg u, entdo u € constante.

Vamos apresentar duas provas para o teorema. A primeira usando a
propriedade da média e a segunda usando o lema de Hopf.

Prova. A demonstracao serd por conexidade. Seja M := supg u. Defina
Qur = {x € Q:u(x) = M}. Vamos mostrar que €2y, é aberto e fechado. Note
que 2,7 é nao vazio, pois, por hipotese, xg € 2y;. Também, €, é fechado pois
Qu =u'(M) e u é continua.

Agora, para mostrar que ), é aberto, tome z € Q) e B CC 2 bola
centrada em z. Como Au > 0 em §2, a propriedade da média 5.4 é aplicavel a

u(z) — M sub-harménica, entao
O:u(z)—Mg][ u(y)—Mdygj[ M —M=0.
B B

Logo, u = M em B pois se nao a segunda desigualdade acima seria
estrita. Entao, B C €27, mostrando que §2,; é aberto. Portanto, como {2 é

conexo e {1, é nao vazio, temos que 2y, = 2. Concluimos que v = M em ().
|
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Prova. Seja M := supg u. Defina v := M — u. Temos

Av <0 em ),
v(zg) =0 em 01,

v >0 em ().

Queremos mostrar que v = 0 (i.e. u = M) em Q. Para fazer isso, vamos
mostrar que o conjunto Qg := {z € Q :v(x) =0} C Q é aberto, fechado e nao
vazio. Como u(zg) = M, o conjunto €2y ndo é vazio. Além disso, o conjunto {2y
é fechado pois é pré-imagem do fechado {0} pela fungao v que é continua.

Falta ver que )y é aberto. Nesta parte, vamos ver que o conjunto {2 — )
é fechado, ou seja, que se (z,) C Q — Qe (z,) = T € Q, entdo T € Q — Q.

Suponha para chegarmos a uma contradigdo que existe (z,) C Q —
tal que (z,) = & € Q. Defina para cada n € N, d,, := dist(z,, ) e a bola
By, (z,,). Como (x,) — = podemos tomar ny € N tal que se n > ng, vale que
d, < dist(z,09)/2. Entao, By, (x,) C Q para n > ny.

Dai, podemos tomar ¥ € Qg tal que ¥ € 9By, (Tn,). O lema de hopf é
aplicavel em By, (7,), logo, a—Z(:ﬁ) # 0. Mas & é ponto de minimo em €2, logo,

Vou(z) =0 o que é uma contradigao.
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Desigualdade de Harnack, convergéncias e estimativas

Neste capitulo, exploramos a desigualdade de Harnack, um resultado que
permite comparar o comportamento maximo e minimo de fun¢ées harmonicas
nao negativas em qualquer aberto conexo e limitado compactado no dominio
com uma constante que depende apenas do aberto e da fronteira do dominio.

Além disso, discutimos estimativas fundamentais, como a estimativa para
a derivada multi-indice de fun¢des harmoénicas. Abordamos também teoremas
de convergéncia, incluindo a prova de que o limite uniforme de uma sequéncia
de fungoes harmonicas continua a ser harmonico.

Neste capitulo 2 C R™ é um conjunto aberto e conexo.

Teorema 7.1 (Desigualdade de Harnack) Dado V' CC Q aberto conexo
limitado, existe constante A que depende apenas de V' e dist(V, 0R2)) tal que para
toda u € C*(Q) harménica e ndo negativa em Q, vale que maxy u < Aminy u.

Em outras palavras, para todo x,y € V', vale que u(y)/A < u(xz) < Au(y).

Prova. Seja V' CC 2 aberto conexo limitado. Defina d := dist(V, 052),
repare que dy > 0 pois V C V| entdo, dy > dist(V,09) e como V é compacto,
08 é fechado e Q2 NV = () temos que dist(V,9Q) > 0.

Primeiro, vamos mostrar um resultado auxiliar, para todo x,y € V tal
que |z —y| < do/4 vale que u(z) > u(y)/2". Suponha que z,y € V tal que
|z —y| < do/4 =: ro. Como u é harmoénica, entdo u possui a propriedade da

média. Dal,

1
u(x) = uzdz:][ uzdz:i/ u(z)dz.
(z) ][Bdo/g(z‘) (2) Barg () (2) 271y | B1(0)] JBayy (2) (2)

Como u > 0 e By, (y) C Bay,(z), vale

u(2)dz > u(2)dz.
/B27"0(x) ( ) N /BTo(y) ( )

1 1
2 o m TR IO
2nry | B1(0)| /By ()
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Portanto, u(z) > wu(y)/2"™ para todo z,y € V tal que |z —y| < ro. Agora,
vamos usar esse resultado auxiliar para mostrar o teorema.

Sejam z,y € V. Queremos construir uma sequéncia finita de pontos
T =2,T,..., 0y =y tal que By (x;) N Byy(wi41) # 0 comi=1,..., M.

Como V é aberto e conexo, V' é conexo por arcos. Tome I' C V arco que
liga e y. Com o intuito de construir a sequéncia desejada, chame x; = x,
tome 3 € By (z1) N T tal que dist(zy, 1) > 2 e defina o3 € B, (z2) NI com
dist(xs, z2) > 5. Fagamos esse processo até chegarmos em um termo zp;; tal
que y € B, (zp—1) NI, por fim, chame x,; = y. Sabemos que esse processo
é finito pois I' tem comprimento finito. Assim, obtemos uma sequéncia finita
T = T,Tq,..., 2y =y tal que By, (x;) N By (xi11) # 0, como querfamos.

Visto isso, aplicando o nosso resultado auxiliar na sequéncia finita

T1,T, ..., Ty temos,

u(r) <  max u
B’”O(Il)
< 2" min wu pelo resultado auxiliar
By (1)
< 2Mu(zy) < 2" max uw < 2"2" min w
BT()(:CZ) BTO(xQ)
< (2")"uly).

Concluimos que para cada ponto x,y € V vale que u(z) < Au(y) em que A é
uma constante positiva que s6 depende V' e dist(V, 9€2). Como o resultado é
para todo x,y € V vale que u(y) /A < u(z) < Au(y), isto é, maxy u < Aminy u.

[

7.1
Algumas estimativas

Teorema 7.2 Seja u € C®(Q) harmonica em Q). Se fizarmos xy € 2, entao
para cada Br(xg) C €, para cada k € N e para cada o = (o, ..., a,) € N* tal

que a1 + -+ + oy, = k, vale que

Cllk
De < = / d
D uten) < 2k [ Jue)ldo

em que C, j € uma constante que depende apenas de n e k.
2"+1nk)k

Ezxplicitamente, Cy = m e Cy>1 = ROIE

Prova. A prova sera por inducgdo. Para k = 0, como u é harmonica vale a

propriedade da média para x(, entao
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1
’U(ZEO)’ - |‘BR($0)‘/BR(xQ)U($)dx

(x)dx

1
—_— u
||Bl(0)|R" Br(o)
1
< 7/ w(x)|dz.

Para facilitar a compreensao do ultimo passo da inducao, vamos fazer para
k = 1 antes. Como u é harmonica, por Schwarz, % também é, pois A% =
aiAu =0.

L5

Entao, % tem a propriedade da média, aplicando em Bp/(o),

0 1 0
5. (70) = .

= —(z)dx
‘BR/Q(SC())‘ /BR/2(5E0) axz

e por Gauss-Green,

ou 1
—(zg) = ———— u(z)v;(x)dx.
axz( 0) ’BR/Q(ZE())‘ /BBR/z(iUO) ( ) ( )

Passando o modulo,

IA

u(@)] |vi(z)] dx

0
)

ol
‘BR/Q(:UO)‘ 0BR/2(wo) ‘
on

S — ulz)| dz.
S BUOIE Josayaen ")

Note que se © € 0Bga(zg), entdo Bgj(x) C Bgr(zg) C Q. Agora,

aplicando o caso k = 0 em Bp/s(x), temos

2n
u(z)] < —m— u(y)d
2n
)IU(y)!dy

< -
- ‘Bl(O)| R Br(zo
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Entao,
3u on
x < TR e u(z)|dz
89&'( o) = |B,(0)] Rn 6BR/2(IO)| ()]
on on
= B0 B 7/ u(y)| dy| da
= |B1(0)] R™ JoBga(xo) [\Bl( 0)| R» BR(%)\ (y)| ?/]
2" on
< TR0 B ldy | ——— d
= |B1(0)] R* JoBgs (o) [|Bl( Y| R* Jn(en) [u(y)] y}
2™ on
< s |98 7/ p
~ |B1(0) |R"’ R/2 $0‘|B (0)| R /B0 lu(y)| dy
22n
< B 0B [, Ty
22n R n—1
S SomEan o n |B1(0 U d
< ‘Bl(oﬂzmn(z) BOI [, i)y
<

2n+1n
_— dx.
B,(0)] R+ /BR@[)) [ulz)] d

Mostrando o resultado para k = 1. Vamos fazer para k > 2 agora.

Suponha que o resultado valha para algum k£ —1 > 1, queremos ver que o
resultado vale para k. Seja o € N" com a1+ - -+a,, = k. Temos que para algum
i=1,...,n, vale que D% = %Dﬁu emque B eNefS1+---+5,=k— 1.
De novo, por Schwarz, D%u é harmonica, entao vale a propriedade da média.

Fixe xy € 2. Aplicando a propriedade da média em B R (o), temos

D%u(xy) = H/BR - 08xZD6 (x)dx,

R

k

novamente, por Gauss-Green,

D%u(xg / - ydx.
Bax( ‘ 0B 1 (330

Passando o modulo,

1
1Du(z0)| < ———— / DPu(a)| da.
| B (wo)| /0B o)

=

Como antes, se r € OB% (x0), entao BR%(x) C Bgr(zg) C €. Pela hipotese de
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indugao, o resultado vale para k — 1 em Bpi-1(z), entéo,
k

(27 (k — 1))
DPu(x u(x)|dr
‘ ( )‘ < B0) (R%)m—k—l /BRM(@‘ ()]

(2n+1n (k _ 1))k—1
< ) () MO

Logo,
1
|D%u(xg)] < 7/ Dﬁu(x)’dm
‘BE(CEO)’ 0B R (%0)
k k
\3Bg (:co)\ (21 (k — 1))
—er [ u)ldy
‘Bg(xo)] |B1(0)] (RE) R (o)
n—1
() o s g g 01
T ABOI(E)" B) R (52) et
nk (2”+1n)k_1
S R d
= R |Bi(0)| Rtk (k — 1)" k—n—k+L /BR(IO)\U(y)\ y
(2" nk)"
= d
T 27HBy(0)| RrtR (k= 1)" k" JBp) [uly)ldy
(27 1nk)" k" /
< d
S B 0)] B (= 17 gy WY
(2n+1nk)k L n/
< d
S 2 B0 R \k=1) st u(y)| dy
(2n+1nk)k’ ( 1 )n/
< 14+ - d
—  9n+l |B1(0)|Rn+k + k—1 Br(zo0) |U(y)| Y
(27 1nk)" . /
< 1+1 d
= 2n+1‘B1(0)‘Rn+k( +1) Ba(ao) [u(y)| dy
(Z”Hn/’f)]C /
< STRTON P d
= 2|B1(0)] R JBa(a0) lu(y)| dy
< (2”*%1@)1c

L S A— dy.
EXORSE /. )y

7.2
Teoremas de Convergéncia

Teorema 7.3 O limite de uma convergéncia uniforme de uma sequéncia de

funcoes harmonicas é harmonico.

Prova. Seja Q2 C R™ aberto, conexo e limitado. Seja {u,, } sequéncia de fun¢oes
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harménicas em € tal que {u,,} — u uniformemente em . Queremos mostrar
que u é harmonica e para fazer isso vamos ver que u tem a propriedade da
média.

Seja B,.(z) CC £, pelo teorema 5.3 temos que para todo m € N vale que

U (T) = ][ U, (2)dz.
@=4,
Passando o limite para os dois lados,

(@) =l 7 ) w2z

Como {u,,} converge uniformemente para u,

u(z) :][B . lim w,(2)dz :]g . u(z)dz.

n—-+00

Logo, u tem a propriedade da média e pelo teorema 5.5, u ¢ harmonica.
|

Teorema 7.4 Seja {u,,} sequéncia crescente de fungoes harmonicas em €.
Se para algum xo € Q a sequéncia {um,(xg)} € limitada, entao {u,,} converge
uniformemente em todo V. CC 2 aberto conexo limitado para uma funcdo

harmonica.

Prova. Defina {v,,} tal que para todo m € N, v, 1= %11 — ty,. Como {u,,}
é crescente, entdo {v,,} é nao negativa. Também, como {u,,} é harmoénica,
para todo m € N, Av,, = A (Uppg1 — Up) = Aupyr — Au,, = 0. Entéo, a
desigualdade de Harnack ¢ aplicével a {v,,} em todo aberto conexo limitado
compactado em (2.

Seja V' CC () aberto conexo limitado. Por Harnack, para todo m € N,
< i .
max {vm} < C min {vm}

Em particular, para todo m € N, miny {v,,} < v(20) < U1 (x0) — um (o).

Como {u;, (o)} é limitada e mondtona, entao converge e é de Cauchy.
Entao, para todo € > 0, existe my € N tal que se m > my entao

Um+1(T0) — Um (o) < €/C. Logo, se m > my,

8 p—

C

max {tUmi1 —um} < C’mvin {tUmi1 — um} < CHumyir(ro) — um(zo)} < C E.

Portanto, {u,,} converge uniformemente e, pelo teorema 7.3, a fungao

limite é harmdnica. Como tomamos V' CC € arbitrario o resultado segue.
|
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Proposicao 7.5 Seja {u,,} sequéncia limitada de fungoes harmonicas em €.
Dado K C Q compacto, entao existe subsequéncia de {u,} que converge

uniformemente para uma fungdo harmonica.
Prova. Sejam = € Q e d := dist(£2, 0K). Pelo resultado 7.2, para cada m € N,

Cnl 2”+1n
Du,,(x)] < : / U, dy = 7/ Uy dy.
Du () < G5 [ )l dy = gty [ )l dy

Logo, chamando M := supq, |u,,| pois {u,,} é limitada,

2n+1n 2n+1nM
Du,, <—— B M< —.

1Dt (o) < iy [Bula) M < S
Mostramos que para todo m € N as derivadas Du,, sao limitadas. Agora, pelo

teorema do valor médio, temos que para todo x,y € K vale

[t () = um(y)] <

Note que {u,,} é equicontinua, pois dado £ > 0 se tomarmos z,y € K

tal que |z — y| < 5, entdo |, (z) — um(y)| < &.

Logo, o teorema de Arzela-Ascoli é aplicavel e existe subsequéncia que
converge uniformemente. Ainda mais, como a subsequéncia é de funcoes

harmonicas, seu limite ¢ uma funcao harmonica e o resultado segue.
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O método das funcoes sub-harmonicas

Neste capitulo, apresentamos o método de Perron. Come¢amos definindo
o conceito de fungoes continuas sub-harmonicas e super-harmonicas, apresen-
tamos uma espécie de principio do maximo forte quando comparamos uma
funcao sub-harmoénica com uma super-harmonica na fronteira de um dominio
limitado que nos ajuda com o decorrer da teoria e tem como corolario direto
o principio do maximo forte para fungoes sub-harmonicas.

Depois usamos o teorema 4.9 que estende uma funcao continua no
bordo de uma bola para uma fungdo que é harmoénica no interior da bola
para definir o levantamento harmoénico numa bola. Seguimos mostrando que
o levantamento harmonico de uma funcao sub-harmonica é sub-harmonico.
Prosseguimos definindo os conceitos de subfuncgao e super funcao que nos ajuda
a definir a solucao de Perron.

Mostramos que a solugao de Perron é harmonica e fazemos uma pequena
digressao para motivar o estudo da solucao de Perron para introduzir os
conceitos de barreira, ponto regular e concluir com o contexto no qual a solucao
de Perron ¢é a solugao do problema classico de Dirichlet.

Seja 2 C R"™ conjunto aberto e conexo.

8.1
Funcoes sub-harmonicas e super-harmonicas

Definigao 8.1 (Sub-harménica) Seja u € C°(Q2). Se para cada B C 2 bola
e para cada h harmoénica em B wvale que se w < h em 0B, entio u < h em B,

dizemos que u € sub-harmonica em ().

Defini¢ao 8.2 (Super-harmonica) Seja u € C°(Q). Se para cada B C
bola e para cada h harmoénica em B wvale que se u > h em 0B, entdio u > h

em B, dizemos que u € super-harmonica em ).

Até o momento, hd duas definicoes no texto para funcoes C? sub-
harmonicas e super-harmonicas, a préxima proposicao mostra que as duas

defini¢des sao equivalentes.
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Proposigao 8.1 Seja u € C*(2). Sao equivalentes,
1. para todo x € Q, Au(x) > 0;

2. para cada B C Q bola e para cada h harmonica em B wvale que se u < h
em OB entdo u < h em B.

Prova. Seja u € C?*(Q). Primeiro, vamos mostrar que 1 implica 2. Sejam
B C Q bola e h harmonica em B tal que u < h em dB. Queremos mostrar que
u < h em B também. Como h é harmoénica em B, temos que Au > Ah em B,
entao, pelo principio do maximo u < h em B como queriamos mostrar.

Agora, vamos mostrar que 2 implica 1. Suponha para chegarmos a uma
contradi¢io que existe zo €  tal que Au(xg) < 0. Como u € C?(QQ), temos
que Au é continua, logo, existe B,,(zo) C 2 tal que Au < 0 em B, (). Seja
h fungdo harmonica em B,,(xo) tal que h = v em 0B, (z) como no teorema
4.9. Temos que

Ah=0>Au em B, (o),

h=u em 0B, (),

e pelo principio da comparagao segue que h < u em B, (xg). Mas por 2, u < h
em B,,(xg), logo, u = h em B, () o que é uma contradi¢ao pois h ¢ harménica

e estamos supondo que Au(zg) < 0. |

Observacgao 8.2 A proposicao acima mostra o andlogo para fungoes C? super-

harmonicas, basta repetir a demonstracdo com —u.

Exemplo 8.3 Seja Q = (—1,1). Sejam u(z) = |z| tal que x € (—1,1) e
B = (a,b) C (—1,1) bola. Tome h harmonica em B tal que v < h em
0B = {a,b}. Em uma dimensao, uma fungio é harmonica se, e somente se,
sua sequnda derivada é nula, entdo, h”" =0 e h é uma fungdao afim cujo grifico
¢ um segmento de reta. Além disso, u < h em OB = {a,b}, logo, temos que
o grifico de h é um segmento de reta que liga os pontos (a,u(a)) e (b,u(b)).
Entao, parat € [0,1], h(ta+(1—1t)b) = th(a)+ (1 —t)h(b) = tu(a)+ (1 —t)u(b).

Dado x € B, existe t € (0,1) tal que x = ta+ (1 — t)b, entdao, como u é
conveza temos que u(x) = u(ta+ (1 —t)b) < tu(a) + (1 —t)u(b) = h(x). Como
x € B foi tomado de forma arbitrdria, temos que u < h em B, concluindo que

u € sub-harmonica em (—1,1).

Observacao 8.4 Pelo corolario 6.4, as constantes sao sub-harmonicas e

super-harmonicas.

Proposigao 8.3 Se v € C%Q) ¢é sub-harménica em Q) e k > 0, entdo kv é

sub-harmonica.
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Prova. Seja B C ) e h harmodnica em B tal que kv < h em 0B. Entao,
v < h/k em 0B. Como h/k é harmoénica, temos que v < h/k em B pois v é

sub-harmonica 2. Logo, kv < h em (2.
[ |

Proposigao 8.4 Se uy,...,u, € C°(Q) sdio fungoes sub-harmonicas em S,

entdo u(x) := max {uy, ..., uy,} € sub-harmonica em Q.

Prova. Basta mostrar para uj,us; € C°(Q2) sub-harménicas. Seja u(z) =
max {uy(z),uz(x)}. Tome B C Q bola e h harmonica em B tal que u < h
em 0B. Queremos ver que u < h em B.

Pela definicao de u, temos que u; < h em 0B e up < h em 0B.
Como uq e up sao sub-harmonicas, uy < h em B e us < h em B. Entao,
u(z) = max {uy(x),us(x)} < hem B.

|

Agora, vamos apresentar uma espécie de principio do maximo forte para
quando comparamos uma funcio sub-harmoénica e uma super-harmoénica na
fronteira de um dominio limitado. Este resultado vai se mostrar bem fttil no
decorrer deste capitulo final e vai nos ajudar a mostrar o principio do maximo

forte para func¢odes sub-harmonicas.

Proposigao 8.5 Seja Q conjunto limitado. Sejam u € C°(Q) sub-harmoénica
em Q ev € C°(Q) super-harmonica em Q tal que v > u em OS2, entdo ouv > u
em Q ou v = u. Equivalentemente, se u —v < 0 em 952, entdo ouu—v < 0

emQouvu—v=0em ).

Prova. Seja M := supg, (u — v). Se M < 0, temos que u — v < 0 e o resultado
segue. Suponha que M > 0 e defina

Qu={zeQ:(u—v)(z)=M}.

O argumento serd por conexidade. Se M > 0, como por hipdtese u —v < 0 em
09 entao o maximo positivo é atingido no interior, logo, Q,; # (. Se M = 0,
temos que u —v < 0 em Q. Dai ou existe zy € §2 tal que (u —v)(z9) =0 o
que implica que Qy; # () ou ndo existe zg € Q tal que (u — v)(zg) = 0, entdo
u—1v <0 em Q e resultado segue. Logo, podemos supor que Q,; # (). Repare
que Qy ¢ fechado pois Qy = (u —v) "' (M) e u — v é continua.

Vamos mostrar que €2y, é aberto. Seja xy € Q7 e tome B = B, (xy) C €.
Pelo teorema 4.9, podemos tomar 4,7 € C?(B) N C°(B) harménicas em B tal
que © =u em 0B e v = v em 0B. Logo, supyp(u — v) = supyp(u —v) < M.
Também, pela definicdo de sub-harmonica e super-harmoénica, u < v em B e

v>9vem B, entao, M = (u — v)(zg) < (u — v)(xp). Agora, pelo principio do
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maximo, como @ —v é harmdnica em B, temos que supyg(u—0v) = supz(u—12v),

logo, (u — v)(zg) < supyp(u — v). Temos a seguinte cadeia,

M = (u—v)(z) < (u—10)(z9) < saué)(ﬂ —v) < M.
Entao, (u — v)(zg) = supgg(u — v) = supz(u — v). Pelo principio do maximo
forte temos que @ — v = M em B. Logo, u — v = M em 0B.

Repetindo o argumento para todo r € (0,ry) temos que u — v = M
em 0B, (xg) para todo r € (0,ry), entdo u — v = M em B, logo, B C Qy
concluindo que €,; é aberto.

Como €2 é conexo, mostramos que se M > 0, entao 2 = Q. Dali,
u—v =M em Qe comou—v <0 em I temos que M < 0. Portanto,

M=0eu—v=0em (e o resultado segue. [

Corolario 8.6 (Principio do maximo forte para sub-harménicas C°)
Se u € C°Q) € sub-harmonica em 2, entdo satisfaz o principio do mdzimo

forte. Ou seja, se existe xy € Q tal que u(zg) = sup,cq u(x), entdo u = u(xy).

Prova. Chame M := sup,.q u(x). Como as constantes sdo super-harmdnicas
eu < M em 0f). Pelo resultado anterior, ou M > u em € ou M = u em ().

Como u(zg) = M, temos que u = M e o resultado segue.
|

8.2

Levantamento harmonico, subfuncao e super funcao

Vamos apresentar alguns conceitos chave que nos ajudam a definir a

solugao de Perron.

Defini¢ao 8.7 (Levantamento Harmoénico) Seja B C Q. Sejam u €
CY%(2) fungdo sub-harmonica em ) e U a fungio harménica em B que estende

u como no teorema 4.9. O levantamento harmonico de u em B € definido como

u(z), =€ B,
u(zr), ze€—B.

Ux) =

Observagao 8.5 Como u é sub-harmonica, u = u em 0B, entdo u < u=U

em B. Logo, u < U em §.

Proposigao 8.8 Seu € C°(Q) sub-harménica e B C ), entdo o levantamento

harmonico de u em B é sub-harmonico em €.
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Prova. Seja B’ C Q bola arbitraria. Suponha que h é harmoénica em B’ tal
que U < h em 0B’. Queremos mostrar que U < h em 0B’ também.

Como u < U em 0B’ pela observacao anterior, temos que u < h em 05,
logo, como u é sub-harmonica, v < h em B’. Entdo, U < h em B’ — B.

Falta ver que U < h em B’ N B. Como U, h sao harmoénicas em B'N B e
U < h em 0(B’' N B), pelo principio da comparagao 6.6, temos que U < h em
BN B'. Portanto, U < h em B'.

|

Defini¢ao 8.9 (Subfuncao e super fungao) Seja Q@ C R™ aberto, conezxo e
limitado. Seja ¢ fungio limitada em OS). Dizemos que uma u € C°(Q) sub-
harmonica é uma subfungdo relativa a ¢ se u < ¢ em 0. Analogamente,
dizemos que v € C°(S)) super-harménica é uma super fungio relativa a @ se

v > @ em 0. O conjunto de todas as subfuncoes relativas a ¢ € denotado por
Se-

Agora que ja temos bastante vocabulario, vamos mostrar que o supremo

de subfungoes relativas a uma mesmma fun¢ao é uma func¢ao harmonica.

Teorema 8.10 Seja 2 C R™ aberto, conezo e limitado. Seja ¢ fungdo limitada

em 0. A fungio u(x) := sup,eg, v(x) € harmonica em 2.

A ideia principal da demonstragdo é construir uma sequéncia limitada
de fungoes harmonicas para usar a proposicao 7.5 mas s6 temos subfuncgoes
para trabalhar. Entao, a estratégia, sera construir uma sequéncia de fungoes
sub-harmonicas crescente e limitada. Tomar para cada terno da sequéncia o
seu levantamento harmoénico e mostrar que essa nova sequéncia que provém do
levantamento harmonico ¢é limitada e aplicar a proposicao 7.5.

No entanto, a priori, a subsequéncia obtida converge para uma funcao
harmoénica que nao necessariamente coincide com a funcao desejada. Para
mostrar que o limite é o mesmo, empregamos um argumento por contradicao.
Seguindo um raciocinio semelhante ao inicio da demonstracao, chegamos a
uma contradi¢ao, finalizando assim a prova.

Prova. Seja y € Q. Pela defini¢do de u, podemos tomar {u,,} C S, tal que
{um(y)} — u(y). Podemos supor que {u,,} é uma sequéncia limitada por cima

e por baixo na fronteira, pois se ndo, basta tomar a sequéncia {v,,} definida



Capitulo 8. O método das funcées sub-harménicas 62

da seguinte forma,

VT = up

ve = max{uy,us} > u; =
vy = max{ui,uz,uz} > vy
U = max{uy,..., Uy}

Cada termo é maximo de fungoes sub-harmonicas e como para todo
m € N, u, < ¢ em 09, vale que para todo m € N, v,, < ¢ < supyg @
em 0f). Entdo, {v,,} C S, e pelo teorema 8.5 temos que para todo m € N,
Um < SUpyq @ em €. Além disso, a sequéncia {v,,} é crescente, logo, limitada

por baixo pelo seu primeiro termo. Visto isso, para todo m € N
U1 < Uy SSUp @
o9

em ). Também, v,,(y) — u(y) pois como v, (y) = max{ui(y),..., un,(y)}
e {vn} C Sy, temos que para todo m € N, u,,(y) < v,(y) < u(y). Logo,
Um () — u(y) pois um(y) — u(y).

Como (2 é aberto, tome R > 0 tal que B := Bgr(y) CC €. Defina para
cada m € N, V,, como sendo o levantamento harmonico de v,, em B. Note
que V,, € S, porque o levantamento harmoénico de sub-harmoénicas é sub-
harmonico e por definigdo V,, = v, em 0B. Consequentemente, V,,(y) — u(y)
pois Uy (y) < Viu(y) < u(y). Como {V,,}, em B, é limitada e harmoénica,
pela proposicao 7.5, existe {V,, } subsequéncia que converge uniformemente
em qualquer bola B,(y) com r < R para uma fungdo v harménica em B.

Queremos mostrar que © = v em B. Ja sabemos que v < v em B pois
para todo n, € N, V,,, é harmoénica e V,,, = v,, em 0B, entao pelo principio
do maximo V,,, < wu em B, logo, fazendo n; — +o00, temos que v < u em B.

Entao, suponha para chegarmos a uma contradi¢ao que v < u, ou seja,
que para algum z € B, v(z) < u(z) . Entao, pela definicao de sup existe u € S,,
tal que v(z) < u(z) < u(z). Defina para todo k € N, wy, := max{u, V,,, }. Tome
o levantamento harmonico Wy, de wy, em B.

Novamente, obtemos uma subsequéncia de {W}.} que converge uniforme-
mente para uma funcao harmonica w em B mas que satisfaz v < w < wu em B
e v(y) = w(y) = u(y). Pelo principio do maximo forte, v = w em B. Contra-
dizendo a escolha de u. Logo, v = u em B mostrando que v ¢ harmonica em

B. Como B foi tomada de forma arbitraria, o resultado segue.
|



Capitulo 8. O método das funcées sub-harménicas 63

8.3
Método de Perron

Defini¢ao 8.11 (Solugado de Perron) Seja @ C R™ aberto, conezo e limi-
tado. Seja ¢ fungdo limitada em 02 A fungao u(x) := sup,eg, v(x) € chamada

de solugao de Perron associada a @.

Seja 2 C R™ aberto, conexo e limitado. Seja ¢ funcao limitada em 0f2.

Dado o problema de Dirichlet

Au=0 em €,
u=¢ em 0.

Suponha que w é solu¢do do problema. Como w = ¢ em 0f), entao
w € S,. Para todo v € S,, v é sub-harménica e v < ¢ = w em 92, logo, v < w
em () pois w é harmonica. Quando o problema de Dirichlet tem solucao, esse
raciocinio faz a solucdo de Perron ser promissora.

Agora, vamos estudar o comportamento das solu¢des do problema de

Dirichlet na fronteira para entender as condig¢oes de existéncia de solugao.

Defini¢ao 8.12 (Barreira) Seja Q2 C R™ aberto, conexo e limitado. A fungao

w € C°Q) é chamada de barreira de & € 99 relativa a §) se satisfaz

(i) w é super-harmonica em €);
(i) w> 0 em Q — {£};
(111) w(€) = 0.

Definicao 8.13 (Ponto regular) Seja Q@ C R"™ aberto, conexo e limitado.

Um ponto de 0S) é dito reqular quando existe uma barreira neste ponto.

Teorema 8.14 Seja 2 C R"™ aberto, conexo e limitado. Sejam ¢ funcao
limitada em OSY e u solugdo de Perron associada a . Se & € 02 é reqular

e ¢ continua em &, entdo lim,_,¢ u(z) = ¢(§).
€N

Prova. Seja ¢ > 0. Chame M := supyq |¢|. Como & é ponto regular, entdo
existe uma barreira w € C°(Q) em &. Como ¢ é continua, existe § > 0 tal que
se |z —&| < 6 entdo |p(x) — p(&)] < e.

Agora, como w é barreira de &, w é positiva em Q — B;(£) que é um
conjunto compacto, logo, existe ¢ > 0 tal que w(z) > ¢ se |z —¢| > 0. Tome
k> 0 tal que w(z) > 2M/k > cse |z —&| > 4.

Note que ¢(§) + ¢ + kw é super-harmoénica pois kw é super-harménica

em Qe p(£), e sdo constantes. Analogamente, p(§) — e — kw é sub-harmonica.
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Além disso, p(§)+e+kw > ¢ em 9N. Porque para z € 99, se |[x —&| > ¢
o <2M < kw(z) < p(§) + € + kw(x)
ese |r—¢&| <0, kw(z) > 0, entdo

p(r) <e+e(§) <e+(E) + ku(x).

Semelhantemente, ¢(§) — e — kw < ¢ em 0S).
Portanto, ¢(§) 4+ € + kw é super funcao relativa a ¢ e p(§) — e — kw é

sub funcao relativa a ¢. Pela definicao de u, em 052,
u< ¢ <€)+ e+ kw;

p=u>p(§) —e—kuw.

Como u é harmonica e p(§) + € + kw é super-harmoénica e p(§) —e — kw

¢ sub-harmonica, vale que, em (2,
(&) —e —kw < u < (&) + ¢+ kw.
Equivalentemente,
lu(z) —(&)] < € + kw(x) para x € (.

Como w é barreira, w(x) — 0 quando z — & pois w é continua em ¢ e
w(€) = 0. Entao, u(z) — ¢(&) quando = — &.
|

Teorema 8.15 Seja Q limitado. Sejam u € C*(Q) NC(Q) e p € C°(09Q). O
problema de Dirichlet
Au=0 em S,

u=¢ em 0,

tem solucao se e somente se os pontos da fronteira sdo todos requlares.

Prova. (<) : Suponha que todos os pontos da fronteira sao regulares. Entao,
pelo teorema anterior, a solugdo de Perron é solugao do problema de Dirichlet
OIS U = Sup,cg_v € continua em Q e lim, ¢ u(z) = ¢(€).

(=) : Suponha que o Problema de Dirichlet dado tem solugao para
qualquer p € C°(09). Seja £ € IN. Defina f(z) := |z —&|. A fungao f ¢é
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continua em 0f2. Tome a fungdo h harmdnica que resolve

Au=0 em ),
u=f  em 0L

Em particular, h, pelo principio do méximo, é super-harmonica e positiva.
Além disso, é nula em &. Logo, h é barreira de £. Entao, £ é regular.

|

Por fim, vamos dar uma condicdo geométrica necessaria para que um

dominio tenha fronteira regular.

Defini¢ao 8.16 (Condigao da esfera exterior) Seja 2 limitado. Dizemos
que 0L) satisfaz a condicdo da esfera exterior se para todo ponto & € OS2 existe
B = Bg(xg) C R* — Q que satisfaz BN Q = {€}, ou seja, £ € OB N O,

Proposicao 8.17 Seja Q) limitado satisfazendo a condicao da esfera exterior.
Ou seja, dado & € 0N) existe Br(xo) C R" — Q. A fungdo

|z—x0|

R

1 1 >
BT T o 23

In
w(x) =

definida em Q ¢ uma barreira de €.

Prova. A funcio w é continua em , positiva em Q — {¢} e w(€) = 0 por
defini¢ao. Falta mostrar que w é super-harmonica em ().

Seja B C (2 bola. Tome h harmoénica em B tal que h < w em 0B.
Queremos ver que h < w em B também. Repare que w é harmoénica, pois é
uma func¢ao radial que é solucao da equacao de Laplace como vimos em 4.1.

Entao, pelo principio da comparacgao, h < w, logo, w ¢é super-harmonica.

|
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