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Resumo

Desenvolvimento de uma metodologia para analises es-
tatisticas de um sistema massa-mola-amortecedor excitado
por um carregamento estocastico.

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma metodologia de analise
probabilistica do comportamento de um sistema massa-mola-amortecedor
submetido a carregamentos aleatérios, modelados como processos estocédsticos
estacionarios, abordando o problema tanto de forma numeérica quanto analitica.
Essa abordagem se justifica pela relevancia de vibragoes aleatérias em diversos
problemas de engenharia.

Com o auxilio do MATLAB, foram implementados algoritmos basea-
dos na metodologia de Monte Carlo, envolvendo a geragao de valores pseu-
doaleatérios de variaveis aleatérias, a construcao de modelos estatisticos e a
andlise da convergéncia entre estatisticas tedricas e amostrais. As ferramen-
tas de analise utilizadas incluem gréaficos envelope, histogramas univariados e
bivariados, distancias de Wasserstein, densidades espectrais da resposta e in-
vestigacoes sobre a influéncia do amortecimento do sistema na convergéncia
da resposta para um processo estocastico estacionario.

Por fim, foram comparados os resultados das abordagens analitica e
numeérica. A solugao analitica foi obtida por meio da derivacao da equacao da
dindmica, enquanto as aproximacoes numéricas foram obtidas com o método
de Runge-Kutta. A comparacgao avaliou vantagens como o custo computacional

e a aplicabilidade da metodologia para sistemas mais complexos.

Palavras-chave
Processos Estocasticos; Monte Carlo; Vibracoes Aleatérias; Métrica de

Wasserstein; Geracao de Valores Pseudoaleatérios.



Abstract

Development of a methodology for statistical analysis of a
mass-spring-damper system excited by a stochastic load.

This work aims to develop a probabilistic analysis methodology for
the behavior of a mass-spring-damper system subjected to random loads,
modeled as stationary stochastic processes, addressing the problem both
numerically and analytically. This approach is justified by the relevance of
random vibrations in various engineering problems.

With the aid of MATLAB, algorithms based on the Monte Carlo method-
ology were implemented, involving the generation of pseudorandom values of
random variables, the construction of statistical models, and the analysis of
the convergence between theoretical and sample statistics. The analysis tools
employed include envelope plots, univariate and bivariate histograms, Wasser-
stein distances, spectral densities of the response, and investigations into the
influence of the system’s damping on the convergence of the response to a
stationary stochastic process.

Finally, the results of the analytical and numerical approaches were
compared. The analytical solution was obtained through the derivation of
the dynamic equation, while the numerical approximations were calculated
using the Runge-Kutta method. The comparison evaluated advantages such as
computational cost and the applicability of the methodology to more complex

systems.

Keywords
Stochastic Processes; Monte Carlo; Random Vibrations; Wasserstein

Metric; Pseudorandom Values Generation.
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1
Introducao

Sistemas mecéanicos sob carregamentos aleatérios sao frequentes em
diversas aplicagbes e isso motiva o trabalho. Existem varias situacoes onde
aparece esse tipo de problema. Por exemplo, uma ponte sujeita a acao do vento,
as ondas do mar sobre os pilares que a sustentam e ao trafego de veiculos é um
exemplo de um sistema sujeito a carregamentos estocasticos. Outros exemplos
incluem as pas de uma turbina edlica sujeita ao vento e um prédio durante um
terremoto.

Este trabalho tem como objetivo construir uma metodologia de analise
com uma abordagem probabilistica do comportamento de um sistema massa-
mola-amortecedor sob carregamentos aleatérios modelados como processos es-
tocasticos estacionarios. Como o carregamento atuante no sistema é aleatoério,
a resposta do sistema é também modelada como um processo estocastico.

O trabalho busca dar continuidade a trabalhos de autoria prépria [1, 2] e
de Somazz [3] sobre a simulag¢oes computacionais de sistemas mecanicos, bem
como reproduzir e verificar algumas das formulagoes tedricas descritas por
Benaroya e Han [4] e a parte numérica descrita por Sampaio e Lima [5, 6, 7]
sobre processos estocasticos. Também pretende-se aplicar a teoria acerca de
processamento de sinais descrita por Sampaio, Cataldo e Brandao [8] necessaria
para analise das respostas do sistema mecanico no dominio da frequéncia e da
densidade espectral.

O trabalho é dividido em 5 capitulos. O capitulo 2 explica de forma su-
cinta os conceitos teodricos utilizados para o desenvolvimento das simulagoes.
O capitulo 3 aborda a metodologia usada para elaborar as rotinas computacio-
nais, a modelagem do sistema mecéanico e os parametros utilizados. O capitulo
4 apresenta os resultados das simulacoes e seus gréaficos. A subsecao 4.1 des-
creve um algoritmo baseado no método numérico de Runge-Kutta, enquanto a
subsecao 4.2 descreve um algoritmo baseado em uma expressao analitica para
a resposta do sistema analisado. Por fim, o capitulo 5 aborda as conclusoes
obtidas apds a realizagdo das simulagoes e a comparagao com os resultados

previstos na literatura, assim a descrigdo dos préximos passos do trabalho.



2
Fundamentos Teoricos

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos tedricos sobre

os quais o trabalho foi desenvolvido.

2.1
Objetos Aleatorios

2.1.1
Espacos de Probabilidade

Seja (Q,F,Pr) um espago de probabilidade tal que € é um conjunto nao
vazio chamado de espago amostral, F é uma o-algebra em 2, ou seja, um
conjunto de subconjuntos de {2 aos quais se associam uma probabilidade, e Pr

¢ uma medida de probabilidade em F com valores em [0, 1] tal que [9, 10]:
Pr(Q) = 1.
Dados eventos disjuntos A, A, ... em F, entao:

Pr(Ua) =3 Priay,

=1
2.1.2
Variaveis aleatoérias

Uma variavel aleatéria (v.a.) continua X definida no espago de probabi-

lidade (€2, F, Pr) é uma fungao real tal que:

X: O—R

wr X(w),

onde X '(z) = {w € Q: X(w) = 2} € F, garantindo a mensurabilidade da

funcao.
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Para variaveis aleatérias continuas, py e Px sdo a funcao de densidade
de probabilidade (PDF) e a funcao de densidade acumulada (CDF) respecti-

vamente tais que:

Py : R — [0,1]

Py =Pr(X <z)= /Oopx(u)du.

O objetivo da v.a. é simplificar problemas de probabilidade, pois permite
o transporte da medida de probabilidade que era definida para os elementos
da o-algebra para a reta. Assim, é possivel construir graficos com a PDF e a
CDF.

Estatisticas de uma v.a., como por exemplo média e variancia, sao valores
reais que representam valores de tendéncia central ou de dispersao. O valor
esperado, ou média, pux de uma variavel aleatéria continua X e PDF pyx
com suporte em R é dado pela equacao 2-1, sempre que a integral converge

absolutamente.

“+oo

jx = E[X] = / epxdz. (2-1)
Sabendo o valor de uy, é possivel calcular a varidncia var(X) da v.a. ,
que ¢é dada pela equagao 2-2, quando a integral converge absolutamente.

+00
var(X) = E[(X = ux)?) = [ (w = px)*pxd, (2-2)

—0o0
onde o seu desvio padrao ox é definido como ox = y/var(X).
Algumas variaveis aleatérias, como a de Cauchy, nao possuem estatisticas

como média e varidncia devido a nao convergéncia das integrais.

2.1.3
Vetores Aleatorios

Um vetor aleatéorio X é uma fungao em R™:

X: Q—R"

wi— X(w) = x,

tal que X~1(x) € F, Vx € R", onde cada componente de X = [X}, X, ...X,,|T
¢ uma variavel aleatoria real. De forma andloga, as componentes de x =
(21, o, ..., z,|T sd0 amostras de cada componente de X.

Dado um vetor aleatorio X com componentes Xy, X, ..., X, suas com-

ponentes sdo varidveis aleatdrias independentes se [9, 10]
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Px(X) = px,(21) X px,(w2) X ... X px,, (25),

onde px(x) é a PDF do vetor aleatério X e px,, px,, ---, Dx,, s20 as distribui¢oes
marginais para as variaveis xi, xs, ..., T,, respectivamente.
A correlacao rx é uma estatistica de 2% ordem de X que é calculada por

uma matriz n X n tal que:

E[X?]  E[XiXp] --- E[XiX,)]
| ERGX)] E[XE] - E[XoX)
E[X;Xl] IE[X;LXﬂ E[Xﬁ]

2.2
Geracao de Amostras Pseudoaleatérias

Realizacoes de varidveis aleatérias costumavam ser geradas por meio de
técnicas manuais, como lancar dados ou moedas. Porém, tais técnicas foram
abandonadas com o tempo por serem lentas, gerarem sequéncias irreprodutiveis
e enviesadas [10, 11].

Computacionalmente, essas realizagoes sao geradas por meio da combi-
nacdo de uma semente (valor inicial), a qual é proveniente de um valor des-
conhecido ao observador, com uma sequéncia deterministica como um gerador
congruencial linear [10, 11]. A equacao 2-3 mostra os termos de uma dessas

sequéncias, onde aq, as e as sao inteiros positivos.

2 = ;2% 4 ay (mod as). (2-3)

Para que os valores gerados sejam amostras de uma v.a. uniforme no

intervalo [0, 1], precisa fazer uma normalizacao. Desta maneira, é possivel gerar

valores pseudoaleatérios seguindo uma distribuicao uniforme por meio de uma

semente aleatéria, ou entao determinar uma semente padrao para garantir a
reprodutibilidade de cada simulagao.

Por meio de métodos como a transformada inversa, a aceitacao-rejeicao e

a regra da cadeia [10, 12|, é possivel gerar amostras segundo uma determinada

funcao de densidade de um objeto aleatério.

2.3
Construcao de um Modelo Estatistico

Sejam M, 2 . 2™ realizacoes de uma v.a. X com média e variancia.
E possivel estimar as estatisticas de X através das estatisticas amostrais das

realizacoes (1, 2? .. 2. Sua média amostral é dada pela equacio 2-4.
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1&
fx = — Zx(’). (2-4)
iz
Por meio da média amostral, calcula-se o desvio padrao amostral oy,

representado pela equacao 2-5, para valores muito grandes de n.

ox = \l L Zn:(l"(i) — fix)?. (2-5)

"=
Um modelo estatistico pode ser construido por meio da comparagao entre
as estatisticas tedricas de uma v.a. (se houver) e das estatisticas amostrais de
suas realizagoes. A quantidade de amostras é considerada adequada quando
essas estatisticas convergem dentro de uma tolerancia estipulada conforme a
Lei dos Grandes Numeros [9, 10].

2.3.1
Construcao de um Histograma

A partir de uma quantidade suficientemente grande de realizagoes, é
possivel gerar um histograma das amostras. O histograma é um grafico de
barras no qual cada barra representa a quantidade de realiza¢des pertencentes

a um determinado intervalo. Um exemplo é mostrado na figura 2.1.

Frequéncia

Intervalos

0-1 1-2 23 34 45 56 67 78 89

Figura 2.1: Exemplo de histograma.

O histograma pode trabalhar com frequéncias absolutas (contagens) ou
relativas (contagens normalizadas). No dltimo caso, os valores do histograma
pode ser comparado com os da curva da PDF da varidvel aleatéria da qual
vieram as realizagbes. A quantidade de amostras é considerada suficiente

quando os valores convergem.
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2.4
Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma técnica para analisar fendémenos por
meio de algoritmos computacionais que empregam a geragao de niimeros ale-
atérios [10, 13]. O método consiste em gerar miltiplas amostras de um objeto
aleatorio. Em seguida, é construido um modelo estatistico dessas amostras.
As amostras sao geradas até que suas estatisticas amostrais convirjam para as
estatisticas tedricas dentro de uma tolerancia estipulada. A figura 2.2 mostra

um diagrama de um algoritmo tipico.

Inicio das iteragoes

Geragao de amostras Aumentar quantidade
do objeto aleatério de amostras
Nao
Construcao de As estatisticas ] ] _
o ) - Fim das iteragoes
modelo estatistico convergiram? Sim

Figura 2.2: Diagrama do método de Monte Carlo.

Pela lei de grandes ntmeros [9, 10], as estatisticas referentes as amostras
deverao convergir para os valores tedricos (caso existam) para quantidades
suficientemente grandes de amostras. Desta maneira, é possivel aplicar o
método de Monte Carlo para aproximar numericamente a solugao de problemas
envolvendo objetos aleatorios.

Métodos de Monte Carlo sao frequentemente aplicados na matematica,
ciéncias, industria, comércio e entretenimento para realizar previsdes. Também
podem ser aplicados na computacao cientifica para resolver problemas envol-
vendo objetos aleatérios, ou entdo aproximar de forma eficiente a solucao de

problemas com grande volume de dados.
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2.5
Processos Estocasticos

Seja VA(Q,F, Pr) o conjunto de todas as varidveis aleatérias, o processo

estocastico X é uma funcao tal que [6, 9, 10]:

X: T — VAXQ,F, Pr)
t— X(1),

onde T" pode ser interpretado com um intervalo de andlise. Para todo t € T',
existe uma variavel aleatéria X (t) definida em (Q,F, Pr).
Algumas das estatisticas tedricas de um processo estocastico X (t) sdo a

média px(t) e a varidncia vary(t), mostradas equagoes 2-6 e 2-7 respectiva-

mente.
pat) = BLX (W) = [ apalt)da. (2:6)
var(X(1)) = E[(X(0) — pa®)] = [ (2 = pal®)Ppa()ds, (27

Processos estocasticos podem ser classificados como fracamente estaci-
ondrios, estritamente estacionarios e nao estacionarios. Um processo é dito
fracamente estaciondrio se para m = {1,2} e todo (t1,t,) € T™, a PDF con-
junta de (X (t1), X (t,,)) € idéntica a PDF conjunta de (X (t; + At), X (t,,, +At))
VAt € R.

Quando se deseja trabalhar em um dominio continuo computacional-
mente, é necessario fazer uma discretizacao, pois o computador é um dispo-
sitivo capaz de fazer contas somente em dominios discretos. Por isso, quando
se trabalha com realizagoes numéricas de um processo estocastico X , pri-
meiramente é feita uma discretizacgdo do pardmetro t (geralmente associado
ao tempo). Dividindo o intervalo T" em p valores ty,ts,.... %, ..., ¢,V € T
e VI € N. Fixados esses p instantes, pode-se entdo associar a cada ins-

tante ¢; uma variavel aleatéria X (¢;). No total, ficam definidas p varidveis
X<t1)a X<t2)7 ceey X(tl)7 ceey X(tp) [5]

2.5.1
Correlacao Amostral

A partir de um ntimero grande n de realizagdes numéricas de um processo
estocdstico X', estimativas para as estatisticas deste desse processo podem ser

calculadas.
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Seja my a matriz p X n com as realizagoes de um processo estocastico
estacionario X, com n realizacoes e discretizado em p passos de tempos, a

matriz da correlacdo para os instantes t e t + 7 é dada pela equagao 2-8 [5, 6].

1
re(t,t+7) = —my.mbk. (2-8)
n
Através da diagonal 7 da matriz, é possivel calcular a densidade espectral

de processos estocasticos estacionarios.

2.5.2
Vibracoes Aleatorias

_Eill
C
Figura 2.3: Parametrizacao do sistema massa-mola-amortecedor analisado.

Considerando o sistema massa-mola-amortecedor descrito na figura 2.3,
de massa m, constante de amortecimento ¢, rigidez da mola k e for¢camento
externo fe.(t), sua posigdo x pode ser determinada pela equacao da dindmica

descrita pela equacao 2-9 [14].

mi + ct + kx = for(t). (2-9)
Seu fator de amortecimento ¢ é dado pela razdo entre o amortecimento

do sistema ¢ e o amortecimento critico ¢, = 2v/mk, como mostra a equagao
2-10.

C

CZQW’

onde 0 < ¢ < 1 indica um sistema subamortecido, ( = 1 indica um sistema

(2-10)

criticamente amortecido, e ¢ > 1, um sistema superamortecido [14].

Um problema de vibracoes aleatorias consiste em uma situagao na qual
pelos menos um dos parametros do sistema mecéanico ou de seu forcamento nao
¢ deterministico. A resposta do sistema sera, portanto, um processo estocas-
tico. O fator de amortecimento possui um papel fundamental na convergéncia
do processo estocastico associado a resposta do sistema para um processo esto-
céstico estacionario (quando o forgamento também é um processo estocastico

estaciondrio), devido a sua funcdo na dissipagao energética.
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2.6
Métrica de Wasserstein

A métrica de Wasserstein ¢ uma das metodologias para calcular distan-
cias entre duas distribuigcoes de probabilidade.

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias com distribuigoes de probabilidade
continuas px e py e CDFs Py e Py respectivamente. A distancia de Wasserstein

de ordem ¢ W, entre elas é dada por Deza [15]:

1/q
W, (px, py) = (inf E[|X — Y]9])4 = (/R Py () — Py(x)\qu) (211

Através de calculos numéricos, é possivel também calcular a distancia de
Wasserstein entre uma uma PDF px e um histograma normalizado py com

intervalos de tamanho Az, como mostra a equacao 2-12.

A~ 1
Walps,px) = (X |Px (@) — Py(a)7aa) ", (2-12)

onde Px representa o histograma acumulado normalizado.

Para demonstrar o influéncia do quantidade de realizagoes n no histo-
grama, foram calculadas as distancias de Wasserstein para distribuigdes uni-
formes (subsegao 2.6.3) e distribui¢oes normais (subsegao 2.6.2) por meio da
comparacao de suas curvas tedricas com as frequéncias relativas de cada his-

tograma.

2.6.1
Exemplo com Distribuicoes Uniformes

A PDF de uma variavel aleatéria uniforme U(a, b) é uma fungao tal que

9, 10]:

u:R—)R
Lop(z)
e b—a ’

onde 1, () é uma fungao indicatriz é tal que 1 () = 1sea < x < be
1o () = 0 caso contrario.
Dividindo os histogramas em 50 barras para cada caso, foram gerados os

graficos da figura 2.4, paraa=0e b= 1.
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Figura 2.4: Comparacao da PDF de uma distribui¢do uniforme e um histo-

grama de suas realizagbes para diferente quantidades de amostras.

A CDF de uma varidvel aleatéria uniforme U (a,b) é uma funcao tal que

9, 10]:

Py

‘R— R

x— 0 parax <0
r—a
T —— paraa < x
—a

x +— 1 para x > b.

<b

Dividindo os histogramas em 50 barras para cada caso, foram gerados os

graficos da figura 2.5, paraa=0e b= 1.
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Figura 2.5: Comparacao da CDF de uma distribui¢do uniforme e um histo-

grama de suas realizagoes para diferente quantidades de amostras.

Calculando as distancias de Wasserstein entre a curva teérica e o histo-
grama, por meio da equacao 2-12, foi gerado o grafico da figura 2.6.
Distancias de Wasserstein

para diferentes quantidades
de realizacoes

102F

10'3 L

10%F

Distancia de Wasserstein

10'5 ' ' |
10° 10? 10* 10° 108

Tamanho da amostra

Figura 2.6: Distancias de Wasserstein entre valores tedricos e empiricos de uma

distribuicao uniforme para diferentes tamanhos de amostra.
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O gréfico mostra um decrescimento monotonico das distancias de Was-
serstein a medida que é aumentada a quantidade de realizagoes da v.a., o que

demonstra a convergéncia em lei do histograma para a sua PDF.

2.6.2
Exemplo com Distribuicées Normais

A PDF de uma varidvel aleatéria normal AV (i, o) é uma funcao tal que

[9]:

Dividindo os histogramas em 50 barras para cada caso, foram gerados os

graficos da figura 2.7, para p =0e o = 1.
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Figura 2.7: Comparacao da PDF de uma distribuicao normal e um histograma

de suas realiza¢oes para diferente quantidades de amostras.

A CDF de uma varidvel aleatdria normal N (i, o) é uma fungao tal que

[9]:
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SE
3

onde erf é a fungao erro de Gauss.
Dividindo os histogramas em 50 barras para cada caso, foram gerados os

graficos da figura 2.8, para p=0e o = 1.
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Figura 2.8: Comparacao da CDF de uma distribuigdo normal e um histograma

de suas realiza¢oes para diferente quantidades de amostras.

Calculando as distancias de Wasserstein entre a curva tedrica e o histo-

grama por meio da equacao 2-12, foi gerado o grafico da figura 2.9.
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Figura 2.9: Distancias de Wasserstein entre valores tedricos e empiricos de uma

distribuicao normal para diferentes tamanhos de amostra.

Neste exemplo, o decrescimento da distancia de Wasserstein nao ¢é
sempre monotonico, apresentando um pequeno aumento com 107 realizacoes.
Isso ocorre por causa de flutuagdes das estatisticas de cada histograma. O
aumento ou a reducao do nimero de colunas do histograma pode alterar este

comportamento.
2.6.3
Distancia entre dois histogramas normalizados

Para casos amostrais, sejam x e y vetores com realizacoes de X e Y
respectivamente. Ordenando as realiza¢ées em ordem crescente em cada vetor,

a distancia de Wasserstein de ordem ¢ W, entre elas ¢ dada pela equagao 2-13

1 n ) ) l/q
W, (x,y) = (nziw@—y@ ) . (2-13)
=1

Considerando que as variaveis aleatorias X e Y representam as varidveis

aleatdrias associadas ao processo estocéastico X'(¢) em dois instantes, ou seja,
X = X(t1) e Y = X(tg), para t1,to € T, pode-se calcular a distancia de
Wasserstein entre X (¢;) e X'(t2). Analisando como essa distancia varia para
diferentes combinagoes de t; e t, pode-se analisar a convergéncia de X para

um processo estacionario.
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2.7
Densidade Espectral

Seja f(t) um sinal continuo no intervalo T, sua transformada de Fourier
F(w) é dada pela equagao 2-14 [8].

Flw) = / F(t)e 7, (2-14)
T
onde 7 ¢ um numero complexo tal que 7 =/ —1.

A transformada de Fourier tem como objetivo determinar a densidade

espectral do sinal f(t), isto é, determinar as frequéncias que o compoe.

2.7.1
Sinais Discretizados

Na engenharia, sinais continuos sdo frequentemente representados por
um conjunto finito de p intervalos discretos At = T'/p. A funcdo continua f
em t; é representada por f; e sua transformada de Fourier é a transformada de

Fourier discreta (DFT), descrita pela equagao 2-15 [16].

p—1
Fi=Y_ fiewiot para [ = 0 até p — 1. (2-15)
i=0

Este método é considerado ineficiente, pois sua complexidade é O(n) =
n?, demandando n? operacoes para n intervalos discretos. A transformada
rapida de Fourier (FFT) é um algoritmo criado com o objetivo de realizar DFTs
de forma mais eficiente, pois este método utiliza os resultados de operagoes
anteriores para reduzir o niimero operacoes requeridas através de propriedades
das fungoes trigonométricas. Assim, a execucao da transformada discreta de

Fourier torna-se mais eficiente, com complexidade O(n) = nlog,n [16].

2.7.2
Densidade Espectral de um Processo Estocastico

Através do calculo da correlagdo, descrito na subsecao 2.5.1, é possivel
realizar a transformada de Fourier na diagonal 7 de rx(t,t+7). A equagdo 2-16
abaixo descreve a variagao da densidade espectral da resposta a um impulso
unitério A de um sistema massa-mola-amortecedor em funcao de sua frequéncia
angular natural w,, e seu fator de amortecimento ¢ [4].
1/w,

(1 = (w/wn)?)? + (20w /wy)?
Por meio da equacgao 2-17, calcula-se a densidade espectral da resposta

[A(w)]? =

(2-16)

do sistema sy sob um forgamento de densidade sg [4, 7.

s2(w) = [h(w)Psr(w). (2-17)



3
Metodologia

A fim de verificar a teoria descrita no capitulo 2, foram realizadas
simulagoes computacionais com o auxilio do MATLAB para simular um
sistema mecéanico sujeito a um carregamento modelado como um processo

estocastico.

3.1
Sistema Analisado

O sistema em andalise consiste em um sistema-massa-mola-amortecedor
invariante no tempo e com tnico grau de liberdade (SDoF). O sistema é
composto por uma massa, uma mola e um amortecedor, e estd parametrizado
pela posi¢ao da massa. Considera-se que quando a posi¢ao é nula, nao ha forcas
atuando na mola, como foi descrito na subsecao 2.5.2.

A massa vale m = 1 kg, a constante de amortecimento ¢ = 0,1 Ns/m e a
rigidez da mola £ = 1 N/m. As condigoes iniciais da massa sdo deterministicas,
comz =0me#=0m/s. A amplitude F, e frequéncia F; do carregamento
harmonico sdo modeladas como variaveis aleatorias independentes e seguem
as distribui¢oes normais N'(1,1/3) N e N(1/2m,1/67) Hz respectivamente. A
resposta do sistema serd, portanto, um processo estocastico X', como descreve

a equagao 3-1.

X +0,1X + X = F, cos(2r Fyt). (3-1)
Por fim, foram realizadas simulagoes para diferentes fatores de amorte-
cimento ¢, com o objetivo de verificar a sua influéncia na convergéncia do

processo estocastico em questao para um processo estocastico estacionario.

3.2
Algoritmos Implementados

As simulac¢oes computacionais foram realizadas de duas maneiras, utili-
zando métodos numéricos (subse¢ao 3.2.1) e por meio de uma expressao fe-
chada (subsegao 3.2.2).
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3.2.1
Abordagem Numérica

A resposta de um sistema massa-mola-amortecedor pode ser aproximada
por meio de métodos numéricos, que sao particularmente tteis para sistemas
que nao possuem uma solucao analitica trivial. Essa estratégia numérica pode
ser aplicada no Método de Monte Carlo. Assim, para cada realizacdo das
variaveis associadas ao forcamento, uma realizacao da resposta do sistema é
aproximada por meio de métodos numéricos.

No método de Monte Carlo, para cada amostra do forcamento, uma
amostra da resposta ¢é calculada através da aproximagao numérica da solugao
de um problema de valor inicial (PVI) através do método de Runge-Kutta
[1, 16] no intervalo de 0 a 150 s com passo At = 0,02 s. O ndmero
de amostras a serem utilizadas é determinado fazendo-se uma andalise de
convergéncia. Aumenta-se o numero de amostras geradas até que seja atingida
convergéncia dos valores tedricos e computacionais na média e no desvio
padrao das amplitudes e frequéncias com tolerancia de 0,002 unidades. Por
fim, os resultados s@o salvos em um arquivo para que seja realizado o pos-
processamento. A figura 3.1 mostra um diagrama da rotina computacional

desenvolvida para executar as simulagoes.

As estatisticas

Inicio das iteracoes Fim das iteracoes

convergiram? Sim
Geracao de .amostra Nio Caleulo de
de amplitude . Armazenamento
estatisticas
. dos resultados
amostrais
Geragao de amostra Aproximagcao ,
A L. Pés-processamento
de frequéncia numeérica do PVI

Figura 3.1: Diagrama do algoritmo implementado.

Concluidas as simulagoes, sao calculadas as estatisticas de 1 e 2% ordem

das respostas obtidas. Através da correlacado amostral, é possivel estimar a
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densidade espectral dos forcamentos e respostas, conforme descrito nos itens

2.5.1 e 2.7. Por fim, foram gerados os graficos apresentados na secao 4.1.

3.2.2
Abordagem Analitica

Por se tratar de um sistema mecanico linear e invariante no tempo,
a resposta de um sistema massa-mola-amortecedor pode ser determinada
explicitamente ao resolver sua equacao da dinamica.

A equagdo da resposta permanente de um sistema X),(t), sujeito a um
carregamento harmonico de frequéncia angular F,, = N(1,1/3) rad/s é dada

pela equacao 3-2 [14].

X,(t) = Kl((wi — Fﬁ) cos(Ft) + 2w, Fusen(F,t)), (3-2)
onde
F,/m
Kl = 5
(wa — F2)? + (20w, F,)?
k
Wn = )
m
1
¢= 2mw,,’

A equagao da resposta transiente para um sistema subamortecido X;(t)
(0 < ¢ < 1), sujeito a um carregamento harmonico, é dada pela equagao 3-3
[14].

X, (t) = e~ (K5 cos(wgt) + K3 sen(wqgt)) (3-3)

onde

K2 = To — (wi — Fﬁ)Kl,

B Cwn(Kg + 2F£K1) + .1:0
= iy ,

Wg = wpy/1 — (2.

Caso o sistema em questdo seja criticamente amortecido (¢ = 1), sua

K3

resposta transiente X, (t) é dada pela equagao 3-4 [14].

X(t) = (K4 + Kst)e ", (3-4)

onde

K4 - K27
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K5 = {E'o + wn(K4 - 2CF3K1>

Para um sistema superamortecido (¢ > 1), a resposta transiente X;(t) é

dada pela equacao 3-5 [14].

X(t) = KgeM' + KreM', (3-5)

onde

l:() — QCMHFgKl — )\2K4
A — Ay ’
K7 = K4 — K,

A= (=C+ /(2 = D)wn,
Ay = (—C — /2 — 1w,

Combinando as respostas transiente e permanente, é possivel chegar na

KGI

equagao completa da resposta X(t), descrita na equacao 3-6.

X (1) = Xi(t) + A,(1). (3-6)

Através do cdlculo direto das amostras de X(t), é possivel aplicar o

Método de Monte Carlo, detalhado na subsecao 3.2.1 com custo computacional
reduzido.

Embora nao seja aplicavel para sistemas mais complexos, a abordagem

analitica permite aumentar o tamanho das amostras de F}, e F,,, o que permite

fazer uma analise de convergéncia mais detalhada e validacao dos resultados

obtidos de forma numérica para diferentes tamanhos de amostra.



4
Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos através de uma abordagem
numérica (subsecao 4.1) e analitica (subse¢ao 4.2). Os resultados sao comen-

tados e comparados em seus respectivos topicos.

4.1
Abordagem Numérica

Aplicando o algoritmo descrito pela subsecao 3.2.1, foram realizadas ao
todo 3147 iteracoes de modo que a média e desvio padrao amostrais das
amplitudes e frequéncias geradas convergisse para a média e desvio padrao
tedrico respectivamente com uma tolerancia de 0,002 unidades.

Em virtude da grande quantidade de dados gerados, as iteracoes foram
executadas em cerca de 4 minutos e as variaveis salvas em um arquivo de cerca

de 360 MB, fazendo com que seja uma simulagao do tipo big data.

4.1.1
Graficos de Convergéncia

Durante as simulagdes de Monte Carlo, foram calculadas as diferencas
absolutas entre os valores tedricos e amostrais das médias e dos desvios-
padroes da amplitude e da frequéncia do for¢camento harmonico. Em seguida,
foram montados graficos dessas diferencas absolutas em fun¢ao do tamanho da
amostra.

A figura 4.1 mostra a convergéncia da amplitude do forcamento.
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Convergéncia das Forgas Convergéncia das Forgas

10°
o
A0
—
—_ T ~
.© ©
8 = aZ 1072
D n o wn
= S o
el el
S =
= £ o4
nw= 0= 10
o & o &
= o E
< 8 <
1]
v g S @ 100
oo Kele]
%]
()
= 8
10°
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tamanho da Amostra Tamanho da Amostra

Figura 4.1: Graficos com as diferencas absolutas das médias das amplitudes
das forgas (a esquerda) e de seus desvios-padroes (& direita) com seus valores
tedricos e o limiar de convergéncia (reta tracejada) em fungao do tamanho da

amostra.

Repetindo os calculos, figura 4.2 mostra a convergéncia da frequéncia do

forcamento.

Convergéncia das Frequéncias

Convergéncia das Frequéncias

Residuos da Média
das Frequéncias (Hz)

Residuos do Desvio Padrao
das Frequéncias (Hz)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tamanho da Amostra Tamanho da Amostra
Figura 4.2: Gréaficos com as diferengas absolutas das médias das frequéncias
das forcas (a esquerda) e de seus desvios-padrdes (a direita) com seus valores
tedricos e o limiar de convergéncia (reta tracejada) em func¢ao do tamanho da

amostra.

Por meio das figuras 4.1 e 4.2, foi possivel observar a convergéncia
das estatisticas amostrais do forcamento gerado para as estatisticas tedricas,
conforme a lei de grandes niimeros. O aumento do niimero de amostras reduziu
as flutuacoes das estatisticas, ou seja, fez com que elas permanecessem dentro

da tolerancia estipulada.

4.1.2
Histogramas do Forcamento

Apo6s o término das simulacoes, foram gerados os histogramas da figura

4.3 com 56 intervalos (pois é o inteiro mais préximo de v/3147 que é o numero de
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realizagoes utilizadas no Método de Monte Carlo), com o objetivo de comparar
as distribuigoes amostrais com a curva teodrica da distribuicao normal de mesma
média e desvio padrao.

Histograma Normalizado das Histograma Normalizado
47Amplitudes da Forca Externa N das Frequéncias
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Figura 4.3: Distribui¢ées empiricas (em azul) das amplitudes das forgas (a
esquerda) e suas frequéncias (a direita) e suas respectivas distribuigdes tedricas

(em laranja).

Conforme descrito na subsecao 2.3.1, a quantidade de amostras foi o
suficiente para observar a convergéncia das distribui¢oes tedricas da v.a. bem

como do histograma de suas realizagoes.

4.1.3
Graficos Envelope

Calculando a média e o desvio padrao das amostras para cada instante,

foram obtidos os graficos envelope da figura 4.4.

Gréfico envelope dos forcamentos . Grafico envelope das respostas
[ Jnptop
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4 50 100 150 o 50 100 150

Tempo(s) Tempo(s)

Figura 4.4: Em azul escuro mostra-se a média amostral em fungao do tempo e
em azul claro a regiao compreendida entre a média mais um desvio padrao e

a média menos um desvio padrao.
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Ambos os graficos mostram a convergéncia das médias e desvios-padroes

amostrais ao longo do tempo, o que sugere que existe uma convergéncia para

um processo estocastico fracamente estacionario.

4.1.4

Histogramas das Posicoes em Diferentes Instantes

Selecionando seis instantes no intervalo de simulacao, foram gerados os

histogramas das posi¢oes da massa para cada instante analisado, como mostra

a figura 4.5.
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Figura 4.5: Histogramas com as distribuicoes das posicoes ao longo do tempo.

Calculando os histogramas para cada instante da simulagao, foi gerado o

histograma bivariado da figura 4.6.
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Figura 4.6: Histograma com as distribui¢oes das posi¢oes ao longo do tempo.
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A convergéncia dos histogramas das figuras 4.5 e 4.6 mais uma vez sugere

tratar-se de um processo fracamente estacionario.

4.1.5
Histogramas Conjuntos de Dois Instantes

Utilizando os mesmos instantes da subsecao 4.1.4, foram gerados histo-
gramas conjuntos para cada par consecutivo de instantes, como mostra a figura
4.7.

Histograma normalizado Histograma normalizado Histograma normalizado
conjunto nos instantes conjunto nos instantes conjunto nos instantes
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Figura 4.7: Histogramas conjuntos com as distribuicoes das posi¢oes ao longo

do tempo.

A convergéncia dos histogramas conjuntos verifica a condi¢ao descrita na
subsecao 2.5, implicando portanto, que o processo estocastico da resposta do
sistema X converge para um processo fracamente estacionario.

A fim de verificar a dependéncia das varidaveis aleatérias do processo
estocdstico, foram calculados o produtos cartesianos entre as PDFs de cada

par consecutivo da figura 4.5, como mostra a figura 4.8.
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Produtos cartesianos Produtos cartesianos Produtos cartesianos
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Figura 4.8: Produtos cartesianos dos histogramas de dois instantes.

4.1.6
Distancias de Wasserstein

Aplicando a equacao 2-13, foram calculadas as distancias de Wasserstein
entre as distribuigoes das posi¢oes para cada 10 segundos de simulacao. O

resultado encontra-se no grafico da figura 4.9.

Distancias de Wasserstein
ao longo do Tempo

Distancia

20 40 60 80 100 120 140

Tempo (s)

Figura 4.9: Variacao das distancias de Wasserstein entre as distribuicoes das

posicoes ao longo do tempo.

De acordo com o gréfico, as distancias de Wasserstein convergem para
zero com o passar do tempo, implicando, mais uma vez, a convergéncia para

um processo estocastico fracamente estacionario.
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4.1.7
Correlacoes

Por meio da equagao 2-8, foram calculadas as correlagoes dos forcamentos
e das resposta para par de instantes t; e t5 contidos no intervalo de analise. A
figura 4.10 mostra os graficos para cada par ordenado (t1,ts).

Correlacao Correlacao
do forcamento da resposta

re(t t,) (N)

rx(tl,tz) (m)

100 150
100 100
50 w 50 o

t, (s) t,(s) °° t, (s)

Figura 4.10: A esquerda as correlacoes dos forcamentos para os instantes t; e

to. A direita as correlagoes das respostas para os instantes t; e ts.

Parametrizando t; = t, to =t + 7, e projetando os graficos para o plano
t X (t+ 7), obteve-se a figura 4.11.
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Figura 4.11: A esquerda as correlagdes dos forcamentos para os instantes ¢ e

t+ 7. A direita as correlagoes das respostas para os instantes t e ¢t + 7.

Tragando a diagonal secundaria no dominio 7" x T', é possivel determinar
as densidades espectrais do forcamento e das respostas em fungao do parametro

T.
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4.1.8
Densidades Espectrais

Tragando um plano paralelo a 7 e perpendicular ao plano do dominio

pela superficie do graficos da figura 4.10, foram obtidos os graficos da figura
4.12.
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Figura 4.12: A esquerda a diagonal secunddria da correlacdo dos forcamentos.

A direita a diagonal secundéria da correlagdo das respostas.

Aplicando a transformada de Fourier rapida (FFT) na resposta ao

impulso unitario e nos graficos da figura 4.12, foram obtidos os graficos da
figura 4.13.
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Figura 4.13: No canto superior esquerdo a densidade espectral da resposta
ao impulso unitario. No canto superior direito a densidade espectral do

forcamento. No canto inferior, a densidade espectral das respostas.

4.1.9
Analises para Diferentes Amortecedores

Utilizando as mesmas amostras de forgamento estocastico (amplitude e
frequéncia), foram calculadas as respostas para diferentes fatores de amor-
tecimento (0,1;0,25;1;2,5;10) para verificar sua influéncia na convergéncia do
processo estocastico. De forma andloga a subsecao 4.1.3, foram calculadas as
médias e desvios-padroes amostrais das respostas para cada instante de si-
mulacao para cada fator de amortecimento e normalizadas pelo seus maiores
valores absolutos (|p,,..| € 0s,,..). Por fim, foram gerados os gréficos da figura
4.14.
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Figura 4.14: A esquerda as médias normalizadas das respostas para cada fator
de amortecimento. A direita os desvios-padroes normalizadas das respostas

para cada fator de amortecimento.

Por meio dos graficos, é possivel observar a influéncia do fator de
amortecimento na convergéncia das médias e desvios-padroes amostrais. O
aumento do fator de amortecimento reduz o tempo de regime transiente,

acelerando a convergéncia das médias amostrais.

4.2
Abordagem Analitica

Baseando-se na metodologia descrita pela subsecao 3.2.2, foram usadas,
por padrao, 30000 realizagbes das variaveis aleatérias do carregamento (cerca
de 10x o valor utilizado na subsegao 4.1) de modo reproduzir os resultados
obtidos numericamente com maior precisao. O custo computacional foi drasti-
camente reduzido, pois a geragao de amostras ocorreu em um intervalo de 1 a

3 segundos.

4.2.1
Histogramas do Forcamento

Os histogramas da figura 4.15 foram gerados com 173 intervalos (valor
mais préximo de +/30000), com o objetivo de comparar as distribui¢oes
amostrais com a curva teorica da distribuicado normal de mesma média e desvio

padrao.
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Histograma Normalizado das Histograma Normalizado
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Figura 4.15: Distribuigbes empiricas (em azul) das amplitudes das forgas (a
esquerda) e suas frequéncias angulares (& direita) e suas respectivas distribui-

¢oOes tedricas (em laranja).

Assim como na figura 4.3, a quantidade de amostras foi o suficiente
para observar a convergéncia do histograma de suas realizacoes para as suas
respectivas PDFs. A figura 4.15 apresentou maior convergéncia em comparagao
a figura 4.3 devido ao aumento da quantidade de realizagoes e dos intervalos

do histograma.

4.2.2
Graficos Envelope

Para um intervalo de 0 a 150 s e passo At = 0, 1 s, foi calculada a média
e o desvio padrao das realizagoes para cada instante, foram obtidos os graficos

envelope da figura 4.16.
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Figura 4.16: Em azul escuro mostra-se a média amostral em fun¢ao do tempo
e em azul claro a regiao compreendida entre a média mais um desvio padrao

e a média menos um desvio padrao.
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De forma andaloga a figura 4.4, os graficos da figura 4.16 mostram a
convergéncia das médias e desvios-padroes amostrais ao longo do tempo. E
possivel notar, no entanto que, mesmo utilizando um passo At maior, as
medias e desvios-padroes amostrais convergiram mais rapido devido a maior

quantidade de realizagoes.

4.2.3
Histogramas das Posicoes em Diferentes Instantes

Selecionando os seis instantes ¢ =25, 50, 75, 100, 125 e 150 s , foram
gerados os histogramas das posi¢oes da massa para cada instante analisado,

como mostra a figura 4.17.
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Figura 4.17: Histogramas com as distribui¢oes das posi¢oes ao longo do tempo.

Assim como na figura 4.5, foi possivel observar a convergéncia dos
histogramas a partir de ¢ = 50 s. A forma dos histogramas, entretanto,

convergiu mais com o aumento do niimero de realizac¢oes.

4.2.4
Histogramas Conjuntos de Dois Instantes

Utilizando os mesmos instantes da subsecao 4.2.3, foram gerados histo-
gramas conjuntos para cada par consecutivo de instantes, como mostra a figura

4.18.
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Histograma normalizado
conjunto nos instantes
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Figura 4.18: Histogramas conjuntos com as distribuicoes das posi¢oes ao longo

do tempo.

Gragas ao aumento de realizacoes, é possivel afirmar com maior certeza

que o processo estocastico X' (t) converge para um processo estocastico estaci-

onario, devido a convergéncias de suas PDFs de ordem 1 e 2.

Para verificar a dependéncia das variaveis aleatoérias do processo esto-

castico, foram calculados o produtos cartesianos entre as PDFs de cada par

consecutivo da figura 4.17, como mostra a figura 4.19.
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Figura 4.19: Produtos cartesianos dos histogramas de dois instantes.

Através dos gréficos, é possivel concluir com maior certeza de que

as

segoes do processo estocéstico X (t) sdo dependentes.
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4.2.5
Distancias de Wasserstein

Aplicando a equacao 2-13, foram calculadas as distancias de Wasserstein
entre as distribui¢oes das posicoes para diferentes intervalos entre as secoes e
diferentes tamanhos de amostra. Os resultados encontram-se nos graficos da
figura 4.20.
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Figura 4.20: Variacao das distancias de Wasserstein entre as distribui¢oes das

posicoes para diferentes passos e tamanho de amostra.

Em todos os casos, é possivel observar a diminuicao das Wasserstein com
o passar do tempo, o que é mais um indicador de que o processo estocastico
X (t) converge para um processo estacionario. A redugao do intervalo entre as
secoes induz um comportamento oscilatorio das distancias, que por sua vez

também ¢ afetado pela quantidade de realizagoes.

4.2.6
Correlacoes

Devido ao grande volume de dados deste problema, o tamanho da
amostra foi reduzido para 10000. O passo At utilizado é de 0,1 s. Por meio da
equagao 2-8, foram calculadas as correlagoes dos forgcamentos e das resposta
para par de instantes t; e ty contidos no intervalo de analise. A figura 4.21

mostra os graficos para cada par ordenado (1, ts).
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Correlacao Correlacao
do forcamento da resposta
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Figura 4.21: A esquerda as correlagoes dos forcamentos para os instantes t; e

ty. A direita as correlacoes das respostas para os instantes t; e ts.
Parametrizando t; = t, t, =t 4 7, e projetando os graficos para o plano
t x (t 4 1), obteve-se a figura 4.22.
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0 50 100 150

Figura 4.22: A esquerda as correlacdes dos forcamentos para os instantes ¢ e

t+ 7. A direita as correlagoes das respostas para os instantes t e ¢t + 7.

4.2.7
Densidades Espectrais

Tragando um plano paralelo a 7 e perpendicular ao plano do dominio
pela superficie do graficos da figura 4.21, foram obtidos os graficos da figura
4.23.
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Diagonal da correlacao Diagonal da correlacao
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Figura 4.23: A esquerda a diagonal secundéria da correlacéo dos forcamentos.

A direita a diagonal secundaria da correlacao das respostas.

Aplicando a transformada de Fourier rapida (FFT) nos graficos da figura
4.23 e aplicando a equacgao 2-16 na resposta ao impulso unitario, foram obtidos

os graficos da figura 4.24.
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Figura 4.24: No canto superior esquerdo a densidade espectral da resposta
ao impulso unitario. No canto superior direito a densidade espectral do

forcamento. No canto inferior, a densidade espectral das respostas.
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4.2.8
Analises para Diferentes Amortecedores

Mais uma vez trabalhando com 30000 realizacoes, foram calculadas as
respostas para diferentes fatores de amortecimento (0,1;0,25;1;2,5;10) para
verificar sua influéncia na convergéncia do processo estocastico. Assim como
na subsecao 4.2.2, foram calculadas as médias e desvios-padroes amostrais das
respostas para cada instante de simulagao para cada fator de amortecimento
e normalizadas pelo seus maiores valores absolutos (|ps,,..| € 04,,..). Por fim,
foram gerados os graficos da figura 4.25.

Média Normalizada Desvio Padrao
das Posicoes . Normalizado das Posicées

[e——l

— = 0.25
(=1

— =25

e ( = 10

) 0 5 1‘0 1‘5 26 2‘5 36 3‘5 0 f; 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 36 3‘5
Tempo (s) Tempo (s)
Figura 4.25: A esquerda as médias normalizadas das respostas para cada fator
de amortecimento. A direita os desvios-padroes normalizadas das respostas

para cada fator de amortecimento.

Os graficos mais uma vez mostram a influéncia do fator de amortecimento
na convergéncia das médias e desvios-padroes amostrais. O aumento do fator de
amortecimento reduz o tempo de regime transiente, acelerando a convergéncia

das médias amostrais.
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Conclusoes

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que a resposta do sistema
massa-mola-amortecedor analisado converge para um processo estocastico
estacionario.

Através da abordagem numérica e do método de Monte Carlo, foi possivel
observar a convergéncia das estatisticas amostrais e tedricas referentes ao
forcamento no sistema dentro da tolerdancia estipulada, o que significa que
a quantidade de amostras utilizada foi suficiente. Os graficos de envelope, bem
como os histogramas uni e bivariados construidos verificam que o processo
referente as respostas do sistema convergiu para um processo fracamente
estacionario.

Por meio da abordagem analitica, foi possivel aprofundar as anélises dos
resultados obtidos numericamente, uma vez que é computacionalmente menos
custoso trabalhar com amostras de maior tamanho. Dessa forma, foi possivel
uma analise mais detalhada das distancias de Wasserstein e seu comportamento
conforme ¢ alterado o intervalo e a quantidade de realizagoes.

Por fim, as simulacoes para diferentes fatores de amortecimento explici-
tou a que a convergéncia do processo estocastico ocorre mais rapidamente para
maiores amortecimentos, dada a maior dissipacao energética.

Este trabalho foi desenvolvido com base nos contetidos de Introducgao a
Analise, Algebra Linear Computacional e Mecénica Estocastica Computacio-

nal.

5.1
Préximos Trabalhos

Os préximos passos para a continuacao deste trabalho consistem em
aprofundamentos das analises usando a métrica de Wasserstein, dado que esta

métrica é pouco presente na literatura relativa a vibragoes aleatorias.
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