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Resumo

Neto, Osmar Alexandre do Amaral; Dumont, N. A.. Aplicagao

consistente do método dos elementos de contorno a prob-

lemas de mecanica da fratura. Rio de Janeiro, 2020. 70p. Dis-
sertacao de Mestrado — Departamento de Engenharia Civil e Am-
biental , Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Como proposto até agora na literatura técnica, a modelagem de trincas
pelo método dos elementos de contorno é melhor executada recorrendo a uma
solugao fundamental hiper-singular — na chamada formulagao dual —, uma vez
que somente com a solugao fundamental singular, as questoes topolégicas re-
sultantes nao sao abordadas adequadamente. Uma abordagem mais natural
pode contar com a representagao direta da singularidade da ponta da trinca,
como ja proposto no ambito do método hibrido dos elementos de contorno —
com a implementacao de fungoes de tensao generalizadas de Westergaard. Por
outro lado, avaliacbes matematicas recentes indicam que a formulag¢ao con-
vencional dos elementos de contorno — com base na solu¢ao fundamental de
Kelvin — ¢é capaz de representar precisamente altos gradientes de tensao e lidar
com topologias extremamente complicadas, desde que as integragoes numéricas
sejam resolvidas adequadamente. Propomos neste trabalho que, independen-
temente da configuragdo, uma estrutura trincada seja representada geomet-
ricamente como apareceria em experimentos de laboratorio, com abertura de
trinca na faixa de micrometros (O alcance dos nandémetros é matematicamente
viavel na presente formulacao, mas nao é realista em termos de mecanica do
continuo). Devido ao esquema de integragdo numérica recém-desenvolvido, é
possivel obter uma avaliacao da precisao de maquina de todas as grandezas e
resultados de tensoes consistentemente avaliados em pontos internos tao prox-
imos da ponta da trinca quanto se queira. E importante ressaltar que nao
sao introduzidas questdes topoldgicas artificiais, o condicionamento da algebra
linear é mantido sob controle e é sempre possivel obter uma convergéncia dos
resultados tao alta quanto se queira. Os desenvolvimentos atuais se aplicam a
problemas bidimensionais. Algumas ilustragoes numéricas mostram que resul-
tados altamente precisos sao obtidos para trincas representadas com apenas
alguns elementos de contorno quadraticos, geralmente curvos — e alguns pontos
de integragdo de Gauss-Legendre por elemento — e que a avaliagdo numérica
da integral J acaba sendo simples (embora nao computacionalmente barato) e,

na verdade, o meio mais confiavel de obter fatores de intensidade de tensoes.

Palavras-chave
Método dos Elementos de Contorno;  Mecanica da fratura; Fator de

intensidade de tensao; Integral J;



Abstract

Neto, Osmar Alexandre do Amaral; Dumont, N. A. (Advisor).
Consistent application of the boundary element method
to fracture mechanics problems.. Rio de Janeiro, 2020. 70p.
Dissertacao de mestrado — Department of Civil and Environmental
Engineering, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

As hitherto proposed in the technical literature, the boundary element
modelling of cracks is best carried out resorting to a hypersingular fundamen-
tal solution — in the frame of the so-called dual formulation —, since with the
singular fundamental solution alone the ensuing topological issues would not
be adequately tackled. A more natural approach might rely on the direct rep-
resentation of the crack tip singularity, as already proposed in the frame of
the hybrid boundary element method — with implementation of generalized
Westergaard stress functions. On the other hand, recent mathematical assess-
ments indicate that the conventional boundary element formulation — based on
Kelvin’s fundamental solution — is in fact able to precisely represent high stress
gradients and deal with extremely convoluted topologies provided only that the
numerical integrations be properly resolved. We propose in this work that in-
dependently of configuration a cracked structure be geometrically represented
as it would appear in laboratory experiments, with crack openings in the range
of micrometers. (The nanometer range is actually mathematically feasible in
the present formulation but not realistic in terms of continuum mechanics.)
Owing to the newly developed numerical integration scheme, machine preci-
sion evaluation of all quantities may be achieved and stress results consistently
evaluated at interior points arbitrarily close to crack tips. Importantly, no arti-
ficial topological issues are introduced, linear algebra conditioning is well kept
under control and arbitrarily high convergence of results is always attainable.
The present developments apply to two-dimensional problems. Some numerical
illustrations show that highly accurate results are obtained for cracks repre-
sented with just a few quadratic, generally curved, boundary elements — and a
few Gauss-Legendre integration points per element — and that the numerical
evaluation of the J-integral turns out to be straightforward (although not com-
putationally cheap) and actually the most reliable means of obtaining stress

intensity factors.

Keywords
Boundary Element Method; Fracture mechanics; Stress intensity fac-

tor; J integral;
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1
Introducao

A parte introdutéria dessa dissertacao estabelece algumas consideragoes
iniciais sobre a mecanica da fratura e o método dos elementos de contorno,
assim como os objetivos que foram alcancados e a estruturacao da dissertacao,

com uma breve descricao de cada capitulo.

1.1
Consideracoes Iniciais

Os problemas de mecanica da fratura sao tao antigos quanto as estruturas
feitas pelo homem, porém tem se intensificado recentemente, muito pelo fato
de hoje termos tecnologias que nao tinhamos em séculos passados. Com o inicio
da tecnologia aeroespacial iniimeros acidentes passaram a ocorrer, e a medida
que novas tecnologias sejam criadas, novos problemas precisarao ser evitados.

Em 1983, estudos conduzidos por Duga et al. [1] estimaram que os custos
causados por trincas nos Estados Unidos, em 1978, foram da ordem de $99
bilhoes de dolares, o que representava, na época, aproximadamente 4% do PIB.
Além disso, o estudo estimou uma significativa economia de recursos caso os
conceitos da mecanica da fratura fossem usados racionalmente.

Segundo Anderson [2], existem duas principais causas para a falha de
estruturas, a primeira relacionada a erro humano, devido a negligéncias durante
a fase de projeto, construcdo ou operagao. A segunda causa de falha nas
estruturas ¢ a aplicacao de novos materiais ou projetos mais sofisticados, que
dao um certo grau de imprevisibilidade ao comportamento estrutural. Um
exemplo referente ao segundo tipo de falha sdo os navios norte-americanos
Liberty da segunda guerra mundial.

Ao longo das ultimas décadas os avancos no estudo de mecénica da
fratura tém prevenido uma enorme quantidade de falhas estruturais, salvando
muitas vidas. Quando aplicada corretamente, a mecanica da fratura reduz o
numero de acidente causados pelos dois tipos de falhas estruturais mencionados
anteriormente.

Os estudos na area de mecanica da fratura se desenvolveram bastante
durante o século XX, tendo adquirido bastante forca apds os estudos de

Inglis [3], que foi o primeiro a analisar a concentracdo de tensoes causada por
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furos elipticos em placas planas. Em 1920, Griffth [4], a partir dos estudos
de Inglis, usou conceitos de termodindmica para formular uma teoria de
mecanica da fratura baseada no balanco de energia. Mais tarde, Irwin fez
diversas contribuigoes, entre elas a extensao da teoria de Griffith a metais [5],
o conceito de taxa de liberagao de energia [6] e, através dos desenvolvimentos
de Westergaard [7], propds o fator de intensidade de tensao [8], que veio a ser
o mais importante pardmetro dentro da mecéanica da fratura. Em 1968, Rice
[9] mostrou que a taxa de liberagao de energia poderia ser expressa como uma
integral de linha, para problemas bidimensionais, que ficou conhecida como
integral J.

Atualmente, sao utilizados diversos métodos numéricos de discretizacao
de problemas de mecanica da fratura, porém dois desses métodos merecem
destaque, entre eles o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método
dos Elementos de Contorno (MEC). O MEF é amplamente utilizado por sua
simplicidade e generalidade. Contudo, o método tem algumas desvantagens
quando se trata de problemas de mecénica da fratura, como por exemplo a
sensibilidade a distor¢ao dos elementos e um elevado custo computacional
devido ao grande refinamento da malha requerido na ponta da trinca. Para
contornar essas limitacoes, alguma formulagées nao convencionais do método
tém sido desenvolvidas.

O MEC, embora seja de formulagdo mais complexa, tem algumas vanta-
gens para resolver problemas de mecanica da fratura pois, além de requerer a
discretizacao somente do contorno, diminuindo o custo computacional, utiliza
solugoes fundamentais da elasticidade, que permite uma boa aproximacao dos
altos gradientes de tensao devido a singularidade do problema.

Para resolver problemas mais gerais de mecanica da fratura, Telles et al
[10] propuseram uma técnica numérica, baseada na formulagio integral hiper
singular de problemas de fratura, para determinar uma funcao de Green em
um meio isotrépico.

Alguns anos depois, Dumont orientou trabalhos baseados na utilizacao
da série de Williams e da solugao de Westergaard como solugao fundamental no
ambito do Método Hibrido dos Elementos de Contorno (MHEC) [11, 12, 13].
Nos trabalhos desenvolvidos por Mamani e Cardoso sob orientagao de Dumont
[14, 15, 16, 17, 18], foi aplicada, como solugdo fundamental, uma funcao
generalizada de Westergaard a problemas de potencial e elasticidade 2D,
também no ambito do MHEC.

Recentemente, uma formulacao consistente do método dos elementos de
contorno foi desenvolvida por Dumont [19]. Esta nova formulagao consiste em

resolver de forma exata os problemas de singularidade inerentes a formulagao
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do método. Outras contribuigdbes de Dumont foram com relacdo ao termo do
erro referente aos deslocamentos de corpo rigido, que tém que ser levados em
consideracdo e nao mais desprezados, como ¢ feito no método convencional.
Outro fator que diferencia o método consistente do convencional estd em uma
melhora na interpolagdo das forgas de superficie, facilitando a montagem da
matriz G de flexibilidade.

1.2
Objetivos e Delimitacées do Estudo

A presente dissertacao de mestrado tem como objetivo geral tratar de pro-
blemas de modo I de mecénica da fratura usando um programa em Maple[20]
com formulag¢do no Método Consistente dos Elementos de Contorno (MCEC).
Mostrar se técnicas como a utilizacao de elementos quarter-point, elementos
descontinuos ou o uso de fungdes hiper singulares, por exemplo, nao sdo ne-
cessarias. Qualquer problema de elasticidade 2D pode ser resolvido seguindo
a formulagdo aqui apresentada, independente de haver ou nao singularidade
devido a geométrica.

Dentre os objetivos especificos deste trabalho, estao:

e Implementacao computacional da integral J em um programa com for-
mulacao no método consistente dos elementos de contorno para obter

fatores de intensidade de tensao.

e Aplicagdo do método consistente dos elementos de contorno a problemas

classicos da mecanica da fratura linear elastica.

e Estudo do fator de intensidade de tensao variando diversos parametros,
como o coeficiente de Poisson, a abertura inicial da trinca e o nimero de

elementos na trinca.

e Controle dos erros cometidos na integracao numérica das matrizes H e
G utilizadas na solugao de diversos problemas de mecanica da fratura
apresentados nesse trabalho, tanto para resultados no contorno como

para resultados em pontos internos.

e Mostrar que ¢é possivel resolver problemas com sérios problemas topo-
légicos de mecanica da fratura sem utilizacao de uma formulagao hiper
singular ou usar a funcao de tensao de Westergaard como solugao fun-

damental do problema.
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1.3
Estrutura do Trabalho

Este trabalho é composto por seis capitulos e um apéndice, sendo
estruturado de tal forma que no capitulo 1 é apresentada uma breve introducao
sobre o tema, os objetivos que se buscam alcangar e sua estruturacao.

Capitulo 2. Sao apresentados os conceitos de mecanica da fratura
linearmente elastica (MFLE), abordando com mais énfase conceitos como
balango de energia de Griffth, o Fator de Intensidade de Tensao (FIT), a fungao
de tensao de Westergaard e a integral J.

Capitulo 3. Este capitulo apresenta a formulacao do método consistente
dos elementos de contorno aplicado a problemas de elastostatica plana. Sao
apresentados também os problemas de singularidade, quase singularidades real
e complexa.

Capitulo 4. Neste capitulo sdo mostrados todos os desenvolvimentos
tedricos realizados para que fosse possivel a implementacao da integral J no
método consistente dos elementos de contorno.

Capitulo 5. Sao apresentados os resultados obtidos a partir da aplicacao
do método consistente dos elementos de contorno a problemas classicos de
mecanica da fratura linearmente elastica.

Capitulo 6. Apresenta as conclusdes do autor a respeito dos resultados

encontrados nesse trabalho, assim como sugestoes para trabalhos futuros.



2

Fundamentos da mecanica da fratura

Este capitulo apresenta uma breve revisao de elasticidade e mecanica
da fratura linearmente eldstica. Diversos pontos sao abordados, entre eles o
balanco de energia de Griffth, a fungao de tensdo de Westergaard, o fator de

intensidade de tensao e a integral J.

2.1
Solucao de Inglis para tensdao em furos elipticos

Um dos primeiros a estudar o efeito de concentracao de tensoes em furos
elipticos contidos em uma placa plana foi Inglis [3]. Suas andlises consistiam
em um furo eliptico com dimensoes 2a de comprimento e 2b de abertura em
uma placa submetida a uma tensao de tragdo perpendicular a maior dimensao
do furo, como mostra a Figura 2.1. Uma de suas consideragoes foi de que a
placa fosse grande o suficiente para que as bordas nao tivessem influéncia no

furo.

Figura 2.1: Furo eliptico em placa plana. Fonte: Anderson, 1995.

De acordo com Inglis, a tensdo na ponta do furo eliptico (ponto A) é
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dada por

2
Omae = O (1 + ba) (2-1)

onde o ¢ a tensao aplicada a uma distancia infinitamente grande. Observa-se
que & medida em que b — 0, a tensao tende a infinito na ponta da elipse e o furo
tende a se parecer mais com uma trinca afiada. Por este motivo Inglis achou

mais conveniente escrever a equagao (2-1) em termos do raio de curvatura

p="0%/a:
Omée = O <1 + 2\/;> (2-2)

Quando a >> b, a equagao (2-2) se torna

a
Oméz = 20— (2—3)
\ o

A equagao (2-3) prevé que as tensoes tendem a infinito em um ponto
infinitamente proximo da ponta da trinca. Esta ideia estabelecida por Inglis
foi bastante questionada na época, haja vista que nenhum material consegue
suportar tal tensao. Contudo, este estudo foi de grande utilidade a Griffith [4]

no desenvolvimento da sua teoria do balanco de energia.

2.2
Balanco de energia de Griffith

Em 1920, Griffth [4] analisou o mesmo problema de Inglis mostrado na
Figura 2.1 para a >> b e determinou que, quando ocorre um crescimento da
trinca, a energia potencial II sofre um decréscimo devido a descarga que surge
na regiao fraturada. Entdo, a partir das andlises de tensao de Inglis [3], Griffth
mostrou que

nola’B

H — HO - T (2-4)

onde Il é a energia potencial de uma placa sem trinca e B é a espessura da
placa.
Sob uma perspectiva molecular, o trabalho realizado para romper as

ligagoes atdmicas e gerar uma trinca ¢ dado por
W, = 4a By (2-5)

onde 7, é a energia de superficie do material e 2aB é a area da trinca.
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Entao, levando em consideragao os conceitos estabelecidos anteriormente,
o balancgo de energia de Griffth para um crescimento dA na area da trinca, sob

condic¢oes de equilibrio, pode ser expresso como

dE  dl dWw,
dAd ~aa " ga =" (2-6)

Substituindo as equagoes (2-4) e (2-5) na equagdo (2-6), obtém-se a

tensao de ruptura oy

- <2Evs>1/2 27

wa

Em 1956, Irwin [6] prop6és uma abordagem de energia para problemas
de mecanica da fratura, equivalente ao modelo de Griffth, onde a derivada
do potencial com relacao a area da trinca foi definida como sendo a taxa de
liberacao de energia G, que corresponde a energia absorvida para aumentar o

comprimento da trinca:

G- (2:5)

2.3
Fator de Intensidade de TenséGes

Algumas expressoes de tensoes podem ser desenvolvidas para certas
configuragdes de trinca sujeitas a um carregamento externo. Westergaard [7] e
Williams [21] foram os primeiros a publicar tais expressoes.

Com base em um sistema de coordenadas polares de origem na ponta da
trinca, como mostra a Figura 2.2 , o campo de tensoes para qualquer trinca

sob um regime linearmente elastico é dado por

(B S A 2 ) ]
oy — ( m) 0+ 3 AnrTal 0 (2-9)

onde o;; ¢ o tensor de tensoes, r e ¢ sao definidos na Figura 2.2, K ¢é uma
constante conhecida como Fator de Intensidade de Tensao (FIT), cujo subscrito
n indica o modo de carregamento e f;; ¢ uma funcao de 6. Os termos de ordem
superior contidos no somatorio dependem da geometria e tendem a um valor

ou finito ou nulo quando r — 0.
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Trinca

Figura 2.2: Definicdo dos eixos de coordenadas na ponta da trinca. Fonte:
Anderson, 1995.

Segundo Anderson [2], existem trés modos distintos de carregamento a

que uma trinca pode ser submetida. Como mostrado na Figura 2.3, sao eles:
e Modo I (Abertura): Causado por tensdo de tragdo normal ao plano da
da trinca.

e Modo II (Cisalhamento no plano): Causado por tensdo cisalhante no

plano da trinca. As faces da trinca deslizam entre si.

e Modo III (Cisalhamento fora do plano): Causado por tensao cisalhante

atuando fora do plano.

Modo I Modo II Modo III

/ - /
:

Figura 2.3: Modos de fratura. Fonte: Anderson, 1995.

Embora os fatores de intensidade de tensdao sejam dados em varias
formas, dependendo do carregamento e da geometria do problema, K pode

ser resumido a uma unica forma

K =Yoyma (2-10)
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onde o ¢ a tensado caracteristica, a ¢ a dimensao longitudinal da trinca e Y
¢ uma constante adimensional que depende da geometria e dos modos de
carregamento. Diversos valores de K para diferentes problemas podem ser
encontrados em Tada et al. [22].

Uma relacao pode ser estabelecida entre o Fator de Intensidade de
Tensao e a taxa de liberacao de energia. O primeiro é um parametro local
que descreve as tensoes, deformacoes e deslocamentos na ponta da trinca;
jad o segundo descreve um comportamento global da estrutura e quantifica a
energia necessaria para aumentar o comprimento da trinca. Para os trés modos
de carregamento, essa relacao é dada por

K} Kh K

9=F"FE T

(2-11)

para estado plano de tensdes. Para estado plano de deformacoes, basta
substituir E por E/ (1 — v?).

2.4
Funcao de Tensao Complexa de Westergaard

Em 1939, Westergaard [7] mostrou que determinados problemas podem
ser descritos por meio de uma fungao de tensao complexa Z(z), onde z = z+1iy

e 1 = y/—1. Essa fungao se relaciona com a func¢ao de Airy da seguinte forma:
®=R(Z)+yS(2) (2-12)

onde R e & sdo, respectivamente, as parte real e imaginaria da funcao. As

barras em cima de Z representam integrais com relacao a z, de modo que

—_ d dZ
7z = — Z = — 2-1
dz ¢ dz (2-13)
As tensoes sdao dadas por
Oue = R(Z) — yS(Z')
oy = R(Z) +yS(Z) (2-14)
Toy = —yR(Z')

e para o estado plano de deformagoes, os deslocamentos sao

uy = 2} [(1 —W)R(Z) - Z/%(Z)] (2-15)
- [2(1 - y)%ﬁ - y%(z)} _

uyZQ,u
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Nota-se que, no plano da trinca, para y = 0, as tensoes sao simétricas e
a tensao cisalhante vai a zero, o que implica modo I de carregamento, além de
indicar que o plano da trinca é um plano principal.

Seja uma placa infinita com uma trinca centrada e carregada biaxial-
mente, como mostra a Figura 2.4, Westergaard propos a seguinte funcao de
tensao para este problema, considerando as coordenadas com origem no centro

da trinca:

2(2) = —— (2-16)

Figura 2.4: Trinca em uma placa infinita carregada biaxialmente. Fonte:
Anderson, 1995.

Para o plano da trinca, onde y = 0, a fun¢do de tensdo Z é puramente
imaginaria para —a < x < a e real para |x| > |a|. Segundo as equagoes (2-14)

e (2-16), as tensoes normais ao plano da trinca sao dadas por

ox
Opy = Oyy = RN(Z) = —— (2-17)
x?—a
Fazendo uma mudanca na origem das coordenadas do centro da trinca
para a ponta da trinca, ou seja, fazendo x = z* 4+ a e levando em consideragao

que ¥ << a, tem-se

B

g

(2-18)

Ozz = Oyy = Z,l*lgo 2+

Igualando a equagdo (2-18) as tensoes radial (o,) e tangencial (o)
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desenvolvidas por Williams [21], para 6§ = 0, tem-se que
K;=oyma (2-19)

Substituindo a equagdo (2-19) na equacao (2-16) e fazendo z = z* + a,

obtém-se a fun¢ao de Westergaard em termos de K7j:

K,
Z(z") = lim
&) =10 T

(2-20)

onde se pode usar z* = re, para r> = (xr —a)?> + y> ¢ § = tan™! ( Y )
r—a
Os campos de tensoes e deslocamentos em qualquer direcio em um
ponto da placa proximo a ponta da trinca podem ser obtidos substituindo

a equacao (2-20) nas equagoes (2-14) e (2-15). Esses campos sao dados por

= Ky Q 1 — sin Q in ﬁ
Ogw = \/2_71'7“ CoS 5 S 5 S 5
Oyy = Ky COS Q 1 + sin Q sin %

W2 2 2 2
0

Tey = ﬁ COS 5 sin 5 (2—21)
K 0 0

ux:?/j ;Tcos<2> k— 1+ 2sin? 3
K 0 0

uy:—I,/LSiH — ) lk+1—2cos? =
2V 2w 2 2

onde k = 3 — 4v para estado plano de deformacdo e k = (3 — v)/(1 + v)
para estado plano de tensao. Deve ser observado que as equagoes encontradas
usando a funcao de tensoes de Westergaard, desenvolvidas por Irwin [8], sdo as
mesmas encontradas nos desenvolvimento de Williams [21], mesmo seguindo
caminhos totalmente diferentes.

Caso haja uma modificacao do problema exposto na Figura 2.4, em que o
carregamento na direcao x deixa de ser aplicado, obtém-se um problema ainda
de modo I, porém carregado uniaxialmente na direcao y. Assim, faz-se uma

subtracao de o em o0,, ¢ a tensao oy, nao sofre qualquer alteragao.

2.5
Integral J

Em 1968, Rice [9] introduziu o conceito de integral J como um método
para se medir a taxa de liberacao de energia, em que esta integral independe
do caminho percorrido, desde que esteja dentro do dominio da estrutura

envolvendo o ponto de singularidade e inicie na face inferior e termine na
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face superior da trinca (trecho AB), como mostra a Figura 2.5.

Figura 2.5: Caminho arbitrario de J ao redor da ponta da trinca. Fonte:
Adaptada de Anderson, 1995.

Considerando o sistema cartesiano mostrado na Figura 2.5, a integral J

pode ser escrita como
J = (Wdy — Ti%ds> (2-22)
I* oz

onde W ¢ a densidade de energia de deformacgao dada por / “ oijde;;, T; sao
as componentes do vetor de forgas de superficie dado por o;n;, u; sao as
componentes do vetor de deslocamentos e ds é um incremento ao longo do
caminho de integracao.

Para um contorno fechado que nao envolva um ponto de singularidade,
a integral J se anula. Os trechos BC e C'A do contorno I'*; correspondentes
as faces superior e inferior da trinca, nao contribuem para o valor de J, pois
nesses trechos dy = 0 para uma trinca plana e ¢t; = 0.

Sendo uma versao mais geral da taxa de liberacdo de energia, a integral
J teve bastante sucesso como um parametro de caracterizacao da fratura para

materiais ndo lineares. Em termos de mecanica da fratura linearmente elastica,

J assume o valor de G, na equagao (2-11).



3
Método Consistente dos Elementos de Contorno (MCEC)

3.1
Breve histérico

O MEC se baseou nas solugoes desenvolvidas por Green [23] onde,
em 1828, formulou a representagao integral para a solucao de problemas
de Dirichlet e Neumann para equacao de Laplace, introduzindo a chamada
fungao de Green. Em 1848, William Thomson, também conhecido como Lorde
Kelvin, desenvolveu uma solucao fundamental para uma forca pontual em um
corpo infinito [24]. Betti [25] apresentou um método geral para integrar as
equacgoes da elasticidade e obter sua solugdo na forma integral. Mais tarde,
em 1885, Somigliana [26] usou o teorema da reciprocidade de Betti para
obter a representacao integral da solucao para problemas de elasticidade,
acrescentando em sua expressao as forcas de corpo, deslocamentos no contorno
e forcas de superficie.

Fredholm [27] foi o primeiro a usar equagoes integrais singulares no con-
torno para problemas de potencial em meados do século XX. Nos métodos
mencionados anteriormente, as incégnitas no contorno tém um significado fi-
sico ou geométrico e por essa razao sao chamados de método direto. Além
desses métodos, havia também outras formulagdes do BEM, em que as in-
cHdgnitas no contorno nao tém um significado fisico ou geométrico, e ficaram
conhecidos como métodos indiretos [28, 29, 30]. Sherman [31, 32], Mikhlin [33]
e Muskhelishvili [34] usaram fungoes complexas para desenvolver o método das
integrais de contorno para a solucao de problemas de elasticidade plana.

Os primeiros trabalhos que levaram a fundamentacao do MEC como
uma técnica computacional apareceram no inicio dos anos 60. Jaswon [35] e
Symm [36] usaram as equagoes de Fredholm para resolver alguns problemas
de potencial bidimensionais [37, 38]. No final da década de 60, Rizzo [39] e
Cruse [40] aplicaram o método a problemas de elasticidade bidimensional e
tri dimensional, respectivamente. J4 em 1976, Lachat e Watson [41] trouxe-
ram importantes avancos ao MEC, introduzindo uma abordagem paramétrica
semelhante a utilizada em MEF. Com isso, houve uma facilidade na imple-

mentacao computacional do método.
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O primeiro a deduzir a formulagao das equagbes integrais utilizando a
técnica de residuos ponderados foi Brebbia [42, 43], em 1978.

Mais tarde Dumont [19, 44, 45, 46] fez alguns tratamentos e melhorias na
solugao das singularidades presentes no método, criando o chamado método
consistente dos elementos de contorno. Mais detalhes histéricos do desenvol-
vimento da formulacao classica do MEC sao encontrados em Cheng e Cheng
[47]

Neste capitulo é apresentado um resumo do Método Consistente dos
Elementos de Contorno [19] aplicado a problemas da elastostatica, além de

abordar toda a base tedrica de desenvolvimento do método.

3.2
Formulacao de elementos de contorno

Como mostra a Figura 3.1, um corpo elastico esta submetido a forgas de
corpo b; no dominio € e forcas de superficie ¢; na parte I', do contorno, além
de seus deslocamentos u; serem conhecidos na parte complementar I';, de I'. O

campo de tensoes satisfaz o equilibrio no dominio,
0jij + bz =0 (3-1)

ao mesmo tempo em que satisfaz as equacoes de equilibrio e compatibilidade

no contorno:

o;in; =t aolongode T, (3-2)

w;=u; em I, (3-3)
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Figura 3.1: A¢Ges em um corpo elastico. Fonte: Notas de aula de Dumont.

Sendo o tensor de tensoes o0;; simétrico e satisfazendo a equacao constitu-
tiva 0,5 = Cjjrug,, o problema pode ser estruturado de acordo com a férmula
forte do principio da energia potencial total estacionaria, para uma variacao

ou; de u;:
o = —/ (0ji; + bi) 0u;d +/ (0jin; — &) 6w dl = 0 (3-4)
& r

De acordo com a equagao (3-3), du; = 0 em I, 0 que estende a integral
no contorno de I', para I'.

Uma forma nao variacional da equagao (3-4) pode ser escrita em termos
de residuos ponderados, recorrendo a um campo de solucdo fundamental,
onde tensoes e deslocamentos satisfazem a mesma equacdo de elasticidade
do;; = Cijmduy,, e a parte homogénea da equacio (3-1), porém ndo satisfaz a

equagao (3-2):
— /Q (UjiJ‘ -+ bz) 5ufdQ +/ (Ujﬂ]j — Zfl) 5ujdf‘ =0 (3—5)
T

Integrando por partes duas vezes e aplicando o teorema de Green
sucessivamente ao primeiro termo da equacao (3-5), além de se fazer uso da

identidade aﬂ5u;j = ukJC’Z-jkléuzj = w007, obtém-se:

/F 5ot m;0udl — /Q 50 usdS = /F t,0urdl + /Q bouidQ  (3-6)

O método convencional dos elementos de contorno pode ser desenvolvido

*

a partir da equacdo (3-6), em que as solugdes fundamentais o7

e ou; sao
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dadas por:

005 = 075,00, (3-7)

ij —

onde u], sao deslocamentos de corpo rigido, multiplicados por constantes
arbitrarias Cg,,, e 0p}, sao parametros de forgas virtuais arbitrarias, com m
sendo o local e direcdo de aplicagao dessas forgas. As fungoes do7;, e ouj,, tém
suporte global, em que m se refere ao ponto fonte, ou seja, o ponto de aplicagao
de dp;, e i ao ponto campo, onde os efeitos de dp’, sdo medidos.

*
Embora 407},

. e L .
e du, tendam a infinito no ponto de aplicacao de dp;,,
os resultados sdo analiticos no dominio {2 que, no desenvolvimento natural
da formulacao a seguir, termine por excluir o dominio no entorno de m. Por
*

conveniéncia, as fungoes do7;,, sdo normalizadas de tal forma que, para um

dominio €2y que contém 0p},, com contorno I'y

/Q im0 = /F Tyl = 05 (3-9)

De acordo com a definicdo de solucao fundamental exposta anterior-

mente, a integral de dominio do lado esquerdo da equacdo (3-6) é avaliada

como / 60;’fijuidQ = —0imUiOp;, = —Up0p,,.
Q )
Substituindo d07;,, e duj, na equagdo (3-6) de acordo com as equa-

goes (3-7) e (3-8), pode-se obter uma forma modificada da identidade de So-

migliana:

U = / it I — / Oim M uidl + / bit 2
r r Q

(3-10)
v O ( [ e+ [ biu;'SdQ)
I Q

A equagdo (3-10) é utilizada para avaliar deslocamentos em pontos
internos. Com os devidos tratamentos, essa equacao pode ser usada para avaliar
tensoes em pontos internos.

O termo entre parénteses se torna zero quando as forcas de corpo estao
em equilibrio com as forcas de superficie. Contudo, isso nao é necessariamente
verdade quando se lida com aproximacoes.

Os deslocamentos u; e as forcas de superficie t; podem ser aproximados
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no contorno como

ti = tigtg (3_12>

onde d,, é o vetor de deslocamentos nodais e u;, sao as fungoes de interpolagao
com suporte local, escolhidas de tal forma que nos pontos nodais u;, = d;,.
As forcas de superficie t, sao atributos de superficie que dependem da normal
7;, POis o contorno pode nao ser inteiramente suave, podendo haver mais de
uma normal associadas a um determinado né. As fungoes de interpolacao t;
também tém suporte local.

Assim como em elementos finitos, o método consistente dos elementos
de contorno usa uma formulagao isoparamétrica, em que a mesma funcao de
interpolacao u;, ¢ usada para aproximar a geometria do contorno.

Substituindo as equagbes (3-11) e (3-12) na identidade de Somigliana
(equacao (3-10)), obtém-se a equacao fundamental do método dos elementos

de contorno

r r @

(3-13)
+ Com < [ taurdre + | biufsdQ>
r Q
que, em forma matricial, fica
Hd=Gt+b+e (3-14)
onde H = [H,,,] é uma matriz quadrada de transformagao cinematica que
transforma deslocamentos entre dois sistemas de referéncias, G = [G,,] ¢é

uma matriz do tipo de flexibilidade, b é o vetor de deslocamentos nodais
equivalentes devido as forcas de corpo e € é um erro cuja magnitude depende da
quantidade de deslocamentos de corpo rigido que estao implicitos nas solugoes
fundamentais.

Quando hé a existéncia de forcas de corpo e uma solugao particular (p)
é conhecida, o termo b, de deslocamentos nodais equivalentes, presente na

equacao (3-14), pode ser aproximado como se segue:
/Q bt dQ = — /F tau, dDEP + ( /F 0Tl UindD + 5mn) & (3-15)
Entao, a equagao (3-14) fica

Hd-d?)=G(t—t°)+e (3-16)
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A partir dos termos entre parénteses da equacao (3-13) , o vetor e

presente nas equagoes (3-14) e (3-16) pode ser escrito como
e =CT'R” (t — tP) (3-17)
onde R é dado por Dumont [19, 45]:
Ry, = /F il dD (3-18)

Levando em consideracao os desenvolvimentos anteriores e apos algumas
manipulacoes algébricas, é possivel chegar a uma equacao consistente do

método dos elementos de contorno:
H(d — dP) = G, (t — tP) = GPx (t — tP) (3-19)

onde Pz =1-R (RTR)_1 R” é o projetor ortogonal no espaco admissivel das
forcas de superficie. Embora seja uma forma mais consistente de se resolver
a equagao (3-14), essa alteragdo na matriz G nao gera grandes melhoras nos
resultados.

Aplicando a equacgao (3-15) referente as forcas de corpo a equagao (3-10),

a identidade de Somigliana se torna:
U = WP+ / tygils dT (1 — £7) — / Ot (dy — d2)  (3-20)
r

Uma das diferengas do método convencional para o método consistente
estd na interpolagao das forcas de superficie. No método consistente, Dumont
[19, 48] propds uma decisiva melhoria e simplifica¢ao na fungao de interpolacao,

sendo trocada por:

|J|e

tzZ — zf
||

(3-21)
onde |J|, é o valor do jacobiano avaliado no ponto ¢. Esse procedimento leva
a uma integragao numérica mais facil de G.

Como visto anteriormente, para o desenvolvimento das equagoes (3-10)
e (3-13) em elastostatica plana, faz-se necessario estabelecer as solugoes funda-
mentais da equagao de Navier, também conhecidas como solugoes fundamen-
tais de Kelvin [24]. Para estado plano de deformacoes, essas solucoes funda-

mentais, em termos de deslocamentos, tensoes e forcas de superficie, sdo dadas
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respectivamente por:

—1

uim — m {(3 — 4V) ln (T) (5”,1 — Ty Tym +05'Lm} (3_22>

% -1
Tijm = m {(1 - 2’/) (T’j Oim + Ti 5jm — Tym (5”) + 2T,j Tym Tyi } (3—23)
—1 or
= (1= 20) Si + 27T ] — + (1 — 2 "
pzm 47T (1 o V) r {[( V) m + T,z"“,m} an + ( V) <T,’an ’I’LZ’I"7m)}

(3-24)

onde r é a distancia entre um ponto fonte de aplicacao da for¢a unitaria e um

ponto campo no contorno.

3.3
Avaliacao numérica das matrizes H e G

As matrizes H e G, contidas na equacao (3-13), quando expandidas em

forma matricial, se tornam:

H— %(;1_”) {/01 :Qfdg + /01 ;hdg} (3-25)

onde

I / /
f:(0,5—u)N§e[xy VP IT W

2 xy
. / / Oe
e h=(zy —ya") N} { 2]

—(za’ +yy') ay —ya Ty Y
(3-26)
(&
el J; e}
= () ds— [ = 2
G 8rG(1 —v) Lo n (r)Igdé 0 rzgdé’ (8-27)
onde
10 2
I, = (3 — V)N e g=nNo|" (3-28)
01 xy  y?

Segundo Dumont [44, 50, 51| as singularidades podem ocorrer de trés
formas, como mostra a Figura 3.2 para uma variavel paramétrica £. A primeira,
que serd explicada nas segoes 3.3.1 e 3.3.2, se da quando o ponto fonte esta
dentro dos limites de integracao (0 < & < 1). A segunda, conhecida como

quase singularidade real, ocorre quando o ponto fonte estd no seguimento de
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integracao, porém fora e suficientemente proximo dos limites de integracao
(s =a <0 ou & =a > 1). 0 terceiro tipo de singularidade é conhecido
como quase singularidade complexa, onde o ponto fonte se encontra bastante

préoximo, porém fora do seguimento de integragdo (£, = a + bi).

r(&) = w(&7r (&)

A: Polo de singularidade
B: Polo de quase singularidade real
C: Polo de quase singularidade complexa

Figura 3.2: Polos de singularidade. Fonte: Adaptada das notas de aula de

Dumont

Quando se tem um polo de quase singularidade real (§, = a < 0 ou
& = a > 1), ponto B da Figura 3.2, a matriz H apresenta um ntcleo
de singularidade do tipo 1/ (£ —&;). Esse ntcleo de singularidade vem do
cancelamento dos termos singulares de 1/r? e 1/r* com os termos singulares
das matrizes h e f da equagao (3-25), que tendem a zero quando r tende a zero.
Ja a matriz G apresenta um tnico niicleo de singularidade do tipo In (§ — &;).

Segundo Dumont [44], seja p({) um polindémio genérico, as integrais

singulares da equagao (3-25) podem ser representadas da seguinte forma:

/01 : ? - /01 2 1 f(i: a) (3:29)

— a)
onde n é a multiplicidade da raiz real a. Logo, o problema é resolvido com uma

expansao em série de Taylor de p em torno de & = a e sucessivas aplicagoes
de L’Hospital ao limite de p para & — a.

No caso de um polo de quase singularidade complexa (£, = a+bi), ponto
C da Figura 3.2, a matriz H apresenta um ntcleo de singularidade do tipo 1/w
e 1/w? onde w = (£ —a—bi)(£ —a+bi). Diferente da quase singularidade real,
nao ha um cancelamento dos termos singulares de 1/r? e 1/r* com os termos
singulares das matrizes h e f da equagao (3-25). J4 a matriz G apresenta um

nicleo de singularidade do tipo In (w) e outra do tipo 1/w.
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Seja p(€) um polindmio genérico, as integrais singulares da equagao (3-25)

podem ser representadas da seguinte forma:

0o wn"

0

= W T2n

(3-30)

onde n é a ordem do ntcleo de singularidade.
Para a quase singularidade complexa, Dumont [44] propds uma expansao
em série de p em torno de um dipolo & = a + bt e sucessivas aplicacoes de

L’Hospital ao limite de p para & — &.

3.3.1
Singularidade da matriz H

No geral, a matriz H pode ser avaliada em termos de quadratura de
Gauss-Legendre, porém, quando analisada no ponto de singularidade, a matriz
H deve ser avaliada em termos de uma parte finita [49] somada a uma parte

descontinua:
H=Hy, + Hys (3-31)

Para um ponto fonte dentro do limite de integracao (0 < & < 1), a
integral de parte finita é dada por Gauss-Legendre somada a uma parcela de

corregao, conforme apresentado por Dumont [50, 51]:

1-2v [0 —1 1— b by
pr:HGL_V[ 0]<ln S0 3 ) (3-32)

47T(1_V) 1 gO i=1 fz‘—fo
e para um contorno suave a parte descontinua é dada por:

1
Hyse = 51 (3-33)

onde I é uma matriz identidade.
Quando H é avaliada nos limites de integracao, para s =0ou é; =1, a

parte finita fica sendo

1—2v |0 -1 dr 29 h,
H,~H,; £+ —— In|— — — 3-34
Ip GL 47?(1 _ V) [1 0 ] ( dé e ; fz) ( )

e de acordo com o esquema apresentado na Figura 3.3, que ilustra como ¢

realizada a integracao em torno da singularidade, onde nao ha uma suavidade
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no encontro de um elemento com outro, a parte descontinua fica:

(3-35)

cos? 6 sin @ cos 6 ot

-
0t — 6~ 1 —sinfcosf  cos?é

Hyio (1 - — 2 T4 ——

dise ( 27 ) +47r(1—1/)[

L dl=¢ed6

v

Figura 3.3: Esquema de integracdo em torno da singularidade. Fonte: Notas

de aula de Dumont.

3.3.2
Singularidade da matriz G

Quando nao ha problemas de singularidade, a matriz G pode ser resolvida
somente usando quadratura de Gauss-Legendre. Porém, quando ha singulari-
dade e o ponto fonte esta dentro do intervalo de integracao (0 < & = a < 1),
a integral impropria de G é resolvida em termos de Gauss-Legendre somada a

um termo de correcao, ficando

(3 —4v)|J]|e

G=Gomgai-v)

Cor1 (3-36)
onde

Can / In|¢ — &,|Ng-dé — GL / In|¢ — &INpde  (3-37)

e a primeira integral do lado direito da equagao (3-35) é dada por uma matriz

de constantes.



4
Desenvolvimentos da integral J no método consistente dos
elementos de contorno

A integral J é uma integral de linha em um contorno circular com
centro na ponta da trinca, cujo sistema de coordenadas esta representado na

Figura 4.1.

* N6

X Pontos de Gauss

Contorno de J

R

Figura 4.1: Esquema de integracao de J.

Para a obtencao do fator de intensidade de tensao, foi necessario fazer
alguns desenvolvimentos da integral J (equagao (2-22)) no dmbito do método
consistente dos elementos de contorno.

O termo da integral J correspondente a derivada dos deslocamentos com
relacao ao eixo x, ao longo do caminho de J, é dado a partir da identidade de

Somigliana:
Upg = U+ / tieWyy, oAU (te — t]) — /(U;imnj),xuindr (dn —dp)  (4-1)
’ r ’ r

Substituindo a derivada com relagao ao eixo x das solu¢oes fundamentais
de deslocamentos (equagao (3-22)) e de tensoes (equacao (3-23)) na equa-

¢ao (4-1) e expandindo em forma matricial, tem-se que

o~ or (i) {|4c|; [ |5 U+ Una) + 0 (40— )
1 1 1
_ /Seg [ﬂpz + ﬁ(P41 + Py2) + 706P6} d¢ (d,, — dz)}

(4-2)
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onde
0
Usi = (3 ) [ } e 43)
0 =z
2
Uz = — [ y] é)e ; (4‘4)
y 0
x3 2
U, =2 [ i Qy] Noe (4-5)
Ty yw
y/ :L,/
P, =(0,5—v) R A (4-6)

) / /
Pa = —20(0,5—v) | 7 ¥ oy Ny (4-7)
—(x2' +yy') xy —ya
3 2,0 2 9 /200
1 T B (4-8)
Qxyy/ o y2$/ y/yQ
Pe = —2(xy’ — y2')Uy (4-9)

A equagdo (4-2) apresenta integrais singulares que sdo tratadas, nesse
trabalho, de forma consistente para problemas de quase singularidade real e
complexa, ja definidas na se¢do 3.3 e mostradas na Figura 3.2.

Quando se tem um polo de quase singularidade real, a primeira e a
segunda integral da equagao (4-2) apresentam, respectivamente, nicleos de
singularidade do tipo 1/ (£ —a) e 1/ (€ —a)®. Esses nicleos de singularidade
decorrem do cancelamento dos termos singulares de 1/72, 1/r* e 1/r® com os
termos singulares presentes nas matrizes (4-3) a (4-9).

No caso de um polo de quase singularidade complexa, a primeira integral
apresenta nicleos de singularidade do tipo 1/w e 1/w? e a segunda integral
apresenta niicleos de singularidade do tipo 1/w, 1/w? e 1/w3. Diferente da
quase singularidade real, nao ha um cancelamento dos termos singulares, pois
o raio r tende a zero onde os termos das matrizes (4-3) a (4-9) ndo tendem.

Como ja explicado na se¢ao 3.3, para um polo de quase singularidade
real, faz-se uma expansao em série de Taylor de p em torno da raiz real a.
Ja para um polo de quase singularidade complexa, Dumont [44] propds uma
expansao em série de p em torno de uma dipolo & = a =+ bi.

Foi uma contribuicao original desse trabalho resolver a integracao numé-
rica de forma consistente para o termo correspondente a derivada dos desloca-

mentos com relacdo ao eixo longitudinal da trinca.
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Aplicacao do método a problemas de mecanica da fratura

Neste capitulo, encontram-se os resultados obtidos para alguns problemas
bastante conhecidos no estudo de mecanica da fratura. Dois desses exemplos
sao tratados em um dominio infinito e outros dois em dominio finito, assim
como as particularizacoes da formulacao para cada tipo de problema. Todos
os problemas apresentados sao de condigoes de contorno de Neumann.

Alguns dados gerais e importantes devem ser destacados para uma melhor
interpretacao ou replicagao dos resultados por parte do leitor, como o uso de
elementos quadraticos no modelo, o coeficiente de Poisson (v = 0.2), o médulo
de elasticidade transversal (G = 80000), o nimero de pontos de Gauss (ng = 4)
utilizado na integracao de cada elemento e o nimero de digitos de precisao
numérica de 30 casas decimais.

Sao realizados diversos estudos em que alguns desses parametros sao
variados, mantendo todos os outros constantes. Caso algum dos exemplos
mostrados tenha outro parametro alterado, sera devidamente detalhado no
texto.

Para os exemplos que seguem, o fator de intensidade de tensao foi
calculado através da integral J, discretizada em 10 setores e 4 pontos de Gauss
em cada setor, aproximando um contorno circular com centro na ponta da
trinca. Um estudo de convergéncia mostrou que com 10 setores e 4 pontos de
Gauss em cada setor, tem-se precisao na sexta casa decimal. Nao foi utilizado o
Crack Tip Opening Displacement (CTOD) devido as incertezas nos resultados

utilizando essa técnica.

5.1
Trinca em dominio infinito

O método dos elementos de contorno é uma excelente ferramenta na
solugdo de problemas de dominio infinito, levando vantagem sobre alguns
métodos de discretizagdo do dominio, como o Método dos Elementos Finitos
(MEF). Essa vantagem se deve a utilizagdo de solugdes fundamentais dentro
da formulagdao do MEC.

Em grande parte dos problemas de dominio infinito, as forcas sao

aplicadas no proprio dominio, sendo necessario realizar uma transformacao
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das forcas de dominio em forcas aplicadas no contorno. Todo esse processo
resulta na equagao (3-16), que consiste na separagao do problema na soma de
duas partes: tensoes aplicadas em um dominio sem trinca e tensoes aplicadas

no contorno no sentido de fechar a trinca, como mostra a Figura 5.1.

Figura 5.1: Ilustracao de como as forgas de dominio devem ser transformadas

em forgas aplicadas no contorno.

Fazendo uso da equacgao (3-16) e sabendo que, em problemas de dominio
infinito, a matriz H é nao singular, os deslocamentos no contorno sao dados

por:
d=-H'Gt? (5-1)

que corresponde ao esquema mais a direita da Figura 5.1.

Apos obter os resultados de deslocamentos no contorno, os mesmos sao
utilizados para calcular deslocamentos e tensdes em pontos internos, utilizando
a identidade de Somigliana (equagdo (3-20)). Porém, como apresentado na
Figura 5.1, uma constante, correspondente as tensoes aplicadas na placa sem

trinca, deve ser adicionada a solugao.

5.1.1
Trinca eliptica

O primeiro exemplo da se¢do 5.1 trata de uma trinca eliptica em dominio
infinito submetida a um carregamento unitario perpendicular ao plano da
trinca, o que leva a um problema de modo I de fratura. As dimensoes da
trinca deste exemplo sao apresentadas na Figura 5.2, assim como um modelo

de sua discretizacao.
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Figura 5.2: Trinca eliptica em meio infinito carregada uniaxialmente.

Para garantir a confiabilidade dos resultados apresentados, fez-se um
estudo em que foram variados o numero de digitos de precisao numérica e o
nimero de pontos de Gauss utilizados. A tabela 5.1 apresenta os resultados
desse estudo para uma trinca eliptica em dominio infinito de abertura inicial

21073 e razdao de tamanho dos elementos de 1,35.

Tabela 5.1: Estudo de confiabilidade dos resultados para uma trinca eliptica

em dominio infinito com abertura inicial 2 - 1073.

Digitos de

precisao ng =4 ng = 6 ng =8

20 1,7721619841024 1,77217342024597 1,77217341712007
30 1,77216196571388 1,77217342024848 1,77217341712007
40 1,77216196489224 1,77217342024818 1,77217341712007

Um estudo de convergéncia foi realizado para trés tipos de discretizacao,
onde foi mudada a razao de tamanho entre elementos vizinhos, fazendo com que
haja uma densidade maior desses elementos na ponta da trinca. Esse estudo é

apresentado na Figura 5.3.
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NUmero de elementos nas duas faces da trinca

Figura 5.3: Convergéncia do FIT para uma trinca eliptica em meio infinito

O grafico da Figura 5.3 mostra o erro entre o fator de intensidade
de tensao obtido numericamente, usando a metodologia apresentada nesse
trabalho, e o fator de intensidade de tensao de referéncia (K = 1,7724539)
para o problema exposto na Figura 5.1, encontrado em Tada et al.[22] e dado
por:

K; =ov/ma (5-2)
onde o ¢é a tensao aplicada remotamente e a é o semi comprimento da trinca.

Percebe-se que os resultados mostrados na Figura 5.3 apresentam um erro
muito pequeno, sendo a razao de 1.35 o melhor resultado para este problema,
com erro na quarta casa decimal. Parte desse erro se deve ao fato de que a
solucao de referéncia foi desenvolvida para uma trinca de abertura inicial zero,
o que difere do modelo estabelecido nesse estudo e do que acontece na pratica.

Para verificar o efeito da abertura inicial da trinca no FIT, fez-se um
estudo de erros variando essa abertura nos valores de 2-1072,2-107% e 2- 1075,
para diversas razoes de proporgao de elementos e uma discretizagao de 60

elementos na trinca. Os resultados desse estudo sao apresentados na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Erro correspondente a diversas aberturas variando a razao do

tamanho do elemento.

Constatou-se que os resultados melhoram a medida em que o tamanho
da abertura inicial da trinca é reduzida, desde que a propor¢ao de elementos
seja ajustada também. O melhor resultado obtido para uma trinca de abertura
21073 foi de 1,6468 - 10~* para uma razao de 1,35. Com uma abertura de
2-107*, o melhor resultado foi de 1,6917 - 10> para uma razao de 1,2. J4 para
uma abertura ainda menor, de 2-107°, o melhor resultado foi de 1,0518-107°
com uma razao de 1,1.

Na secao 3.3.1 foi apresentada a equacao da parte descontinua da matriz
H, que pode ser usada para medir o angulo entre elementos e, por consequéncia,
o erro que se estd cometendo na geometria do modelo. Como mencionado, a
parte descontinua da matriz H é 0,5 para um contorno suave, ou proximo a isso
nos nés de encontro entre elementos. A Figura 5.5 mostra a ponta da trinca

para uma abertura de 2 - 1073 e uma razao de tamanho entre os elementos
1,35.

58
59 60
- 61
64 63

Figura 5.5: Ponta da trinca para uma abertura inicial de 2 - 1072 e razao de

tamanho do elemento 1,35.

7

O erro de geometria para um quarto da trinca com abertura 2 - 107° ¢
apresentado pela Figura 5.6, em que o n6 1 corresponde ao né da ponta da

trinca, enquanto o n6é 31 corresponde ao né do meio da trinca. Esse erro é



Capitulo 5. Aplicacdo do método a problemas de mecénica da fratura 41

medido unicamente para os nés de encontro dos elementos, pois o né central
é suave. Com isso, pode-se ter total controle dos erros que se esta cometendo

na geometria do problema.

1,0E+00
1,0E-01
1,0E-02

—a—Razdo 1.1
1,0E-03

—=—Razao 1.5

1,0E-04

Erro

1,0E-05

1,0E-06

1,0E-07

1,0E-08 Aﬂ__dﬁ//

1,0E-09

1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
N6

Figura 5.6: Erro de geometria referente a parte descontinua da matriz H.

Na Figura 5.7, encontra-se os resultados obtidos para o célculo de tensao
em quarenta pontos internos, colineares e com o primeiro ponto situado a uma
distancia de 1072 da ponta da trinca, vide Figura 5.2. Esse estudo foi realizado
para uma trinca de abertura 2- 107 e uma razao de tamanho do elemento de

1.35.

25
20

15

——8— Solugdo numérica

- - - - Solugdo de referéncia
10 ¢

Tenséo perpendicular a trinca

—& £
0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8

r/a

Figura 5.7: Curva de tensao em pontos internos, colineares, localizados no

plano da trinca a uma distancia de 103 da ponta da trinca.

As tensoes perpendiculares ao plano da trinca, obtidas numericamente,

tendem a infinito quando calculadas proximo a ponta da trinca. A figura 5.8



Capitulo 5. Aplicacdo do método a problemas de mecénica da fratura 42

apresenta o erro entre essas tensoes e a solucao de referéncia obtida utilizando
a funcao de tensdao complexa de Westergaard sem aproximacao, permitindo a
afericao dos resultados em pontos internos a uma distancia qualquer da ponta

da trinca.

1,0E-02

1,0E-03

Oy ref - Oy num
Oy ref

1,0E-04
0,001 0,01 0,1 1 10

r/a

Figura 5.8: Erro entre as tensdes de referéncia e as tensbes encontradas

numericamente.

Outro estudo realizado nesse trabalho de pesquisa foi medir o efeito da
variacao do coeficiente de Poisson no fator de intensidade de tensdao, como
mostra o grafico da Figura 5.9.

1,7731 - 1,0E-03
—&8— Razdo 1.35

1,7729 —— Sol. dereferéncia

--a---Errorazdo 1.35

1,7727 =
o,
= 41,7725 L =
T L 10604 g =
C
1,7723 3
1,7721
1,7719 -~ 1,0E-05

0,1 0,2 0,3 0,4
Coeficiente de Poisson

Figura 5.9: Resultados numéricos para uma variagao do coeficiente de Poisson

para uma trinca eliptica em dominio infinito.

No eixo das ordenadas a esquerda, encontra-se o fator de intensidade

de tensao e no eixo a direita, tem-se o erro entre a solu¢ao numérica e a de
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referéncia. Nota-se que a variacao do coeficiente de Poisson afeta os resultados
do FIT.

5.1.2
Trinca entre duas cavidades circulares

O segundo exemplo da secao 5.1 se refere a uma trinca eliptica entre
duas cavidades circulares em meio infinito, submetida a um carregamento
unitario, uniaxial e perpendicular ao plano da trinca. Os dados de geometria
e carregamento sao apresentados na Figura 5.10. Foi colocada, nas cavidades
circulares, uma razao de propor¢ao do tamanho dos elementos de 1,2, de forma

a se obter uma densidade maior de elementos nas laterais das cavidades.

0.002
0.5 0.5

e

Figura 5.10: Trinca eliptica entre duas cavidades circulares

Para esse exemplo, foi realizado um estudo de convergéncia do fator de
intensidade de tensdo, em que se manteve constante o niimero de elementos
nas cavidades circulares (40 elementos em cada cavidade) e se variou, somente,
a quantidade de elementos na trinca, vide Figura 5.11. A solucao de referéncia
encontrada em Newman [52] para uma trinca de abertura inicial nula é

K =2,0402701, de acordo com as dimensoes do problema descrito.
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Figura 5.11: Convergéncia do FIT para uma trinca entre duas cavidades

circulares em meio infinito

O grafico de convergéncia da Figura 5.11 mostra os erros entre a solugao
de referéncia e a solugdo encontrada numericamente usando a metodologia
proposta nesse trabalho de pesquisa, além de apresentar resultados ainda
melhores do que os obitidos por Dumont e Lopes [13] no ambito do MHEC.

Pode-se perceber que o melhor resultado é obtido para uma razao entre
o tamanho dos elementos de 1.5, com erros na terceira casa decimal. Porém,
como visto na se¢ao anterior, os resultados podem ser ainda melhores caso a

abertura inicial da trinca seja reduzida.

5.2
Trinca em dominio finito

Quando o problema é de dominio finito, alguns cuidados devem ser
tomados, pois a matriz H é singular e portanto, ndo tem inversa unica.
No entanto, uma técnica de inversas generalizadas, também conhecida como
inversa de Bott-Duffin [53], pode ser adotada, ja que a matriz H nao transforma

deslocamentos de corpo rigido (W), ou seja
HW =0 (5-3)

Sendo assim, a equagao (3-14), quando resolvida em termos de desloca-

mentos no contorno, é dada por
d=HYGt (5-4)

onde H™Y ¢ a inversa generalizada da matriz H.
O processo de inversao da matriz H consiste em projetar a inversa de

uma matriz genérica de H no espago ortogonal a base de deslocamentos de
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corpo rigido. Essa matriz genérica é nao singular por se tratar da soma de
duas matrizes complementares, uma parcela admissivel e outra inadmissivel.

Entao, a equagao (5-4) fica sendo
Txxr\ L wrT PUNES TR S
dz(I—W(W W) W)<H+W(W W) W) Gt (5-5)

onde o primeiro conjunto de parénteses corresponde ao projetor ortogonal a
base de deslocamentos de corpo rigido e o segundo conjunto de parenteses
corresponde a inversa da matriz genérica de H.

Apébs obtidos os deslocamentos no contorno, basta utilizar a identidade
de Somigliana (equacdo (3-20)) para encontrar deslocamentos e tensdes em
pontos internos, aqui utilizados para calcular o fator de intensidade de tensao

pela integral J.

5.2.1
Trinca eliptica de centro

O primeiro exemplo da se¢ao 5.2 é uma trinca eliptica centrada em uma
placa finita, submetida a um carregamento unitario e perpendicular ao plano
da trinca, como é visto na Figura 5.12. Foi aplicada a trinca uma razao de
proporc¢ao do tamanho do elemento de 1.4, de forma a ter elementos menores
na ponta da trinca. J& no contorno lateral, foi aplicada uma razao de 1.05,
reduzindo o tamanho do elemento a medida que se aproxima do centro da
placa. O contorno externo foi discretizado com 50 elementos quadraticos e o

contorno da trinca com 60 elementos quadraticos.
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Figura 5.12: Trinca eliptica centrada em meio finito com carregamento per-

pendicular ao plano da trinca.

5.2.1.1
Estudo de confiabilidade dos resultados

Como este problema nao tem uma solucao analitica, é necessario garantir
que o modelo apresentado nesse trabalho seja resolvido de forma precisa e com
erros de simulacao do problema controlados.

O primeiro erro a ser verificado é proveniente de |Gt — Hd| para solugoes
polinomiais analiticas de tensao (tpe1) € de deslocamentos (dper). O erro é
obtido dividindo a norma Euclidiana de Gt — Hd pela norma Euclidiana de

Gt, como segue

J Z |th01 - Hdpol|2
i=1

Z ’I_Idp01|2
\ i=1

Outro erro que deve ser verificado é o erro proveniente da inversao da

(5-6)

Erro =

matriz H, que é cometido ao resolver o problema para deslocamentos no
contorno e tem a ver com o condicionamento do sistema de equagoes. Esse erro
corresponde a uma comparagao entre as solugoes polinomiais de deslocamentos
(dpor) € 0s deslocamentos (dnum) obtidos a partir das solugdes polinomiais de

tensao, sendo assim, o erro é calculado como
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n

> |Adf

=1

Erro= V2L (5-7)

A Z ‘dnum‘2
=1

Primeiro, sdo aplicadas as solugdes polinomiais de tensdo (tpo1) na

equagdo (5-4) e em seguida ¢ somada a parcela inadmissivel a matriz H
o) )
o = <H+W (Wrw)™'w ) Gtpor (5-8)

Apos calcular os deslocamentos a partir das solugdes polinomiais de
tensdo, é necessario projetar o vetor diferenca (Ad) no espago ortogonal a

base de deslocamentos de corpo rigido
Ad = (I - W (W'w) WT) (dpot — dpamm) (5-9)

No total, vinte solugoes polinomiais sao testadas: quatro lineares, quatro
quadraticas, quatro ciibicas, quatro quérticas e quatro quinticas. A Figura 5.13
mostra que os resultados do erro para |Gt — Hd| sdo muito préximos dos erros
obtidos para |dpol — dpum|, © que leva a conclusdo de que a matriz H nao
apresenta problemas de mau condicionamento. Ainda é possivel notar que a
solugao para os campos lineares, que estao multiplicados por constantes para
facilitar a visualizacao dos resultados, deve corresponder a solugao analitica,
para um contorno curvo da trinca, segundo o teorema de convergéncia de
Dumont [48]. Cada ponto do grafico da Figura 5.13 representa uma média
aritmética das quatro solugoes polinomiais correspondentes ao seu respectivo

grau.
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-- & - [dnum - dpy| (ng=4) —e&—|[Gthum - Hdpg| (ng=4)
-4 —[dnum - dpy| (ng=6) —&— |Gthum - Hdpg| (ng=6)
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1,00E-02
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1,00E-05 - : : L d
1 20 3¢ 40 59
Graus das solugdes polinomiais

Figura 5.13: Comparacao entre os erros |Gtpor — Hdpor| € |dpor — dnum| para

uma trinca eliptica em dominio finito

Para verificar o erro cometido no célculo de deslocamentos e tensoes em
pontos internos, vide Figura 5.12, foram aplicadas as mesmas solugdes poli-
nomiais a identidade de Somigliana. Em seguida, os resultados obtidos foram
comparados com as proprias solugoes polinomiais, avaliados nas coordenadas
dos pontos internos. Os resultados dessa analise, para ng = 4, sao apresentados
nas Figuras 5.14 e 5.15 para deslocamentos e tensoes em pontos internos.

Os pontos internos apresentados na Figura 5.12 sdo colineares e espacados
de forma crescente a partir do ponto interno 1, que esta localizado a uma
distancia de 10~% da ponta da trinca, até o né 40, que estd a uma distancia
de ~ 0,64 do contorno lateral. Percebe-se, pelas Figuras 5.14 e 5.15, que os
resultados para tensao sao piores que os de deslocamentos e nao importa se
o ponto interno estd préximo ou afastado do contorno, nao ha propagacgao de

eIro.
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Figura 5.14: Erro de deslocamentos em pontos internos

—=—Constante —a—Linear ——Quadratico —e—Cubico —e—Quartico ——Quintico
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Figura 5.15: Erro de tensao em pontos internos

5.2.1.2
Estudo de fator de intensidade de tensoes

Foi feito um estudo de convergéncia desse problema, de modo a manter
constante a quantidade de elementos no contorno da placa e variar somente
os elementos da trinca, onde foram aplicadas algumas razoes de propor¢ao no
tamanho do elemento. A Figura 5.16 mostra o erro da convergéncia para trés

razoes diferentes.
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Figura 5.16: Convergéncia do FIT para uma trinca eliptica em meio finito

Analisando os resultados apresentados na Figura 5.16, constatou-se que
os melhores resultados foram obtidos para uma razao de 1,4, com erros na

ordem de 107%. Esse erro foi calculado em relacdo & solucdao de referéncia
(K = 1,8158459) encontrada em Tada et al. [22]:

K = amq/sec o {110,025 (a/W)? + 0,06 (a/W)*} (5-10)

onde a é o semi comprimento longitudinal da trinca, W ¢ a distancia do meio
da trinca até a borda lateral da placa e o é a tensdo aplicada perpendicular
ao plano da trinca.

5.2.2
Trinca reta de bordo

No segundo exemplo da se¢do 5.2, tem-se uma trinca reta de bordo com

um carregamento unitario perpendicular ao plano da trinca, como mostra a
Figura 5.17.
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Figura 5.17: Trinca reta de bordo carregada uniaxialmente

Foi aplicada a trinca uma razao de proporc¢ao do tamanho do elemento de
1.35 e na face imediatamente antes e depois da trinca, foi aplicada uma razao
de 1.05, de forma a se ter uma reducao do tamanho dos elementos préximo a
ponta da trinca. No modelo, foram usados 8 elementos quadraticos nas faces
superior e inferior da placa, 32 elementos quadraticos nas faces laterais e 15

elementos quadraticos em cada face da trinca.

5.2.2.1
Estudo de confiabilidade dos resultados

Assim como no exemplo anterior, foram analisados os erros de |Gt — Hd|
¢ |dpol — dpum|, também para as mesmas solugdes polinomiais de tensdo
(tpor) € deslocamentos (dpo1). Os resultados sao apresentados nas Figuras 5.18
e 5.19 para uma abertura inicial da trinca de 1073 e 107°. Os erros obtidos
para as solugdes polinomiais lineares foram multiplicados por constantes (em

vermelho) para facilitar a interpretagdo dos resultados.
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Figura 5.18: Comparacao entre os erros |Gtpol — Hdpol| € |dpol — dnum| Para

uma trinca reta de bordo com abertura inicial de trinca de 2 - 1073,

-- 8- -|dnum - dpo|| (ng=4) —&—|Gthum - Hdpol| (ng=4)
- &= [dnum - dpol| (ng=6) —a—|Gthum - Hdpg| (ng=6)
- - - |dnum - dpy| (ng=8) ——|Gthum - Hdpg| (ng=8)
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Erro

1,00E-05 : : : !
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Graus das solugdes polinomiais

Figura 5.19: Comparacao entre os erros |Gtpor — Hdpol| € |dpol — dnum| Para

uma trinca reta de bordo com abertura inicial de trinca de 2 - 107°.

E possivel perceber que nao hd uma diferenca grande entre os dois tipos
de erros analisados, o que leva a uma boa confianca na solu¢do numeérica do
problema, sem problemas de mau condicionamento.

De modo a explorar o problema eliminando qualquer tipo de simetria, foi
realizado o mesmo estudo para uma trinca inclinada de bordo com abertura

inicial de 2- 1073 e 2- 107, como mostra a Figura 5.20.
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Figura 5.20: Trinca inclinada de bordo carregada uniaxialmente

Nota-se, através dos graficos das Figuras 5.21 e 5.22 que, para a solucao
polinomial do segundo grau, o erro |dpor — dpum| ¢ maior do que o erro
encontrado para resolver uma trinca reta de bordo. Isso se deve a falta de

simetria do problema.

--E—-v|dnum - dpo|| (ng=4) —E—|thum - Hdpol| (ng=4)

-4~ [dnum - dpy| (ng=6) —a—|Gtnym - Hdpgy| (ng=6)
== %= = [dnum - dpoy| (ng=8) ——|Gtnym - Hdpgy| (ng=8)
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Graus das solu¢gdes polinomiais

Figura 5.21: Comparagao entre os erros |Gtpor — Hdpol| € |dpor — dnum| para

uma trinca inclinada de bordo com abertura inicial de trinca de 2 - 1073,
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Figura 5.22: Comparacao entre os erros |Gtpor — Hdpol| € |dpol — dnum| Para

uma trinca inclinada de bordo com abertura inicial de trinca de 2 - 107°.

Apoés avaliar a integragdo numérica das matrizes H e G, assim como o
condicionamento da matriz H para a trinca reta de bordo, foi realizado um
estudo de erros para o calculo de deslocamentos e tensoes em pontos internos
espacados de forma crescente a partir do ponto 1, localizado a uma distancia de
102 da ponta da trinca, até o ponto 40, que estd a ~ 1,44 do contorno lateral
da placa. Nota-se, pelas Figuras 5.23 e 5.24, que os resultados encontrados

para deslocamentos sao melhores que os encontrados para tensoes.

——Constante —a—Linear —%—Quadratico —e—Culbico —e—Qudrtico ——Quintico
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Figura 5.23: Erro de deslocamentos em pontos internos
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Figura 5.24: Erro de tensao em pontos internos

Nota-se nos resultados mostrados até agora, nessa secao, que embora
o problema apresente contornos retos, o campo quadratico nao é satisfeito
analiticamente, pois como foi aplicada uma razao de proporc¢ao nos elementos,

0 jacobiano nao ¢ constante.

5.2.2.2
Estudo de fator de intensidade de tensoes

Nesse exemplo, o estudo de convergéncia foi feito de forma a manter a
quantidade de elementos no contorno sem trinca e variar somente a quantidade
de elementos no contorno correspondente as faces da trinca. O gréafico de
convergéncia ilustrado na Figura 5.25 mostra que, das trés razoes de tamanho
do elemento apresentadas, o melhor resultado foi na ordem de 10~ para uma

razao de 1,35.
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Figura 5.25: Convergéncia do FIT para uma trinca de bordo

Assim como no exemplo da secao 5.1.1, foi realizado um estudo variando
a abertura inicial da trinca de bordo para diferentes razoes de tamanho do
elemento. Conclui-se, da Figura 5.26, que ndo ha uma variagao significativa

dos resultados.

—&— Abertura = 2,0E-03 —=— Abertura = 2,0E-04 —<— Abertura = 2,0E-05

1,00E-01
€
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%5 X
x
X1

1,00E-03

1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35 1,4 1,45 1,5
Razé&o de tamanho entre elementos

Figura 5.26: Erro correspondente a diversas aberturas variando a razdo do

tamanho do elemento.

O mesmo estudo de variagdo do coeficiente de Poisson realizado para
a trinca eliptica em dominio infinito foi feito para o presente exemplo, com
o intuito de medir o efeito do Poisson no fator de intensidade de tensao. O
grafico da Figura 5.27 mostra o valor do FIT no eixo das ordenadas do lado
esquerdo, enquanto que o erro relativo comparado a solugao de referéncia é

mostrado no eixo do lado direito.
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Figura 5.27: Resultados numéricos para uma variacao do coeficiente de Poisson

para uma trinca reta de bordo.

Os resultados numéricos apresentados nas Figuras 5.25, 5.26 e 5.27 foram
comparados com uma solucao de referéncia (K = 2,1193242) encontrada em
Tada et al. [22] e é dada por:

0752+202<a)+037(1 in 7Y’
oW : 02— : —Sm)
K; =ov/ma tan W 2W (5-11)

ma
Ta 2W COS 577

onde a é o comprimento longitudinal da trinca e W ¢ a largura da placa.

5.3
Estudo do Raio do contorno circular da integral J

A tabela 5.2 mostra o estudo em que se verificou a influéncia da variacao
do raio do caminho circular da integral J nos resultados obtidos para o fator
de intensidade de tensoes.

Em todos os modelos, foi utilizada uma abertura inicial da trinca de 1073
e 4 pontos de gauss em cada elemento do contorno. Na trinca eliptica em meio
infinito com 60 elementos quadraticos na trinca e razao 1,35, o melhor erro
foi na ordem de 10~ para um raio de 10~!. Na trinca eliptica de centro, com
60 elementos quadraticos na trinca e razao 1,4, o melhor erro foi na ordem
de 10~* para um raio de 107!. Na trinca reta de bordo, com 30 elementos
quadréticos na trinca e razao 1,35, o melhor erro foi na ordem de 1072 para
um raio de 107!, J4 para a trinca eliptica entre duas cavidade circulares, com
60 elementos quadraticos na trinca e razao 1,5, o melhor erro foi na ordem de

10~* para um raio de 1073.
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Tabela 5.2: Erro do FIT para diferentes raios do caminho da integral J.

Raio do ) B L, 1 Solucao de
. 10 1073 10 10 .
caminho referéncia
de J
Trinca em
meio 1,780254 1,776583 1,774030 1,772162
. . 1,772454
infinito
Erro 4,4006-107%  2,3294-1073 8,8947-10* 1,6468-10~*
Trinca de
1,827311 1,824615 1,821188 1,816118
centro 1,815846
Erro 6,3141-1072  4,8289-1073 2,9421-10~% 1,4958-10~*
Trinca de
2,149591 2,135540 2,131207 2,128230
bordo 2,119324
Erro 1,4281-1072 7,6516-1073 5,6069-107% 4,2020-1073
Trinca entre
. 2,053162 2,041691 2,012944 1,940831
cavidades 2,040270
Erro 6,3189-1072  6,9654-10~% 1,3393-1072 4,8738-1072

Conclui-se, pela tabela 5.2, que o raio do caminho circular da integral J
tem influéncia no fator de intensidade de tensoes. Porém, nao foi realizado um
estudo detalhado da influéncia da distancia dos nés do contorno no calculo da

integral J, como o que foi abordado por Lopes [12].
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Fator de intensidade de tensdao em funcao da abertura da
ponta da trinca

Neste capitulo, encontra-se uma breve explicacao sobre a técnica de
obtengao do FIT a partir da abertura da ponta da trinca (Crack Tip Opening
Displacement - CTOD), assim como os resultados obtidos no célculo do FIT
para uma trinca eliptica em meio infinito com diferentes aberturas iniciais,
nimero de elementos e nimero de pontos de Gauss utilizados na integracao
das matrizes H e G.

A técnica consiste em utilizar as equagoes de deslocamentos desenvolvidas
na se¢ao 2.4 (equagao (2-21)) nas faces da trinca, a fim de obter o fator de
intensidade de tens@ao. A Figura 6.1 esquematiza dois nos, B e C, localizados
em faces opostas de uma trinca inicialmente fechada. No problema, a trinca

estd em meio infinito e é submetida ao modo I de fratura.

r

A

Trinca

A

Trinca

Figura 6.1: Deslocamento relativo entre nés da face da trinca.

A abertura da trinca, apos aplicado o carregamento, é definida como:
CTOD = |u)| + Juy | = wy, (r,7) — uy (r, =) (6-1)

Substituindo os deslocamentos (u,) da equacao (2-21) na equagao (6-1),
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o fator de intensidade de tensao pode ser definido como

2
K= —Y% tim f TW(C’TOD) (6-2)

- 4 — 4y r—0

Assim, a equacdo (6-2) permite o calculo do fator de intensidade de tensao
(K7) a partir dos valores numéricos de CTOD para nés muito préximos da
ponta da trinca. Esse raciocinio pode ser estendido para o modo II de fratura,
medindo-se o deslizamento entre as faces da trinca.

Dentre as vantagens do CTOD, destaca-se o seu baixo custo computaci-
onal, ja que, diferente da integral J, ndo é necessario o calculo de resultados
em pontos internos. Entretanto, os resultados obtidos podem apresentar osci-
lagoes, uma vez que dependem das componentes de deslocamentos em pontos
arbitrarios da face da trinca.

O primeiro exemplo consiste em uma trinca eliptica situada em um
dominio infinito e submetida a uma tensao uniforme perpendicular ao plano da
trinca, resultando no modo I de fratura. A trinca foi, inicialmente, modelada
com 60 elementos quadraticos, uma abertura inicial de 2 - 1073 e um fator de
proporcao do tamanho do elemento de 1.35. Tanto nesse exemplo quanto em
todos os outros tratados neste capitulo, foi utilizado um maédulo de elasticidade
transversal (G) igual a 80000 e um coeficiente de Poisson (v) igual a 0,2.

A Figura 6.2 (a) mostra os resultados obtidos no calculo do FIT a partir
dos deslocamentos medidos nos nés imediatamente proximos da ponta da trinca
até os noés do meio da trinca, totalizando 15 pares de nés opostos entre si. Os

resultados foram obtidos com 4 e 8 pontos de Gauss.

1,0E+00 1,0E+00

1,0E-01 1,0E-01

E 1,0E-02 3 1,0E-02
G &
= j=n}
! [~ 1,0e03 o 1,003
3] =
j= =
= 1,0£-04 1,0E-04
1,0E-05 1,0E-05
1E-05 1E-04 1E-03 1E-02 1E-01 1E+00 1E-04 1E-03 1E-02 1E-01 1E+C
r/a r/a
(a) (b)

Figura 6.2: (a) Erro do FIT e (b) Erro da parte descontinua da matriz H para
uma trinca eliptica de abertura inicial 2 - 1073, razdo de tamanho do elemento

igual a 1.35 e 60 elementos quadraticos.

Nota-se, pela Figura 6.2 (a), que o erro aumenta nos nds imediatamente
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préximos da ponta da trinca, mantém uma certa constancia no meio do trecho
e volta a aumentar nos nos mais afastados da ponta da trinca. Os erros dos nos
mais afastados podem ser explicados pela equagao (6-2), a qual é mais precisa
para nés proximos da ponta da trinca. J& os erros dos ndés mais proximos
podem ser atribuidos aos erros de geometria cometidos na ponta da trinca.
Para aferir esse erro de geometria, fez-se uso da parte descontinua da matriz
H, como mostrado na Figura 6.2 (b) para os nds de encontro dos elementos.
O mesmo estudo foi feito para uma trinca com o dobro de elementos,

resultando nos graficos da Figura 6.3 (a) e (b).
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Figura 6.3: (a) Erro do FIT e (b) Erro da parte descontinua da matriz H para
uma trinca eliptica de abertura inicial 2 - 1073, razdo de tamanho do elemento

igual a 1.35 e 120 elementos quadraticos.

Nesse caso, os erros de geometria sao menores devido a uma melhor dis-
cretizacao da trinca, apresentando resultados de erro do FIT mais constantes,
entre 1073 e 1072, Porém, ainda é possivel perceber a influéncia do erro de
geometria cometido préximo a ponta da trinca.

Além dos estudos realizados em uma trinca de abertura inicial de 2-1073,
fez-se 0 mesmo estudo reduzindo a abertura inicial da trinca para 2-107°. Os
resultados estdao apresentados nas Figuras 6.4 e 6.5, para 60 e 120 elementos
quadraticos, respectivamente. A andlise foi feita para 4 e 8 pontos de Gauss e

um fator de proporc¢ao do tamanho dos elementos de 1.35.
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Figura 6.4: (a) Erro do FIT e (b) Erro da parte descontinua da matriz H para
uma trinca eliptica de abertura inicial 2 - 107°, razao de tamanho do elemento

igual a 1.35 e 60 elementos quadraticos.
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Figura 6.5: (a) Erro do FIT e (b) Erro da parte descontinua da matriz H para
uma trinca eliptica de abertura inicial 2 - 107°, razao de tamanho do elemento

igual a 1.35 e 120 elementos quadraticos.

Assim como nos resultados obtidos para uma abertura inicial da trinca
de 2-1073, o erro que ocorre nos nés imediatamente préximos da ponta da
trinca pode ser explicado por erros de geometria nessa regiao.

Analisando os resultados apresentados nas figuras 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5,
percebe-se que a técnica com base na abertura da ponta da trinca apresenta
erros entre 1072 e 1072, que sdo maiores do que os obtidos pela integral J.

Todos os resultados numéricos do FIT apresentados neste capitulo foram
comparados com o FIT analitico para uma trinca em dominio infinito (K; =
oy/Ta, parac = 1 ea = 1), ja a parte descontinua da matriz H, como explicado

no capitulo anterior, foi comparada com 0.5 (contorno suave).



7
Consideracoes finais

7.1
Conclusoes

Neste trabalho, foram resolvidos, matematicamente, os 3 tipos de singu-
laridades presentes na integral J para modo I de carregamento em problemas
planos, como tratado no capitulo 4, no ambito do método consistente dos ele-
mentos de contorno. Além disso, foram resolvidos problemas de trinca em do-
minio finito e em dominio infinito, com a utilizacao da integral J e da abertura
da ponta da trinca para obtengao do Fator de Intensidade de Tensao (FIT).

A aplicacdo do método consistiu em resolver quatro estruturas auto-
equilibradas com condig¢oes de contorno do tipo Neumann, dentre elas, uma
trinca eliptica em dominio infinito, uma trinca eliptica entre duas cavidades
circulares em dominio infinito, uma trinca centrada em uma placa finita e
uma trinca de bordo. A partir dessas estruturas, foram verificados erros de
discretizacao, erros de integracao numérica, erros devido a diferentes aberturas
iniciais da trinca, erros no célculo de deslocamentos e tensoes em pontos
internos e um estudo do efeito da variagao do coeficiente de Poisson. Além
disso, como se optou por um caminho circular da integral J, foi realizado um
estudo do efeito da variagao do raio deste caminho no calculo do FIT.

No exemplo da trinca eliptica em dominio infinito, foi realizado primeiro
um estudo de convergéncia do FIT, em que foram obtidos erros na ordem de
107, porém a solucio de referéncia corresponde a uma trinca de abertura
inicial zero, o que levou a um estudo no qual a abertura inicial da trinca
foi diminuida, chegando a erros ainda menores. Logo, analisando a parte
descontinua da matriz H, verificou-se o erro cometido na geometria da trinca.
Em seguida, foi constatada uma pequena influéncia no FIT devido a variacao
do coeficiente de Poisson, apresentando erros na ordem de 10~* em relacdo a
solugao de referéncia.

No exemplo da trinca eliptica entre duas cavidades circulares em dominio
infinito, foi feito somente um estudo de convergéncia do FIT, mostrando que o
problema pode ser resolvido com uma precisao de trés casas decimais, quando

comparado a uma solucao de referéncia da literatura.



Capitulo 7. Consideracdes finais 64

No exemplo da trinca eliptica em dominio finito, foram analisados os
erros cometidos na integragdo numérica das matrizes H e G, assim como o
erro de afericdo do condicionamento da matriz H. Apds comparar os dois
erros, constatou-se nao haver uma influéncia significativa proveniente de um
possivel mau condicionamento da matriz H. Além desse estudo, verificou-se
também o erro para o calculo de deslocamentos e de tensdes em pontos internos,
obtendo resultados préoximos a 10~7 para as solucdes polinomiais, em que foram
utilizados 4 pontos de Gauss por elemento. Por fim, o estudo de convergéncia
apresentou erros na ordem de 1073,

No exemplo da trinca de bordo, foram realizados estudos para aferir o
condicionamento da matriz H e os erros cometidos na integragao das matrizes
H e G, tanto para uma trinca reta quanto para uma trinca inclinada. Assim
como no exemplo da trinca eliptica em dominio infinito, foi variada a abertura
inicial da trinca, porém, nao houve uma melhora significativa dos resultados,
apresentando erros na ordem de 1073, Ademais, foi identificada uma influéncia
maior da variacao do coeficiente de Poisson neste exemplo, com erros da ordem
de 1072

Outro estudo realizado neste trabalho foi o cdlculo do FIT a partir da
abertura da ponta da trinca para uma trinca eliptica em dominio infinito e
submetida ao modo I de fratura. Alguns fatores foram variados nesse estudo,
dentre eles, o nimero de elementos, a abertura inicial da trinca e o niimero
de pontos de Gauss usados na integracao das matrizes H e G. O CTOD foi
medido em diversos pontos da trinca, constatando-se erros maiores em nos
imediatamente préximos a ponta da trinca e em nds mais afastados da ponta
da trinca. O primeiro erro pode ser justificado por possiveis erros de geometria
e o segundo erro por falta de precisao da equagao (6-2) no calculo de resultados
em pontos muito distantes da ponta da trinca.

Com todos os estudos realizados nesta dissertacao, é possivel ter um
maior controle dos erros cometidos ao resolver problemas de elasticidade,
inclusive quando se tem singularidades advindas da geometria do problema,
como acontece no caso de trincas. Dentre os erros cometidos ao resolver esse
tipo de problema, usando a formulagao apresentada neste trabalho de pesquisa,
estao o erro de geometria, o erro na descrigao matematica da fisica do problema,
o erro de discretizacao, o erro de integracdo numérica e, por fim, o erro de

algebra linear.
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7.2
Sugestoes para trabalhos futuros

Este trabalho abre caminho para possiveis trabalhos futuros dentro do

método consistente dos elementos de contorno, entre eles:

e [Extensdo da integral J para avaliar resultados do modo II de fratura.
e Resolver outros exemplos de trinca, como trincas curvas e inclinadas.
e Eistudo de propagacao de trinca.

e Consideracao de zona plastica na ponta da trinca.

e Generalizacao da formulagao para problemas tridimensionais de meca-
nica da fratura, a partir de desenvolvimentos ja feitos para elementos

triangulares.

e Utilizagao da formulagao hipersingular, modelando a trinca sem abertura
inicial, para fins de comparacao com resultados analiticos da literatura,

j& que todos os problemas de integracao numérica estao resolvidos.

e Incorporacao dos algoritmos de integragao, feitos em maple, a codigos ja
desenvolvidos em C++ e Fortran, que ja funcionam para problemas 2D

de potencial e de elasticidade, inclusive usando técnica de fast multipole.

e Estudo do fator de amplificacao entre elementos para minimizar os erros

de representagao geométrica.
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