
3
Árvores de Classificaç ão e Regress ão

3.1
Introduç ão

É crescente o uso de métodos estruturados porárvores de decisão como

alternativas aos tradicionais modelos de classificação e regress̃ao. AsÁrvores de

Classificaç̃ao s̃ao utilizadas quando a variável dependentée cateǵorica, enquanto

Árvores de Regressão tratam problemas em que estaé cont́ınua.

A identificaç̃ao de interaç̃ao entre varíaveis explicativas nas Ciências So-

ciais foi o problema que motivou o surgimento dos modelos estruturados por

árvores. Morgan & Sonquist [73] desenvolveram o algoritmo AID (Automa-

tic Interaction Identification) para identificação autoḿatica de interaç̃oes, que

posteriormente originaria o algoritmo CHAID (Chi-squared Automatic Detec-

tion), bastante utilizado no novo ramo da ciência que convencionou-se chamar

de Aprendizado de Ḿaquina.

Dentro da abordagem de Aprendizado de Máquina, o algoritmo ID3 (In-

ductive Dichotomizer 3) desenvolvido por Quinlan ([76])é importante refer̂encia

histórica na construç̃ao deárvores de decisão com a finalidade de classificação.

Posteriormente, os algoritmos C4.5 e C5 ([78])aperfeiçoaram esta idéia inicial.

Entretanto, ñao h́a d́uvidas de que o principal marco na utilização destes

modelos foi a monografia CART [23] que unificou todos os desenvolvimentos,

feitos at́e ent̃ao, sobre este assunto. A partir deste trabalho, asárvores de decisão

começaram a ganhar maior visibilidade como um procedimento estatı́stico.

Uma das raz̃oes para o sucesso dos modelos estruturados emárvores

est́a na filosofia de utilizar modelos mais simples para subamostras dos dados,

dividindo de forma conveniente o problema em partes. Por este motivo, as

árvores de decisão tamb́em s̃ao conhecidas como ḿetodos de particionamento

recursivo, com larga aplicação nas Cîencias da Sáude e Biologia (ver [100]).

As Árvores de Classificação e Regressão s̃ao utilizadas de forma mais fre-

quente como ḿetodos ñao-paraḿetricos aplicados̀a problemas de classificação e
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regress̃ao, pois ñao assumem a existência de modelos probabilı́sticos, ñao fazem

suposiç̃oes sobre componentes aleatórios e a forma funcional do modelo.

Estes ḿetodos tamb́em encontram espaço, mais reduzido, na literatura de

modelos ñao-lineares, dentro da classe dos modelos lineares por partes ou dos

modelos aditivos descritos em Hastie & Tibshirani [46].

Algo de incomum nestes ḿetodos, se comparado com a tradicional análise

de regress̃ao, é que o modelo ajustadóe apresentado através de um gŕafico em

formato de umáarvore que cresce da raiz em direção as folhas, que também s̃ao

chamadas de nós terminais. A raiz, tamb́em denominada de nó inicial, cont́em

todas as observações no conjunto de dados e um teste lógico sobre o conjunto de

variáveis explanatórias que śo admite resposta no conjunto binário{sim,ñao}.
Após a aplicaç̃ao do testèa cada observação, a raiz daŕa origem a dois

novos ńos que conter̃ao parte das observações, em funç̃ao de suas respostas ao

teste. Se a resposta for ”sim”, por convenção, a observaç̃ao é alocada dentro

do ńo esquerdo, caso contrário, dentro do ńo direito. O mesmo procedimento

é utilizado recursivamente nas observações dentro dos ńos criados, atrav́es de

novos testes lógicos. Deste modo, os nós geram dois filhos, cada filho gera mais

dois e assim por diante, até atingir um ponto em que não h́a ganho em efetuar

divisões, para melhorar a qualidade da predição, explicaç̃ao do modelo ou a

avaliaç̃ao de uma especificada função perda. Quando o nó é est́eril, ou seja, ñao

gera dois novos ńos, eleé classificado como folha ou nó terminal.

Outro importante elemento dentro da terminologia ilustrada na Figura 3.1é

a noç̃ao de profundidade, pois esta medirá quantos ancestrais determinado nó da

árvore possui. A quantidade de ancestrais, em termos de modelagem estatı́stica,

dimensionaŕa a complexidade da interação entre as variáveis explicativas presen-

tes no modelo final.

Deste ponto em diantée adotada, de acordo com a Figura 3.2, uma forma

padr̃ao para enumerar os nós daárvore que será útil na parametrizaç̃ao dos

modelos a serem apresentados nesta tese.À raiz, atribui-se o ńumero 0 e depois

na seq̈uência da esquerda para a direita, números inteiros de forma crescente.

É importante salientar que quando o nó nãoé gerado, salta-se o seu número

e prossegue-se a enumeração a partir do pŕoximo inteiro. Para exemplificar esta

situaç̃ao, os ńos 4 e 5 ñao aparecem na Figura 3.2. Esta notação é semelhantèa

utilizada em [32] que identificam a posição dos ńos gerados a partir da posição do

nó gerador e, em conseqüência,é posśıvel desenhar áarvore a partir da equação

final do modelo.
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Figura 3.1: Terminologia de um Modelo Estruturado porÁrvore

Figura 3.2: Enumeração dos Ńos de umáArvore
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3.2
Formulaç ão Matem ática

Considerext = (x1t, . . . , xmt)
′ ∈ X ⊆ Rm um vetor que contém m

variáveis explanatórias para uma resposta univariada contı́nuayt ∈ R.

A relaç̃ao entreyt ext segue o modelo de regressão:

yt = f(xt) + εt, (3-1)

onde a forma funcionalf(·) é desconhecida e não h́a suposiç̃oes sobre a

distribuiç̃ao do termo aleatório εt.

Seguindo [62], um modelo déarvore de regressão comK folhas é um

modelo de particionamento recursivo que aproximaf(·) por uma funç̃ao geral

não-linearH(xt;ψ) dext e definida pelo vetor de parâmetrosψ ∈ Rr onder é

o número total de parâmetros.

Usualmente,H(·) é uma funç̃ao constante por partes definida porK

subregĩoeski(θi), i = 1, . . . , K, de algum doḿınioK ⊂ Rm.

Cada regĩao é determinada pelo vetor de parâmetrosθi, i = 1, . . . , K, de

forma que

f(xt) ≈ H (xt;ψ) =
K∑

i=1

βiIi(xt;θi), (3-2)

onde

Ii(xt;θi) =





1 sext ∈ ki(θi);

0 cc.
(3-3)

Note queψ = (β1, . . . , βK ,θ′1, . . . ,θ
′
K)

′. Condicionalmente ao conheci-

mento das subregiões, a relaç̃ao entreyt e xt em (3-1)é aproximada por uma

regress̃ao linear em um conjunto deK variáveis to tipodummy.

A Figura 3.3 ilustra as caracterı́sticas de um modelo gerado por umaárvore

de regress̃ao que explica a relação entre a variável respostay e um conjunto de

m = 2 variáveis explanatórias (preditoras)x1 ex2.

Os valores preditos paray são obtidos atrav́es de um cadeia de sentenças

lógicas que dividem o conjunto de dados em quatro subconjuntos que particio-

namR2.

O conjunto de sentenças lógicas ou regras de predição associados ao

modelo da Figura 3.3́e formado por:

Regra 1 Sex1 > 11, ent̃ao a melhor prediç̃ao paray é 6.

Regra 2 Se(x1 < 11) & (x2 < 5.3), ent̃ao a melhor prediç̃ao paray é 1.8.
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Figura 3.3: Sáıda Gŕafica de umáArvore de Regressão.

Regra 3 Se(x1 < 9) & (x2 > 5.3), ent̃ao a melhor prediç̃ao paray é 1.2.

Regra 4 Se(9 < x1 < 11) & (x2 > 5.3) , ent̃ao a melhor prediç̃ao paray é 0.4.

A refer̂encia mais importante sobréarvores de regressão é abordagem

CART discutida em [23]. Neste contexto,é usual definir subregiõeski, i =

1, . . . , K, em (3-2) atrav́es de hiperplanos que são ortogonais aos eixos das

variáveis preditoras; veja, por exemplo, a Figura 3.3.

Considere a estrutura mais simples comK = 2 folhas e profundidade

d = 1 como ilustrado na Figura 3.4.

A função desconhecidaf(xt) em (3-1) pode ser aproximada por um

modelo constante em cada folha e, assim, escrita como

yt = β1I(xt; s0, c0) + β2 [1− I(xt; s0, c0)] + εt, (3-4)

onde

I(xt; s0, c0) =





1 if xs0t ≤ c0;

0 caso contŕario,
(3-5)

es0 ∈ S = {1, 2, . . . ,m}.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9824877/CA
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Figura 3.4: Arquitetura dáArvore de Regressão Mais Simples .

Considere agora umáarvore comN nós intermedíarios. As varíaveisxsj
,

j = 1, . . . , N são usualmente chamadasvaŕıaveis de limiar ou divis̃ao.

Árvores mais complexas são mostradas nos seguintes exemplos.

Exemplo 3 Considere umáarvore de regress̃ao definida por

yt = {β3I(xt; s1, c1) + β4 [1− I(xt; s1, c1)]} I(xt; s0, c0)+

β2 [1− I(xt; s0, c0)] + εt.
(3-6)

A representaç̃ao gráfica de (3-6)é ilustrada na Figura 3.5. Áarvore

induzida por (3-6) possui 2 nós intermedíarios, 3 ńos terminais, e profundidade

igual a 2.

Exemplo 4 Considere a seguintéarvore de regress̃ao:

yt = {β3I(xt; s1, c1) + β4 [1− I(xt; s1, c1)]} I(xt; s0, c0)+

{β5I(xt; s2, c2) + β6 [1− I(xt; s2, c2)]} [1− I(xt; s0, c0)] + εt.
(3-7)

A representaç̃ao gráfica de (3-7)́e ilustrada na Figura 3.6. O modelo(3-7)

tem 3 ńos intermedíarios, 4 folhas , e profundidade igual a 2.
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Figura 3.5:Árvore de Regressão com 3 Folhas Representando (3-6).

Figura 3.6:Árvore de Regressão com 4 Folhas Representando(3-7).
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3.3
O Algoritmo CART

A refer̂encia mais importante sobre modelos estruturados porárvoresé

o livro seminal CART [23], que também empresta a denominação para um

algoritmo e um software. Outros algoritmos tais como M5 [77] e RETIS [59]

foram desenvolvidos com a mesma finalidade, entretanto a literatura sobre o

CART, assim como o seu uso, ainda encontram-se mais difundidos.

O CART pode ser aplicado a problemas de classificação e regress̃ao que

envolvam varíaveis explicativas de todos os tipos: nominal, ordinal, discreta e

cont́ınua. Asárvores de classificação s̃ao utilizadas quando a variável resposta

é nominal. No presente trabalho o interesseé direcionado para problemas de

regress̃ao, concentrando-se o texto subseqüente neste assunto.

O crescimento dáarvore de regressão, segundo a metodologia CART, pode

ser visto como um ciclo iterativo e recursivo que especifica a cada passo uma

”arquitetura”para áarvore e estima os parâmetros. A cada iteração devem ser

especificados: um nó para ser dividido (particionado), uma variável de divis̃ao

e o limiar desta divis̃ao. Aṕos a especificação, s̃ao estimados os parâmetros dos

modelos locais para as observações alocadas dentro dos nós gerados pela divisão.

Este procedimentóe repetido recursivamente até que atinja-se um ponto a partir

do qual ñao haja ganho em efetuar subdivisões náarvore.

O modelo finaĺe avaliado por medidas de custo-complexidade ou por sua

capacidade preditiva, podendo ser re-especificado através do corte de alguns ra-

mos daárvore, uma t́ecnica quée chamada de podagem (prunning). O ciclo

começa com a especificação do modelo mais simples (Figura 3.4), através da

seleç̃ao de uma variável de divis̃ao xs1 e seu correspondente limiarc1. Poste-

riormenteé feita a estimaç̃ao dos modelos localmente constantes representados

pelos par̂ametrosβ’s . Comumente, a seleção e estimaç̃ao s̃ao realizadas simul-

taneamente pela busca exaustiva do par(xs0 , c0) que minimiza a soma dos erros

quadŕaticos:

SQArv1 =
T∑

i=1

{yt − β1I(xt; s0, c0)− β2[1− I(xt; s0, c0)]}2 (3-8)

ou, alternativamente, a soma dos desvios absolutos,

SDAArv1 =
T∑

i=1

|yt − β1I(xt; s0, c0)− β2[1− I(xt; s0, c0)]| (3-9)
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O ı́ndiceArv1 caracteriza áarvore de regressão mais simples. Áarvore

obtida atrav́es da minimizaç̃ao de (3-8)é chamadáarvore de regressão MQ

(Mı́nimos Quadrados). Condicionalmente ao par(xs0 , c0), é direta a verificaç̃ao

que as ḿedias amostrais da variável resposta dentro dos nós gerados s̃ao os

melhores estimadores paraβ1 eβ2 , pois minimizam (3-8).

β̂1

MQ
=

∑T
t=1 ytI(xt; s0, c0)∑T
i=1 I(xt; s0, c0)

(3-10)

β̂2

MQ
=

∑T
t=1 yt(1− I(xt; s0, c0))∑T

i=1(1− I(xt; s0, c0))
(3-11)

A árvore obtida pela minimização da soma dos desvios absolutosé cha-

mada déarvore de regressão MDA (Mı́nimos Desvios Absolutos). Pode ser mos-

trado que a mediana amostral da variável resposta dentro do nó geradóe o me-

lhor estimador para este critério. Mais sobre regressão atrav́es da minimizaç̃ao

dos desvios absolutos pode ser encontrado em [74] e [16].

Após a divis̃ao da raiz (ńo 0) que implica a estimação do vetor

(s0, c0, β1, β2), se o crit́erio de quadrados ḿınimos for utilizado, o modelo pode

ser re-especificado pela seleção da arquitetura mostrada na Figura 3.5 o que im-

plica na seleç̃ao do par(s1, c1) que minimize:

SQArv2 =
T∑

i=1

{yt − β2[1− I(xt; s0, c0)]−

(β3I(xt; s1, c1) + β4[1− I(xt; s1, c1)])(I(xt; s0, c0))}2.

(3-12)

No algoritmo CART, a minimizaç̃ao deSQArv2 é equivalente a maximizar:

R(Arv2) = SQ(Arv1)− SQ(Arv2) (3-13)

onde o argumentoArv2 é uma refer̂enciaà primeiraárvore especificada após à

mais simples,Arv1. Estaárvore naturalmente possuirá 3 ńos terminais e pode ser

especificada de duas formas; divindo o nó 2 conforme a Figura 3.5 ou então o ńo

3. O processo especificação-estimaç̃ao continuaŕa maximizando a diminuiç̃ao na

soma total dos erros quadráticos, istóe, maximizandoR(Arv3), depoisR(Arv4)

e assim por diante.

O procedimento descrito acima conduz o modelo a um superajuste dos

dados pois força, através de seguidas partições, a diminuiç̃ao da soma dos er-

ros quadŕaticos. Assim,́e necesśario estabelecer um critério de parada que possa

verificar se um ńo gerado seŕa dividido recursivamente ou declarado como termi-
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nal. A sugest̃ao apresentada em [23]é de que um ńo que contenha 5 observações

ou menos seja declarado como terminal. Para reduzir a complexidade daárvore,

umaúltima verificaç̃ao pode ser feita por uma técnica de podagem.

Figura 3.7: Algoritmo de Crescimento daÁrvore

As Figuras 3.7 e 3.8 contém o que seria esboço mais simples do algoritmo

computacional para construção do modelo CART. Neste algoritmo há uma parte

principal quée responśavel por controlar os estados dos nós presentes náarvore.

Basicamente, o ńo pode assumir 3 estados: nó de teste (0), ńo terminal (1) e

nó inexistente (-1). Óultimo destes estadosé apenas colocado como um artifı́cio

para que a proposta de numeração estabelecida na Figura 3.2 possa ser seguida.

Na Figura 3.8 h́a a parte principal do algoritmo quée responśavel pela

decis̃ao sobre a divis̃ao de um ńo. Dois importantes passos para a decisão s̃ao:

a escolha da função perda (L(.)) e a regra de parada, que na Figura 3.8é

configurada pelo ńumero ḿınimo de 5 observaç̃oes dentro do ńo terminal.
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Figura 3.8: Algoritmo de Divis̃ao do Ńo

3.4
Podagem

A podagem pode ser considerada como uma forma de diminuir a complexi-

dade daśarvores trazendo vantagens em termos de compreensão e interpretaç̃ao

de modelos e também um modo de melhorar a acurácia preditiva em muitos casos

[90]. Dentro da metodologia CART, a metodologia estabelecidaé a podagem por

custo-complexidade. Suponha uma medida de qualidade de ajusteRi calculada

dentro dai-ésima folha e quéarvore possuaN folhas . Em [23] h́a a sugestão

para avaliar o custo complexidade através de uma funç̃ao:

R∗(N, α) =
N∑

i=1

Ri + |α|N (3-14)

ondeα é um par̂ametro que penaliza áarvore pelo seu tamanho.

Outra forma cĺassica de realizar a podagemé utilizar um experimento de

validaç̃ao cruzada. Esta técnica consiste em particionar o conjunto de dados em
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dois subconjuntos, utilizando um destes, o chamado conjunto de treinamento,

para ajustar áarvore e o restante (conjunto de teste) para avaliar a sua capacidade

preditiva. A forma cĺassica de conduzir este experimento segue os seguintes

passos:

1. Particionar o conjunto em 10 partes de tamanhos aproximadamente iguais;

2. Selecionar uma das parte para conjunto de teste e utilizar 9/10 restantes

como conjunto de treinamento.

3. Selecionar, sem reposição, outra parte e repetir o procedimento do passo

anterior

A execuç̃ao dos passos acimaé chamada de validação cruzada com 10-

dobras e, inclusive,́e utilizada para obter estimativas de medidas de custo

complexidade tais como a citada em (3-14).

3.5
Outros Desenvolvimentos

O uso de estruturas deárvore para modelagem tem crescido consideravel-

mente desde a unificação destes ḿetodos em [23].

Ciampi [27] apresenta uma proposta, dentro do contexto dos modelos

lineares generalizados (GLM), para a construção deárvores de regressão . O

autor utiliza a raz̃ao entredeviancespara decis̃oes sobre a formação dos ńos. A

conjunç̃ao de ḿetodos de ańalise de dados longitudinais com estruturação por

árvoresé feita em [82]. Modelos nas folhas da regressão no contexto de análise

de sobreviv̂encia s̃ao utilizados em [1] e os resultados identificam efeitos locais

(nas folhas) das covariáveis sobre o tempo de sobrevivência de pacientes que

realizaram transplante de coração. Tamb́em, sobre ańalise de sobreviv̂encia, pode

ser citado o trabalho de [29].

Em [90], h́a a proposta de utilizar modelos de regressão local com o obje-

tivo de tornar o modelo mais suave e diminuir a variância dos estimadores. Este

procedimento consiste em ajustar um modelo de regressão linear local dentro

das folhas. Tr̂es alternativas são sugeridas: utilizar o modelo de regressão local

para induzir o crescimento daárvore, construir áarvore atrav́es de procedimentos

padr̃oes e utilizar o modelo local durante a podagem, ou construir aárvore e rea-

lizar a podagem com procedimentos usuais e utlilizar a regressão local somente

para prediç̃ao.
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Na ańalise de śeries temporais, uma aplicação da metodologia déarvores

de regress̃ao em modelos lineares por partes foi proposta por [50]. O desenvol-

vimento foi feito para śeries univariadas e o limiar, ao contrário da proposta de

Tong que utiliza um limiar univariado,́e constrúıdo atrav́es da combinaç̃ao de

variáveis presentes no vetor de estado do modelo, que desempenham o papel de

variáveis independentes na análise de regressão. Os autores atribuem a este mo-

delo a denominaç̃ao PCAR (Piecewise Constant AutoRegressive). [28] propõe

o uso de umáarvore de regressão inspirada no algoritmo CART para capturar

diferentes ńıveis na evoluç̃ao de uma śerie temporal associada com o ciclo de

neǵocios nos EUA. Neste desenvolvimento, o conjunto de possı́veis varíaveis

de divis̃aoé formado pelóındice de tempo e defasagens da série analisada. Loh

prop̃oe, tamb́em no contexto de séries temporais, uma metodologia que conjuga

os modelos TAR com divis̃oes bińarias feitas por umáarvore. A partiç̃ao recur-

siva do espaço das variáveis pode ser feita pela aplicação do teste t aos resı́duos

ou por busca exaustiva. Nestes modelos, medidas de custo complexidade são

utilizadas para podagem a posteriori conforme [97].

Seleç̃ao Bayesiana da arquitetura daárvore pode ser econtrada em [32]. Os

autores utilizam um algoritmo do tipo RJMCMC (Reversible Jump Monte Carlo

Markov Chain) descrito em [40], para selecionar a arquitetura daárvore. Neste

artigo, o enfoque principal recai sobre o problema de classificação, muito embora

os autores apontem o caminho para implementação em problemas de regressão.
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