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3
Arvores de Classificac 0 e Regress &0

3.1
Introdug¢ ao

E crescente o uso deatodos estruturados parvores de deci® como
alternativas aos tradicionais modelos de classi#ioagregress. AsArvores de
Classifica@o 0 utilizadas quando a vaxiel dependente cate@rica, enquanto
Arvores de Regre8® tratam problemas em que esteontnua.

A identificagio de interago entre vaéveis explicativas nas &mcias So-
ciais foi o problema que motivou o surgimento dos modelos estruturados por
arvores. Morgan & Sonquist [73] desenvolveram o algoritmo AID (Automa-
tic Interaction Identification) para identificag autoratica de intera@es, que
posteriormente originaria o algoritmo CHAID (Chi-squared Automatic Detec-
tion), bastante utilizado no novo ramo d&mtia que convencionou-se chamar
de Aprendizado de Buina.

Dentro da abordagem de Aprendizado daduina, o algoritmo ID3 (In-
ductive Dichotomizer 3) desenvolvido por Quinlan ([7€mportante ref@&ncia
historica na construip dearvores de deci® com a finalidade de classifiéax
Posteriormente, os algoritmos C4.5 e C5 ([78])aperfeicoaram éstaiidcial.

Entretanto, &o ha diuvidas de que o principal marco na utiliZacdestes
modelos foi a monografia CART [23] que unificou todos os desenvolvimentos,
feitos aé ento, sobre este assunto. A partir deste trabalhanases de deci®
comecaram a ganhar maior visibilidade como um procedimentoststat

Uma das ra@es para 0 sucesso dos modelos estruturadosrgores
est na filosofia de utilizar modelos mais simples para subamostras dos dados,
dividindo de forma conveniente o problema em partes. Por este motivo, as
arvores de deci® tamiém sio conhecidas como @todos de particionamento
recursivo, com larga aplicag nas G&ncias da Sade e Biologia (ver [100]).

As Arvores de Classific&p e Regres® $o utilizadas de forma mais fre-
guente como r@odos Ao-parardtricos aplicadoa problemas de classificag e
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regresao, pois Ao assumem a exéticia de modelos probaltsticos, @o fazem
suposi@es sobre componentes afwats e a forma funcional do modelo.

Estes netodos tamém encontram espaco, mais reduzido, na literatura de
modelos @o-lineares, dentro da classe dos modelos lineares por partes ou dos
modelos aditivos descritos em Hastie & Tibshirani [46].

Algo de incomum nestesé&todos, se comparado com a tradiciondllese
de regres®o, € que 0 modelo ajustadmapresentado atras de um gafico em
formato de umarvore que cresce da raiz em di&egs folhas, que taréin 0
chamadas de@s terminais. A raiz, taném denominada debninicial, coném
todas as observaes no conjunto de dados e um tesigi¢o sobre o conjunto de
variaveis explandfrias que 8 admite resposta no conjunto &io {sim,rao}.

Apbs a aplicago do testea cada observag, a raiz daé origem a dois
Nnovos s que contero parte das obsen@es, em fungo de suas respostas ao
teste. Se a resposta for "sim”, por convaaga observap & alocada dentro
do no esquerdo, caso coatio, dentro do @ direito. O mesmo procedimento
e utilizado recursivamente nas obsedeg dentro dosas criados, atras de
novos testesolgicos. Deste modo, o$r geram dois filhos, cada filho gera mais
dois e assim por diante,&atingir um ponto em queao ta ganho em efetuar
divisOes, para melhorar a qualidade da pradjcexplicago do modelo ou a
avalia@o de uma especificada faperda. Quando coreé eséril, ou seja, &o
gera dois novosas, eleé classificado como folha owrierminal.

Outro importante elemento dentro da terminologia ilustrada na Figuéa 3.1
a no@o de profundidade, pois esta maédjjuantos ancestrais determinadaia
arvore possui. A quantidade de ancestrais, em termos de modelagésiiestat
dimensionai a complexidade da inter@g entre as vaaveis explicativas presen-
tes no modelo final.

Deste ponto em diante adotada, de acordo com a Figura 3.2, uma forma
padi@o para enumerar 08 daarvore que sér (til na parametrizeéo dos
modelos a serem apresentados nesta fesgz, atribui-se o imero 0 e depois
na sedjéncia da esquerda para a direitagneros inteiros de forma crescente.

E importante salientar que quando@n&oé gerado, salta-se o seimero
e prossegue-se a enumera@ partir do pximo inteiro. Para exemplificar esta
situa@o, os 19s 4 e 5 Ao aparecem na Figura 3.2. Esta natag semelhanta
utilizada em [32] que identificam a poaig dos s gerados a partir da poaigdo
nd gerador e, em consé@ncia,e possvel desenhar arvore a partir da equag
final do modelo.
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Folha

Figura 3.1: Terminologia de um Modelo Estruturado Aovore

38
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Figura 3.2: Enumer&p dos Nbs de umarvore
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3.2
Formula¢c do Matem atica

Considerex; = (zy,...,2m) € X C R™ um vetor que com@m m
variaveis explandtrias para uma resposta univariada cwmy; € R.
A relagdo entrey, e x, segue o0 modelo de regréss

yr = f(xt) + e, (3-1)

onde a forma funcionalf(-) & desconhecida ean & suposiges sobre a
distribuicdo do termo aleéatio ;.

Seguindo [62], um modelo darvore de regreé® comK folhasé um
modelo de particionamento recursivo que aproxiffa por uma fun@o geral
nao-linearH (x,; 1) dex, e definida pelo vetor de pametrosyy € R” onder é
o niimero total de p@metros.

Usualmente,H (-) & uma fun@o constante por partes definida plr
subregdesk;(0;),i = 1,..., K, de algum dormio K C R™.

Cada redio € determinada pelo vetor de paretrosd;,i = 1,..., K, de
forma que

K
fxi) = H (xi59) = Zﬁi-’z’(xt; 0:), (3-2)
i=1
onde
1 sex; €k 01 ;
L(x;0;) = L& (0 (3-3)
0 cc.
Note quey = (B4, ...,0xk, 0}, ...,0%) . Condicionalmente ao conheci-

mento das subreges, a relago entrey; e x;, em (3-1)& aproximada por uma
regres8o linear em um conjunto d€ variaveis to tipodummy

A Figura 3.3 ilustra as caracisticas de um modelo gerado por uargore
de regres&o que explica a relap entre a vaavel respostg e um conjunto de
m = 2 variaveis explanditrias (preditoras); e xs.

Os valores preditos parasao obtidos atra&s de um cadeia de sentencas
l6gicas que dividem o conjunto de dados em quatro subconjuntos que particio-
namR?2.

O conjunto de sentencasédicas ou regras de predig associados ao
modelo da Figura 3.8 formado por:

Regral Sex; > 11, enfio a melhor pred@po paray € 6.

Regra2 Se(z; < 11) & (z9 < 5.3), enfio a melhor pred#p paray € 1.8.
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Figura 3.3: Stla Gifica de umarvore de Regresm.

Regra 3 Se(z; < 9) & (z2 > 5.3), enfio a melhor pred#p paray é 1.2.

Regra4 Se(9 < z; < 11) & (x5 > 5.3) , enfio a melhor pred#p paray € 0.4.

A referéncia mais importante sob@vores de regreds € abordagem
CART discutida em [23]. Neste contexte,usual definir subregesk;, i =
1,..., K, em (3-2) atrags de hiperplanos qué@ ortogonais aos eixos das
variaveis preditoras; veja, por exemplo, a Figura 3.3.

Considere a estrutura mais simples cém= 2 folhas e profundidade
d = 1 como ilustrado na Figura 3.4.

A funcdo desconhecidg(x;) em (3-1) pode ser aproximada por um
modelo constante em cada folha e, assim, escrita como

Y = Pril(x¢; S0, ¢0) + B2 [1 — 1(x4; S0, C0)] + &, (3-4)

onde

1 if s < co;
I(x4; 80, o) = . (3-5)
0 caso conwrio,

espeS={1,2,...,m}.
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Haiz

Ma 0

Mo 1 Mo 2

Figura 3.4: Arquitetura dArvore de Regres® Mais Simples .

Considere agora unmévore comV nos intermedarios. As varaveisz, ,
j=1,..., N sao usualmente chamadeaiaveis de limiar ou divigo.
Arvores mais complexasgis mostradas nos seguintes exemplos.

Exemplo 3 Considere umarvore de regresso definida por

Ye ={Bs1(x¢; 51, 1) + Ba[1 — 1(x4; 51, c1)]} 1(X4; 50, o)+

3-6
B2 [1 = 1(x4; 80, )] + €4 (3-6)

A representago grafica de (3-6)é ilustrada na Figura 3.5. Aarvore
induzida por (3-6) possui 2a% intermedarios, 3 ros terminais, e profundidade
igual a 2.

Exemplo 4 Considere a seguint@rvore de regres#o:

Yr ={Bs1(xs; 51, ¢1) + Ba[L — (x5 81, ¢1)] } (%5 80, Co)+

(3-7)
{Bs1(Xy; S2,2) + B6 [1 — I(Xy; S2,¢2)]} [1 — I(x4; 80, Co)] + &4

A representago grafica de (3-7¢ ilustrada na Figura 3.6. O modelo(3-7)
tem 3 rds intermedarios, 4 folhas , e profundidade igual a 2.
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Figura 3.5:Arvore de Regres® com 3 Folhas Representando (3-6).

Ma 4
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Figura 3.6:Arvore de Regre$® com 4 Folhas Representando(3-7).
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3.3
O Algoritmo CART

A referéncia mais importante sobre modelos estruturadosapmresé
o livro seminal CART [23], que tan#m empresta a denomirdag para um
algoritmo e um software. Outros algoritmos tais como M5 [77] e RETIS [59]
foram desenvolvidos com a mesma finalidade, entretanto a literatura sobre o
CART, assim como o seu uso, ainda encontram-se mais difundidos.

O CART pode ser aplicado a problemas de classificag regreso que
envolvam varaveis explicativas de todos os tipos: nominal, ordinal, discreta e
confnua. Asarvores de classificagp si0 utilizadas quando a vasiel resposta
€ nominal. No presente trabalho o interegsdirecionado para problemas de
regresao, concentrando-se o texto suliseagte neste assunto.

O crescimento darvore de regre&®, segundo a metodologia CART, pode
ser visto como um ciclo iterativo e recursivo que especifica a cada passo uma
"arquitetura’para arvore e estima os pametros. A cada iterap devem ser
especificados: umépara ser dividido (particionado), uma \&arel de divido
e o limiar desta divigo. Apds a especificép, f0 estimados os pametros dos
modelos locais para as observag alocadas dentro dogsgerados pela dias.

Este procedimenté repetido recursivamentecague atinja-se um ponto a partir
do qual rdo haja ganho em efetuar subddgs naarvore.

O modelo finalé avaliado por medidas de custo-complexidade ou por sua
capacidade preditiva, podendo ser re-especificadoéstidw corte de alguns ra-
mos daarvore, umaécnica quee chamada de podagem (prunning). O ciclo
comeca com a especifi@g do modelo mais simples (Figura 3.4), aésda
sele@o de uma vaavel de divifo =, e seu correspondente limiay. Poste-
riormenteé feita a estimeigo dos modelos localmente constantes representados
pelos paametrosG’s . Comumente, a selag e estima@o |0 realizadas simul-
taneamente pela busca exaustiva do(pay, ¢,) que minimiza a soma dos erros
guadaticos:

T
SQATUI = Z{yt — Bl (x¢; 50, c0) — o[l — 1(x¢; S0, CO)}}Z (3-8)
i=1

ou, alternativamente, a soma dos desvios absolutos,

T
SDAA™ = Z |ye = 1l (%45 50, co) — B2l — 1 (%43 50, C0)]] (3-9)

i=1
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O indice Arv, caracteriza arvore de regre@® mais simples. Aarvore
obtida atrags da minimizago de (3-8)é chamadaarvore de regreg® MQ
(Minimos Quadrados). Condicionalmente ao (ay, ¢,), € direta a verifica@o
que as radias amostrais da vasiel resposta dentro do®$ gerados & 0s
melhores estimadores parae 3, , pois minimizam (3-8).

B\IMQ _ ZtTT1 yed (X4 50, Co) (3-10)
> izt L(x¢; 80, <o)
B\QMQ _ ZthTl Y (1 — I (xy; 80, ¢0))
> izt (1= I (x5 50, o))

A arvore obtida pela minimiz&p da soma dos desvios absoluéosha-
mada dearvore de regred® MDA (Minimos Desvios Absolutos). Pode ser mos-
trado que a mediana amostral da &&él resposta dentro d@mgeradce o me-
Ihor estimador para este @&iio. Mais sobre regrede atraes da minimizago
dos desvios absolutos pode ser encontrado em [74] e [16].

Apbs a divifio da raiz (6 0) que implica a estimap do vetor
(80, o, B1, 32), Se 0 criério de quadrados imimos for utilizado, o0 modelo pode
ser re-especificado pela sedegda arquitetura mostrada na Figura 3.5 o que im-
plica na selego do par(sy, ;) que minimize:

(3-11)

T
SQA™ = ;{yt — Ba[l = I(xt; 50, ¢0)] = (3-12)

(B3] (3¢5 51, 1) + Ball = I(xe5 51, e0)]) (L (x5 50, c0)) } .

No algoritmo CART, a minimiza&o deSQ“ 2 & equivalente a maximizar:

R(Arvy) = SQ(Arvy) — SQ(Arv,) (3-13)

onde o argumentalrv, € uma refegnciaa primeiraarvore especificada apa
mais simplesArv,. Estaarvore naturalmente possai ros terminais e pode ser
especificada de duas formas; divindo®mzconforme a Figura 3.5 ou €t o ro
3. O processo especifiGg-estimago continuas maximizando a diminu@p na
soma total dos erros quaddicos, istce, maximizandd?(Arvs), depoisR(Arv,)
e assim por diante.

O procedimento descrito acima conduz o modelo a um superajuste dos
dados pois forca, atrég de seguidas parfies, a diminuigo da soma dos er-
ros quadaticos. Assimg necesario estabelecer um ceitio de parada que possa
verificar se um o gerado serdividido recursivamente ou declarado como termi-
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nal. A sugesio apresentada em [28de que um @ que contenha 5 obsendss
ou menos seja declarado como terminal. Para reduzir a complexidadeode,
umadultima verifica@o pode ser feita por umadnica de podagem.

1 d=0, arvfinal=0,
2 n6(1)=1,n6(2)=0,n6(3)=0
3 enquanto arviinal <= 1

241

4 se 2 mo'R+j=2-2%
J=0
5 arviinal=1
6 SenAo
7 facar=l.... 94,27 +1,...,2d+(2d—1)
8 se no(i) = -1
9 divisio dond
10 sendo
11 né(2)="1
12 né(2Zi+1)="1
13 fim se
14 fim faca
15 fim se
16 d=d+1

17 fim enquanto

Figura 3.7: Algoritmo de Crescimento davore

As Figuras 3.7 e 3.8 coain o que seria eshoco mais simples do algoritmo
computacional para consti@g do modelo CART. Neste algoritmaé lama parte
principal quee responavel por controlar os estados ddssrpresentes ravore.

Basicamente, onpode assumir 3 estados de teste (0),mterminal (1) e
no inexistente (-1). @ltimo destes estad@sapenas colocado como um adiié
para que a proposta de numeragstabelecida na Figura 3.2 possa ser seguida.

Na Figura 3.8 h a parte principal do algoritmo queresponavel pela
decisio sobre a divso de um 0. Dois importantes passos para a d&@gifio:

a escolha da furdp perda [(.)) e a regra de parada, que na Figura 8.8
configurada peloimero mnimo de 5 observdigs dentro do@terminal.
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1faga 5=1,2,....m

2 faca ©,= X, (1 ,....%, rom (percentis of X, )
3 estimar [, 8,

4 Avaliar Fungio perda Z(8,, B,2.¢,5,)
5 nm faca

6 fim faca

? (E?! ,Ei’ﬁ.h }Bﬂ ) =al"gmin "'r‘(.ﬁzl :}B:'Q 3 C:',S:')

8 nof =0

9 Dividir no (i) e criar n6({%) e nd{2+1)

10 facaj=0,1

11  se (#observagies e no (H+)) >3

12 noziy=1

13 né(Zi+i=1

14 senfo

15 noizi)y=-1

16 no(Z+1=-1

17 fim se

18 fim faca

Figura 3.8: Algoritmo de Divigo do No

3.4
Podagem

A podagem pode ser considerada como uma forma de diminuir a complexi-
dade dasrvores trazendo vantagens em termos de comgaeaeniterpreteso
de modelos e tan@m um modo de melhorar a aégia preditiva em muitos casos
[90]. Dentro da metodologia CART, a metodologia estabelez@aodagem por
custo-complexidade. Suponha uma medida de qualidade de &jusatculada
dentro dai-ésima folha e quérvore possua folhas . Em [23] la a suge$to
para avaliar o custo complexidade afavle uma furgp:

N
R*(N,a) =Y Ri+|a|N (3-14)
=1

ondea € um paametro que penalizadavore pelo seu tamanho.
Outra forma chssica de realizar a podagé&nutilizar um experimento de
valida@o cruzada. Est&tnica consiste em particionar o conjunto de dados em
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dois subconjuntos, utilizando um destes, o chamado conjunto de treinamento,
para ajustar arvore e o restante (conjunto de teste) para avaliar a sua capacidade
preditiva. A forma chssica de conduzir este experimento segue 0s seguintes
passos:

1. Particionar o conjunto em 10 partes de tamanhos aproximadamente iguais;

2. Selecionar uma das parte para conjunto de teste e utilizar 9/10 restantes
como conjunto de treinamento.

3. Selecionar, sem repoa, outra parte e repetir o procedimento do passo
anterior

A execu@o dos passos acintachamada de validag cruzada com 10-
dobras e, inclusiveé utilizada para obter estimativas de medidas de custo
complexidade tais como a citada em (3-14).

35
Outros Desenvolvimentos

O uso de estruturas @evore para modelagem tem crescido consideravel-
mente desde a unificag destes gtodos em [23].

Ciampi [27] apresenta uma proposta, dentro do contexto dos modelos
lineares generalizados (GLM), para a consiuglearvores de regreads . O
autor utiliza a ra@o entredeviancegara deci8es sobre a formag dos 10s. A
conjun@o de netodos de ailise de dados longitudinais com estrut@@gor
arvoreseé feita em [82]. Modelos nas folhas da regBesso contexto de afise
de sobrevigncia §o utilizados em [1] e os resultados identificam efeitos locais
(nas folhas) das covamieis sobre o tempo de sobredicia de pacientes que
realizaram transplante de codac Tamiegm, sobre aflise de sobreviéncia, pode
ser citado o trabalho de [29].

Em [90], ha a proposta de utilizar modelos de regéeslocal com o obje-
tivo de tornar o modelo mais suave e diminuir a &agdia dos estimadores. Este
procedimento consiste em ajustar um modelo de regoelssear local dentro
das folhas. Tés alternativasa® sugeridas: utilizar o modelo de reg@ssocal
para induzir o crescimento davore, construir arvore atraés de procedimentos
padides e utilizar o modelo local durante a podagem, ou constasivae e rea-
lizar a podagem com procedimentos usuais e utlilizar a regpdesal somente
para predigo.
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Na aralise de &ries temporais, uma apliGg da metodologia darvores
de regresdo em modelos lineares por partes foi proposta por [50]. O desenvol-
vimento foi feito para &ries univariadas e o limiar, ao coatio da proposta de
Tong que utiliza um limiar univariad® constrido atraes da combingp de
variaveis presentes no vetor de estado do modelo, que desempenham o papel de
variaveis independentes naaise de regres®. Os autores atribuem a este mo-
delo a denominagp PCAR (Piecewise Constant AutoRegressive). [28] @eop
0 uso de umarvore de regred® inspirada no algoritmo CART para capturar
diferentes iveis na evolugo de uma &@rie temporal associada com o ciclo de
neghcios nos EUA. Neste desenvolvimento, o conjunto de igessvaraveis
de divisao & formado peldndice de tempo e defasagens @aesanalisada. Loh
propde, tami@m no contexto deésies temporais, uma metodologia que conjuga
0os modelos TAR com divies birarias feitas por umarvore. A parti@o recur-
siva do espaco das varieis pode ser feita pela apli@a;do teste t aos riekios
ou por busca exaustiva. Nestes modelos, medidas de custo compleXadade s
utilizadas para podagem a posteriori conforme [97].

Sele@o Bayesiana da arquitetura@aore pode ser econtrada em [32]. Os
autores utilizam um algoritmo do tipo RIMCMC (Reversible Jump Monte Carlo
Markov Chain) descrito em [40], para selecionar a arquiteturardare. Neste
artigo, o enfoque principal recai sobre o problema de classifa;aguito embora
0s autores apontem o caminho para implememagn problemas de regréss
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