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2
Modelos N ao-Lineares

2.1
Introduc¢ ao - Modelos Lineares como Inspira¢  ao

Um dos papis mais importantes da essdicaé construir modelos para
explicar uma vaével, usualmente chamada de &agl dependente ou resposta,
por um conjunto de vaaveis explandftias (independentes), z, ..., z,).
Este model@ expresso em termos de uma faognateratica f tal que

y~ f(ry,T2,...,2,). (2-1)

Quandof expressa uma fudg linear dey emz (ou uma transformap
de z), utilizando um conjuntds,, 4, ..., 3, de pesos, que neste contexéms
chamados de pametros, o model@ dito ser linear. Observe os exemplos a
seguir, contendo modelos lineares.

Exemplo 1
y%ﬁ0+51$1+~-+ﬁp$1) (2'2)

Exemplo 2
Yy~ By+ Pisinx; + ...+ Bysing, (2-3)

Devidoa grande flexibilidade para especifiaag@ef, os modelos lineares
sao utilizados com fredgncia quandodwo A conhecimento teico sobre a forma
funcional f. A tencencia ak o final dos anos 1970 era a utiliZagde modelos
nao-lineares somente quando havia conhecimeiigcte sobre a reldép entre
as varaveis, assim como os panetros envolvidos. Deste modo, pode ser con-
siderado relativamente recente o desenvolvimento de mod&tekneares para
regresao e aalise de &ries temporais, se comparados com a bem sedimentada
teoria de modelos lineares gaussianos e modelos lineares generalizados. Como
representantes dediltima classe, podem ser citados os Modelos de Refpess
Linear (MRL) cuja formulago mais tradicionad apresentada na Eq@ag(2-4).
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p
Y = Bo + Z Bixj + €t (2-4)
j=1

Arelacdo linear entre uma vavel aleabria dependentg, e um vetor de
variaveis explandtriasx, = (z1, z2, ..., z,) € descrita atraéds da equaip linear
em (2-4), que co@m um termo est@stico,s;, e coeficientes deternisticos
g's.

O Modelo de Regreé® Linear Simple€ obtido nos casos em que a
dimen&o dep € igual a 1 e assumindo que os err@o sndependentes e
normalmente distriddos. Para dimei@gs maiores do que 1, eg&lenominado
Modelo de Regre$® Linear Miltipla.

Outras distribui9es de probabilidades para a componente astma do
modelo §o consideradas dentro da Teoria dos Modelos Lineares Generalizados
(GLM - Generalized Linear Models) em [68].

Um modelo linear generalizadocaracterizado por:

Elylzy,me,... 25 = p (2-5)

g(ﬂ) = 60 + ﬁlxl +...+ ﬁpxzr (2'6)

Dentro da formulago apresentada nas eqoes (2-5) e (2-6) a distribuio
de y pertence a classe da fdim exponencial eg(.) &€ chamada furéip de
ligacdo. Esta vincula a gdiaa um preditor linear. O modelo de Regi@ss.inear
Mdltipla @ um caso particular quangdem distribui@o normal g(.) &€ a fun@o
identidade.

Quando os dados formam umarie temporal, ou seja,ae coletados
sequencialmente ao longo do tempo, algumas supesifeitas a respeito da
componente aleatia do modelo de regre&s linear passam an ter sentido
para a maioria das situdes.

O pressuposto de indepdtia entre 0s erros geconstantemente vio-
lado. Outros exemplos decorrem de fatos estilizados @uasrentesa algumas
series temporais. O excesso de curtose, por exeragtomum em&ries finan-
ceiras, enfraquecendo a sup@sige normalidade.

O uso de modelos lineares para alée de éries temporais estforte-
mente associado com a classe dos modelos AutoRegressadisgvVVoveis
(ARMA -AutoRegressive Moving Average) desenvolvidos em [18] e representa-
dos atraes de (2-7).
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p q
yr = 0y + Z 0iyi—i + Z Qi€r—j + €& (2-7)
i=1 j=1

Estes modelos podem ser vistos como uma e&te® Modelo de Re-
gres$o Linear Miltipla, na qual o conjunto de vanreis explandtriasé formado
por valores defasados dar& temporal e choques passados. A apfioadestes
modelos pressude que asrie temporal seja fracamente estaéida. No caso de
processos estaciarios obtidos atrads de diferencidp, estes modelos recebem
a denominago de ARIMA.

O ajuste destes modelésobtido atraés de um ciclo iterativo que envolve
4 eshgios: identificago (especificép), estimago, diagstico e prevido. Ae
os dias atuais, a etapa de identifida¢em sidoértil para o desenvolvimento de
novos netodos.

Os modelos ARMAX em (2-8) representam uma generaiaaips mode-
los ARMA que inclui varaveis exgenas. Diferentes aplidags destes modelos
podem ser encontradas na Econometria e Teoria de Controle (ver Ljung, 1987).

p m 1 q
Yy = O + Z 0y + Z Z VpTkt—s Z Ojcr—j + € (2-8)
i=1 j=1

k=1 s=0
Note que em (2-8), quandp, ¢,! = 0, o modelo de regreas linear
maltipla se torna um caso particular.

2.1.1
Especificac ao e Estima¢c ao em Modelos Lineares

Alguns netodos para a especifiéag e estimago de modelos lineares
influenciaramécnicas utilizadas nos modeldalineares. Portanto, nestadec
sao citados os &todos utilizados nos @assicos modelos de regrasdinear sob
a suposigo de normalidade e taraim nos modelos ARMA.

Aqui sdo consideradas duas abordagens para a espeaifidacum mo-
delo, seguindo os primgios desenvolvidos na Econometria. A primeira destas
€ a especificép do tipo geral-para-esgéco na qual o modelo de maior com-
plexidadeé escolhido como ponto de partida e testes posterid@seslizados
para que este seja simplificado/reduzido. A outra abord@&geespedfico-para-
geral, na qual o modelo mais simplesspecificado e testes para inélogle
variaveis ou aumento da complexida@® sealizados gradualmente.

Seja qual for a estragia de especificap, a Econometria faz amplo uso
da infeéncia estastica - em especial testes egtitos de hipteses sobre os
pametros para encontrar o modelo final.
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2.1.2
Selecao de Vari aveis em Modelos de Regress ao Linear

Um grande problema encontrado durante a espediicde um modelo de
regresao linear niilltipla &€ a selego de um subconjunto geregressores a partir
de uma lista de potenciais candidatos. Abaigm descritos alguns dosatodos
mais conhecidos na literatura. Para maiores detalhes, recomenda-se [72]

Método Exaustivo (Todas as Regress 0es Possiveis)

Com o constante aumento da velocidade de processamento digital, uma das
estraégias para especificar o modelo de rediedmearé atrawes da constri#p
de todas as regre®ss que forem posgis - mediante a combinag de regres-
sores - e posterior avaliag de criérios de otimalidade.

Os critrios de otimalidade podem estar relacionados com a qualidade do
ajuste do modelo, atras de medidas como o coeficiente de deterndio&?, a
estatsticaC,, de Mallow e/ou a soma dos erros quatitros.

O nimero de posseis regresses cresce exponenciamente com quan-
tidade de potenciais regressores. Deste fato surgima limita@o natural na
aplicago deste ratodo.

Métodos dos Melhores Subconjuntos

Em situa@es nas quais a dimeénsk do vetor de potenciais regressores im-
possibilita 0 ajuste de todas as reg@essposiveis, lanca-se @o de algoritmos
gue investigam apenas parte do espaco de todos os subconjuntos de regressores.
Se hak — 1 regressores, por exemplo, a quantidade deipeissmodelos
de regresso € igual a2*~!'. Com 10 preditores, por exemplo, esta quantidade
se@ igual a 1024. Entretanto, existem algoritmos eficientes tais cotaaps
and boundem [39] que tratam adequadamente este problema mesmo gtilando
é da ordem de 30 ou 40.

Método Stepwise

Este nétodo reduz a necessidade de compaaadgtensiva para selecionar
o melhor subconjunto de regressores. O seu@sibpé incluir ou excluir um
regressor a cada itef@g atraes da verificago de um crigrio estaistico ou de
informago. A sele@o pode ser feita atrég do pringpio geral-para-espéco
ou espeffico-para-geral. No primeiro caso, o modélajustado com a inclas
de todas as vaveis e posteriormente elimina-se uma delas a cadaaterac
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Os netodos descritos decidem sobre a inatusle va@veis no modelo
final utilizando criérios de informago ou criérios estdsticos. Abaixo 80
apresentados alguns destesatiits.

Crit érios de Informag¢ ao
1. O critério de Akaike (AIC -Akaike Information Criterion)

O Critério de Akaike ([2] # uma medida de qualidade de ajuste que
estima o valor esperado da informag de Kullback-LeiblerKL) atraves
de:

AIC = —21(6) + 2p (2-9)

Em (2-9),/(.) & a verossimilhanca do modelo em qées® & o vetor de
patametros e € a quantidade de netros independentes do modelo.
Este criério penaliza o modelo pela quantidade deépaetros.

2. Ocritério corrigido de Akaike (AICC - Akaike Information Corrected
Criterion)

T
AICC = =21(0) + 2p——— 2-10
(6) + 2p— 2 (2-10)
Como em pequenas amostrasioi@ na estimago do valor esperado de
KL pode ser dastico, conforme mostrado em [54], os mesmos autores
sugeriram uma corré@. A modifica@o em (2-10) em rel@p ao criério
AIC tradicionalé representada pelo fator de coﬁe%.

3. O critério bayesiano de informa@o (BIC - Bayesian Information Cri-
terion)

O BIC ([81]) &, tamlém, um criério assinbtico cuja adequap esh
fortemente relacionada com a magnitude do tamanho de amostra. Em
relaggoa penalizago aplicada na quantidade de faetros, esta semais

pesada do que a do AIC para amostras pequenas onde ocorre grande perda
nos graus de liberdade.

BIC = —21(6) + plogT (2-11)

1Este representa um estimador assintoticameieviesado
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Em (2-11),T & a quantidade de obseréas e as demais quantidadés s
as mesmas referidas em 2-9. Esteetiité assintoticamente consistente.

Crit érios Estatisticos
1. O Coeficiente de Determinago R?

Este pode ser considerado o erib de qualidade de ajuste mais utilizado.
Mede-se atra@s deste, o percentual de vadacdey explicado pelo
conjunto de regressores= (1, za, ..., Tp).

R2 o SQE

= Sor (2-12)

Em (2-12),5QT = Zthl(yt — 7)? & a Soma de Quadrados Total e
SQFE = ZtT:l(gt — )* € a Soma de Quadrados Explicada.

Note que esta medida explora a decomsic

SQR = SQT + SQE (2-13)
ondeSQR = >, (4 — y)* & a soma dos quadrados dosdess.

2. O Coeficiente de Determinago Ajustado R,

O coeficiente de determinag ajustado em (2-14) adiciorsa medida
anterior uma penalizap pela quantidade de @anetros.

(r-1)

2 . D2
Fog = 1= (1= F)p——

adj (2-14)
3. A Estatistica C,, de Mallow (Cp)

A estatsticaC, de Mallowé uma fun&o de duas somas de quadrados: uma
para o modelo completo e outro para o modelo reduzidpaametros.

_ SQR,
 SQR

C, — (T —2p) (2-15)

Em ( 2-15),SQR, & a soma dos quadrados dosidess sob o modelo
reduzido eSQ R € calculada sobre o modelo total. Sob modelo correto, o
valor deC,, se aproxima de

4. O Crit ério FPE (Final Prediction Error)
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Este criério, assim como o AIC e BIC, escolhe o modelo asade uma
negocia@o entre a qualidade do ajuste e a complexidade, caracterizada
pelo rimero total de p@metros.

SQR. T+ p

FPE = (Z22) (7 0)

(2-16)

2.1.3
Estimac¢ &o de Par @metros em Modelos Lineares

Os netodos mais tradicionais para estimar osapstros dos modelos
descritos acimag®:

— Método dos Momentos;
— Método dos Nhimos Quadrados Ordamios;

— Método da Mixima Verossimilhanca.

O Método dos Momentoé pouco convencional na estindacdos paametros
dos modelos de regresslinear. Seu fundamené&igualar momentos amostrais

a momentos populacionais, o que geralmente resulta em um sistema déssquac
dependendo da dimeis do vetor de pametrosd. Para o modelo de regréss
linear miltipla em (2-4), este gtodo consiste em resolver, com base no dados
observados$x;, y;), 0 sistema de + 1 equa@es:

T
D wiug=0i=0,1,...,p
t=1

ondex,; = 1 parat =1,...,T.

O método de Mnimos Quadrados Ordamios (MQO)€é o mais popular
dentre os listados. Os estimadores possuem exjgesmaticas que ao fa-
cilmente compreendidas e calculadas. O Teorema de Gauss Markov, desde que
sejam satisfeitas algumas sup@dgig, garante que dentre os estimado&esvi-
ciados e lineares, estes possueméararia ninima?.

O méetodo da Mwxima Verossimilhanca (MV) exige que seja determinada
uma distribui@o de probabilidades para a componente éstara do modelo. O
principio da verossimilhanca consiste em tratar a asngensidade de probabili-
dade como furgo def, vetor de paametros.

A suposi@o de erros normalmente distridos faz com que o problema
de maximizar a verossimilhanca, nos modelos de regoe$inear, torne-se
equivalentea minimiza@o dos quadrados dos erros.

2Resultado qué valido, mesmo se relaxada a supasigle normalidade.
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Os estimadores deawrima verossimilhanca possuem propriedattaaas
para estimar os pametros dos modelos de reg@sdinear, dentre as quais:
consiséncia, eficéncia assirdtica e varancia ninima.

2.1.4
Especifica¢c &o de Modelos para S éries Temporais.

Para os modelos ARMA, caso arge seja estaci@ria, devem ser especi-
ficadas na equap (2-7), as ordense q. As ferramentas propostas inicialmente
foram as funfes de autocorrelag e autocorrel&p parcial. Seus comporta-
mentos téricos eram comparados com as estimativas obtidas na amostra. Nas
décadas de 70 e 80, diversogtodos alternativos foram propostos para realizar
esta tarefa.

Para citar alguns importantes desenvolvimentos; [3]@eapaplicago do
criterio AIC para identificar a ordem autoregressiva do modelo. Em [75], uma
sequencia de testes do tipo Multiplicadores de Lagraaggilizada para seleci-
onar a ordem de processos ARMA. Neste céstemonstrada a congscia da
ordem selecionada. Mais recentemente, 0 uso Redes Neurais Artificiais (RNA)
na especificao de modelos ARMA pode ser visto em [38] que aplicam a meto-
dologia para o famoso conjunto de da@iine.

2.2
Abordagem Econom étrica

Os modelos econoetricos €Em como objetivo a descéQ de relages
entre varaveis com base na teoria eéomica. Um diferencial destes modelos
€ a possibilidade de testar empiricamente a®teges ecdmicas, a&m da
racionalidade na interpretag dos paéametros. Literatura sobre o assunto pode
ser encontrada em [44], [36] e [50], dentre outros autores.

Muitas rela@es rao-lineares eab pautadas na Teoria Econica e, por
isto, muitos desenvolvimentos na modelageao-tinear de &ries temporais
e tamlem dados de painel surgem neétaa. Na sed@ncia o0 apresentados
alguns modelos da literatura econetnica que séo relevantes no presente
trabalho.
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2.2.1
Modelos de Transic &o Suave

Uma importante vertente econétrica na modelageman-linear surgiu
a partir dos desenvolvimentos em [87], aBawdos modelos autoregressivos
com limiar (TAR-Threshold AutoRegressive). Estes modelos constituem uma
importante metodologia para@ise rao-linear de 8ries temporais pois utilizam
desenvolvimentos na constag; de modelos lineares e conseguem reproduzir
caracteisticas dos dados qu@a encontradas no cotidiano, tais como: ciclos-
limite, salto de ress@ncia, amplitude dependente da fi€qcia e caos.

Uma classe mais geral que engloba os models TAR surgiu em [26] e pos-
teriormente em [41]. Esté formada pelos modelos de (auto)regéessom
transi@o suave (STR - Smooth Transition Regression, STAR - Smooth Tran-
sition AutoRegression). O desenvolvimento originou do problema colocado em
[5] que tratava a rel@p entre a chuva e vaa do rio atrags de um modelo de re-
gres&o linear simples cujo intercepto, entretanto, variava suavemente de acordo
com o rivel de precipitago pluvionétrica.

Tal como fora feito com os modelos ARMA propostos em[18], o procedi-
mento de modelagem foi colocado em forma de um um ciclo iterativo com as
fases de especificag, estimago, diagidstico e previado (ver [85, 101]).

A formulagdo materatica destes modelos para ungais temporal univari-
ada observada nosinstantes 1—p,p,...,—1,0,1,...,7—1,T € apresentada
em (2-17) e (2-18).

Y = G(Zt7 St ‘Il) + Et (2'17)

G(z4, 51, W) = F(s, ®)ajzy + [1 — F(sy, @)|ayze (2-18)

A formulaggo acima descreve um modelo com 2 regimes cuja tramsic
entre ele€ governada por uma fuag suave, &o-linear,F', que assume valores
no intervalo (0,1)F' € usualmente chamada de faonge transigo.

O vetorz; = (1,214,224, ..., 2p¢)" de dimendo (p + 1) x 1 coném
observages dep variaveis exgenas e/ou autoregressores. Assume-se, em geral,
que o termo aleatio ¢, € normalmente distribdo com varanciac?.

O vetor de pametros¥ €, por diversas situaes, particionado da forma
U = (©,®) na qual o primeiro component® = (a1, ..., Qp1, Qo2, - - -, p2)
coném os paametros relacionadod parte "linear’do modelo ,que por isso,
sao chamados de netros lineares. O segundo componehteoném o0s
chamados pametros Ao-lineares, ou seja, aqueles da famgle transi@o e a
variancia des.
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Em (2-18), o argumentg da fungo F' € chamado de vavel de transigo,
ou limiar, e, na presente abordagéntratado o caso univariado. Usuais escolhas
para a va@avel de transigo:

a) s; =t , atransi@oé regida pelo tempo;
b) s; = x;_4, a transi@Qoé regida por uma vavel exogena,
C) s; = y;_q, @ transiQoé regida por uma autoregressor.

Deve ser notado que, nas escolhas b) e c¢), adiciona-se uaraqiav d ao
modelo quee chamado pametro de defasagerddlay parameter O modelo
TAR(p) em [89] &€ obtido como um caso particular quanéioé uma fun@o
indicadora do tipo:

1 ses; <
F()= { = (2-19)
0 ses; >c
Na situa@o em ques; = u;_4, €ste modeloé denominado SETAR

(Self-Exciting Threshold Autoregressive, [89]) e pode ser considerado como o
predecessor do modelo STAR.

Em ambas situd@ies envolvendo os modelos TAR e SETAR, o limiar entre
os dois regimegé abrupto e determinado por o paémetro de limiar.

Uma das grandes vantagens na util@&@ados modelos de tranaig suave
a possibilidade de especificar a fa@ongde transigo de forma a evitar o problema
da busca por um limiar fgido”’entre os regimes. Uma das principais @gga
escolha da furiipp que governara transigo entre os dois regimésa fun@o
logistica:

e~ (st—c)
T 1te G

Desde a primeira reféncia sobre os modelos de tra@dgicsuave em
[5], tem sido mostrado que a fulg logstica € uma escolha natural para
reger a trans@go suave entre dois regimes. Os autores utilizaram aatuncg
tangente hipertica cuja forma funcional eatbem poxima da fun@o logstica.
Discus$&io sobre estépico pode ser encontrada em [66], que mencion&ia id
de usar a furgo logstica, mas &o a aplica. Outras refencias &o [41] e [85].

Ao escolher (4-2) como fud de transigo, o vetor de pa@ametros ao-
lineares sex formado po® = (v, ¢). O paémetroy & o respor@vel pelo grau
de suavidade da fulig de transigo. E importante notar que na sitiem que
v — oo, (4-2) se aproxima de uma fuiag do tipo degrau e, por cons&ucia,

o modelo SETAR torna-se uma caso particular quando y;_4.

F(s4;7,¢) (2-20)
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O modelo resultante da substitaa de (4-2) em (2-18 denominado
LSTAR (Logistic Smooth Transition AutoRegression), geileabordado com
maior profundidade em [64]. Alguns problemas que cercam a esiondgs
patametros deste modelo &ertratados no Céfulo 4.

Outra possibilidade para a especifiégagde um modelo com trangig
suave entre dois regimésconsiderar a fur@p exponencial em (2-21).

Fsiiv,0) =1—e "9 550 (2-21)

Uma das vantagens na utiliZzag; da fun@o exponencial preferivelmente
a fung@o logstica & a possibilidade de associar o0 mesmo regime a valores
baixos e altos da vaavel de transigo s;. Estes modelosa® denominados
ESTAR (Exponential Smooth Transition AutoRegression) e representam uma
generalizago dos modelos EAR (Exponential Autoregressive) em [43]. Por
outro lado, o modelo SETARao se torna um caso particular quande- oo.
Este fato pode ser contornado com o uso dadoriggstica quadatica descrita
em [57]:

1
1 + e M(st—ca)(se—c2)]’

F(sy;7,c1,00) = 1 < o,y >0 (2-22)

gue proporciona, no limite, um modelo SETAR com 3 regimes ; 2 regimes nas
situa@es em que; < c¢; es; > ¢y, respectivamente, e um terceiro regime na
situa@o em ques; > c; €s; < Co.

van Dijk & Franses [103] projem a exterso do modelo STAR de
forma que este possa abrigafditiplos regimes. Estes modelos receberam a
denominago MRSTAR(Multiple Regime Smooth Transition AutoRegression).
Para uma revéo sobre demais desenvolvimentos obtidos a partir €ia ide
modelos de transip suaveé recomendvel consultar [101].

Ciclo da Modelagem STAR

Terasvirta [85] discute o processo de consinudos modelos STAR em
termos de um ciclo iterativo tal com® feito nos modelos de Box & Jenkins
[18]. Os passos deste ciclasapresentados na ségaia :

1. Especificago de um modelo autoregressivo de orgem

2. Teste da hiptese de linearidade contra uma alternativa ddlfar8 TAR.
Em caso de rejedip da hiptese nulag feita a selego da varavel de
transi@o e a forma da furdp de transigo.

3. Estima@o dos pametros do modelo STAR selecionado.
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4. Realizago do diagbstico do modelo.
5. Re-especificap do modelo de acordo com os resultados do distigo.

6. Utilizacao do modelo com prdsitos descritivos ou de pre@is.

Estimacao dos paémetros dos modelos STAR

A estima@o dos pametros nos modelos STARfeita afbs a selego da
variavel de transigo s; e da fun@o de transigo F'(.). O vetoré estimado por
minimos quadradosao-lineares e sob certas coritbs de regularidade ( [96])
0s estimadoresa® consistentes e assintoticamente distdbs de acordo com
a distribui@o normal. Os procedimento@alineares de otimizap podem ser
encontrados em [76, 48, 51].

Diagnosticos do ajuste dos modelos STAR

Alguns testes@o propostos para verificar a qualidade do ajuste do modelo
nao-linear :

teste para corgcia dos pametros ao longo do tempo;

teste de correld@p serial dos réduos;

teste para verificé@p de @o-linearidade remanescente [35];

teste de conanhcia da vaéncia (homocedasticidade) ao longo do tempo
contra alternativa de evolag suave ([22]).

222
Modelos GARCH

A modelagem GARCH(Generalized Autoregressive Conditional Heteros-
kedasticity [37, 19]) surgiu sob a motiag de projetar a vancia da érie ao
invés do fivel. A incorpora@o deste fato estilizado na estrutura do modelo tem
grande aplica®@o na previgo de éries financeiras.

Os primeiros desenvolvimentos destes modelo&oeassociados com a
estrutura ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) proposta em
[37]. Esta abordagem permite a modelagem siamgé da radia e vam@ncia de
uma €rie temporal.

Considere um processo autoregressivo de ongem

p
Y = 0o + Z 0iy—i + uy (2-23)

i=1
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cuja varancia condicional possa variar com o tempo. Tal fato pode ser contem-
plado sob a suposa@ de que o quadrado desiga um processo AR() con-
forme:

ul = g+ oqul |+ anul , . aul 4wy, (2-24)
supondo quew;,t =1,...,7 & rddo branco. Isto implica qué’(w,;) = 0,
Var(wy)) = A e E(w,w,) = 0 ,t # s. O processau; descrito em (2-
23) e (2-24)é chamado de ARCH(mE comum adotar, para este processo, a
representap alternativa em (2-25).

= gy (2-25)

ondeh, = ag + aqui | + aui 5 + ... + ayui_,, € a parte determistica da
equa@o (2-24) ev; € uma segéncia de vadveis aledirias independentes e
identicamente distriddas com radia zero e vaéincia igual a 1,

E(v) =0

Var(v) = 1.
Sew? € um processo fracamente estaéiom e sob outras condies que
podem ser vistas em [20], a vanicia incondicional de; € obtida a partir de:

&%)

E(u?) = (2-26)

l—a—as—...—a,,
O modelo ARCH(m} generalizado ao admitir-se que a &adia condici-
onalh; dependa de uma quantidade infinita de defasagens.

he =Y mui ;= m+ m(B)uy] (2-27)
=0

7=1

k2 2
B uy = uj_y

Representande(B) como a raao entre dois polidmios de ordem finita,
€ obtida para; uma forma funcional similai dos modelos ARMA conforme a
equa@o (2-28).
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hy = o + 01he_1 + ...+ 6 hy_p+
t i 0 1 t21 t2 (2-28)
‘+oqup_ + Uy + ...+ Uy,

&6:(1—(51—...—57~)Oé0

Este modelo recebe a denomiaa¢GARCH(,m) e as suas propriedades
sao discutidas em [19].

2.3
Abordagem nas Ci éncias da Computa¢c ao

Redes Neurais Artificiais

As Redes Neurais Atrtificiais (RNA) formam uma classe de modéias n
lineares queé&m sido aplicada com muito sucesso em diveasaas do conheci-
mento. Exemplos podem ser encontrados na psicolo@iacieis da computag,
engenharia, ligistica e economia.

Estaé uma dentre muitas outrachicas surgidas naseas de Inteligncia
Artificial e Aprendizado por Mquina. Sua@nesis est presente em [67, 49, 80].

As RNA procuram modelar sistemas imitando o comportamentOdic
dos neudnios. Do ponto de vista matético, §i0 fun@es polinomiais.

Embora tenha sido utilizada inicialmente nagii@iias da Computag, sua
equivakncia com rétodos estadticos p consagrados veio logotona. Para tal,
cita-se como exemplo o trabalho encontrado em [33] que utiliza a estrutura de
uma rede neural para representar um modelo ARA estacioario, e tamem
o desenvolvimento em [70] que conjuga ferramentas daéntea chssica com
elementos das RNA para especificar modebs-lineares para atise de éries
temporais.

O grande potencial do uso das redes neurais para a modelagelnear
pode ser credenciado ao fato desta ser um aproximador universal, resultado
derivado do Teorema de Weierstrass cujo enuncéaioresentado em 2.1.

Teorema 2.1 Suponhgf uma funcao comtua emR, definida no intervalda, b|.
Para cadac > 0, existe uma furo polinomialp com coeficientes reais tais que
para todoz € [a,b], |f(z) — p(z)| < €.

Este teoreme& importante ponto de partida para mostrar que a RNA
pode ser especificada de forma a aproximar qualquerdtunip tipo Borel-
mensuavel, com qualquer grau de aaaia desejado (ver [53]).
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Formulacao Matematica

As RNA 20 usualmente representadas pela arquitetura de intemnex
entre 0s newmios que a constituem. Entretanto, prefere-se ilustrar um caso
particular, as redes com uma camada escondida cujasp#ios 80 comumente
ajustados pelo Btodofeed-forward

h
Yo = Po + Z BiF (vywi — ¢)) (2-29)
j=1

A equa@o (2-29) representa uma RNA caomneudnios na camada de
entrada e neuBnios na camada escondida. A camada titesapresenta apenas
um neudnio. Em (2-29)w; & um vetor de dime@® k x 1 que coném k
variaveis de entrada. Estas \@areis 0 combinadas linearmente ateavdos
pesos que constituem o veter, = (vi,...,7;), de mesma dimeas. A
combinago linear das vaéiveis de entrada, subtda dec; forma o argumento
de F(.), chamada furipo de ativago. A escolha mais comum para esta &m¢
é a logstica. O paaimetroc; ,j = 1,...,h determina o limiar da ativép
do j-ésimo neudnio da camada escondida. Addss da camada escondida,
gue possuih neudnios, seio combinadas linearmente utilizando os pesos
Bis - Bh-

Note que o lado direito da expréss mostrada em (2-29)an coném
componentes estasticas, ao cordrio dos tradicionais modelos de regdss

Logica Nebulosa

A lbgica nebulosa ([988)uma &cnica de inteligncia artificial que formula
um sistema ao-linear de mapeamento de um vetor de entradas em uma resposta,
em geral escalar, que torna pos$ a incorporago tanto do conhecimento
objetivo quanto do conhecimento subjetivo.

O conceito de incerteza é@spresente em grande parte dostodos es-
tafisticos que auxiliam a tomada de déas Entretanto, adbica nebulosa lida
tamkem com a imprec#o que caracteriza algumas medidas. Caso umiahaiv
informe apenas que sua rer&baixa, ao ings do valor monério, tal fato limita
0 uso de ferramentas estdicas, poem a bgica nebulosa possui procedimentos
para lidar com esta situag.

Alguns dos desenvolvimentos desta tese possuem uma forte corres-
poncéncia com elementos dadica nebulosa, em especial, com sistemas de in-
feréncia nebulosa. A inféncia nebulosa estiretamente ligada com os concei-
tos de conjuntos nebulosos, regras do tipo saeeatraciomo nebuloso.
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Sistemas de Infeéncia Nebulosa (FIS - Fuzzy Inference Systems)

Um sistema de inféncia nebulosa formado por 3 elementos:

— base de regras (nebulosas);
— fungdes de pertiéncia;

— procedimentos inferenciais.
Um mecanismo de inféncia nebulosa codifica uma base de regras do tipo:

SE um conjunto de condiesé satisfeitdENTAO um conjunto de
consequentes inferido”.

A Figura 2.1 ilustra a sé@ncia de operdies realizadas durante a in-
feréncia nebulosa.

Entrada x = (x1,Xg,...,X7)

y = (1,92, ..., yr)
SEx; € A, ENTAO y; € B,

Regras SK; € A; ENTAO y; € B;

SEx; € Ay ENTAO y; € By
Sdda yi = d(x;)

Figura 2.1: Sistema de Infencia Nebulosa

Apobs o sistema receber os vetores de entrada, que no contexto de re-
gres$io representam as vaveis explandtrias e a vaével resposta,a® formu-
ladas regras (nebulosas) que envolvem um antecedente (SE) e um consequente
(ENTAO).

O que torna nebuloso este proceésw fato de existir uma fuld y;(x;)
que ia medir a pertiincia dex; ao conjuntod;, j = 1,2,..., N. Da mesma
forma, y; ira pertencer ao conjuntB; com pertirénciad;(y;).Em geral, as
fungdes de perti@nciay;(.) e d;(.) assumem valores no intervgl 1].

A etapa final da infé@ncia nebulos@ chamada delefuzzificago. Na
Figura 2.1, a defuzzificép esh representada pela fuiad(.). Nelaé escolhido
um valor (predi@o) para representar o conjunto nebuloso.
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2.4
Abordagens Hibridas

Diante da potencialidade das RNA e a interpretabilidade dos modelos eco-
nométricos, surgiram recentemente propostas de modéasibs que conjugam
elementos da duas abordagens.

O modelo AR-ANN (AutoRegressive Artificial Neural Network)

A combina@o da teoria @ssica na alise de &ries temporais com
métodos emergenté@sbem ilustrada nos modelos AR-ANN em [99].

Y = G(Xt; lI’) + Et (2'30)

h
G(xi; W) = By + a'x; + Z@-F(w;xt —0;)
i=1

O modelo exibido em (2-30) descreve um processo autoregressivo cujo
nivel se altera dependendo da pasicdo vetor de autoregressorges —
(Y4—1, -+, Yt—p) NORP,

A sdda de uma rede neural com a mesma especifacda apresentada em
(2-29) ira determinar a mudanca noval do processo autoregressivo no instante
t.

O vetora = (g, a1, . . ., a,) € formado pop coeficientes autoregressivos
que $i0 constantes ao longo do tempo. A faa¢’(.) possui as mesmas carac-
teristicas p discutidas para a equag(2-29) e a escolha usual ta@mbé a fun@o
logistica.

Ao contario das RNA £ includa uma componente esésticas normal-
mente distribida com nédia 0 e va@ncias?. Isto possibilita que os pametros,
nao somente do modelo autoregressivo como &ambs da RNA sejam estima-
dos utilizando o prinipio da maxima verossimilhanca.

Entretanto, o modelo acima, soknos aspectos,ao € identifiavel con-
forme discutido em [55] e [79]. Isto significa que cas@onhaja algumas
restrigoes, alguns dos p@ametros podem variar livremente sem que isto al-
tere a funéo de verossimilhanca. Estabelecidas as devidas ieesdrie sob
certas condiges de regularidade, discutidas em [79], o estimador @eima
verossimilhancga para o vetor de garetros do modelé consistente e assintoti-
camente normal.
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O modelo NCSTAR

O modelo NCSTAR em [69F uma generalizé&p dos modelos STAR
e AR-ANN. Neste enfoque, os panetros autoregressivos variam ao longo
do tempo conforme a &a de uma rede neural com a mesma arquitetura
considerada em (2-29). Esteespecificado a partir de uma séquia de testes
do tipo ML. A formula@o materatica deste modele obtida a partir de:

yt = G(Zt7 Xt; \Il) + Et (2‘31)

h
G(z,x4;0) = o'z + Z )\;th(w;Xt —¢;)
j=1

Em (2-31), a ériey; € descrita como uma fuig rio-linear das defasagens
e/ou varaveis exgenas que & compor o vetog,. {¢; ,t = 1...,T} & uma
sediéncia de vadveis aledirias independentes e normalmente distdbs.

A especificago do modelo NCSTAR segue o prip espeffico-para-
geral. Inicialmente, efetua-se um teste do tipo ML (Multiplicadores de Lagrange)
para verificar a hiptese nula associada a um modelo linear contra a alternativa
do modelo NCSTAR mais simples. Caso adigse nula seja rejeitada, aplica-se
da para a frente uma sé@ncia de testes que colocam nadtgse alternativa
modelos com grau de complexidade imediatamente superior ao@asemula.

Apbs a especificép, procede-se a estindagcuja metodologié descrita
em [69]. Supondo que os panetros foram estimados consistentemente, 0s
modelos 8o diagnosticados com as ferramentas propostas em [71]. Dentre os
aspectos a serem investigadosiestonsincia dos parmetros, indeperghcia
serial e homocedasticidade

3Testa-se neste caso abipse de que a va@mcia muda suavemente ao longo do tempo
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