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Resumo

Costa, Felipe Assis da; Craizer, Marcos; Uma Visdo Interdisciplinar do
Teorema de Desargues. Rio de Janeiro, 2024. 48p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

A presente dissertacdo analisa a relagdo interdisciplinar entre a matematica e
as artes, dando especial destaque ao Teorema de Desargues como uma ponte entre
estas areas. Destaca-se a importancia atual da interdisciplinaridade na educacao,
embasada pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que da destaque a
integracdo de tecnologia e conhecimento em multiplas areas do curriculo escolar.
O Teorema de Desargues ¢ abordado como um conceito que rompe os limites da
matematica, alcangando também os campos da arte e da tecnologia. A Geometria
Projetiva ¢ contextualizada historicamente, apresentando seus primeiros passos €
progresso ao longo do tempo. Revela Girard Desargues como um como precursor
de ideias nesse contexto, contribuindo tanto para o avango da matematica quanto
para a expressao artistica. A dissertacdo enfatiza a aplicagdo pratica do Teorema de
Desargues no contexto educacional, propondo atividades significativas e atrativas
para os alunos no contexto escolar. Apresenta o produto educacional desenvolvido
pelos autores como uma fonte valiosa de sugestdes para educadores que pretendem
se dedicar a interdisciplinaridade. A dissertacdo promove uma abordagem
educacional que estimula o didlogo entre disciplinas, destacando a conexdo entre
matematica, geometria projetiva, arte e tecnologia, para isso utiliza o Teorema de

Desargues desempenhando um papel central nesse processo.

Palavras-chave
Teorema de Desargues; Interdisciplinaridade; Geometria Projetiva;

Perspectiva.



Abstract

Costa, Felipe Assis da; Craizer, Marcos (Adivisor); An Interdisciplinary
Perspective on Desargues' Theorem. Rio de Janeiro, 2024. 48p. Dissertacao
de Mestrado - Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catodlica
do Rio de Janeiro.

The present dissertation examines the interdisciplinary relationship between
mathematics and the arts, with special emphasis on Desargues' Theorem as a bridge
between these fields. It highlights the current importance of interdisciplinarity in
education, supported by the National Common Curricular Base (BNCC), which
emphasizes the integration of technology and knowledge across multiple areas of
the school curriculum. Desargues' Theorem is approached as a concept that
transcends the boundaries of mathematics, also reaching into the realms of art and
technology. Projective Geometry is historically contextualized, tracing its origins
and development over time. Girard Desargues is revealed as a precursor of ideas in
this context, contributing to both the advancement of mathematics and artistic
expression. The dissertation emphasizes the practical application of Desargues'
Theorem in the educational context, proposing meaningful and engaging activities
for students in the school setting. It presents the educational product developed by
the authors as a valuable source of suggestions for educators looking to dedicate
themselves to interdisciplinarity. The dissertation promotes an educational
approach that encourages dialogue between disciplines, highlighting the connection
between mathematics, projective geometry, art, and technology, utilizing

Desargues' Theorem as a central element in this process.

Keywords

Desargues' Theorem, Interdisciplinarity, Projective Geometry, Perspective
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“Muitos artistas ndo tém consciéncia de que estdo a fazer
Matematica. E uma intui¢do que os conduz a Geometria, sem
que estejam conscientes disso. Eu estou, porque passei a vida

toda a magicar sobre isso.”
Nadir Afonso

https://espacillimite.blogs.sapo.pt/tag/harmonia



https://espacillimite.blogs.sapo.pt/tag/harmonia

1 - INTRODUGAO

Na vastiddo dos teoremas e conceitos matematicos, a disciplina,
historicamente reconhecida por sua rigidez, abstracdo e complexidade, revela-se,
quando explorada em sua plenitude, como um complexo entrelacamento de
conexdes com outras areas do saber, evidenciando a riqueza inerente da
interdisciplinaridade. O Teorema de Desargues, eminente proposi¢ao da Geometria
Projetiva, surge como um exemplar de destaque dessa interconexdo, rompe a mera
demonstragdo matematica ao ser imerso nas artes, proporcionando uma visao
modificada da matematica, dotada de uma dimensao diversificada e intensa.

No cenario educacional contemporaneo, a interdisciplinaridade se destaca em
sua importancia, desafiando as barreiras tradicionais entre as disciplinas, Fazenda
(1993) articula a interdisciplinaridade como uma relagdo entre duas ou mais
disciplinas, que se manifesta através de uma profunda interacdo de conceitos,
teorias e metodologias.

Vislumbramos a interdisciplinaridade quando, assim como pelas palavras de
Japiassau (1976):

[...] nos reconhecemos diante de um empreendimento interdisciplinar todas
as vezes que ele conseguir incorporar os resultados de varias
especialida-des, que tomar de empréstimo a outras disciplinas certos
instrumentos ¢ técnicas metodologicos, fazendo uso dos esquemas
conceituais e das analises que se nos encontram diversos ramos do saber, a
fim de fazé-los integrarem e convergirem, depois de terem sido
comparados ¢ julgados. Donde podermos dizer que o papel especifico da
atividade interdisciplinar consiste, primordialmente, em langar uma ponte
para ligar as fronteiras que haviam sido estabelecidas anteriormente entre
as disciplinas com o objetivo preciso de assegurar, a cada uma, seu carater

propriamente positivo, segundo modos particulares e com resultados

especificos (JAPIASSU, 1976, p. 75).
Sob essa perspectiva, a matematica deixa de ser um dominio isolado e assume
o papel de linguagem universal, capaz de se comunicar integradamente com
diversas areas do saber. A conexdo do Teorema de Desargues com a arte oferece
uma perspectiva que enriquece a compreensdao matematica, ressoando
significativamente no meio académico.
Concomitantemente, a revolu¢do tecnoldogica caminha pelo cendrio

educacional, apresentando novas possibilidades e desafios. Conforme apontado por
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Borba (1999), as tecnologias alteram tanto o conhecimento matematico quanto as
abordagens tradicionais de ensino-aprendizagem. Surgem neste contexto, como
ferramentas no didlogo entre matematica e artes, os Softwares de Geometria
Dindmica, funcionando como elos que tornam possiveis a visualizacdo e
manipulagdo de construgdes geométricas, proporcionando uma experiéncia
envolvente na educagdo matematica.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento norteador para a
educacgao basica no Brasil, publicado para ensino fundamental e educagao infantil,
Resolugao CNE/CP n°® 2/2017, e para o ensino médio foi em 2018, Resolugao
CNE/CP n® 4/2018, vem reiterar a importancia da tecnologia e interdisciplinaridade
caminharem juntas no processo educativo, ressaltando a primordial necessidade de
preparar os estudantes para uma sociedade cada vez mais digital e interconectada.

Exploraremos nesta dissertacdo um pouco da Geometria Projetiva, em
especial, o parte universo de possibilidades do Teorema de Desargues, analisando
sua demonstracdo, sua relacio com a geometria projetiva e a arte, os desafios
inerentes a essa interdisciplinaridade e como o Geogebra pode servir como
instrumento facilitador de um aprendizado intuitivo e inspirador.

Considerando um mundo moldado pela globalizagdo e pela velocidade das
transformagdes tecnologicas a fundamentacdo teorica desta producdo abrange
estudiosos globais dedicados a educagdo, interdisciplinaridade, tecnologia

educacional e matematica.



2 - INTERDISCIPLINARIDADE E TECNOLOGIA NA
EDUCACAO

Ser capaz de integrar conhecimentos de diversas areas ¢ uma habilidade
basica, ndo apenas no ambito profissional, mas também diante dos desafios globais
da sociedade, como mudangas climaticas, crises de saude publica e questdes
socioeconOmicas, onde a interdisciplinaridade resplandece como uma resposta
propicia a estas demandas.

Segundo Fazenda (1994), a interdisciplinaridade ¢ mais do que uma simples
proximidade de disciplinas; ¢ um processo dinamico de troca intensa entre
diferentes campos do conhecimento. Ela propde superar a fragmentacao do saber,
estimulando ndo apenas o pensamento critico, mas também a resolucao inovadora
de problemas. Ao romper estas barreiras disciplinares, a interdisciplinaridade
amplia significativamente o horizonte de aprendizado dos estudantes,
proporcionando uma visdo mais abrangente e integrada do conhecimento.

No contexto do ensino de Matematica, ¢ essencial adotar uma abordagem que

va além do simples aprendizado mecanizado.

O ato de ensinar Matemdtica ndo deve ser visto ainda de maneira
tradicional, em que o ensino resume-se na aprendizagem mecanizada, com
a repeticdo de informagdes inquestionaveis, contribuindo para o
desinteresse do estudante por esta ciéncia; e muito menos no simples
exercicio do emprego dos recursos tecnoldgicos, mas como um espacgo
capaz de orientar os sujeitos sociais a atuarem como cidadios,
criticamente, neste novo mundo moldado a partir do avango
tecnoldgico (Borba, 1999, apud Costa & Lacerda, 2014, p. 43).

Os Softwares de Geometria Dindmica, destacados especialmente por Borba,
surgem como ferramentas cruciais para proporcionar uma experiéncia imersiva e
participativa na aprendizagem matematica, indo além do tradicionalismo. Dentre
eles, em especial o GeoGebra, fornece um ambiente que permite aos alunos
vivenciar as constru¢des em tempo real. Essa dindmica permite aos alunos absorver
e assimilar conceitos através da experimentagdo, o que vem confirmar uma
abordagem construtivista da aprendizagem.

Coxeter (1961) apresenta o Teorema de Desargues como um pilar da
Geometria Projetiva, delineando uma correlagdo primordial entre tridngulos
perspectivos, esta apresentagdo comumente denota uma natureza abstrata o que
dificulta a assimilag@o por parte dos alunos. Santos e Borba (2018) destacam que
os softwares de Geometria Dindmica podem transpor essa barreira abstrata,

facilitando a visualizagao e intera¢ao com tais teoremas.
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O uso da tecnologia na interdisciplinaridade ¢ reconhecido pela BNCC como
uma estratégia focal para o desenvolvimento das competéncias necessarias no
século XXI. Ela incentiva as institui¢des educacionais a romperem com os limites
tradicionais entre as disciplinas, mais que isso, também propde eixos estruturantes
que estimulam uma abordagem mais integrada e significativa que vai além do
conhecimento matematico isolado, buscando um conhecimento aprofundado e a

habilidade de colaborar para a constru¢do de uma sociedade justa e inclusiva.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a constru¢do de uma sociedade

justa, democratica e inclusiva. (BRASIL, 2017, p. 9)

A nterdisciplinaridade ndo ¢ apenas uma tendéncia educacional
momentanea, ¢ uma resposta aos desafios globais. Quando se pensa em preparar os
alunos para o mundo complexo e interconectado do século XXI a BNCC esté
adotando uma perspectiva que destaca a ambigdo de formar cidadaos polivalentes,
capazes de caminhar entre diversas dreas do saber e aplicar conhecimentos
integrados para enfrentar desafios concretos.

Fundamentada em reflexdes tedricas e praticas educacionais a
interdisciplinaridade, ndo ¢ apenas uma estratégia vital, ¢ um retrato da constante
evolucao da educagao diante de um mundo em transformacao. A harmonizacao de
conhecimentos enriquece a compreensdo de diversos temas, além de alicercar
mentes criticas e interconectadas, capacitadas para enfrentar os desafios da
atualidade. Essa abordagem, encontra sua expressdao no Teorema de Desargues,
mostrando como a matematica pode ser uma ponte entre disciplinas diversas,
desempenhando um papel fundamental na formagdo de individuos criticos e
conectados.

O uso de novas tecnologias no ensino da matematica abre novo horizonte para
uma aprendizagem participativa e colaborativa. Ela da vida a um processo que

anteriormente era moroso € monotono.



3 - GEOMETRIA PROJETIVA

A Geometria Projetiva tem suas raizes entrelacadas com o desenvolvimento
do pensamento geométrico ao longo dos séculos. J4 no Egito antigo, Euclides
plantava as primeiras ideias que porventura culminariam na Geometria Projetiva.
Euclides, em sua obra "Os Elementos", lancou as fundag¢des da geometria dita
euclidiana, mas a expansao para concep¢des mais abstratas s6 surgiria em periodos
mais recentes.

Entre os séculos XIV e XVI, durante o Renascimento, a geometria romperia
os limites da abordagem euclidiana, e figuras como Leonardo da Vinci, Gentile
Bellini e Sandro Botticelli, exploraram a perspectiva e as projecoes geométricas em
suas obras de arte. Essa fusdo entre arte e geometria marcou um periodo de
transi¢do, onde a visdo artistica inspirou conceitos que futuramente foram

formalizados na Geometria Projetiva.

Figura 1: Quadro a Ultima Ceia, de Leonardo da Vinci.
Fonte: Wikimedia Commons. Disponivel em:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/08/Leonardo _da Vinci (1452-
1519) - The Last Supper (1495-1498).ipa/1200px-Leonardo_da Vinci (1452-1519) -
The Last Supper (1495-1498).jpg. Acesso em: 07 nov. 2023

O século XVII foi marcado por avangos significativos na geometria, com
projetos liderados por Girard Desargues. Neste periodo as ideias de perspectiva e
projecdes ganharam uma fundamenta¢do matematica mais robusta.

No século XIX, Jean-Victor Poncelet e August Ferdinand Mdbius deram
contribui¢cdes cruciais a Geometria Projetiva. Poncelet, um engenheiro militar
francés, uniu a geometria projetiva a teoria das maquinas, enquanto Mobius
explorou as propriedades das transformacdes geométricas que preservam as

relagdes projetivas.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/08/Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg/1200px-Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/08/Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg/1200px-Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/08/Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg/1200px-Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg
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Com a ajuda da algebra linear e de outras teorias surgiram novas ferramentas
matematicas para a analise da geometria projetiva, no século XX houve a
formalizagao de conceitos mais abstratos.

Atualmente a Geometria Projetiva caminha por fronteiras além da matematica
e encontra aplicacdes em diversas disciplinas, incluindo a arte, a computagdo
grafica e a modelagem tridimensional. Softwares modernos, como os de animacao
se utilizam dos principios da geometria projetiva para criar representagdes visuais
realisticas.

Ao longo dos séculos a Geometria Projetiva evoluiu de uma area
essencialmente geométrica para uma teoria matematica rica e aplicada. Desde suas
origens até as aplicacdes contempordneas, essa caminhada contou com
contribui¢cdes de pensadores visionarios e seu entrelagamento com diversas areas

do conhecimento, destacando-se pela resiliéncia e constante evolugao.



4 - GIRARD DESARGUES

Os registros sobre os anos iniciais da vida de Girard Desargues sdo poucos e
do que existe muitas informagdes ainda ndo puderam ser confirmadas. Segundo
Taton (1951) a familia de Desargues ¢ originaria de Condreiu, pequena cidade,
proxima de Lyon, ele teria nascido em 21 de fevereiro de 1591 e batizado em 2 de
marco do mesmo ano, na igreja de Santa Cruz em Lyon. Poudra (1864) declara que
a sua familia era influente na cidade, uma vez que em seus estudos localizou
Desargues redator, um médico e um advogado, sendo estes possiveis parentes de
Girard.

Desargues iniciou seus estudos em arquitetura, na época uma disciplina que
estava intimamente ligada a matematica, se destacou como engenheiro militar,
contribuindo para projetos arquitetonicos e desenvolvendo habilidades praticas que
mais tarde influenciariam suas contribuigdes tedricas para a geometria. A atuagdo
na engenharia militar permitiu-lhe aplicar principios geométricos na resolucao de
problemas praticos, uma abordagem observada futuramente como caracteristica de
seu trabalho.

A obra mais notavel de Girard Desargues ¢ Brouillon Project d'une atteinte
aux événements des rencontres du cone avec un plan (Rascunho de um Projeto
sobre as Interse¢des do Cone com um Plano), publicada em 1639. Neste trabalho,
Desargues apresentou o teorema que hoje leva seu nome, o "Teorema de
Desargues".

Seu teorema estabelece condi¢des para que figuras geométricas possam ser
projetadas a partir de um ponto em um plano para outro plano. Esse teorema foi
crucial no desenvolvimento da geometria projetiva, oferecendo uma perspectiva
inovadora sobre as propriedades projetivas das figuras geométricas e contribuindo
significativamente para o entendimento geométrico.

Girard Desargues teve suas contribui¢cdes inicialmente subestimadas, foi
somente anos depois de sua morte em 1961, com a geometria projetiva sendo
assumida como disciplina matematica distinta, que Desargues recebeu o crédito
devido por sua visdo pioneira. Seu trabalho foi posteriormente redescoberto e
valorizado por matematicos renomados, consolidando seu lugar como uma figura

central na histéria da geometria.



5 - AXIOMAS DA GEOMETRIA

Nesta secao se apresentam os axiomas da geometria euclidiana cujo texto se

referenciam na obra de Barbosa (2006), Barros e Andrade (2004), Agustini (2022).

Inicialmente ressalta-se que consideraremos aqui que, ponto, reta € plano sao

conceitos ou nogdes primitivas, que ndo se definem, pois tal acdo necessitaria da

utilizacao de outros conceitos ndo definidos anteriormente.

Iremos nos ater por hora aos estudos de Euclides e Hilbert e seus sistemas

axiomaticos.

5.1 - Sistema axiomatico Euclidiano

Conforme escreveu Barros e Andrade a partir dos escritos de Euclides em seu

livro Elementos, o sistema axiomatico adotado por ele, possui no¢des ditas comuns,

postulados e defini¢des:

I. Noc¢des comuns:

I.a.

Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa também sao iguais;

Lb. Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sdo iguais;

Le. Se iguais sdo subtraidos de iguais, os restos sdo iguais;

I.d. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais;

Le. O todo ¢ maior que qualquer uma de suas partes.
II.  Postulados (axiomas) da Geometria Euclidiana plana:

Il.a.  Incidéncia: pode-se tragar uma reta ligando quaisquer dois
pontos;

IL.b.  Pode-se continuar qualquer reta finita continuamente em uma
reta;

Il.c. Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e qualquer
raio;

II.d.  Todos os angulos retos sdo iguais;

IlL.e. Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma Unica reta

paralela a reta dada.

1. Definigoes

IILa.

Vinte e trés definigdes que dizem respeito a ponto, reta,

angulo, circulo, triangulo, quadrilatero, entre outras, que ndo serao

enumeradas

aqui, mas que podem consultadas no livro Os
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Elementos(Euclides), com tradu¢do de Irineu Bicudo e publicado pela

Editora Unesp.

5.2 - Axiomas de Hilbert

No século XIX o matematico alemao David Hilbert (1862 — 1943) apresentou

um sistema de axiomas completo para a Geometria Euclidiana plana e espacial. Seu

sistema axiomatico ¢ um dos marcos na Historia da Matematica pois organiza os

fundamentos da Geometria e Analise.

Conforme descrito no Capitulo 2 do livro de Agustini, Hilbert criou, a partir

dos 5 Postulados de Euclides, 5 grupos de axiomas. Sao eles:

e Axiomas de Incidéncia;

e Axiomas de Ordem;

e Axiomas de Congruéncia;

e Axiomas de Continuidade;

e Axioma das Paralelas.

I Axiomas de Incidéncia (nogao de “estar em")

La.
Lb.
Lc.
I.d.

Ie.

Dois pontos distintos determinam uma reta.

A reta que passa por dois pontos distintos € tnica.

Trés pontos ndo colineares determinam um plano.

O plano que passa por trés pontos ndo colineares e Unico.

Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta

contida nesse plano.

Lf.

A intersec¢ao de dois planos distintos que tem um ponto em

comum possui necessariamente outro ponto em comum.

Lg.

Em uma reta existem pelo menos dois pontos. Em um plano

existem pelo menos trés pontos ndo colineares. No espago existem pelo

menos quatro pontos ndo coplanares.

I1. Axiomas de Ordem (nogao de “estar entre")

Il.a.

Se o ponto B esta entre os pontos distintos A e C, entdo B

também esté entre C e A, e sdo trés pontos distintos colineares.
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IL.b. Se A e C sdo dois pontos distintos de uma reta, entdo existe
pelo menos um ponto B entre A e C e existe pelo menos um ponto D tal que
C esta entre A e D.

Il.c. De quaisquer trés pontos distintos de uma reta, sempre ha um,
e somente um, que estd entre os outros dois.

I1.d. Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares e r uma reta no
plano determinado por A, B e C que ndo passa por nenhum desses pontos
mas que intersecta o segmento AC, entdo r intersecta o segmento BC ou o

segmento AB.

Figura 2: Interseccao de segmentos de um triangulo
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

I11. Axiomas de Congruéncia (no¢ao de “igualdade" entre segmentos e
angulos)

IIl.a.  Se A e B sdo dois pontos distintos e A’ ¢ a origem da
semirreta s, entdo existe um Unico ponto B’ distinto de A’ em s tal que o
segmento AB ¢ congruente ao segmento A’B’. Além disso, todo segmento
¢ congruente a si mesmo.

ILb. Se o segmento AB ¢ congruente ao segmento CD e ao
segmento EF, entdo o segmento CD ¢ congruente ao segmento EF.
(transitividade)

IILe. Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas B em
comum. Além disso, seja, A’B’ e B’C’ segmentos em uma reta r’ com
apenas B’ em comum. Se o segmento AB for congruente ao segmento A’B’
e o segmento BC for congruente ao segmento B’C’, entdo o segmento AC ¢
congruente ao segmento A’C’

IId. Sejam um semiplano ¢ e um angulo A. Tomemos uma

semirreta s com origem em B contida na reta que determina o semipleno .
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Entdo, existe apenas um angulo B com lado em s contido no semiplano ¢ ¢
congruente ao angulo A. além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.
Il.e.  Se o angulo A ¢é congruente ao dngulo B e ao angulo C, entdo
o angulo Bé congruente ao angulo C. (transitividade)
IILf.  Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB ¢ congruente a EF,
AC ¢ congruente a EG e A é congruente a B, entdo ABC é congruente a
EFG. (caso LAL “lado, angulo, lado" de congruéncia)

Iv. Axiomas de Continuidade (para medi¢cao de segmentos e angulos)

IV.a. Sejam AB e CD dois segmentos. Entdo, existe um namero
finito e distinto de pontos Al, A2, A3, :::, An na reta que passa por A e B
tal que os segmentos AA1,A1A2,A2A3, ...An-1An sdo congruentes a CD e
o ponto B estd entre A e An.

IV.b. Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma reta r esta
na unido dos conjuntos ndo vazios C1 e C2. Suponha ainda que nenhum
ponto de C1 esta entre dois pontos de C2 e vice-versa. Entdo, existe um
unico ponto O de C1 ou C2 entre quaisquer P1 € C1 e P2 € C2 com O
diferente de P1 ou P2.

V. Axioma das Paralelas
No plano, por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, pode ser tracada

uma Unica reta que nao intersecta a reta dada.

C
<+ @o— —>
r

< >
s

Figura 3: Retas paralelas
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)



6 - Semelhanca de Tridngulos

Antes de pensarmos propriamente na semelhanga de tridngulos, precisamos
conceituar o que ¢ semelhanca e o que ¢ homotetia. Em seu livro Medida e Forma
em Geometria, de 1991, o Professor Elon Lages de Lima trés nos capitulo 2 e 3,

respectivamente estas definigoes:

Conceito 1- Semelhanga: Sejam F ¢ F’, do plano ou do espaco e r um nimero
real positivo.

Diz-se que F e F’ sdo semelhantes, com razdo de semelhanga r, quando existe
uma correspondéncia biunivoca o: F — F', entre os pontos de F e os pontos de F’,
com a seguinte propriedade:

se X, Y sdo quaisquerde Fe X' = d(X),Y' =a(Y)
sdo correspondentes em F’ entdao XY =r-XY.

A correspondéncia biunivoca a: F — F',com esta propriedade de multiplicar

as distancias pelo fator constante r, chama-se uma semelhanca de razao r entre F ¢

F’.Se X' = 0(X), diz-se que os pontos X ¢ X’ sdo homologos.

Conceito 2- Homotetia: Seja O um ponto do plano IT e r um numero real
positivo. A homotetia de centro O e razao r ¢ a fun¢do o: [1- [T definida do seguinte
modo: o: (0) = O e, para todo X # 0, 6(X) = X' é o ponto da semirreta OX tal
que 0x' =r-0X.

Uma homotetia de razdo 1 ¢ simplesmente a aplicagdo identidade. Uma
homotetia de centro Otransforma toda reta que passa por O em si mesma.

Toda homotetia ¢ uma correspondéncia biunivoca, cuja inversa ¢ a homotetia
de mesmo centro e razao 1/r-

Duas figuras F e F’ chamam-se homotéticas quando existe uma homotetia ¢

tal que o: (F) - F'

No capitulo 4, sobre a Semelhanca de Tridngulos o professor Elon, assim a
apresenta:

Teorema 1: Dois triangulos semelhantes tém angulos iguais e lados
homologos proporcionais. Reciprocamente, se dois tridngulos cumprem uma das

trés condi¢des entdo eles sao semelhantes:



24

a) Tém lados proporcionais;
b) Tém angulos iguais,
c) Tém wum dngulo igual compreendido entre lados
PrOporcionais.
It
B A
B ¢

c

Figura 4: Triangulos Semelhantes
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Demonstragdio: Seja : ABC — A'B'C’ uma semelhanga de razio r entre os
tridngulos ABC ¢ A'B'C’, com A’ = 0(A), B' = a(B) e C' = o(C). Entdo, pela

definigdo de semelhanga,

AB _AC BC
AB  AC BC

logo os tridngulos tém os lados homologos proporcionais. Para provar que os

=T

angulos sdo iguais, suponhamos, a fim de fixar ideias, que seja 0 < r < 1. A
homotetia t, de centro A e razdo r, transforma o tridngulo ABC no tridngulo parcial
AB”C”, com B”C” paralelaa BC. Entao «B"” = 2B e £C" = «C.

Mas os tridngulos AB”C” e A’B’C’ sdo congruentes pois

AB" =A'B'(=r-4B)
AC" =AC'(=1-4C)
e
B"C"=B'C'(=r-BC)
Logo
tA=¢A", 2B =2¢B"esC = 2(’
a) Sejam agora ABC e A’B’C’ triangulos tais que

AB =r-AB, A'C'=r-ACeB'C'=r-BC (1)
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para um certo r > 0. (Isto significa que eles tém os lados proporcionais). A
homotetia de centro A e razdo r transforma ABC o tridngulo AB”C” cujos lados
medem
W=r-ﬁ,ﬁ=r-ﬁeﬁ=r-ﬁ (1)
De I e II temos que AB”C” e A’'B’C’ sdo congruentes porque tem os lados

iguais.

2

Figura 4.1: Triangulos Semelhantes (LLL)
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Como AB”C” ¢ semelhante a ABC, segue-se que ABC ¢ A'B’C’ sdo
semelhantes.

Popularmente conhecemos este caso como LLL (lado-lado-lado).

b) Sejam retas AB ¢ AC tomemos os pontos B” ¢ C” respectivamente,

de modo que AB"" = A'B" ¢ AC"" = A'C'. Os tridngulos AB”C” ¢ A’B’C’ sio
congruentes porque tém um angulo igual (£A = £A") compreendido entre dois
lados iguais. Logo £B" = «B’, donde 2B = «B". Conclui-se que as retas B”C” e
BC sdo paralelas e dai os triangulos AB”C” ¢ ABC sao semelhantes. Como AB”C”

e A’B’C” sdo congruentes, resulta que ABC e A’B’C’ sao semelhantes.

A

Figura 4.2: Tridngulos Semelhantes (AA)
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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A este caso chamamos de AA (angulo-angulo) ou AAA (dngulo-dangulo-

angulo).

c) Finalmente, suponhamos que os tridngulos ABC e A’B’C’ cumpram
tA=¢A AB =r-AB, A'C'=1-AC.
Novamente tomamos sobre as retas AB e AC, respectivamente, os pontos B”

e C” com

AB" = A'B' e AC" = A'C’

C

Figura 4.3: Triangulos Semelhantes (LAL)
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Os triangulos AB”C” sdo congruentes, como no caso b). A homotetia de
centro A e razdo AB em AB” ¢ AC em AC” porque
AB" =r-ABe AC" =1-AC
Logo essa homotetia ¢ uma semelhanca entre o triangulo ABC e o triangulo
AB”C”. Como AB”C” e A'B’C’ sdo congruentes, segue-se que ABC e A’B’'C’ sao
semelhantes.

Este caso é denotado por LAL (lado-angulo-lado)



7 - Teorema de Thales
Teorema 2: Sejam as retas 7 || s || t. Escolhemos pontos A,A" € r, B,B' € s

eC,C' et,de modo que A,B,C e A', B', C' sejam dois ternos de pontos colineares.

Entao

BC B’
A / A
/ N\

TN
f

<

Figura 5: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Demonstracao:
Tomemos o tridngulo cujos os vértices sdo A, B’ e C de base AC e altura h no

qual o segmento BB’ descreve uma ceviana deste tridngulo.

Figura 5.1: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Dividindo o tridngulo AB’C em dois outros tridngulos determinados a partir
da ceviana descrita por BB’, obtemos os tridngulos AB’B e BB’C, que compartilham

da mesma altura (h) e possuem as bases AB e BC e areas A; e A,, respectivamente.
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Figura 5.2: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Calculando a area de cada um obtemos:

Para o triangulo AB’B:

Ay, =4 =20 *)
Para o tridngulo BB’C:

Ay, = A, =20 (%)

De (*) e (**), escrevendo a razdo entre a areas temos:

oS
w
>

Aq

Ay

® |

W)

3
>
=

® |

Tomemos agora o tridngulo cujos os vértices sdo A’, B e C' de base A'C' no

qual o segmento BB’ descreve uma ceviana deste triangulo.

Figura 5.3: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Dividindo o tridngulo A’BC’ em dois outros tridngulos determinados a partir

da ceviana descrita por BB’, obtemos os tridngulos A'BB’ ¢ B'BC’.

Figura 5.4: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Verifiquemos que os tridngulos AB'B ¢ A'BB’ possuem um lado comum, o
seguimento BB’, sobre a reta s, delimitemos momentaneamente este segmento
como base dos mesmos, sobre a reta r//s encontram-se os vértices A ¢ A’,

respectivamente correspondentes aos tridngulos em questao.

Figura 5.5: Teorema de Thales
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Hora, como r//s, a distancia de A a base BB’ ¢ a mesma distancia de A’ a
base BB’, concluimos que as areas dos tridngulos AB'B e A'BB’ sdo iguais, ou seja:

AAAB'B - Al - AAA'BB'

Reescrevendo o calculo da area do triangulo A'BB’, tomando como base

deste, o segmento A'B’, temos:

A'B'-h (k%)
2

AAA’BB’ - Al -

Analogamente para o tridngulo B’'BC’, temos:



B'C'-h
2

Apyo =4y = (+¥en)

De (***) e (****), escrevendo a razio entre a areas temos:

Ay —5  _A'B
4, B'cn  BIC’ (I

N

De (I) e (IT) como queriamos demonstrar,
AB _A'B’
BC B'C’




8 - Teorema de Menelaus

Teorema 3: Seja ABC um tridngulo e A’, B’ e C’ pontos sobre as retas suportes
dos lados BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos dos vértices ABC. Entao:
AC' BA" CB’ _q

C'B A'C B'A

Se, e s6 se, os pontos A’, B’ e C’ forem colineares.

Demonstracao:

=> Inicialmente, sem perda de generalidade, suponhamos que A’ € §6\BC ,

B' € AC, C' € AB ¢ que os pontos A’, B’ e C’ sdo colineares pertencentes a reta 7.

Figura 6: Teorema de Menelaus
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Paralela a reta r e passando pelo por B tracamos a reta s que toca o
prolongamento do segmento que contém A, B’ e C no ponto D.

Pela construgdo do problema o segmento que contém os pontos B, C ¢ A’ corta
transversalmente as retas r // s.

Dai temos que os angulos @ em B’ ¢ D e os angulos em B e A’ sdo alternos

internos respectivamente e os angulos 6 sdo opostos pelo vértice em C.

Figura 6.1: Teorema de Menelaus
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Temos portanto pelo caso de semelhanga de tridngulos AAA que:

ABCD ~ AA'CB’
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A partir de entdo podemos escrever que:
CD BC
CB'~ AC
Reescrevendo CD = B'D — CB' e BC = BA' — A'C, obtemos:
B'D —CB'" BA'—A'C
CcB AC
B'D CB' BA" A'C
CB CB' AC AC

B'D - BA' )
CB’ TAC
B'D = -CB’ I
C 0))

Ainda a partir da constru¢cdo, podemos garantir os angulos a opostos pelo

vértice em B’ e os angulos y colaterais em B ¢ C’.

Figura 6.2: Teorema de Menelaus
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Temos portanto pelo caso de semelhanga de tridngulos AAA que:
AAB'C' ~ AADB
A partir de entdo podemos escrever que:

AB _AD
AC'  B'A
Reescrevendo AB = AC' + C'B e AD = B'A + B'D, obtemos:
AC'+C'B _ B'A+ B'D

AC' B'A
AC' C'B B'A B'D
! + ! = ! + 1A
AC'  AC' B'A B'A
1+UB—1+BD
AC' B'A
C'B
B'D -B'A (n

~Ac
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De I e II, temos que

BA' . CB _,
g CB'=—= B
AC' BA' CB'

C'B AC BA

<= Reciprocamente, sejam A’, B’ ¢ C’ pontos situados sobre as retas suportes
dos lados BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos dos vértices de ABC e tais

ACT A C ” ~
que pelo teorema de Thales cTa’ = % seja valida. Marque o ponto C” intersecdo das

retas A'B’ ¢ AB. Como A’, B’ e C” sdo colineares a primeira parte garante que:

AC" BA" CB'
C'B A'C B'A~
. ACI  ABr .
Comparando esta relacdo com — = ——, concluimos que
C'B B'D
AC" AC” 1
CIB - C”B ( )

A partir dai, analisamos este seguimento AB que contém os pontos C’ e C”:

A c' c" B
@ @ @ @

Figura 7: Teorema de Menelaus: pontos colineares
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

C'B =AB — AC' e C"B = AB — AC"”
Substituindo estas constatagdes em 111,
AC' AC"
AB—AC' ~ AB—AC”
AB — AC' AB — AC"
ACT T AC”
AB AC' AB AC"

AC'  AC' — AC" AC"

AB AB
o=l
AB  AB
AC T AC”

De onde concluimos que AC' = AC" e portanto C' = C”. Logo A’, B’

sdo colineares.

eC



9 - Teorema de Desargues
Teorema 4. Se ABC e A’'B’C’ sio tridngulos tais que AB N A'B' = {R}, BC N
B'C' = {P}e AC n A'C’ = {Q}, entdo P, Q e R sdo colineares se, e somente se, m,

! !
BB’ e CC’ sdo concorrentes ou paralelas.

Figura 7: Teorema de Desargues
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Demonstracao:
a. Se dois triangulos sdo perspectivos por um ponto,

entdo eles sdo perspectivos por uma reta,

=>Suponhamos inicialmente que A4 , BB’ e CC’ sdo concorrentes em O. Ou
seja, 0s AABC e AA'B'C' sdo perspectivos pelo ponto O. Para mostrarmos que P, Q

e R sdo colineares verificaremos pelo Teorema de Menelaus que:
AQ CP BR

QC PB RA
Aplicaremos  separadamente o  Teorema de  Menelaus nos

AOA'B',AOC'B" e AOA'C":

1=

Figura 7.1: Teorema de Desargues: AOA'B’, AOC'B'e AOA'C’
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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No AOA'B’ intersectado pela transversal BAR, temos:
OB' BR AAI _

B/IB RA A0

-1 ™

No AOC'B' intersectado pela transversal BCP, temos:
oo cp BB _

Py _1 (**)

C'/C PB B0

No AOA'C' intersectado pela transversal CAQ, temos:

ccr oar 4AQ _ —1 (%)

Multiplicado (*), (**) e (***) temos:

OB" BR AA’ oc' CP BB’ CcC'" 0A" AQ —_q
B'B RA A'0 C'C PB B'O C'0 A'A Qc)

OB’ BB’ AA" 0A oc' cc’ (AQ CP BR)_ L
B'B B0 A'0 A'A c'c C'o QC PB RA)

(AQ CcpP BR)

QC PB RA

Portanto os pontos P, Q e R sdo colineares.
b. Se dois tridngulos sdo perspectivos por uma reta,
entdo eles sdo perspectivos por um ponto.

<=Na reciproca suponhamos agora que P, Q e R sdo colineares.
Para demonstrar que as retas AA’, BB e CC' sdo concorrentes ou paralelas, é
. 7 [
suficiente supor que AA" e BB’ sdo concorrentes no ponto O, mostraremos que O €

—>
CC', ou seja, os pontos O, C e C’ sdo colineares. E novamente o faremos usando o

Teorema de Menelaus. No AAA’Q, queremos concluir que

S . S
04" C'Q CA

Aplicaremos  separadamente o  Teorema de  Menelaus nos

ARBB',ABRP e AB'RP:
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Figura 7.2: Teorema de Desargues: ABRP, ARBB' e AB'RP
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

No ARBB' intersectado pela transversal A’A0, temos:

A'/Br RB AO
=1 (*)
B'R BA OAr

No ARBP intersectado pela transversal CAQ, temos:

_____ = -1 (**)

No AB’'RP intersectado pela transversal C'A’Q, temos:

RB' MG QP g
BIAI CrQ PR

Multiplicado (*), (**) e (***) temos:
<A’B' RB AO) (AB RP QC) <RB’ A'C QP)_ 1

B'R BA OA'

BR PQ CA

A'B' RB' (AB RB) (RP QP) 40 AC' QC\ _
B'R B'A’) \BR BA) \PQ PR) \0A' C'Q cA)

<A0.£.£>=_1

Portanto os pontos O, C e C’ sdo colineares.
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9.1 - Teorema de Desargues: Casos Degenerados

A partir dos estudos da Geometria Projetiva constata-se que seus objetos de
estudos podem ser apresentados em casos degenerados, e entdo a Geometria
Euclidiana ja ndo ¢ suficiente para sustentar todas as possibilidades. Neste sentido,
mesmo sem demonstragdes, veremos as possibilidades, sustentados pela Geometria
Projetiva, no que tange a interseccao de retas paralelas em um ponto no infinito.

A seguir podemos ver a trés degeneragdes que o Teorema de Desargues pode
sofrer:

(1) Tomando os pontos dos triangulos sobre retas paralelas. O centro da

perspectiva se encontra no infinito (Figura 7.3), com construgcdo

disponivel em: https://www.geogebra.org/graphing/gdyyxq7a.

Figura 7.3: o Teorema de Desargues: Degeneragéo — AA’ || BB' || CC’
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

(1) Tomando um dos lados correspondentes dos triangulos como paralelos.
Um dos pontos que define o eixo da perspectiva esta no infinito (Figura
7.4), com construcao disponivel em:

https://www.geogebra.org/graphing/edyyxg7a.

Figura 7.4: o Teorema de Desargues: Degeneragdo — AB || A'B’
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)


https://www.geogebra.org/graphing/gdyyxq7a
https://www.geogebra.org/graphing/gdyyxq7a
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(i11)  Tomando os trés lados correspondentes dos triangulos como paralelos.
Os trés pontos determinantes do eixo da perspectiva estdo no infinito
(Figura 7.5), com constru¢ao disponivel em:

https://www.geogebra.org/graphing/birxjrun.

Figura 7.5: o Teorema de Desargues:
Degeneracdo — AB || A'B',BC | B'C'e AC || A’C’
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)


https://www.geogebra.org/graphing/bjrxjrun

10 - Atividades Interdisciplinares Matematica-Artes

Nesta secao vamos vislumbrar algumas situagdes de trabalho interdisciplinar
nas quais o Teorema de Desargues sera o elo de sustentagdo entre as areas em
questdo. Estas atividades estdo detalhadamente apresentadas e justificadas em
produto educacional de mesma autoria desta dissertagao.

A interligacdo entre conhecimentos de areas distintas ¢ algo que, com
frequéncia, nos deparamos no trabalho docente, pensando nisto detectou-se a
necessidade de exemplificar atividades que pudessem ser utilizadas por professores
da Educacao Basica, no cotidiano escolar, em especial das disciplinas de Artes e
Matematica.

Antes de conhecermos as atividades € necessario que detectemos os pontos
de intersecdo da Matematica e da Arte no Teorema de Desargues e para isso
devemos perceber que cada disciplina pode dar defini¢cdes diferentes a situagdes
que determinam o mesmo elemento. Retomando o Teorema de Desargues, vamos
melhor analisa-lo em duas perspectivas:

(1) Se dois tridngulos sdo perspectivos por um ponto, entdo eles sdo
perspectivos por uma reta;

(i1) Se dois triangulos sdo perspectivos por uma reta, entdo eles sao
perspectivos por um ponto.

Ora, dizemos que duas figuras sdo perspectivas se os seus pontos podem ser
colocados em uma correspondéncia biunivoca de forma que um par de pontos
correspondentes definem retas concorrentes ou se retas podem ser colocadas em
uma correspondéncia biunivoca de forma que par de retas correspondentes definem
pontos colineares. Dai, temos que este teorema diz respeito a tridngulos em
perspectiva. A primeira correspondéncia ¢ dita perspectividade por um ponto,
chamado centro da perspectividade, enquanto a segunda correspondéncia ¢ dita
perspectividade por uma reta, chamada eixo da perspectividade.

Vamos usar a obra A Ultima Ceia de Leonardo da Vinci (Figura 8) para
visualizar estas correspondéncias. O artista constrdi sua pintura em trés planos
principais: o primeiro onde se destaca a mesa e os apdstolos com a figura de Jesus
ao centro; no segundo a sala desenhada em perspectiva e o terceiro, ao longe nas

janelas, o horizonte com as montanhas.
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Figura 8: Adapagé do quadro A Ultima Ceia, de Lenado da Vini
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

O Centro da Perspectiva pode ser determinado a partir das arestas formadas
pelas paredes e o teto da sala, assim como pelo alinhamento dos murais laterais e
linhas do piso, ao tragar estas retas verificamos a convergéncia para um ponto
comum sobre a face do elemento central da imagem, ponto denotado na figura como
O e no universo artistico chamado de Ponto Focal ou Ponto de Fuga. O Eixo da
Perspectiva passa pelo ponto O e ¢ determinado pelo alinhamento das montanhas
ao fundo, na figura explicitado pela reta r, nas artes chamado de Linha do
Horizonte.

A seguir sdo apresentadas quatro propostas que podem ser desenvolvidas num
projeto conjunto entre estas disciplinas. Vale ressaltar que a simples aplicagdo das
atividades ndo caracteriza a interdisciplinaridade, esta se dard no processo, e
culminara na consolidacdo das competéncias e habilidades por parte dos alunos.

A descricdo detalhada dessas atividades estd no produto educacional,
intitulado Uma Visdo Interdisciplinar do Teorema de Desargues: O Ensino da
Perspectiva na Matematica e na Arte, a ser publicado no Portal do Educapes, ¢
tambem segue como Apéndice nesta dissertagao.

Atividade 1: Lendo a Matematica o mundo da Arte

Esta atividade consiste em apresentar aos alunos e/ou solicitd-los que
pesquisem obras de arte nas quais os artistas se valeram de conhecimentos
matematicos na realizacdo de obras.

A ideia ¢ que surja dentre os achados dos alunos, obras como as de Da Vinci,

de Perugino, entre outros.
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Figura 9: Delivery of the Keys, de Pietro Perugino
Fonte: Wikimedia Commons. Disponivel em:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/archive/0/0b/20130312164026%21Peru

gino_Keys.jpg. Acesso em: 31 jan. 2024

Caso ndo acontega, caberd ao professor apresentar estas para que ocorra a
construgdo do link com o Teorema de Desargues.

Dando sequéncia a esta atividade os professores de artes e matematica
poderdo aprofundar assuntos particulares em cada uma das areas. Em especial na
matematica recomenda-se a “mostracdo” do Teorema de Desargues sobre a Pintura
de Da Vinci, e para isso pode-se utilizar de um Software de Geometria Dindmica

como o Geogebra (https://www.geogebra.org/graphing), ou o fazé-lo com

compasso € régua.

Atividade 2: Oficina de Fotografia

Nesta atividade propde-se aos alunos pesquisar imagens ou fotografar
ambientes e/ou paisagens que se caracterizem pela aparicdo de Ponto de Fuga ¢
Horizonte, entre elas ¢ interessante a utilizagdo de fotos com objetos em

perspectiva.



https://www.geogebra.org/graphing
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Figura 10: Foto Modelo para Oficina de Fotografia (Ponto de Fuga e Linha do
Horizonte) — Km 60 da RJ 162. Macaé-RJ
Fonte: Foto do autor (2024)

Atividade 3: O teorema de Desargues e a Tecnologia

O Objetivo € propor aos alunos a utilizacdo do Geogebra para construir
triangulos em perspectiva e mostrar a ocorréncia do Teorema de Desargues em cada
situacdo, inclusive nos casos degenerados. Como opgao para a auséncia de recurso

tecnologicos as mesmas construgdes podem ser feitas com compasso e régua.

v @ Geometria - GeoGebra X+

* O &0 ¢

€ 2 C M 5 geogebracrg/geometry

= GeoGebra Geometria < G
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» B
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@

Editar
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o

Figura 11: Construgdo da Degeneragédo — AA’ || BB' || CC' do Teorema de
Desargues no Geogebra
Fonte: Foto do autor (2024)



43

Figura 12: Construgdo da Degeneragédo — AA’ || BB' || CC' do Teorema de
Desargues com Réguas tipo Esquadro
Fonte: Foto do autor (2024)

Atividade 4: Construindo a perspectiva a partir de um ponto
A atividade consiste na constru¢do de uma obra em perspectiva, um desenho
realizado com o auxilio de uma linha fixada em um ponto (Ponto Focal), e a partir

da movimentagdo do cordao realizar o tragado das linhas.

Figura 13: Construgdo em Perspectiva com Barbante
Fonte: Foto do autor (2024)
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Figura 13.1: Construgdo em Perspectiva com Barbante
Fonte: Foto do autor (2024)



11 — Conclusao

Esta dissertacao explorou o universo da interdisciplinaridade e o Teorema de
Desargues, trazendo suas interconexdes com a Geometria Projetiva, a arte e a
tecnologia. Perpassando por seus capitulos, examinamos a importancia da
interdisciplinaridade e da tecnologia na educacdo, revelou-se em especial uma
abordagem interligada entre Matematica e Artes, valendo-se do Geogebra como
ferramenta pedagogica.

A interdisciplinaridade, ¢ a profunda interagdo entre conceitos, teorias e
metodologias de diferentes disciplinas, a criacdo de um novo campo, no qual a
Matematica rompe sua rigidez e transformando-se em uma linguagem universal
capaz de se comunicar integradamente com diversas areas do conhecimento.

A relagdo do Teorema de Desargues com a arte, evidenciada na obra "A
Ultima Ceia" de Leonardo da Vinci, resplandece a riqueza da matematica. Perceber
o ponto focal/centro da perspectiva e o horizonte-eixo da perspectividade, nos
revela o elo entre a geometria projetiva e a representacdo artistica, evidenciando a
aplicacdo pratica do teorema em diferentes contextos.

O advento das novas tecnologias, em particular o Software de Geometria
Dinamica, como o GeoGebra, desempenha um papel de destaque no didlogo entre
Matematica e Artes. Essas ferramentas tornam palpaveis construgdes e
visualizag¢des, oferecendo uma experiéncia fascinante na educacdo matematica.
Neste contexto a BNCC esta alinhada com as demandas do século XXI,
reconhecendo a importancia de integrar tecnologia e interdisciplinaridade no
processo educativo.

Ao longo da historica a Geometria Projetiva revelou-se como uma disciplina
matematica rica e aplicada, rompendo fronteiras e encontrando aplicacdes em
diversas dareas, desde a arte at¢ a computacdo grafica. Girard Desargues,
postumamente reconhecido, foi figura de destaque central nesta narrativa,
contribuiu de maneira significativa para o desenvolvimento dessa geometria,
apresentando o Teorema de Desargues como um pilar fundamental.

Atividades interdisciplinares propostas, envolvendo Matematica e Artes,
buscaram explorar o Teorema de Desargues em diferentes contextos educativos.
Desde a analise de obras de arte que se valeram de conhecimentos matematicos até

a utilizagdo do GeoGebra para constru¢do de tridngulos em perspectiva, as
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atividades visam ndo apenas aplicar um teorema, mas também evidenciar sua
utilizagdo pratica, consolidando competéncias e habilidades dos alunos de maneira
integrada.

Assim, concluimos que a interdisciplinaridade, aliada a tecnologia e
fundamentada na geometria projetiva com o Teorema de Desargues, exerce um
papel fundamental na formagao de individuos criticos, interconectados e preparados
para os desafios contemporaneos. Ao passar dos anos este teorema permanece como
uma ponte entre diversas disciplinas, enriquecendo a compreensao matematica e

contribuindo para diversas outras areas da sociedade.
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APENDICES

Nesta secao sera apresentado o Produto Educacional de titulo “Uma Visao
Interdisciplinar do Teorema de Desargues: O Ensino da Perspectiva na Matematica
e na Arte”, com autoria desta mesma dissertacao, requisito parcial para obtengao de
grau de Mestre em Matematica pelo Programa de Pés-graduagao em Matematica,
do Departamento de Matematica da PUC-Rio, o qual se mostra unissono ao texto
deste documento e, portanto, imprescindivel o conhecimento do mesmo.
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Apresentacéo

Este produto educacional foi elaborado a partir da dissertacdo de mestrado
intitulada “Uma Visdo Interdisciplinar do Teorema de Desargues” produzida por Felipe
Assis da Costa e orientada pelo Professor Doutor Marcos Craizer. Este apresentara uma
série de quatro atividade que propde de maneira articulada entre a Matematica e a Arte,
uma visdo de trabalho interdisciplinar utilizando o Teorema de Desargues na Educagao
Bésica, neste caso para turmas do 6° ano ao 9° ano do Ensino Fundamental, no a qual se
abordam questdes relacionadas a Perspectivas, entre outros conceitos.

A Criagdo deste produto educacional vem de encontro as propostas da Base
Nacional Curricular, apresentando a professores das disciplinas, em especial de
Matematica e Arte, algumas possibilidades de diversificar metodologias, formalizar
competéncias e habilidades tdo exigidas num contexto complexo e interconectado como
0 que vivemos atualmente.

Estas atividades tem o intuito de abrir o didlogo entre as disciplinas, retira-las dos
seus universos de gavetas e conecta-las com o auxilio de diversas estratégias, inclusive
se valendo do uso da tecnologia, esta reconhecida pela BNCC como estratégia focal para
o desenvolvimento das competéncias necessarias ao século XXI.

O ato de ensinar Matematica ndo deve ser visto ainda de maneira
tradicional, em que o ensino resume-se na aprendizagem
mecanizada, com a repeticdo de informagdes inquestiondveis,
contribuindo para o desinteresse do estudante por esta ciéncia; e
muito menos no simples exercicio do emprego dos recursos
tecnologicos, mas como um espago capaz de orientar os sujeitos
sociais a atuarem como cidadaos, criticamente, neste novo mundo
moldado a partir do avango tecnologico (Borba, 1999, apud Costa
& Lacerda, 2014, p. 43).

Ressaltamos que a série de atividades que serdo apresentadas nio sdo absolutas,

podem e devem contar com a colaboragdo dos professores envolvidos para adaptagdes as
realidades de cada turma. Nota-se ainda a possibilidade de interconexao com outras
disciplinas, como a Historia, mas que ndo serdo oportunizadas neste material e ficam a

critério dos utilizadores.
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I. A Geometria Projetiva e Girard Desargues
Podemos dizer que a Geometria Projetiva teve seu inicio ja do Egito antigo, com

Euclides, em "Os Elementos", e observando a historia até o Renascimento com Leonardo
da Vinci, Gentile Bellini e Sandro Botticelli explorando a perspectiva, ¢ perceptivel uma
trajetoria de evolugdo. No século XVII, sob as iniciativas de Girard Desargues, temos
avangos significativos na fundamentagdo matematica das projegoes. No século XIX,
Jean-Victor Poncelet e August Ferdinand Mdbius contribuiram com conceitos cruciais,
unindo a geometria projetiva a teoria das maquinas e explorando transformacdes
geométricas preservadoras de relagdes projetivas. Mais recentemente no século XX, com
o auxilio da algebra linear, a geometria projetiva foi capaz de formalizar conceitos mais
abstratos. Nos tempos atuais ela rompe os limites da matemadtica, com aplicacdes em
disciplinas como arte, computacdo grafica e modelagem tridimensional, deixando
evidente sua constante evolugao e resiliéncia, sempre impulsionada por contribui¢des de
pensadores visiondrios e sua integragao com diversas areas do conhecimento.

Entre estes pensadores visiondrios Girard Desargues obtém destaque, originario
de Condrieu, perto de Lyon, Desargues nasceu em 1591 e se destacou como engenheiro
militar apos iniciar seus estudos em arquitetura, disciplina intimamente relacionada a
matematica na época. Sua obra mais notavel, publicada em 1639, apresentou o "Teorema
de Desargues", crucial para o desenvolvimento da geometria projetiva, s obteve o devido
reconhecimento anos depois da morte de seu autor. Este teorema estabelece condi¢des
para a projecdo de figuras geométricas entre planos diferentes, contribuindo
significativamente para o entendimento geométrico e o estudo das perspectivas.

—

Teorema (Desargues). Se ABC ¢ A’B’C’ sio tridngulos tais que AB N A'B’ = {R},
BCNB'C ={P}eACNAC = {Q}, entdo P, Q e R sdo colineares se, € s se, AA', BB

e CC' sdo concorrentes ou paralelas.

Teorema de Desargues
Fonte: Elaborado pelos autores (2023)



Podemos separar e melhor analisar este teorema em duas perspectivas:

(1) Se dois tridngulos sdo perspectivos por um ponto, entdo eles sdo

perspectivos por uma reta;

(1)  Se dois tridngulos sdo perspectivos por uma reta, entdo eles sdo

perspectivos por um ponto.

Dizemos que duas figuras sao perspectivas se os seus pontos podem ser colocados
em uma correspondéncia biunivoca de forma que um par de pontos correspondentes
definem retas concorrentes ou se retas podem ser colocadas em uma correspondéncia
biunivoca de forma que par de retas correspondentes definem pontos colineares. O
Teorema de Desargues diz respeito a tridngulos em perspectiva. A primeira
correspondéncia ¢ dita perspectividade por um ponto, chamado centro da perspectividade,
enquanto a segunda correspondéncia ¢ dita perspectividade por uma reta, chamada eixo

da perspectividade.



II. Objetivos, Competéncias e Habilidades
As atividades propostas por este produto educacional t€ém por objetivo levar aos

alunos a mobilizacdo de conhecimentos, habilidade, atitudes e valores para resolver
demandas da vida cotidiana, num contexto interconectado e tecnologico.

Nela trabalharemos em especial cinco das Competéncias Gerais presentes na
BNCC, sdoeclasal,2, 3, 5¢ 10, a saber:

1. Conhecimento: Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente
construidos sobre os mundos fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a
realidade. Continuar aprendendo e colaborar para a construgdo de uma sociedade justa,
democrética e inclusiva.

2. Pensamento cientifico, critico e criativo: Exercitar a curiosidade intelectual e
recorrer a abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a andlise
critica, a imaginag¢do e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses,
formular e resolver problemas e criar solucdes (inclusive tecnologicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

3. Senso estético e repertorio cultural: Valorizar e fruir as diversas manifestagdes
artisticas e culturais, das locais as mundiais, e também participar de praticas
diversificadas da produgao artistico-cultural.

5. Cultura digital: Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao
e comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida
pessoal e coletiva.

10. Autonomia: Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade,
flexibilidade, resiliéncia e determinacdo, tomando decisdes com base em principios
éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Abordaremos, mais especificamente competéncias e habilidades intrinsecas a
Matematica e a Arte:

Na Matematica as Competéncias:

1. Reconhecer que a Matematica ¢ uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupagoes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e € uma ciéncia
viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar

descobertas e construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho.



3. Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica ¢ Probabilidade) e de
outras areas do conhecimento, sentindo seguranga quanto a propria capacidade de
construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranga na busca de solugdes.

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas de
conhecimento, validando estratégias e resultados.

6. Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situagdes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar suas
respostas e sintetizar conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens (graficos,
tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e outras linguagens para
descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no
planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos € na
busca de solugdes para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou nao na
discussdo de uma determinada questdo, respeitando o modo de pensar dos colegas e
aprendendo com eles.

E as Habilidades:

(EF06MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagdes de ampliagdo e
de reducdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais.

(EF06MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacoes de retas paralelas e perpendiculares e construcdo de quadrilateros, entre
outros.

(EF07MA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translacao,
rotacao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica
e vincular esse estudo a representagdes planas de obras de arte, elementos arquitetonicos,
entre outros.

(EF08MAI18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢des de
transformagdes geométricas (translagdo, reflexdo e rotacdo), com o uso de instrumentos
de desenho ou de softwares de geometria dindmica.

(EF09MA12) Reconhecer as condigdes necessarias e suficientes para que dois

triangulos sejam semelhantes.



(EF09MA17) Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e aplicar esse
conhecimento para desenhar objetos em perspectiva.

Na Arte as Competéncias:

1. Explorar, conhecer, fruir e analisar criticamente praticas e produgdes artisticas
e culturais do seu entorno social, dos povos indigenas, das comunidades tradicionais
brasileiras e de diversas sociedades, em distintos tempos e espagos, para reconhecer a arte
como um fendmeno cultural, historico, social e sensivel a diferentes contextos e dialogar
com as diversidades.

2. Compreender as relagdes entre as linguagens da Arte e suas praticas integradas,
inclusive aquelas possibilitadas pelo uso das novas tecnologias de informagdo e
comunicagdo, pelo cinema e pelo audiovisual, nas condi¢des particulares de produgdo, na
pratica de cada linguagem e nas suas articulagdes.

4. Experienciar a ludicidade, a percep¢do, a expressividade e a imaginagao,
ressignificando espacos da escola e de fora dela no &mbito da Arte.

5. Mobilizar recursos tecnoldgicos como formas de registro, pesquisa € criacao
artistica.

8. Desenvolver a autonomia, a critica, a autoria e o trabalho coletivo e colaborativo
nas artes.

9. Analisar e valorizar o patrimdnio artistico nacional e internacional, material e
imaterial, com suas historias e diferentes visdes de mundo.

E as Habilidades:

(EF694AR04) Analisar os elementos constitutivos das artes visuais (ponto, linha,
forma, direcdo, cor, tom, escala, dimensdo, espago, movimento etc.) na apreciagao de
diferentes produgdes artisticas.

(EF694AR05) Experimentar e analisar diferentes formas de expressdo artistica
(desenho, pintura, colagem, quadrinhos, dobradura, escultura, modelagem, instalacao,
video, fotografia, performance etc.).

(EF69AR35) Identificar e manipular diferentes tecnologias e recursos digitais para
acessar, apreciar, produzir, registrar e compartilhar praticas e repertorios artisticos, de

modo reflexivo, ético e responsavel.



lll. Atividades:
Atividade 1:

Lendo a Matemadtica no mundo da Arte

Tempo: 100 min

Materiais: Aparelhos celulares e/ou computadores conectados a internet (caso a
atividade seja toda feita em sala), acervo de fotos de obras de arte dos diversos periodos
histdricos, cartolina, canetas hidrograficas, réguas e etc.

Indicacao de Aplicacdo: A primeira e a segunda etapa podem ser aplicadas em
quaisquer turmas do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental, enquanto a terceira etapa

recomendamos a aplica¢@o ao 9° ano devido a abordagem de conceitos mais abstratos.

1°Etapa: (20 min) Introducdo e Motivacdo

Esta primeira etapa consiste em apresentar aos alunos a ideia de que a matematica
ndo ¢ “um bicho de sete cabegas”, mas que ela ¢ algo mais presente em nossas vidas do
que comumente costumamos perceber.

Para facilitar esta percepcao recomenda-se o video produzido e disponibilizado
no site do International Mathematical Union, em comemoracao pelo The International
Day of Mathematics (Dia Internacional da Matematica), disponivel em sua pagina no

endereco: https://player.vimeo.com/video/397014531

Apbs a apresentagao recomenda-se um didlogo com a turma no qual se questione
os alunos: ONDE VOCES PERCEBEM A MATEMATICA PARA ALEM DA SALA
DE AULA?

A partir de entdo oriente aos alunos uma pesquisa por obras de arte, as quais serao
expostas em sala, nas quais os artistas se valeram de conhecimentos matematicos na

realizacdo de obras.

2 Etapa: (50 min) Coleta das pesquisas dos alunos e montagem da mostra das

Obras de Arte/Matematica.

Esta etapa pode ser reservada a pesquisa € montagem dos murais, ou caso a
pesquisa seja orientada para ambiente extra classe, este momento sera direcionado apenas
a montagem dos murais.

Obs.: Recomenda-se aos professores envolvidos que também faga o levantamento

de imagens que se enquadrem no tema e abordem os desenhos em perspectivas, para que
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na eventualidade, dos alunos ndo elencarem tais autores e obras, o trabalho possa ser

continuado (no Anexo I podemos visualizar alguns exemplos).

3“ Etapa: (30 min) Hora de criar o link de defini¢oes.

Tomando como base uma das obras que abordem o tema da perspectiva o
professor devera apresentar aos alunos e orientar os mesmos na identificagdo do que € o
Ponto de Fuga e a Linha do Horizonte da imagem. Sugerimos “A Ultima Ceia” de

Leonardo da Vinci.

A Ultima Ceia, de Leonardo da Vinci

Fonte: Isto E. Disponivel em: https:/istoe.com.br/wp-content/uploads/2021/05/ceia-2-1280x720-

1.jpg?x13129. Acesso em: 15 fev. 2024

Na Arte o Ponto de Fuga é a referéncia no horizonte para fazer as
linhas em um desenho e construir uma perspectiva, na
Matematica ele é conhecido como Centro da Perspectiva, ponto

para o qual as linhas de projegdo convergem.

Na Arte Linha do Horizonte é o elemento da construgéo em
perspectiva que representa o nivel dos olhos do observador, na

Matematica ela é conhecida como Eixo da Perspectiva.
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Para localizar o exposto anteriormente, oriente os alunos, utilizando réguas, a
buscar linhas retas na imagem, como juntas do piso, alinhamento das marquises,
construgoes € etc.

Sera possivel observar que estas linhas irdo convergir para um ponto o Ponto de
Fuga, por onde passa a Linha do Horizonte, geralmente delimitada pelo sopé das

montanhas da imagem, quando visivel (esta constru¢ao encontra-se no Anexo II)

Para fixar as terminologias do Universo da Arte e da Matematica recomendamos

a ilustragdo a seguir disponivel no Anexo III:

RO~
W/

o~ - EIXO DA PERSPECTIVA
LINHA DO HORIZONTE a

ZONN
ZF FURN

Fonte: Adaptacdo do autor. Disponivel em: https://i.ytimg.com/vi/SUroyN-Y2k8/hq720.jpg?sqp=-
0aymwEhCK4FEIIDSFryq4qpAXxMIARUAAAAAGAEIAADIQj0AgKID&rs=AOn4CLCOxAOcvR Bno
-P9L.aDpG71gnQ8gg.. Acesso em: 15 fev. 2024
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Atividade 2

Oficina de Fotografia

Tempo: 100 min

Materiais: Maquina fotografica, Celulares e/ou Smartphones com camera,
Computadores e/ou Smartphones com acesso a internet (caso as imagens tenham de ser
obtidas pela internet), cartolina, canetas hidrograficas, réguas e etc.

Indicacao de Aplicacdo: A primeira etapa podem ser aplicadas em quaisquer
turmas do 7° ao 9° ano do Ensino Fundamental, enquanto a sgunda etapa recomendamos

a aplicac@o ao 9° ano devido a abordagem de conceitos mais abstratos.

1 Etapa: (50 min) Vamos fotografar?!

Propor aos alunos fotografar ambientes e/ou paisagens que se caracterizem pela
apari¢do objetos em perspectivas, Ponto de Fuga e Linha Horizonte. Caso seja inviavel a
iniciativa anterior, estas imagens também podem ser obtidas na internet. Veja alguns

exemplos de click’s:

Foto Modelo para Oficina de Fotografia (Ponto de Fuga e Linha do Horizonte)
Km 60 da RJ 162. Macaé-RJ
Fonte: Foto dos autores (2024)
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Foto Modelo para Oficina de Fotografia (Objetos em Perspectiva)
Fonte: Foto dos autores (2024)

2 Etapa: (50 min) Hora da pesquisa

Nesta etapa deve-se orientar aos alunos uma pesquisa sobre Girard Desargues e
suas contribuigdes para a Geometria Projetiva. A ideia € que surja nas pesquisas uma
breve biografia deste matematico, juntamente com a historiografia da Geometria
Projetiva e consequentemente o Teorema de Desargues, dados estes que poderdo, e

recomendamos, ser explicitados no mural da exposicao.
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Atividade 3

O teorema de Desargues e a Tecnologia

Tempo: 100 min
Materiais: Computador e/ou Smartphone com acesso a internet ou com o

Software Geogebra (Geometria) (Disponivel em: https://www.geogebra.org/download)

previamente instalado e fichas com os guias de construgao (Anexo IV)

Como opgdo a inexisténcia de recursos tecnoldgicos as construgdes podem ser
realizadas com réguas esquadros (as fichas com o guia de construgdo encontram-se no
Anexo V)

Indicacio de Aplicacdo: Recomendamos a familiarizagao prévia com o Software

Geogebra, e a aplicagdo desta atividade ao 9° ano do Ensino Fundamental.

1¢Etapa: (80 min) Desenhando o Teorema

Nesta etapa serd proposto aos alunos a utilizagcdo do Geogebra (ou réguas
esquadro) para construir tridngulos em perspectiva e a partir deles a visualizagdo do
Teorema de Desargues.

Divida a turma em 4 grupos, cada um sera responsavel por construir o caso base
do teorema ou um de seus casos degenerados.

Cada grupo devera receber uma das fichas com o guia de construcao apresentados

nas paginas a seguir € no (Anexo 1V):
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G1 - Caso Base

Obygar A qualquer momento vocé poderd alteror o zoom, ou ajustar sua construgdo,

ra isso escolha a ferramenta s clique e arraste sua construgo, caso necessrio.

Para ofterar 0 zoom, role o scroll do mouse quando estiver usondo o computador ou
utilize 0 movimento de pinga caso esteja usando o Smartphone.

Para comegor a construcdo vamos criar o ponto que serd o Centro da D -
(Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo. VI. Escolha agora a ferramenta e clique sobre os pontos £ e F, e em seguida,
ieta

ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos H e 1.

IIl.  Escolha aferramenta £ no menu lateral e dé um clique na janela do App.
ronto

Vocé acabou de criar o ponto A. b Note que as retas se tocam em um ponto. ]

- Il.  Escolha agora a ferramenta # dé um clique sobre o ponto A e outro clique em

i VIl Para marcar ele vamos usar o ferramenta ‘Intersegiio de Dois Objetos”, para”

. encontra-la no menu lateral clique na palovra Y4 para exibir todas as
um outro local da janela do App. & :

ferramentas. De posse da ferramenta joiesscinge  clique sobre as duas retas
Cois Objelus

geradas, o ponto de intersecgéio serd o ponto K.

- Agora vamos repetir os procedimentos V! e Vil para os outros lados dos tridnguios.

Vocé acabou de criar a reta que passa pelos pontos A e B.

e e e e e e

Repita este procedimento para criar a reta que passa pelos pontos A e C, e a reta que
passa pelos pontos A e D.

Agora Iniciaremos a construcdo do primeiro tridngulo.

e clique sobre os pontos F e G, e em seguida,

Reta

-IV.  Escolha agora a ferramenta . dé um clique sobre a reta que foi

.
VIl Escolha agora a ferramenta
i

Poligono 2

ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos I e /.
X

dateminadd palor poritos A 016 onds vocs R 0/ponto £l iy sobreid ret Para marcar o ponto de intersegdo vamos usar a feramenta | yemeso e - Clique

que foi determinada pelos pontos A e €, onde vocé criard o ponto F, um clique sobre
a reta que foi determinada pelos pontos A e D, onde vocé criard © ponto G, para: o L N G B RS B IR LB e S Pa L
finalizar a construgéio do triéngulo clique sobre o ponto £.

Escolha novamente aferramenta  ~~ e clique sobre os pontos G e E, e em
Rt

segulda, ainda de posse da mesma ferramenta , clique sobre os pontos ] e /1.

Para a constru¢do do segundo tridngulo, procederemos de maneira similor a etapa IV,
porém clicando em pontos diferentes sobre as retos.

"
b5 |
it
i
)
|
x
]
5
i
"
)
i
’

Para marcar o ponto de interse¢go vamos usaremos novamente a ferramenta

% V. Escolha agora a ferramenta Poligono & um: Eiquesiicbre: a weta: gue fol X . Clique sobre as duas retas geradas, o ponto de IntersecgGio serd o'.x
B ponto M. :

determinada pelos ponitos /1 e B, onde vocé criard o ponto H, um clique sobre a retar
que foi determinada pelos pontos /1 e €, onde vocé criard o ponto /, um dlique sobre..
a reta que foi determinada pelos pontos A e D, onde vocé criara o ponto /, para.
finalizar a construgéio do triéngulo clique sobre o ponto H,

Escolha por fim aferamenta ", clique sobre os pontos K e M.

A reta gerada que passa pelos pontos K, 1. e M é a reta que determina o
Eixo da iva (Linha do Horiz

)
5
)
»
5
’
5
a
)

v

Verso

G2 - RETAS PARALELAS

‘para isso escolha a ferramenta, over | Clique e arraste sua construgbo, caso necessdirio. ¥

Inicie o App Geogebra(Geometria)

Para afterar o zoom, role o scrolf do mouse quando estiver usondo o computador ou
utilize o movimento de pinca caso esteja usando o Smartphone.

Paro comegar a construcéo vamos criar trés retos poralelas, a portir delas gue foremos |,
toda a construgdo. Escolha agora o ferramenta e clique sobre os pontos £ e F, e em seguida,
et

Il.  Escolha a ferramenta foa  MOMeNnu lateral e dé um clique na janela do App, sera- ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos H e f.

criado o ponto A, em seguida clique em um outro ponto na janela, seré marcado o”
ponto B e criada a retas que passa pelos pontos A e B.

Note que as retas ides se tocarm em um ir ponto. Para isso pode ser
necessdrio que orraste |, / ou K, de tol maneira que o ponto K fique visivel na janelo de

. Agora vamos utilizar a ferramenta “Reta Paralela”, para encontré-la no menu’” ~

lateral dlique na palavra 'S para exibir todas as ferramentas. De posse da.>

Escolha a ferramenta %555 % clique sobre as duas retas geradas, o ponto de -

ferramenta =, dique sobre a reta jd criada e digue em um outro ponto na.- interseccGo seréi o ponto K.
Rete Paralela

Agora vamos repetir os fir Vl e Vil para os outros fados dos tric ]

janela. Este ponto seré demarcado como ponto € e vote terd criado uma reta:
paralela a reta que passa pelos pontos A e B8 e que passa pelo ponto C.

“ VIl Escolha novamente aferramenta  ~* e clique sobre os pontos I e G, e em

Rols
Repita este procedimento para crior outra reto parolela a estos, seguida, ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos / e /.
O novo ponto serd demarcado como ponto D e vocé terd criado uma reta paralela as o
retas anteriores e que passa pelo D. IX.  Para marcar o ponto de intersedo vamos usar a ferramenta  jrerecsnde - Clique-
Dois Objetos
Agora Iniciaremos a construcdo do primeiro tridngulo. > b

sobre as duas retas geradas, o ponto de interseccdo seré o ponto L.

V. Escolhaagoraaferramenta  +°  dé um clique sobre a reta que fol:

Poligono

X. Escolhanovamenteaferramenta ~~ e clique sobre os pontos G e E, e em’
Reta 3

determinada pelos pontos A e B, onde vocé criaré o ponto £, um clique sobre a reta
que foi determinada pelo ponto C, onde vocé criaré o ponto F, um clique sobre a
reta que foi determinada pelo ponto D, onde vocé criaré o ponto G, para finalizar o
construg@o do triangulo clique sobre o ponto E.

seguida, ainda de posse da mesma ferramenta , clique sobre os pontos ] e H.

Para marcar o ponto de interse¢do vamos usaremos novamente a ferramenta

x

Intersecioce - Clique sobre as duas retas geradas, o ponto de intersecséo seré o
CosCbicios  ponto M.

Para a construgdo do segundo triéngulo, procederemos de maneira similar a etapa IV,
porém clicando em pontos diferentes sobre os retas.

Xl Escolha porfimaferramenta =", clique sobre os pontos K e M.
Reto
A reta gerada que passa pelos pontos K, L e M reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Herizonte),

V. Escolha agora a ferramenta v“ " dé um clique sobre a reta que fol.!
oligo

determinada pelos pontos /1 e B, onde vocé criard o ponto H, um clique sobre a reta
Qque foi determinada pelo €, onde vocé criaré o ponto /, um clique sobre @ reta que.:
foi determinada pelo ponto D, onde vocé criard o ponto /, para finalizar a construgéo,
do triéingulo clique sobre o ponto H.

Observe que neste caso esté visivel na construgdo o
Centro da Perspectiva (Ponto de Fuga),
; quapdo isto acontece, -ﬂ‘zgrpo: que este ponto encontra-se no h“)ﬂn/ta




G3 — Caso em que um dos lados dos triangulos em perspectivas sdo paralelos entre s

Frente
NA \

Y v e
G3 - UM DOS LADOS PARALELOS :

Inicie 0 App Geogebra(Geometria)

Parc comegar a construio vamos criar o ponto que serd o Centro da Perspoctiva
(Ponto de Fuga), a partin a

T
Escolha a ferramenta no * menu lateral e dé um dlique na janela do App.

Ponto

Vocé acabou de criar o ponto A.

Escolha agora a ferramenta dé  * um clique sobre o ponto 1 ¢ outro clique em
Reta

um otttro local da janela do App.

Vocé acabou de criar a reta que passa pelos pontos A e 5.

pontos A e, e a reta que passa pelos

areta que
pontos A eD.

do

Agora

Escolhaagoraaferamenta +
Poligono

pontos A e 12, onde vocé criard o ponto f7, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos -

A e C, onde vocé criard o ponto F, um cligue sobre  reta que fo detenminada pelos pontos A € D,

dlé umn clicue sobre a reta que fol determinadia pelos

Ponto

ponto determinado por este procedimento seré o ponto H

Agora varmos construir urma reta paratela a reta que passa pelos ponitos I e I
& que passa pelo ponto I{

Para esta criagéo vamos Lsar a ferramenta "Retas Paralelas, para encontré-la no menu lateral

clique napalavra paraexibir De posse

x

)

»

B

)

"

onde vocé criard o ponto G, para finalizar a construgdo do triéngulo clique sobre o ponto [. e :
Escolha agora a fenumentn " eclique sobre os pentes [ e I, e em seguida escolha o e
Rela 3
ferramenta & de um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos d e 1.0 3
)

|

)

¥

A

v

)

'

)

Reta Pl 2

clique sobre a reta que passa pelos pontos £ e F e em seguida sobre o ponto /1. y
f

Seleclone « ferramenta  Intersegio o e depols clique sobre a retar que contém os ponto e £ ¢
depois sobre a Gitima reta criada, @ que contem o porto H e & paralela a reta que passa pelos”:
pontos 7 e . Este ponto ser denominado como ponto /.

Verso

T e T

- para iso escollir a ferramentca

Vamos crior agora o segundo triéngulo.

Wil

. Escolha agora a ferramenta

dé um clicue sobre o ponto /1, um clicue sobre o ponto I,
Poligono
um dlique sobre a reta que foi determinada pelos pontos A e 1), onde vocé ¢riaré o ponto f, pam
finclizar o construgdo dlo tricngulo clique sobre o ponto H.

Obser A qualquer momento vocé poderd alterar 0 200m, ou QLT U CONSEIUSGo,

" clique e anmaste sua construsdo, caso necessdirio.

Para atterar o z0om, role o scroll do mouse quando estiver usando o computador ou utilize o

de ping j °

X

Retz

Escolha agora a ferramenta @ clique sobre os pontes I @ (5, e em seguida, ainda de posse

da mesma femamenta, clique sobre os pontos / e /.

Note que as retas

“
)
!
=)
>
a
’
¥
o
3
)
o

Para isso pode ser pecessdirio que
amxteLlouIc«bmlmanem queopantvl(ﬂque visivel na janela de

esegas e cliaue sobre as duas retas geradcs, o ponto de
Do Ot

Interseccéio seré o ponto K.

Selecione a ferramenta

4 repetiros [Xe X para os outros fados dos tridmaulos. ]

X

X,

Escolha agora aferramenta e dlique sobre s pontos G ¢ £, ¢ em seguida, ainda de posse -y

damesma femamenta, cique sobre os pontos ] & H. v

Para marcar o ponto de intersecso vamos wiar o ferramenta  Interseciode . Cliue sobre as

duas retas geradas, o ponto de intersecs@o serd o ponto L.

Escolha por fim a ferramenta .~ . clique sobre os pontos K e /..

Reta

A reta gerada que passa pelos pontos K e L é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).

Note que néo é possivel determinar um terceiro ponto "M
uma vez que os segmentos H1 e EF sdo paralelos,
quando isto acontece dizemos que o ponto M estd no infinito.

O segmento 1] e o segmento :I" séo pardlelos.

Para cormesar @ construio vams criar o ponto que serd o Centro da Perpoctiva
(Ponto de Fugo),

Ppartir a

T
Escolha a ferramenta no * menu lateral e dé um dlique na janela do App.

Ponto

Vocé acabou de criar o ponto A. ]

Escolha agora a ferramenta dé -~ um clique sobre o ponto 1 ¢ outro cligue em
Reta

umoutro local da janela do App.

Vocé acabou de criar a reta que pasia pelos pontos A e 5.

clique e arraste sua construgéo, caso necessdrio.

Mower

z00m, rofe o scroll ou utilize

de pinges caso estejar usando o Smartphone.

e que passa pelo ponto

4, construir uma pelos pontos I e (;

Selacione a ferramenta cligue sobre o segmento determinado pelos pontos f: ¢ G

L3 ——

& em seguida sobre o ponto /.

Seleclone a ferramenta & depois clique sobre a reta que contém os ponto e D e

Intersecto e
Ui Objetos 3
depols sobre a Gltima reta criada, @ que contem o ponto / e é paralela o reta que passa pelos” H
ponttos /' e (i Este ponto seré denominado como ponto /.

Repita este procedimento para criar a reta que passa pelos pontos A e ., e a reta que
pontosA eD.

o prinek

Agora tricngudo.

Escohaogoraaferamenta  *© dé um clique sobre a reta que fol determinada pelos

Paligoro )
pontos A e 11, onde vocé criard o ponto 7, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos.
A e C, onde vocé criard o ponto F, um cligiue sobre a reta que foi detemminada pelos pontos A e l), »
ende vocé eriard o ponto (5, para finalizar a comstrugéo do triéngulo dlique sobre o ponto .

Escolha agora a ferramenta * e clique sobre of pontos e I,
Rela
Selecione a feramenta  *
Ponto

A e B.O ponto determinado por este procedimento serG o ponto /1

e de um dlique sobre a reta que foi determinada pelos pontos

Agora varmos construir uma reta paralela a reta que passa pelos pontos I e I
& que passa pelo ponto Il

Para esta criagtio vamos Lsar a ferramenta "Retas Paralelos”, para encontré-la no menu lateral
vAIS

clique napalavra paraexibir De posse

Rl Parabls

i b ida sob

it
“
X
8
o
)
o
)
»
"
v
.
.
!
)
o
areta que pasia pelos pontos £ @ F e em seg: o ponto /] ,
3

Selecione « ferramenta mmmn e e depols clique sobre a reta que contém os ponto 1 e C ¢y
Doi

s Objetos.

o
depois sobre a ditima reta criada, @ que contem o ponto H e & paralela o reta que passa pelos s
pontos 7 e 7. Este ponto seré denominado como ponto /.

O segmento 111 e o segmento :I" séo paraletos.

Para formalizar a construcéo, vamos construir a Gitima paralela,

mesmo ndo

Selecione a ferramenta =
Rata Barles

e em seguida sobre o ponto /.

clique sobre o seguimento determinado pelos pontos (i e £+

Note que j6 & possh imdo poligono, agora vamos explicite

Escolhaogoraafemamenta
Poligono
1, um clique sobre o ponto J, para finalizar @ construcgo do tridngulo clique sobre o ponto /1.

4 dé um clique sobre o ponto /1, um clique sobre o ponto -

Note que ndo é possivel determinar de interseéo dos lados dos trisngulos,
visto que eles 6o paralelos,
quando isto acontece dizemos que estes pontos est&o no infinito.

Logo néo é possivel o Eixo da Per (Linha do
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Obs.: Caso seja observada alguma dificuldade na construcdo dos casos, € possivel
visualiza-las no Geogrebra Classico (Online). Utilize o titulos a seguir para acessar cada
caso e acompanhe o passo-a-passo pela ferramenta “Protocolo de Constru¢dao”, como

pode ser visualizado na imagem a ser.

L el : e
X

Fechar

Calculo Simbdlico (CAS)
Janela de Visualizacéo 2
Janela de Visualizacdo 3D
Planilha

Calculadora de Probabilidades

EPTEe&

Protocolo de Construcio

L w w v w w

Localizagdo da ferramenta Protocolo de Construcdo no Geogebra Classico

Fonte: https://www.geogebra.org/classic. Acessado em: 20 fev. 2024

G1 - Caso Base

Acesse em: https://www.geogebra.org/classic/gxejaszd

G2 — Caso em que as retas que determinam os vértices dos triangulos sdo

Acesse em: htips.//www.geogebra.org/classic/nnxfyetz

G3 - Caso em que um dos lados dos triangulos em perspectivas sdo paralelos
entre si.

Acesse em: hittps://www.geogebra.org/classic/dkbctxcx

G4 — Caso em que os trés lados dos tridngulos em perspectivas sdo paralelos
entre si.

Acesse em: https://www.geogebra.org/classic/wbe2wajm

As imagens das construgdes com réguas esquadro se encontram no Anexo VI

2 Etapa: (20 min) Hora de testar novas possibilidades e expor os trabalhos

Ao término da construgdo oriente aos grupos mover alguns pontos da construgao
e visualizar que as Leis do Teorema se mantém. Se for possivel efetue a impressdo das

construgdes dos grupos e acrescente nos murais das Atividades 1 e 2.
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Atividade 4

Construindo a perspectiva a partir de um ponto
Tempo: 50 min
Materiais: Folha branca (A3 ou A4), Barbante, Fita adesiva (crepe), lapis e
borracha

Indicacido de Aplicagao: Recomendamos a aplicagao desta atividade as turmas

do 8° e 9° ano do Ensino Fundamental.

1 Etapa: (05 min) Introducdo e motivagdo

Esta atividade consiste em uma oficina de desenho motivada por construgdes em
perspectiva a partir de um ponto. Para motivar e orientar a atividade, sugerimos apresentar
o  video “Desenho  Perspectiva com  Barbante” disponivel em

https://www.youtube.com/watch?v=Ci_VwrrlpLw, além de algumas das construgdes a

seguir, que estdo disponiveis nos anexos (Anexo VII), como exemplos.

. 1
- ¥4 B ’
- 17 B

Print’s do video “Como nunca mais erras na perpespectivas”, da Academia Brasileira de Artes
Disponivel em: https://www.facebook.com/abra.arte/videos/como-nunca-mais-errar-nas-

perspectivas/613863196246409/. Acessado em 15 fev. 2024

2 Etapa: (45 min) Desenho em Perspectiva

Distribua uma folha de papel em branco A3 ou A4 (o tamanho da folha
influenciara apenas no tamanho final do desenho, mas ndo em sua construcao), um pedago
de barbante de aproximadamente 70 cm e um pedaco de Fita Crepe.

O aluno podera optar por fazer seu desenho com a folha na horizontal ou na

vertical sem nenhum prejuizo para a atividade.
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Escolhida a posigdo, oriente os alunos a sinalizarem com um ponto onde eles
desejam que seja o Ponto de Fuga de seu desenho e uma linha para ser a Linha do

Horizonte. Estas escolhas influenciardo a constru¢ao do desenho.

Materiais para desenho em perspectiva a partir de um ponto.

Fonte: Foto dos autores (2024)

Agora os alunos deverdo fixar uma extremidade do barbante exatamente sobre

este pontinho utilizando a fita crepe.

Passo a passo do desenho em perspectiva a partir de um ponto.

Fonte: Foto dos autores (2024)

Passo a passo do desenho em perspectiva a partir de um ponto.

Fonte: Foto dos autores (2024)
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Passo a passo do desenho em perspectiva a partir de um ponto.

Fonte: Foto dos autores (2024)

Feita a fixa¢ao os alunos podem iniciar o desenho utilizando-se do barbante pra
tracas as linhas que determinardo a perspectiva do desenho.
Ao termino da atividade, recomendamos expor os trabalhos nos murais

juntamente com as atividades 1, 2 e 3.
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Anexo 1

Delivery of the Keys, de Pietro Perugino

Fonte: Wikimedia Commons. Disponivel em:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/archive/0/0b/20130312164026%21Perugino_Keys.jpg.
Acesso em: 31 jan. 2024
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A Ultima Ceia, de Leonardo da Vinci

Fonte: Isto E. Disponivel em: https:/istoe.com.br/wp-content/uploads/2021/05/ceia-2-1280x720-

1.jpg?x13129. Acesso em: 15 fev. 2024
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Anexo Il

Quadro A Ultima Ceia, de Leonardo da Vinci.
Fonte: Adaptacdo do autor
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Anexo 111

EIXO DA PERSPECTIVA

B0
Wi

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: Adaptagdo do autor. Disponivel em: https://i.ytimg.com/vi/SUroyN-
Y2k8/hq720.jpg?sqp=-
0aymwEhCKAFEIIDSFryq4gpAxMIARUAAAAAGAEIAADIQj0AgKID&rs=AOn4CLCOxAOcvR_Bno
-P9LaDpG71gnQ8ggAcesso em: 15 fev. 2024
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Anexo IV

Guias de Construcgdo

para o Geogebra
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Vit NN / VARV A / 4 VARY/ £ N NS NN

 GI-CASOBASE

%

V. Vo

l.  Inicie o App Geogebra(Geometria)

Geometria
>

vV VvV VY

A,

Para comegar a construgdo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva
(Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo.

V \ T2\ 'VVVVVVVYV

)

A\
\V

A

Il. Escolhaaferramenta * no menu lateral e dé um clique na janela do App.
Ponto

VoV

Vocé acabou de criar o ponto A.

_ll. Escolha agora a ferramenta é t dé um clique sobre o ponto A e outro clique em_
eta .

e W e W o e e W W e W
VARVAR f NV NV ‘\/‘} Vo V.

um outro local da janela do App.

Yala
/NS X
\

7

oo
\/

-

Vocé acabou de criar a reta que passa pelos pontos A e B.

\ e

Repita este procedimento para criar a reta que passa pelos pontos A e C, e a reta que
passa pelos pontos A e D.

VaVa
V_V

-‘

h

eV aVaVaVay,
IV NV V VY

Agora Iniciaremos a construcdo do primeiro triangulo.

. IV.  Escolha agora a ferramenta ” dé um clique sobre a reta que foi-
E Poligono
[;’ determinada pelos pontos A e B, onde vocé criard o ponto E, um clique sobre a retaj\fn
[(?' que foi determinada pelos pontos 4 e C, onde vocé criard o ponto F, um clique sobre<,

a reta que foi determinada pelos pontos A e D, onde vocé criard o ponto G, para:
finalizar a construgdo do tridngulo clique sobre o ponto E.

VVVVVYV

Para a construgdo do segundo triéngulo, procederemos de maneira similar a etapa IV,
porém clicando em pontos diferentes sobre as retas.

\ /")
V N

&
- %
| -

Escolha agora a ferramenta a dé um cligue sobre a reta que foi-

Poligono <«
determinada pelos pontos A e B, onde vocé criard o ponto H, um clique sobre a reta<
que foi determinada pelos pontos 4 e C, onde vocé criard o ponto /, um clique sobre_
a reta que foi determinada pelos pontos A e D, onde vocé criard o ponto /, para s
finalizar a construgdo do triGngulo clique sobre o ponto H.
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VoV

Obs.s A qualquer momento vocé podera alterar o zoom, ou ajustar sua construgdo,

V_V

bz

“|para isso escolha a ferramenta, clique e arraste sua construgdo, caso necessario. |

Mover

Para alterar o zoom, role o scroll do mouse quando estiver usando o computador ou
utilize o movimento de pin¢a caso esteja usando o Smartphone.

vV VV V

/
A

W eV e VeVl aVaVlalaVaVa “
V V VN / '\ \./ N\ \ /

Escolha agora a ferramenta e clique sobre os pontos E e F, e em seguidq,
Reta

o)

<

ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos H e I.

AVaVaVaVaVa

Dois Objetos

geradas, o ponto de interseccdo serd o ponto K.

b
> 2
< N icl determinack ]
> ote que as retas construidas se tocam em um determinado ponto. <]
(;l'
& & < " 3
E’»VII. Para marcar ele vamos usar a ferramenta “Intersegéio de Dois Objetos”, para-,
‘ 1ALS B -
- encontra-la no menu lateral clique na palavra MAS para exibir todas as
[lf::- 'c <1:
,:;: ferramentas. De posse da ferramenta jnerseciode clique sobre as duas retas ;

>

e -

_r

Agora vamos repetir os procedimentos VI e VIl para os outros lados dos tridngulos.

Escolha agora a ferramenta e clique sobre os pontos F e G, e em seguida,
Reta

ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos I e /.

., -

" - s . 3
Para marcar o ponto de intersecdio vamos usar a ferramenta Intersegio de Clique -,
Dois Objetos

sobre as duas retas geradas, o ponto de interseccdo serd o ponto L.

X. Escolha novamente a ferramenta e clique sobre os pontos G e E, e em
Reta

seguida, ainda de posse da mesma ferramenta , clique sobre os pontos / e H.

Para marcar o ponto de intersecio vamos usaremos novamente a ferramenta

X . Clique sobre as duas retas geradas, o ponto de intersec¢do serd o_
ponto M. '

Intersegao de

oy
l
l
J
)
oy
»
I
],
T
>y
x
x
Dois Objetos ‘

Escolha por fim a ferramenta R . clique sobre os pontos K e M.
ela

A reta gerada que passa pelos pontos K, L e M é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).
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G2 - RETAS PARALELAS

/
V.V

\“:](“/\« \
V VA

\/

l. Inicie o App Geogebra(Geometria)

<
VvV

V

/\/
V.V

/

Para comegar a construgdo vamos criar trés retas paralelas, a partir delas que faremos
toda a construgdo.

‘V‘ -\; \/ \/

VARVAR

Escolha a ferramenta

—W\/

\V /N V ‘.‘/-\

\/

criado o ponto 4, em seguida cligue em um outro ponto na janela, serd marcado o
ponto B e criada a retas que passa pelos pontos A e B.

NNV V

Agora vamos utilizar a ferramenta “Reta Paralela”, para encontrd-la no menuffj

lateral clique na palavra  MA'S  para exibir todas as ferramentas. De posse da

aVaVa

/ (\‘ /
V' V

ferramenta

\VARY/

i s . <
clique sobre areta ja criada e clique em um outro ponto nai
janela. Este ponto serd demarcado como ponto C e vote terd criado uma retcé]1
paralela a reta que passa pelos pontos A e B e que passa pelo ponto C. <

Reta Paralela

v

E:

e

Repita este procedimento para criar outra reta paralela a estas.
O novo ponto serd demarcado como ponto D e vocé terd criado uma reta paralela as
retas anteriores e que passa pelo D.

V

VA

/ ‘/ \/ ;\,/“ VVVV

/
V

\/

Agora Iniciaremos a construgcdo do primeiro trigngulo.

.-l A . .;jl
Escolha agora a ferramenta . dé um clique sobre a reta que foi

Poligono

T‘W"ﬁ""‘(—
\

VvV V V V

-

v ] V J"‘

determinada pelos pontos A e B, onde vocé criard o ponto E, um clique sobre a reta;ﬂ
que foi determinada pelo ponto C, onde vocé criard o ponto F, um clique sobre aj}J
reta que foi determinada pelo ponto D, onde vocé criaré o ponto G, para finalizar a-
construgdo do triangulo clique sobre o ponto E. -

Para a construcdo do segundo triéngulo, procederemos de maneira similar a etapa IV, |~
porém clicando em pontos diferentes sobre as retas.

AA
\ /\

o \-/

A

Escolha agora a ferramenta dé um cligue sobre a reta que foi%r
Poligono <1

<

determinada pelos pontos A e B, onde vocé criard o ponto H, um clique sobre a reta~
que foi determinada pelo C, onde vocé criard o ponto I, um clique sobre a reta que-

do trigngulo clique sobre o ponto H.

A A
/\

AANANAAANANAANAN ANAAAANAANANAAAAAAANAANANANANANANAN
A A A A A A A A A A A A A AT A AN A A AT AV AV AVAVAVAAAY

A AANAAAAAS
!

ATATATATANANAS
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Obs.s A qualquer momento vocé podera alterar o zoom, ou ajustar sua construgéo,

b2

~|para isso escolha a ferramenta, Mo;er clique e arraste sua construgdo, caso necessdrio.

A

ANANANA

\

Para alterar o zoom, role o scroll do mouse quando estiver usando o computador ou
utilize o movimento de pin¢a caso esteja usando o Smartphone.

.--..J

Escolha agora a ferramenta e clique sobre os pontos E e F, e em seguida,
Reta

A A A

et

A XA

A

ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos H e 1.

Note que as retas construidas se tocam em um determinado ponto. Para isso pode ser
necessario que arraste |, /] ou K, de tal maneira que o ponto K fique visivel na janela de
visualizagéo.

\

Intersecéo de ;
Dois Objetos clique sobre as duas retas geradas, o ponto de .

Reta

seguida, ainda de posse da mesma ferramenta, clique sobre os pontos I e J.

D
Para marcar o ponto de intersecéo vamos usar a ferramenta Intersecio de -+
Dois Objetos

sobre as duas retas geradas, o ponto de intersecgdio serd o ponto L.

- 2 ¢
Escolha novamente a ferramenta -~ e clique sobre os pontos G e E, e em.
Reta

seguida, ainda de posse da mesma ferramenta , clique sobre os pontos / e H.

x

b

N Clique sobre as duas retas geradas, o ponto de intersecgdo serd o
Dois Objetos  ponto M.

Escolha por fim a ferramenta " , clique sobre os pontos K e M.
Reta
A reta gerada que passa pelos pontos K, L e M é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).

Observe que neste caso esta visivel na construgdo o
Centro da Perspectiva (Ponto de Fuga),

quando isto acontece, dizemos que este ponto encontra-se no Infinito.
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G3 - UM DOS LADOS PARALELOS

. Inicie o App Geogebra(Geometria) é

A S
FARPA

Geometria

AN

/ N/ \/

A

Para comecar a construcdo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva
(Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo.

A A A

/

A A A

A
Il. Escolha a ferramenta no b menu lateral e dé um clique na janela do App.
Ponto

/
/

A /\

Vocé acabou de criar o ponto A.

ll. Escolha agora a ferramenta dé * um clique sobre o ponto A e outro clique em
Reta

um outro local da janela do App.

Vocé acabou de criar a reta que passa pelos pontos A e B.

e Repita este procedimento para criar a reta que passa pelos pontos A e C, e a reta que passa pelos
pontos A eD.

=] Agora Iniciaremos a construcéo do primeiro triangulo.

. .
J

. 4 = . .
Escolha agora a ferramenta v dé um clique sobre a reta que foi determinada pelos
Poligono

pontos A e B, onde vocé criaré o ponto E, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos.-
A e C, onde vocé criard o ponto F, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos 4 e D,~
onde vocé criard o ponto G, para finalizar a construgéo do triaingulo clique sobre o ponto E.

-

Escolha agora a ferramenta e clique sobre os pontos E e F, e em seguida escolha a
.A Reta
s ferramenta — e de um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos A e B. O

ponto determinado por este procedimento serd o ponto H

/N VYV

Agora vamos construir uma reta paralela a reta que passa pelos pontos E e F
e que passa pelo ponto H

VA,

/\

Y
V VY

\/ \/l \YAY,

V V V

VI. Para esta criagéio vamos usar a ferramenta “Retas Paralelas”, para encontrd-la no menu Iateral

clique na palavra MAIS para exibir todas as ferramentas. De posse da ferramenta

clique sobre a reta que passa pelos pontos E e F e em seguida sobre o ponto H.

\

_VII.  Selecione a ferramenta Intersecio de e depois clique sobre a reta que contém os ponto Ae C e
Dois Objetos

\

\“/V

depois sobre a dGltima reta criada, a que contem o ponto H e é paralela a reta que passa pelosj'
pontos E e F. Este ponto serd denominado como ponto /.

O segmentoHI e o segmento EF séo parale/os.

A
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> Vamos criar agora o segundbo trigngulo. <

> VIIl. Escolha agora a ferramenta - dé um clique sobre o ponto H, um clique sobre o ponto /,<
> Poligono 5

<

um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos A e D, onde vocé criard o ponto /, para;
finalizar a construgéio do triéingulo clique sobre o ponto H. .

A

A

A NN

Obs.s A qualquer momento vocé podera alterar o zoom, ou ajustar sua construgdo,

- N
-| para isso escolha a ferramenta clique e arraste sua construcdo, caso necessario.
Mover

Para alterar o zoom, role o scroll do mouse quando estiver usando o computador ou utilize o
movimento de pin¢a caso esteja usando o Smartphone.

et

A A

A ’,"\

A

A\

» 2
X i

IX. Escolhaagora aferramenta Reta e clique sobre os pontos I e G, e em seguida, ainda de posse

el aVaVa
VV VYV YV \/. V

ANNNNNA

da mesma ferramenta, clique sobre os pontos [ e /.

A A

Note que as retas construidas se tocam em um determinado ponto. Para isso pode ser necessario que
arraste I, ] ou K, de tal maneira que o ponto K fique visivel na janela de visualizacéo.

~

ey

Intersegdo de
Dois Objetos

interseccdio serd o ponto K.

Selecione a ferramenta clique sobre as duas retas geradas, o ponto de

Agora vamos repetir os procedimentos IX e X para os outros lados dos triangulos.

> XI. Escolhaagoraaferramenta e clique sobre os pontos G e E, e em seguida, ainda de posse
i Reta A
da mesma ferramenta, clique sobre os pontos | e H. 4

b g

Para marcar o ponto de interse¢céio vamos usar a ferramenta  Intersecdo de | Clique sobre as
Dois Objetos

duas retas geradas, o ponto de intersecgéio serd o ponto L.

Escolha por fim a ferramenta  «* , clique sobre os pontos K e L.
Reta

A reta gerada que passa pelos pontos K e L é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).

Note que néo é possivel determinar um terceiro ponto “M ”
uma vez que os segmentos HI e EF sco paralelos,
quando isto acontece dizemos que o ponto M estd no infinito.

A A A A AN
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G4 - TRES LADOS PARALELOS
. Inicie o App Geogebra(Geometria)

VaVaVaVaVaValaVlaVala
VAR I'VVVVVVYV

VoV Vo

Geometria

VAR

Para comecar a construgéo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva

Y (Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo.
=
g A
ll. Escolha a ferramenta no » menu lateral e dé um clique na janela do App.
Ponto

Vocé acabou de criar o ponto A.

NN N
V V.V V V

Escolha agora a ferramenta dé * um clique sobre o ponto A e outro clique em
Reta

rA\
\/

um outro local da janela do App.

PPN NN

=

Vocé acabou de criar a reta que passa pelos pontos A e B.

X\
M NN

-

Repita este procedimento para criar a reta que passa pelos pontos A e C, e a reta que passa pelos
pontos A eD.

=y

Agora Iniciaremos a construgdo do primeiro triangulo.

/

e VWaVaVal

/-\A
V

~ |\..  Escolha agora a ferramenta . dé um clique sobre a reta que foi determinada pelos
Poligono

pontos A e B, onde vocé criard o ponto E, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos‘.;1
A e C, onde vocé criard o ponto F, um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos 4 e D,”

onde vocé criaré o ponto G, para finalizar a construgéo do triéingulo clique sobre o ponto E. :
. = j‘l’
— V. Escolha agora a ferramenta * e clique sobre os pontos E e F. N
" M Reta :
~ V. Selecione a ferramenta . e de um clique sobre a reta que foi determinada pelos pontos _»
X

Ponto

A e B. O ponto determinado por este procedimento serd o ponto H

.:v::l:

: o

Agora vamos construir uma reta paralela a reta que passa pelos pontosE e F “y

e que passa pelo ponto H 2

x

.

—_VIl.  Para esta criagéio vamos usar a ferramenta “Retas Paralelas”, para encontré-la no menu lateral _»

; ] P

clique na palavra MAIS para exibir todas as ferramentas. De posse da ferramenta s .

b

Reta Paralela =~

clique sobre a reta que passa pelos pontos E e ' e em seguida sobre o ponto H. “y

<

D B

A P
C VIll.  Selecione a ferramenta Intersecio de e depois clique sobre a reta que contém os pontoAe C e

s Dois Objetos ¥

pontos E e F. Este ponto serd denominado como ponto /.

(o) segmento Hl eo segmento EF séo para/e/os




L 7/ SNA D\

j f Ob:.: A qua/quer momento vocé podera a/terar o zoom, ou ajustar sua con;tru;ao,

= para isso escolha a ferramenta ) clique e arraste sua constru;c“ro, caso necessario.
] Mover

_|Para alterar o zoom, role o scroll do mouse quando estiver usando o computador ou utilize 0 movimentq
de pinca caso esteja usando o Smartphone.

VAR,

NN T TN
vVVVYVYV

Agora vamos construir uma reta paralela ao segmento determinado pelos pontos F e G

E;i e que passa pelo ponto [

-

IX.  Selecione a ferramenta clique sobre o segmento determinado pelos pontos F e G
[‘ Reta Paralela

rA\
\/

e em seguida sobre o ponto /.

S
)

Dois Objetos

¥
¥

|}

\ ¥

Selecione a ferramenta |prerseciode € depois clique sobre a reta que contémos ponto AeDe »
&

X

—'w‘\vp‘»mr\
X

depois sobre a dltima reta criada, a que contem o ponto / e é paralela a reta que passa pelosff
pontos F e G. Este ponto serd denominado como ponto /.

=

LA

X\
NN NF

- \ X

~ 2
[: Para formalizar a construcdo, vamos construir a dltima paralela, o
M X
#‘ mesmo ndo sendo esta necessaria para concluir o procedimento. =0
S8 {i'[
['r Xl. Selecione a ferramenta clique sobre o seguimento determinado pelos pontos G e E ;\
= Reta Paralela ;
o

-
\/

I VaVlaval,
VVVYVV
VoV oV v

e em seguida sobre o ponto /.

Note que ja é possivel visualizar o segundo poligono, agora vamos explicita-lo

AA A A
NS '.\-\): ‘_-’, \F,

-

- A - - >
Escolha agora a ferramenta . dé um clique sobre o ponto H, um clique sobre o ponto <
Poligono

I, um clique sobre o ponto /, para finalizar a construgdio do triGingulo clique sobre o ponto H.

NN

\

Va

Note que néo é possivel determinar de interse¢éo dos lados dos triangulos,
visto que eles saGo paralelos,
quando isto acontece dizemos que estes pontos estdo no infinito.

NN NEN N N NN

F
v

Logo ndo é possivel determinar o Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).
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TAWAWAY

L

.

/7=

ﬁHﬁﬂ‘ﬂ‘HA!Alﬁ‘hﬂﬂﬂﬂhAbhbhhhhlhphhhli--hAAAAHAAAAAAA~

7 ™ ¥

'’

Ll

i

;; 'G1 - CASO BASE Q
< .
f Para comegar a construgdo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva
.F (Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo.
ij .  Marque sobre a folha um ponto ao qual chamaremos de A.
F.j; Il. Marques outros trés pontos distinto distintos de A e entre si, aos quais chamaremos
r de B, C e D.
>
‘E{: lll. Trace trés retas, cada uma delas com origem no ponto A e que passem por cada
- um dos pontos B, C e D.
>
}: Sobre cada uma das retas marque um ponto:
‘(:
}: - IV. Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto E.
=
.f V. Sobre areta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto F.
<
}‘; VI. Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto G.
>
F VII. Interligue os pontos E, F e G formando um trigngulo.
>
}(jj Vamos criar agora um segundo triGngulo seguindo as diretrizes anteriores,
- marcando pontos distintos dos anteriores.
‘l,
‘r:j VIll. Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto H.
\' IX. Sobre areta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto /.
‘ ~ X. Sobre areta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto /.
b
~~ Xl Interligue os pontos H, I e ] formando um triéngulo.
[>
a
Xll. Prolongue as retas determinadas pelos segmentos EF e HI, e na intersegdo destas
E marque o ponto K.
[l
}. “Xlll.  Prolongue as retas determinadas pelos segmentos FG e I/, e na intersecdo destas
< marque o ponto L.
ﬁ‘XIV. Prolongue as retas determinadas pelos segmentos GE e JH, e na interse¢do destas
E marque o ponto M.
>
Fﬁ:ijV. Trace a reta que interliga os pontos K, L e M
" A reta gerada no item anterior, que passa pelos pontos K, L e M é a reta que
C g determina o Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).
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G2 — RETAS PARALELAS “Gotnsto s

Para comegar a constru¢do vamos criar trés retas paralelas sobre, a partir delas que
faremos toda a construgéo.

\./\ N7 \ /
\/ \ /
V V V L~

V V V

/
—
.

Marque sobre a folha um ponto ao qual chamaremos de A.

/"\ ‘_/H‘ =\ !‘h IaWa)
/

—

—

\ / \/ \ \ / \ / /\ \/
VVV VYV YV VY

laVWa
vV V V
< <

Em seguida marque um outro ponto, distinto de A, ao qual o chamaremos de B

Trace a reta determinada pelos ponto 4 e B.

<

Marque agora um ponto C, fora da reta desenhada anteriormente.
Trace a reta paralela ao seguimento AB e que passa por C.

\

)

Marque um ponto D fora das retas anteriores.

<

Trace a reta paralela ao seguimento AB e que passa por D.

W aWa

. AN PN \ /
4‘/ V V \ / \

VV A\

-

EVaVaVaVaVaVaVaV:

NN
/
—
B

Sobre cada uma das retas marque um ponto:

% =

Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto E.
Sobre a reta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto F.

[ \/ \ /
VV VYV

x

Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto G.

v

Interligue os pontos E, F e G formando um triGngulo.

e
VV

VaWala
\VAYAVAVAVAVAVYAY,
vV VoV VY v [V

Vamos criar agora um segundo triingulo seguindo as mesmas diretrizes e marcando

\ A\ /
\/

pontos distintos dos j&@ marcados

Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto H.

Sobre a reta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto /.
. Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto /.

WVl Wa
\V“ \\/’ \\,‘ \\/
X
< Z

Interligue os pontos H, I e ] formando um triangulo.

P\/
s \'4

. Prolongue as retas determinadas pelos segmentos EF e HI, e na intersegéo destas

\ /= =\
'AVAY;

marque o ponto K.
XVII. Prolongue as retas determinadas pelos segmentos FG e I/, e na intersegdo destas
marque o ponto L.

,';XVIII. Prolongue as retas determinadas pelos segmentos GE e JH, e na intersegdio destas

marque o ponto M.
XIX Trace a reta que interliga os pontos K, L e M.

A reta gerada que passa pelos pontos K, L e M é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).

Observe que neste caso esta visivel na construg@o o
Centro da Perspectiva (Ponto de Fuga),
quandbo isto acontece, dizemos que este ponto encontra-se no Infinito.
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VAVAVAVAAVAVVVVAVAVAVAVAVAVAVVVAVAVAVAVVA VAV VAVAVAVAVAVR VAV ﬁ-ﬁ'ff

\ A/ ;“‘—f‘* A\ "‘\

I\ \/ \/
V_V_V Vv

Para comegar a construgdo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva .
(Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo. <

YaVaVaVaVaVaVaY.
V V.V V V V V
—
— —
. .

LY 20 W
\VARY
—

=

—

b

Marque sobre a folha um ponto ao qual chamaremos de A.

Marques outros trés pontos distinto distintos de A e entre si, aos quais chamaremos
deB,CeD.
Trace trés retas, cada uma delas com origem no ponto A e que passem por cada

um dos pontos B, C e D.

VaVaVaVal /7-
vV V ¥V

W

V_\V

Sobre cada uma das retas marque um ponto:

C
<
o V.
<
= Ve
< VI

\

-

v

Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto E.
Sobre a reta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto F.
Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto G.

Interligue os pontos E, F e G formando um tridngulo.

Agora realizaremos a construcdo de um segundo triGngulo:

<

«-\, \V V-‘\/ \/'\ "v"-\v‘/ ‘.‘V‘/‘\\, \
X X poe -—
=X X =

XL N
v v

Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto H, diferente de E
Trace a reta que é paralela ao segmento EF e passa pelo ponto H.

Na intersegdo desta reta com a reta descrita pelos pontos A e C, marque o ponto /.
Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto /, diferente de G

A A A A A A A A A A A A A A A AA AA A A A A A A A AN AN A A
AANAAAANANAAANANANAA N\ / WAWAWA LA I o IX K o N A/ AN
AVAVAWAW) / \ \ / N\ / INNIN NN TN WAWAWAWAWA

A
__LL'_

-

A
/\
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Interligue os pontos H, I e ] formando um triGngulo.

A /\\ A/
S AANY,
WA

Prolongue as retas determinadas pelos segmentos FG e I/, e na intersegdo destas
marque o ponto K.

Prolongue as retas determinadas pelos segmentos GE e JH, e na intersegdo destas
marque o ponto L.

Trace a reta que interliga os pontos K e L.

A reta gerada que passa pelos pontos K e L é a reta que determina o
Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).

Note que néo é possivel determinar um terceiro ponto ‘M ”
uma vez que os segmentos HI e EF sco paralelos,
quando isto acontece dizemos que o ponto M estd no infinito.
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b.4 — TRES LADOS PARALELOS  ~comtrusto comRégua

I

b

Para comegar a construgdo vamos criar o ponto que sera o Centro da Perspectiva

(Ponto de Fuga), a partir dele que faremos toda a construgdo.

R

i

Marque sobre a folha um ponto ao qual chamaremos de A.

Marques outros trés pontos distinto distintos de A e entre si, aos quais chamaremos
deB,CeD.

Trace trés retas, cada uma delas com origem no ponto A e que passem por cada

um dos pontos B, C e D.

[ v/

o

Sobre cada uma das retas marque um ponto:

'

"

“IV.  Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto E.
V. Sobre areta determinada pelos pontos A e C, marque o ponto F.
VI. Sobre a reta determinada pelos pontos A e D, marque o ponto G.
“VIIl. Interligue os pontos E, F e G formando um triéngulo.
Agora realizaremos a construcdo de um segundo triGngulo:
VIII. Sobre a reta determinada pelos pontos A e B, marque o ponto H, diferente de E
IX. Trace areta que é paralela ao segmento EF e passa pelo ponto H.
X. Naintersegdo desta reta com a reta descrita pelos pontos A e C, marque o ponto |.
Xl. Trace a reta que é paralela ao segmento FG e passa pelo ponto /.
“Xll. Na intersegdo desta reta com a reta descrita pelos pontos A e D, marque o ponto /.
~Xlll. Interligue os pontos H, I e ] formando um triéngulo.
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A KA
/vy’

-

Note que ndo é possivel determinar de intersecéo dos lados dos triangulos,
visto que eles sGo paralelos,
quando isto acontece dizemos que estes pontos estéo no infinito.

Logo ndo é possivel determinar o Eixo da Perspectiva (Linha do Horizonte).
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Anexo VI
Fotos com exemplos das Construg¢éo com Réguas Esquadro

G1 - Caso Base
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G2 = Retas Paralelas
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G3 = Um dos Lados Paralelo
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G4 - Trés lados Paralelos
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Anexo VII

Exemplos de desenhos em perspectiva

Disponivel em: https://pt.wikihow.com/Desenhar-em-Perspectiva#/Imagem: Draw-Perspective-Step-5-

Version-3.jpg. Acessado em: 15 fev. 2024
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Disponivel em: https://construcaoedesign.com/wp-content/uploads/2010/01/perspectiva-aprender-a-

desenhar-a-mao-livre.webp. Acessado em: 15 fev. 2024
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