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Resumo

Guerra, Karl Igor Martins; Romanel, Celso (orientador). Teoria da
homogeneizacao e nao linearidades na lei de Darcy: um novo olhar
sobre fluxo em solos granulares saturados. Rio de Janeiro, 2023. 206 p.
Tese de Doutorado. Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

A teoria da homogeneizagao de equacoes diferenciais tornou-se um campo
aberto de pesquisa em diversas dreas das ci€ncias exatas € mostrou-se ser
uma poderosa ferramenta para a compreensdo do comportamento global de
materiais heterogéneos. Apesar de ser conhecido que a deducgdo da lei de
Darcy através das equacgdes de Navier-Stokes ja € tema debatido hd décadas,
muitas questdes continuam em aberto, principalmente a respeito de
condigdes de contorno mais complexas, casos envolvendo fluxos
multiféasicos e técnicas de homogeneizacdo numérica. Sabe-se que a lei de
Darcy se apresenta sob forma de uma relacdo linear apenas para um
intervalo de gradiente hidraulico e que este intervalo se sobrepde ao
intervalo de fluxo laminar do fluido através dos vazios do solo. Se propoe
neste trabalho, entdao, compreender a perda de linearidade na lei de Darcy, a
partir da teoria da homogeneizacao, modificando e explorando os resultados

obtidos anteriormente na literatura.

Palavras-chave

Teoria da homogeneizagdo; equagdes de Navier-Stokes; fluxo em meios

porosos; lei de Darcy; anélise numérica.
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Abstract

Guerra, Karl Igor Martins; Romanel, Celso (advisor). Homogenization
theory and nonlinearities in the Darcy’s law: a new look at flow through
particulate saturated soils. Rio de Janeiro, 2023. 206 p. Tese de
Doutorado. Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia
Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

The theory of homogenization of differential equations has become an open
field of research in several areas of the exact sciences and has proved to be
a powerful tool for understanding the global behavior of heterogeneous
materials. Despite knowing that the deduction of Darcy's law through the
Navier-Stokes equations has been debated for decades, many questions
remain open, mainly regarding more complex boundary conditions, cases
involving multiphase flows and the numerical homogenization techniques.
It is known that Darcy's law is presented in the form of a linear relationship
only for a range of hydraulic gradient that overlaps the range of laminar flow
of fluids through soil voids. Therefore, it is proposed in this work to
understand the loss of linearity in Darcy's law, based on the theory of
homogenization, modifying and exploring the limit results obtained in the

literature.

Keywords
Homogenization theory; Navier-Stokes equations; flow in porous media;

Darcy’s law; numerical analysis.
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“(...) alias, toda ciéncia seria supérflua se houvesse
coincidéncia imediata entre a aparéncia e a
esséncia das coisas (...)"

Marx, K.
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1. Introducao

A literatura em torno dos problemas de fluxo é extensa, porém concentrada
no estudo de fluxos laminares. A formulagao da lei de Darcy, semi-empirica,
é coerente e matematicamente verossimil, trazendo assim resultados de
relevante acuracia na previsdo do comportamento de lencéis freaticos,
pocos, percolacdo através de barragens de terra entre outras aplicacées
da engenharia geotécnica. Esta boa aproximagdo é consequéncia da
homogeneidade adotada para o elemento de solo, transformando-o em um
meio continuo com propriedades de permeabilidade condensadas em um

unico parametro que da a magnitude do fenémeno considerado linear.

Apos Darcy, principalmente no inicio do século XX, pesquisadores como
Forchheimer e Kochina trouxeram a tona o surgimento de uma relacéao nao
linear entre o gradiente hidraulico e a velocidade de fluxo, conceito a ser
formalmente definido neste trabalho. O que se deve ressaltar aqui € que a
lei de Darcy perde seu carater linear a partir de um certo gradiente
hidraulico, quantidade que é diretamente proporcional ao gradiente de
pressao do fluido. Torna-se, entretanto, natural questionar sobre a natureza
desta ndo linearidade e explorar suas consequéncias no padrdo de fluxo.
Ao admitir que a nao linearidade é relativa a um gradiente hidraulico critico
e que o gradiente de pressdo é dependente do dominio onde esta sendo
avaliado, e conhecendo que o fluxo ndo ocorre através das particulas
sélidas, mas sim por entre os poros do material, a hipétese de um estudo
na escala de poros se faz portanto valida. Com os resultados das
simulagcbes na escala de poros implementada, um processo de
homogeneizacdo das equacdes diferenciais serd apresentado para que 0s
mesmos objetos matematicos sejam capturados em uma escala maior, em
problemas reais de geotecnia, demonstrando que alguns aspectos dos

fluxos instaveis sdo invariantes em relagao a escala de tempo e espaco.
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Pelos argumentos apresentados, sugere-se uma analise matematica dos
possiveis mecanismos e gatilhos desta nao linearidade que serdo mais
tarde associados a uma perda de estabilidade hidrodindmica e uma
possivel transicdo para o regime turbulento. Para capturar
matematicamente estes fenémenos, um estudo rigoroso sobre as
equacgbes diferenciais que regem o problema de fluxo sera feito neste
trabalho. Nao somente as equacdes diferenciais serdo estudadas, mas
também a construgdo de meétodos numeéricos capazes de explorar o
comportamento do fluido em um dominio tortuoso e localmente
descontinuo como o solo. O desenvolvimento do trabalho utilizara
argumentos da andlise funcional, topologia geral, sistemas dindmicos e da
teoria moderna das equacgoOes diferenciais para embasar as simulagoes
realizadas pelo método dos elementos finitos. Reforca-se aqui que este
trabalho possui um anexo referente as ferramentas de analise funcional e
topologia geral que seréo exploradas ao longo da tese. Caso haja qualquer
lacuna de compreensao, o leitor é convidado a consultar o anexo ou textos

referenciados.

1.1.0rganizacao da tese

O presente capitulo expbée a motivacdo da pesquisa e sua
contextualizacéo, que pode ser dividida em trés grandes partes: a primeira
delas contempla a revisdo bibliografica do tema e apresenta o
embasamento tedrico do problema a ser tratado, enquanto que na segunda
parte € desenvolvida a solugdo proposta pelo autor. A terceira parte &
formada pelos apéndices matematicos e as referéncias bibliograficas
citadas no decorrer do texto.

O capitulo 2 discute os fundamentos da teoria da homogeneizagao de
equacdes diferenciais parciais, enquanto que no capitulo 3 as equacoes de
Navier-Stokes sao apresentadas e enfraquecidas para a forma variacional.
O capitulo 4 aborda as formas de instabilidade de fluxo e transigéo para o
regime turbulento enquanto que o capitulo 5 aborda conceitos de fluxo em

meios porosos.
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A solucado desenvolvida pelo autor é detalhada no capitulo 6, e os
fundamentos da nova técnica de homogeneizagéo, assim como um simples
modelo de previsdo da condutividade hidraulica de solos, sdo discutidos
nos capitulos 7 e 8. O capitulo 9 é dedicado a comparagdes com resultados
de fluxo em solo obtidos em ensaios de laboratério, para validar o modelo

proposto, e o capitulo 10 apresenta as principais conclusdes da pesquisa.
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2. Teoria da homogeneizagcdao de equacodoes diferenciais
parciais

2.1. Motivacao para a teoria da homogeneizacao.

Apesar da ampla literatura desenvolvida dentro da grande area da
dindmica dos fluidos e do atual dominio sobre as equacdes de Navier-
Stokes compressiveis (NSC) ou incompressiveis (NSI), conhece-se
também as limitagbes técnicas de resolvé-las em dominios complexos. As
simulacbées numéricas diretas das equagdes NSI em meios porosos
hipotéticos na escala de poro tem permitiu que pesquisadores
encontrassem relagdes fundamentais entre as propriedades do fluxo em
relacdo a estrutura porosa pela qual o fluido escoa. Entretanto, este tipo de
abordagem traz algumas severas limitagdes. A primeira é que a geometria
do espaco poroso em escala microscopica é dificilmente conhecida. A
segunda é que este tipo de simulacdo nao permite que conclusdes possam
ser tiradas a respeito do fluxo em macigcos de maior escala compostos pelo
mesmo material, ao menos nao diretamente. Para que estas propriedades
do fluxo em escala microscépica sejam utilizadas em problemas na escala
real de problemas geotécnicos, algum tipo de média deve ser utilizado
(Lazarov, 2013).

A homogeneizacdo das equacdes diferenciais é um rigoroso método
matematico que resulta em propriedades médias dos componentes que
integram o problema fisico. Apesar de ter-se utilizado neste paragrafo a
palavra “média”, a homogeneizagao implica em propriedades mais fortes e
precisas do que uma meédia aritmética ou geométrica. A fisica e mecanica
dos meios porosos tem sido a alavanca tedrica dos estudos sobre os
fundamentos da teoria da homogeneizacado, uma vez que 0 meio poroso &
caracterizado como algo heterogéneo e randémico em sua estrutura.
Equacdes diferenciais aplicadas a meios heterogéneos e randémicos
tendem a evoluir em diferentes niveis de escala (Quintard e Whitaker,
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2005). Considere por exemplo o classico exemplo do fluxo em solos onde,
em uma escala macroscopica, para baixas velocidades e condi¢Oes ideais,
modela-se o fluxo pela lei de Darcy, com um coeficiente de permeabilidade
aplicado diretamente ao gradiente hidraulico.

Na mais avangada das formas da lei de Darcy, alguns geotécnicos
consideram a permeabilidade como um tensor para que a permeabilidade
do meio seja considerada dependente da direcdo. Na realidade, toda
informacgao relativa as complexas interagdes do fluido com as paredes
sélidas irregulares é extremamente complexa, sendo condensada em uma
Unica matriz com valores numéricos aproximados. Ou seja, na escala
microscépica se recomendaria utilizar as equagdes NSI com rigorosas
condicbes de contorno, mas na escala macroscépica, a lei de Darcy
satisfaz o problema. Outro aspecto relacionado com o comportamento de
solos, é a resisténcia ao cisalhamento de materiais granulares. E conhecido
que o coeficiente de atrito existente entre os graos de solo individualmente,
em escala microscépica, ndo condiz com o coeficiente de atrito
determinado pelo critério de Mohr-Coulomb em escala macroscopica que
considera o solo como um meio continuo e homogéneo. Estes fenbmenos
que evoluem diferentemente a depender da escala, evoluem também ao
mesmo tempo; proceder uma mudanca de escala de maneira
matematicamente rigorosa € o0 principal objetivo da teoria da
homogeneizagao.

2.2.Representacao de uma equacao em duas escalas e descricao
matematica de um meio poroso.

2.2.1.Caracterizacao dos tipos de heterogeneidade e aleatoriedade de
um dominio fisico e matematico.

Seja um meio aparentemente continuo em grande escala, mas que
seja heterogéneo e randdémico em uma escala arbitrariamente pequena.
Assume-se que ao avaliar uma propriedade do meio em escala muito
pequena, esta propriedade varia significativamente de ponto a ponto, mas,
com o aumento gradual da escala, o valor da propriedade pode estabilizar
ou variar de uma amplitude tdo pequena quanto se deseje. Diz-se entao
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que esta escala para a qual a propriedade desejada cessa de variar seja
representativa de todo o volume onde ela esta inserida. Ou seja, a
propriedade estudada varia dentro desta escala pois o efeito microscopico
ainda impacta nas medi¢cdes macroscopicas, mas além deste volume, a
propriedade evolui somente de maneira macroscépica. E comum na
literatura encontrar o termo REV (Reference Elemetary Volume) para definir
este volume, mas neste trabalho busca-se diferenciar o REV da escala
representativa do material encontrada pela teoria da homogeneizagao
(Bear, 1985; Allaire, 2010).

Considere por exemplo a analise da porosidade de um solo. Suponha
que uma amostra cilindrica possua 1 metro de comprimento. Corta-se a
amostra em corpos de prova menores de 1, 5, 10, 15, 30 e 39 cm. A partir
de um porosimetro de mercurio obtém-se os seguintes resultados (Tab. 1)

para cada corpo de prova:

Tabela 1. Porosidade em fun¢do do comprimento da amostra (Autor,

2020)
Comprimento Porosidade (¢)
do corpo de prova (cm)
1 0,9
5 0,4
10 0,76
15 0,54
30 0,6
39 0,6

Graficamente a tabela apresenta-se como:
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Figura 1. Representacdo grafica da variagdo da porosidade em
funcdo do comprimento do corpo de prova (Autor, 2020).

Duas importantes informagdes sdo entao evidenciadas: a variagao da
propriedade em uma escala muito pequena tende a ser oscilatéria e a
porosidade efetiva é atingida para corpos de prova com comprimento acima
de 30 cm.

Considere um macic¢o de solo a ser estudado tal que uma das suas
dimensdes, apenas para exemplo, seja de 10 m. Com base nos resultados

da Tabela 1 e da Figura 1, duas possibilidades emergem:

a) Admitir que 30 cm séo representativos e cobrir toda a superficie do
maci¢o com estes mesmos “recortes” de 30 cm. Desta maneira, diz-
se que as propriedades em escala microscépica séo periddicas com
periodo T = 30 cm.

b) Admitir que outros REVs podem ser encontrados e, por andlises
estatisticas mais complexas, determinar diversos REVs que cobrirdo
todo o volume do macico, ndo obtendo assim uma estrutura

periodica.

Seja este volume representativo uma célula de dimensio %, isto &,
para o caso unidimensional apresentado acima ¢ =0,30m e d =1. No
caso bidimensional, estas células que irdo compor o volume do dominio

maior podem ser representadas como na Figura 2 (Allaire, 2010).
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Q

Figura 2. Representacao de um dominio Q divido em células

periodicas de dimensao €. (Allaire, 2010).

Dentro de cada célula, as solu¢des das equagdes diferenciais que
regem o problema estudado oscilam devido a sua evolugao em duas
escalas simultaneamente. E provavel que ndo exista uma solugéo analitica
de forma fechada para tal problema e, numericamente, 0 custo
computacional para simular inimeros dominios pequenos e heterogéneos
seria muito grande além da possibilidade de ndo convergéncia da solugéo
(Allaire, 2010; Quintard e Whitaker, 2005). Propbe-se entdo que, caso
consiga-se homogeneizar uma destas células, o comportamento
macroscopico dos fenémenos pode ser aproximado com maior fidelidade

em relacdo as observagdes de laboratorio.

2.2.2.Descricao matematica da célula representativa.

Volta-se a atencdo para uma unica célula representativa genérica. O
interior desta célula é composto pelos varios materiais que compode o meio
heterogéneo macroscopico. No caso de solos e rochas, o interior da célula

representativa € composto por um dominio sélido e um outro dominio

preenchido por fluido ou vazio.
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Pela simplicidade, assuma que o tamanho na célula seja unitario, tal
que seu dominio matematico seja posto como Y =]0;1[, onde Y c Q, ou
seja, um espaco aberto em Q. Seja Y composto por dois subdominios Y
para a parte solida e Yz para a parte fluida, considerando que o0 meio poroso
esteja saturado. Seja ¥ o feixo de Y. Como Y é um espaco aberto, Y5 é um
subespaco fechado de Y. Por consequéncia, Yz = Y\Ys. Esta relacao de
complementariedade sera mais profundamente debatida ao longo do
subtema. Realiza-se uma repeticao periddica de Y; ao longo de todo
R" para n = 2,3 tal que se obtenha {¥{',YZ, ..., Y¥}. A repeticdo periddica
pode ser escrita rigorosamente como Y¥ = Y; + k , k € I = Z™. A partir das
k células periédicas obtidas, subespacos de Y, um conjunto pode ser
construido pela unido destas células como Eg =U,¢m Y¥ e logo, a unido de
finitos conjuntos ou espacos fechados é também um espaco fechado.
Afirma-se entdo que Es é um subespaco fechado de R™ permitindo assim
que seja rapidamente deduzido Er = R™\E; pela mesma relagdo de
complementariedade citada acima. Os dois subespagos gerados possuem
as seguintes caracteristicas (Mikelic, 1999):

i) Y € um espago aberto, conexo, de medida (no sentido
topolégico) estritamente positiva, com fronteiras Lipschitz-
continuas e Ys possui também medida estritamente positiva em

Y.

ii) Er e o interior do espaco Es s&o conjuntos abertos com fronteiras
de classe ao menos C! (diferenciavel até a primeira derivada) que
existem somente em um unico lado de suas fronteiras (néo é

possivel ter agua por fora e por dentro do gréo).

iii) Er é conexo.

Tem-se definido a malha regular e periédica que cobre todo o dominio
Q c R™. Seja cada uma das células unitarias de dimensdo ¢ nomeadas
como Y ,1 <i < N(¢) onde N(¢) € o numero de células necessarias para

cobrir Q. Seja entdo Y uma célula padrdo, ou célula-mestre, jargédo
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frequentemente utilizado em andlise numérica. Cada célula Y é dita
homeomorfica a Y por homeomorfismo linear Pf composto de translagdo

rigida e homotetia de razao 1/¢. Isto é:
V=P, Y = PUAY) 2.1)

Definicao (Homeomorfismo): Uma fungdo ou aplicagédo T:A - B

entre dois espacos topologicos € um homeomorfismo se:
i) T é uma bijecdo (um para um).
ii) T é continua.

iii) O inverso de T, ou seja T™1, é continua e logo, T se caracteriza

como um mapa aberto.

Definicao (Homotetia): Uma relagao entre dois objetos matematicos,
ou dois espacos topoldgicos, € caracterizada como homotetia se tal objeto
for ampliado ou contraido sem mudancga de forma e com referéncia em um

ponto fixo no espago. A relagdo de homotetia é continua e afim com

coeficiente 4 = 0.

Em busca de um pouco mais de formalismo, visto que o conjunto de

subespagos Y5, e Yz, € finito, para valores de ¢ >0 e arbitrariamente

pequenos, existe o conjunto:
K={kel"=17"Y¢ cqj (2.2)

Finalmente, a estrutura do meio poroso pode ser descrita
topologicamente como:

0, = U YE .,  $£=00.,, Qf=0\0,=QnNEs (2.3)

k€K
Onde relagbes secundarias a respeito das fronteiras podem ser
obtidas tal qual 0Qf = 0Q U S¢. O subespaco S¢ representa a parte sélida

do meio poroso definido por Q e Qf representa a parte fluida deste mesmo
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meio poroso. Suponha por simplicidade que o tamanho do dominio maior
seja L e que cada célula tenha tamanho €. Assume-se entdo que % EN.A

partir de uma adaptacdo da desigualdade de Poincaré, define-se
formalmente a aleatoriedade de um subespaco ou subdominio de um meio

POroso.

Definicao (Aleatoriedade de um subespaco): Diz-se que um dominio
poroso Ex(Q) é randdmico se nele existe uma variavel randémica A(Q) > 0
tal que M{h~1} < 4 e:

RTGIDNO)I2 dy < f Vo2 dy Vo € CP(En()  (2.4)
Rn Rn

Onde T é um operador representativo de um sistema dinamico n-
dimensional que descreve a estrutura randémica. O termo h(T(y)Q) pode
ser lido como uma variavel (que pode ser uma funcao devido ao espacgo
onde habita) que toma valores do mapeamento de Q) pelo operador T como
argumento. A funcdo ¢ = @(y) atua como um mollifier na estrutura do
funcional descrito por (2.4). Para exemplificar, suponha uma estrutura
porosa periodica. Recupera-se entdo os valores Q =Y ja que a estrutura
seria Y-periddica. A variavel de medida (topoldgica e probabilistica) du =
dy é o operador T dado por T(y)Q pode ser facilmente representado pela
transformacgéo (y + Q) mod 1, isto é, uma transformacédo entre espacos de
equivaléncia (espagos quocientes) tal que y,Q € E,a,f € Ke a(y + Q) +
p=z€eEtalquez—Q,z—y € E,. De maneira simples, o operador T age

como uma simples translacéo e amplificacdo do argumento que ele toma.

2.2.3.Homogeneizagago como um problema de sequéncias
convergentes em um dado subespaco.

Seja um problema matematico definido por uma equagao diferencial
em um dominio Q ndo homogéneo, com heterogeneidade periédica em
células unitarias previamente descritas. Para fins de garantir a simplicidade
da explicagao, considere o problema unidimensional e eliptico tal que:
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d <A du) = Q (2.5.a)
AT = f, em 5.a
U =1usq, em 0{) (2.5.b)

A notagéo do problema (2.5.a — 2.5.b) ndo garante que se entenda a
heterogeneidade do meio Q. Se A for uma fungcdo que armazene em seu
nucleo as informacdes sobre a geometria e propriedades fundamentais do
meio, entdo esta fungao deve ser reescrita. Considere que a solucao u =
u(x) evolua em duas escalas, a micro e a macro, simultaneamente. Para
que haja coeréncia, a funcido Atambém deve ser composta de informacdes
provenientes das duas escalas. A escala macroscépica pode ser posta para
evoluir em fungéo de x tal qual comumente utilizado. Considerando que a
escala micro consiste em dividir a escala macro em pedacos menores de
dimensao &, pode-se dizer que a existe uma escala micro dada pory = x/«.
A notacdo que serd utilizada a partir de agora para quantidades e
coeficientes variaveis que evoluem em duas escalas sera u, (xf) ou
simplesmente u,(x,y) onde y nao indica uma diregdo ortogonal a x mas
uma subescala de x (Allaire, 2010; Tartar, 2010). Na literatura € comum

encontrar estas escalas descritas como a escala rapida e a escala lenta de
uma fung¢do. Rescrevendo o problema (2.5.a — 2.5.b):

d xy du,
—E<A (g) dx) =f, emQ (2.6.a)
U (X, y) = Ueyq » em 00 (2.6.b)

onde A (f) representa uma propriedade fortemente heterogénea que

varia em todo o dominio. Se torna ébvio entender que resolver o problema
tal como posto em (2.6.a — 2.6.b) mesmo numericamente se torna inviavel.
Busca-se entao uma forma homogeneizada das variaveis e coeficientes

para que o problema seja resolvivel.

Antes de buscar uma explicacéo formal matematica para o ansatz que
serd proposto em breve, uma rapida consideracao fisica e intuitiva do
problema pode ser posta. Suponha uma barra cilindrica de um material

heterogéneo, como por exemplo, varias pecas de madeira presas entre si
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por presilhas de ago periodicamente espacgadas e uniformes. Cada presilha
de aco tem tamanho €. A resisténcia a tracao deste material heterogéneo
dependera do comportamento simultdneo do aco e da madeira, e logo, 0
coeficiente de rigidez deveria incorporar estas duas informagdes. Suponha
agora que, de alguma maneira, este coeficiente de rigidez seja encontrado

X
&

e ele depende das duas escalas tal como A (x ) Considerando que o

tamanho das presilhas tende progressivamente a zero, o coeficiente se
tornaria apenas A*(x), uma forma homogeneizada de A, contabilizando de
alguma forma a influéncia das presilhas de aco sem que ela entre
diretamente na equacdo. Percebe-se a partir deste exemplo que
homogeneizar um problema consiste em encontrar sua forma dependente
das duas escalas e tomar o limite de uma delas até zero. Porém, ndo é
trivial encontrar esta fungéo a ser passada ao seu limite e, para este efeito,
sugere-se um ansatz, isto €, uma intuicdo sobre como tal objeto matematico
deve se parecer. O problema (54.a — 54.b) indica que a solugéo u,(x,y)
deve ser ao menos duas vezes diferenciavel. Usando os argumentos da
topologia, pode-se propor que f seja pelo menos 2-Lebesgue-continua
para que Lax-Milgram seja aplicavel ao problema e garanta-se existéncia e
unicidade das solucdes. Se f € L?, entdo u, € V onde V é um andlogo de
dimenséo infinita de um espagco de Sobolev. Estes argumentos permitem
que seja proposta uma expansdo em série de poténcias em &, a0 menos

duas vezes diferenciavel. Propde-se:

[ce)

U, (x,y) = zgiui , lEI=N (2.7)

i=0
De maneira extensa:

ue(x, ) = uo(x,y) + eus (%, y) + £%uy(x,y) + - (2.8)

O ansatz de (2.7) e (2.8) carrega uma informagao importante que
oriunda de sua prépria estrutura: u,(x, y) deve convergir para um valor u(x)
que seja finito, Lebesgue-integravel e de ao menos segunda derivada

continua para todo elemento uej(x,y) € V. No anexo, objetos com esta

caracteristica sdo mencionados. Sdo as conhecidas sequéncias de
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Cauchy, que determinam a prépria natureza do espaco onde elas habitam.
Se provado que todo uej(x, y) = U (x,y), u.(x,y) > u(x) e que A (E) -
A*(x), o espaco V pode ser considerado completo e gozara de todas as
propriedades e regularidades de um espago de Sobolev, permitindo que se
garanta a existéncia e unicidade solugdes fortes e fracas. Outro ponto
importante da expanséao (2.7) é que esta é uma série a priori convergente
e que € também oscilatéria. Este comportamento matematico oscilatorio
indica uma correlagéo fisica com o que é observado em laboratério e
apontado pela Figura 1. Uma discussao sobre convergéncia de séries na
teoria da homogeneizacéo deve ser feita.

2.2.4.Convergéncia da série de poténcias nos subespacos
randomicos.

Inicialmente, define-se de maneira formal a convergéncia em duas

escalas.

Defini¢cao (Convergéncia em duas escalas): Uma sequéncia {w,} c

LP(Q),1 < p < oo é chamada de convergente em duas escalas para um

limite w em LP(Q)), ou seja, w € LP(AXY) se Vo € Cy° (Q; C;;‘;r(Y)) exista:

Lwe(x)a (x, g) dx = fﬂ fyw(x, y)o(x,y) dydx (2.9)

Onde a integral em Y age como um operador linear na célula unitaria,
semelhante a um operador-média. O espago (- (Y) € o conjunto das
funcdes infinitamente diferenciaveis e peridédicas em Y. Uma das formas de
garantir a convergéncia das sequéncias dentro do préprio espago €
construir adequadamente o espaco de funcional no qual se deseja resolver
o problema. Uma forte ferramenta que pode ser utilizada € a reflexividade

dos espacos de Banach (Landim, 2020).

Lema (Convergéncia forte em espacos de Banach reflexivos): Seja X
um espaco de Banach, i.e, um espaco completo em respeito a sua norma.
Seja X’ 0 espacgo dual de X e suponha que X seja reflexivo. Tome {x,,} € X’
uma sequéncia que converge fracamente para um elemento x € X' e &, —»

¢ € X. Tem-se entao:
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(xm; S(m)X’,X - (x, E)X’,X ’ V{fm} cX (2-10)
Entdo x,, —» x € X' fortemente.

Este lema permite afirmar que um funcional gerado a partir de uma
sequéncia de Cauchy qualquer no espago original X' e um elemento do seu
dual X', no caso em que X € completo e reflexivo, converge de maneira
forte e densa. Logo, a aproximacao pela identidade (mollifiers) pode ser
utilizada para se buscar uma solugao fraca do problema. Aplicando o lema
da convergéncia em espacos de Banach reflexivos e sabendo que o espaco
de Sobolev é um espaco de Banach, chega-se a um outro lema.

Lema (Subsequéncias convergentes): Seja uma sequéncia

fracamente convergente {i.} < L?(Q) tal que fQ Y, du = 0 Ve que convirja

para 0. Existe uma subsequéncia de {u.} tal que:
[ et ywe a0 (211)
Q
Com os dois lemas citados acima, um importante corolario pode ser

obtido.

Corolario: As sequéncias {Vu,.} e u, convergem fortemente e sdo

relativamente compactas em Wp”‘ Q) e LP(Q), p = 2, respectivamente.

Finalmente, considere as seguintes suposicoes:

oo z
£

i) Seja um o € L, (Y) tal que o, = 0( ) e seja uma sequéncia

{w.} c LP(Q)) que converge em duas escalas em LP para um
limite weLP(QxY). Entdo o produto das expansdes o,w,

converge em duas escalas em L? () para o limite ow.

i) Seja Fum funcional continuo, linear e coercivo definido em R" e
n

seja também w € Cy° (Q; Cg‘;r(Y))

Entao:

LF(We)dx - LLF(W) dydx (2.12.a)
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j F(eVw,)dx > f f F(V,w) dydx (2.12.b)
Q oJy

Quando € = 0 e logo w,(x) = w (x E)

Com este resultado, tem-se a prova de que em um espago vetorial
devidamente construido, a expansao em duas escalas em série de poténcia
em & converge densamente no espago. Prova-se também que ao menos
sua primeira derivada converge no espaco dual do Sobolev original e que
um funcional continuo destas sequéncias também converge, validando

assim o uso do ansatz proposto em (2.7).

A prova acima, por mais que informal e com certo abuso de notagéo,
parte do fato de que as células unitarias sao periddicas em todo o dominio.
A prova pode ser generalizada para uma distribuicdo completamente

randomica das células unitarias.

2.2.5.0 caso de uma equacao diferencial eliptica unidimensional.

Considere a expansao do campo u.(x,y) tal como definido pelo

ansatz (55). Suponha também o seguinte problema diferencial:
X
V. [A (E) Vue] =f, emQ (2.13.a)

u,(x,y) =0, em 0} (2.13.b)

Tem-se entdo um tipico problema eliptico de Dirichlet. O
desenvolvimento do termo Vu, traz consequéncias importantes na teoria
da homogeneizagéo. Considere o caso unidimensional por simplicidade. O

termo se traduz como:

du, 0 (x . .
= _a(Zsul), iel=N (2.14)

i=0
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Obtendo entao:

au0+sau1+ auld_y 2%4_ Z%d_y

0x 0x Saydx ¢ d0x ¢ dy dx

+ o (2.15)

Sabendo que y =x/¢ e que dy/dx = 1/e, a equagao (2.15) se
reescreve como:
duy Jdu; Juy

2 oo
6x+86x+6y+g 6x+80y+ (2.16)

Onde identifica-se uma série de poténcias em funcdo de c«.
Generalizando (2.16) para o caso Q € R® comn = 2, a equacéo (2.13.a)

se expande em série igualmente sob a forma:

1 1
- (v, - AVug) — - [Vy - A(Vyuo + Vyuy) + V- AVyuo] —
[V  A(Vyuo + Vyuy ) + V- A(Vewy + Vyuy)] — - = f(x) (2.17)

Nota-se que a equagao (2.17) possui termos de diversas ordens de
grandeza e que podem ser separadas umas outras e passadas ao limite
onde £ = 0. Por exemplo, a equacéo de ordem 72 é:

_ 1
lim —S—Z(vy : AVuO)] =0 (2.18.a)

£-0
Logo:
(V- A(y)Vu,y) = 0 (2.18.b)

Onde que, para que (2.18.b) seja verdade, o termo u,(x, y) ndo pode
ter dependéncia em y. Entende-se entdo que u, =uy(x) =u(x) e
representa a parcela de maior escala do campo u.(x,y) ja que nao
depende diretamente de x/¢. Volta-se a atengéo agora para a equagéao de

ordem &71:
=V, - A)Vyuy =V, - A Viu(x) (2.19)

Onde agora u; (x,y) é uma incognita atuando na célula Y-periédica. E
importante perceber que existe um efeito de cascada com as ordens das
equacglbes diferenciais. A variavel em escala microscopica u,; pode ser

calculada como uma combinacao linear de V,u(x). Um sistema de
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equacbes diferenciais parciais surge da fragmentacdo da série de
poténcias encontrada e, neste sistema, y = x/¢ é a variavel do problema
enquanto x pode ser tratado como um parametro. A equacgéo de ordem £° =

1é:
—V, - A)Vyu, =V, - AV + Vi - A (Vyuy + Veu) + f(x)  (2.20)

Onde (20) é a equagdo responsavel por u,(x,y) dentro da célula
unitaria. A equagéo (2.20) possui uma particularidade. Utilizando-se da
hipbtese de que as células unitarias sao periddicas, sabe-se que uma
funcdo periddica integrada em um dominio idéntico ao seu periodo é
identicamente nula. Logo, usando a alternativa de Fredholm, um lema
sobre as integrais-média periddicas, pode-se afirmar que ao passar o
operador médio (integral em Y) nos dois lados da equacéo, o lado esquerdo
daigualdade desaparece identicamente. A consequéncia desta etapa € que
ela indicard que o lado direito devera também ter média igual a zero, ja que

(2.20) é uma igualdade. Logo:
j V), - AO)Vuy + V- A (Vyuy + Viu) + £(x)|dy =0 (2.21)
Y

Onde o primeiro termo do integrando desaparece também pois é
periddico e s6 depende de u, (x, y). O termo f (x) ndo € afetado pela integral

pois depende exclusivamente de x. Sua integral resultaria em:

1 1
f FG)dy = j FG)dy = F(x) j dy = F)1 = f(x) (2.22)

Devido a suavidade imposta nas fronteiras, permite-se a permutacéo
do operador linear da divergéncia com a integral, transformado a equagéao
(2.22) em:

~V, - < f A (Vyuy + qu)dy> =f(x), emQ (2.23)

A equagado (2.23) passa entdo a ser uma equacido dependente
somente de u0(x) = u(x) pois o préprio termo u;(x,y) pode ser expresso
como uma combinacgao linear de V,.uy(x) como demonstrado pela equagao

(2.19). A solucao da equacéo (2.19) permite que se obtenha os parametros
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homogeneizados do problema (2.18.a—2.18.b). Apesar de ser uma simples
equacado eliptica de segunda ordem, algumas ponderacdes devem ser
feitas antes de se buscar pela solugéo rigorosa do problema (Tartar, 2010;
Allaire, 2010; Quintard e Whitaker, 2005).

2.2.6. Resolugao do sistema e obtencdo dos parametros
homogeneizados.

O efeito de cascada no sistema de equagdes diferenciais que surge
da aplicacdo do ansatz na equacéao diferencial inicial, permite que duas
equacdes relacionando uy(x) e uq(x, y) que representam respectivamente
a evolucdo na escala macroscopica da quantidade estudada e a evolugao
na escala de poros, ou na escala micro (célula unitaria) da quantidade
estudada. Fisicamente, este sistema de equacdes diferenciais significam o
mapeamento entre escalas. Rearranjando a equacéao (2.19) obtém-se:

-V, - AQ)Vyu, =V, - A(y)Viu(x) = 0 (2.24.a)
Ou ainda
—V, - A (Vyuy + Vyug) = 0 (2.24.Db)

Suponha que, como ja mencionado, u;(x,y) Seja apenas uma

combinacgao linear de V,u,(x). Sendo assim, assuma:

N
W (6Y) =ty + ) Tettg, (i) (2:25)
i=1

Onde j& se considera a combinagédo linear em um espago de
dimensao finita. Seja {e;} uma base em RY tal que u,(x) possa ser escrito

como:

Uo(x) = gy + ) (e () (2:25)
i=1

Desta forma, como ja visto na teoria dos espacgos de dimenséo finita,
quando os vetores que compde a base do espaco sao independentes,
pode-se tratar o problema somente em relacdo as bases pois 0s
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coeficientes por consequéncia resolveriam o problema também. De

maneira mais rigorosa, tome por exemplo o simples problema:
9 M
—Z ui(x;) =0 (Exemplo)
0x; £
=1
Esta equacéo, pela linearidade, pode ser reescrita como:
a M
_uiz ¢i(x;)) =0 (Exemplo)
axi =

Demonstrando assim que o problema pode ser resolvido somente em
funcdo das bases do espaco vetorial, garantindo que o resultando sera
verdadeiro para qualquer coeficiente. Voltando ao problema deste

subtema, considerando arbitrariamente u,; , = u,, = 0 (pois na equagao s

0
se utiliza os gradientes e entdo os coeficientes ndo fariam diferenga na

solucao), reescreve-se a equagao (2.24.b) sob a forma:
~V,A)(V,¢; +¢€;) =0 (2.26)

Esta forma é conhecida como “problema de célula” pois é resolvido
na escala microscopica. Sendo uma equacao existente dentro da célula
unitaria e garantindo assim que as coordenadas sédo Y-periddicas. A
equacao (2.26) junto com suas condi¢cdes de contorno (implicitas quando
se trata de um problema periddico) possui solugdo e garantia de que seja
unica (Allaire, 2010). O seguinte lema garante a solugao.

Lema (Solugdo do problema na célula unitaria): Seja uma funcao f
atuando na escala microscopica tal que f = f(y). Sendo f(y) € L. (Y),
entdo uma solugdo Unica existe no espago de Hilbert Hy,, (Y) para o

problema:
—VAy)Vo(y) = f, emY (2.27.a)
y = o), Y — periddica (2.27.b)

Desde que a alternativa de Fredholm (fyf(y)dy = 0) seja verdadeira.
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Como (2.27.a — 2.27.b) tem solucdo garantida, entdo garante-se que
a combinacao linear (2.25) é valida. Substituindo agora (2.25) na equagao
(2.23), ou seja, na outra equacao gerada pelo efeito cascada, e forcando

uma condi¢éo de contorno bem-posta, chega-se ao problema:
-V, AV, uy(x) = f(x), em () (2.28.a)
u=0, em 0%} (2.28.b)

Onde o novo termo A* se expande sob a forma:
A = L[A(Y)qubj ce; + A (y)]dy (2.29)
Integrando por partes:
Aj = JY A (e +V,0;) - (e; + Vo) dy (2.30)

A matriz A;; abriga as propriedades homogeneizadas do material

X
&

heterogéneo de propriedades A ( ) E importante perceber que a matriz Aj;

nao depende do dominio Q, do termo f e tampouco das condi¢des impostas
em 0Q. Esta propriedade corrobora com a ideia de que as propriedades

intrinsecas do material ndo podem variar de problema para problema.

A expressdo das propriedades homogeneizadas foi encontrada,
entretanto, percebe-se que esta nao se apresenta sob uma forma simples.
Possivelmente, a depender da complexidade das bases e da matriz
heterogénea A(y), a equacdo (2.30) talvez ndo tenha uma solugcdo em
forma fechada, analitica. Note que a matriz esta expressa em funcéao das
bases dos termos do ansatz, que séo termos vetoriais em espagos muito
bem determinados. Sabe-se que todos os termos em (2.30) habitam
L*(Q) N H1(Q), logo, o problema (2.28.a — 228.b) assim como o sub-
problema (2.30) pode ser resolvido por métodos numéricos baseados na
analise funcional, como o método dos elementos finitos. Uma estratégia
comumente encontrada na literatura € resolver o problema (2.30) a partir
de técnicas de minimizacdo e maximizacdo de funcionais lineares,

encontrando-se assim os limites inferiores e superiores para o tensor 4;; e
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apos (2.30) resolvido, aplica-se o tensor no problema (2.28.a — 2.28.b) para
encontrar a distribuicao do campo u.(x,y) — u(x) € Q (Allaire, 2010;
Svansted e Wellander, 2006; Tartar, 1980).

2.3.0 método das energias de Luc Tartar.

O método da funcédo teste oscilante, também conhecido como o
método de Tartar, € uma elegante e poderosa técnica de homogeneizacao
de equacdes diferenciais parciais. Uma forte vantagem deste método € que
ele abrange uma enorme classe de equacbes diferenciais e ndo é
fortemente afetado pela estrutura do dominio e do seu contorno. Antes de
falar propriamente do método, propde-se um pouco de contexto histdrico

relatado pelo préprio Luc Tartar em seu livro Tartar (2010).

No final da década de 1960, precisamente em 1967, Luc Tartar se
forma na Ecole Polytéchnique e se prepara para o servico militar.
Entretanto, o presidente da Franga na época, Charles de Gaulle, decide
que o pais deveria investir massivamente em tecnologia. Tartar, entao,
volta para a carreira académica. Orientado pelo famoso matematico francés
Jacques Louis Lions, ele passa os anos de 1967 e 1968 estudando temas
aparentemente desconexos sugeridos por seu orientador. Neste periodo,
Louis Lions apenas pedia para que Tartar resolvesse pequenas questdes
em aberto na matematica, sem aparente direcdo nos estudos do seu
orientado. Em uma destas ocasioes, Tartar termina rapidamente o que |he
foi pedido por seu orientador e vai visitar um colega também pesquisador:
Francgois Murat.

Luc Tartar entdo pergunta para seu colega sobre o que este esta
pesquisando e se interessa pelo problema apresentado. Naquele
momento, ambos acreditavam que estavam descobrindo um novo campo
da matematica, mas na verdade estavam o redescobrindo, uma vez que o
problema ja havia sido abordado por Spagnolo no inicio da década de 1960.
Neste periodo de aproximacdo entre os dois, Louis Lions envia uma
questao aparentemente simples para seu orientado: minimizar uma fungao

custo, sob a forma:
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1
J@ = [ly = zaldx
0
Tal que y fosse solugéo de:

d / dy
—a<aa>+ay—f, em (0,1)

Agg i={alael*((01),a<a<p}
Com os valores y(0) e y(1) previamente fornecidos.

Tartar e Murat se debrugam entao sobre o problema e Murat encontra
um caso em que o problema n&do admite solucéo. As implicacOes desta falta
de solugao nao serao abordadas neste trabalho, mas este resultado foi o
gatilho para que se discutisse os valores aceitaveis de uma sequéncia
convergente a € 4,4. O problema, a principio puramente académico e
inocente, resultou em teoremas de convergéncia que mais tarde

culminariam na teoria da homogeneizagéo pelo método das energias.

Volta-se agora para os aspectos técnicos do método. Considere um

problema semelhante ao apresentado acima:
V- (Ay)Vu,) =f, em ()
u, =0, em 0Q) (Exemplo)

Onde f(x) € L?(Q). Pela aplicacdo do teorema de Lax-Milgram, o

problema (Exemplo) admite solugéo Unica em H:(Q) e cabe a estimativa:
el < Clifllz) (2.31)

Para C > 0 e independente de ¢. Verifica-se entado a convergéncia de
(Exemplo) numa otica variacional, utilizando-se uma funcéo teste ¢ €

H}(Q), resultando em:

j AWV (x) - Vo ()dx = f F)9(x)dx (2:32)
Q

Q
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A dificuldade que emerge € a falta de conhecimento sobre o limite do

produto de dois objetos apenas fracamente convergentes em L#(Q), isto é,
A(y) e Vug(x).

A principal ideia do método das energias proposto por Tartar é
encontrar uma funcgéo teste especifica que, gragas as suas propriedades,
faca o lado esquerdo de (81) convergir no limite £ - 0. Este tipo de
procedimento € conhecido como compacidade compensada, onde a fungao
teste garante a convergéncia do integrando mesmo que estes por Si

préprios ndo garantam convergéncia.

O tipo de funcéo teste que garante a convergéncia por compacidade

compensada foi descoberta como sendo algo sob a forma:

QL
00 = 9(0) + ) =L () i) (233)

Onde w;(y) € solucdo do problema de célula dual:
Uy @O (e + VW) =0, emY
y = w;(y), Y — perddico (2.34)

O problema é dito dual pois ele é formulado com a transposta de A e
nao com A em si. A prova de (2.33) como funcédo teste que resolve o
problema de convergéncia estd em Allaire (2010).

Note também que o método desenvolvido possui outra grande
vantagem: a auséncia de uma expansao assintética que pode gerar um
longo sistema de EDPs, que pode se tornar rapidamente um desafio
quando a EDP original € complexa o suficiente, como o caso das equagdes
de Navier-Stokes.

Desde o inicio da década de 1990, diversas outras formas de
homogeneizar uma equagao diferencial parcial foram propostas. Entre os
principais € mais relevantes trabalhos esta a proposta do método do
trabalho virtual em duas escalas, desenvolvido no LNCC (Petrépolis) pelos

pesquisadores Blanco e Feijd, cujos resultados estdo no artigo Blanco et.
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al (2016). Fora do Brasil, tem-se o trabalho da professora Patrizia Donato
(BUNOIU e DONATO, 2017), utilizando o método de desdobramento
(unfolding) que foi desenvolvido por sua orientadora, a ja citada
Cioranescu. Mais recentemente, surgiu o trabalho de Héfer (2022) sobre a
homogeneizacao das equagdes de Navier-Stokes no limite do inviscido, isto
é, levando para um limite em Euler. Apesar de ser um campo que retomou
um consideravel volume de producao apos anos adormecido, o problema
da homogeneizagdo numérica continua em aberto. E nesta perspectiva que
se orienta este trabalho.
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3. Formulagao fraca das equagoes de Navier-Stokes e as
simulagées numéricas diretas (SND)

3.1. Breve introducao as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis.

As equacdes de Navier-Stokes sdo, talvez, um dos ultimos maiores
avangos na matematica aplicada a compreenséo e previsdo de fenémenos
naturais. Nesta secéo, dedica-se algumas linhas ao entendimento de sua
formacdo e informacbes presentes na estrutura da equacdo. Seja a

segunda lei de Newton escrita em sua forma diferencial:

d
(o) = ) Fouy (3.1)

Com simples interpretacao: O somatdrio de todas as forgas externas
€ igual a variagdo temporal na quantidade de movimento da particula
material. Define-se p = p(x,t),u = u(x,t) e F.,,; = F(x,t), onde todas
estas funcbes atuam em um dominio Q €S R",n>1 e com fronteiras

suaves 01). Expandindo (3.1):
p—+u—=—f p-ndS+fV-VTddQ (3.2)
aQ Q

Onde um abuso de notacédo foi utilizado de maneira consciente. O
primeiro termo a direita do sinal de igualdade representa a presséo atuando
normal a superficie do elemento de fluido e o segundo termo uma segunda
parcela da forca externa que ainda sera explorada. Uma demonstragao
mais rigorosa e de facil entendimento pode ser encontrada em Chorin e
Marsden (1993). Suponha agora uma hip6tese em que a densidade do
fluido, p, ndo seja funcdo da posicdo ou do tempo, mas apenas uma

constante. Esta seria a hip6tese da incompressibilidade e resultaria em:
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ou
p—=—fp-ndS+fV-VTddQ (3.3)
at 20 Q

Entretanto, u = u(x,t) e deve ser expandido pela regra da cadeia,
dando origem a derivada material:

ou
p(uV-u+E)=— p-ndS+fV-VTddQ (3.4)
20 Q

Seja agora u uma funcdo solenoidal, isto €, que desaparece

identicamente em 91).

Uy =0- u-ndS=JV-udQ=0 SV-u=0 (3.5)
E1) Q

O que resulta em:

du 5
pE+pu(V-u) = =Vp+ VT, (3.6)
Finalmente, pela teoria dos tensores lineares de Cauchy, sabe-se que

T4 = 2u(Vu + vu®) e, substituindo em (3.6), chega-se a forma mais
conhecida da equagdo da quantidade de movimento para fluidos

incompressiveis:

Ju 5
pE—I—pu(V-u): —Vp + uVeu (3.7)
A equacéo (3.7) € uma equacgéao diferencial parcial hiperbdlica em
p(x,t) e u(x,t), logo, precisa-se ainda de uma equagéo escalar para que o
sistema seja ao menos resolvivel. A equacgao escalar que envolve o termo

p(x,t) € a conhecida equagado do balan¢o de massa dada por:

ap _
E‘FP(V'“) =0 (38)

Em conjunto, (3.7) e (3.8) formam as equagdes de Navier-Stokes para
fluidos incompressiveis sem influéncia de forcas de corpo. Estas equacdes
sdo, sem duvida, a principal ferramenta matematica para os experimentos
em dindmica dos fluidos computacional. Por seu rigor e generalidade, tais

equacbes permitem que fené6menos reais sejam observados puramente a
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partir de andlises matematicas (Carvalho e Valério, 2012; Chorin e Marsden
1993). Por este reconhecimento em sua robustez e confiabilidade, nos
ultimos anos, cientistas em geociéncias, engenharia de materiais e outras
areas académicas que estudam o comportamento de meios porosos
permeaveis, tém utilizado as equagdes de Navier-Stokes para simular o
comportamento do fluido em escala de poros, o0 que seria uma tarefa dificil
de ser realizada em laboratorio. Com isso, deve-se aqui uma rapida nota
sobre a incompressibilidade e a simulagao numérica em escala de poro.

E amplamente difundido nas engenharias que a agua é um fluido
incompressivel e, em larga escala e condigcdes normais, ela é. Entretanto,
em um olhar mais cuidadoso e fisico, percebe-se rapidamente que material
algum na Terra é totalmente incompressivel. A agua possui uma conhecida
deformacéo volumétrica de &, =5 x 107° para cada Ap = 100kPa. O que
se deve notar aqui € a importancia da escala na qual aplica-se as equagoes
de Navier-Stokes e o regime no qual elas estdo sendo estudadas. Este
questionamento emerge do fato que V- u ndo é absolutamente nulo pois
uadp/dt também ndo € realmente nulo. Estes termos sao apenas
negligenciados quando a escala do problema admite parcelas difusivas e
inerciais consideravelmente superiores a compressibilidade do fluido, e
logo, podem ser descartadas da equacdo sem grande influéncia no
resultado da solucdo da equacédo diferencial parcial (Chorin e Marsden,
1993; Chipot, 1984). Quando o problema simulado numericamente se
encontra na escala de poros, isto €, em um dominio Q™ = 10~°m, o efeito
da compressibilidade ndo é mais negligenciavel como é em larga escala. A
andlise deve entédo ser completada com uma rapida investigagéo no regime
das pressdes aplicadas para que se julgue se a compressibilidade fara uma
grande diferenga no resultado da simulagdo ou ndo. Por estes motivos
suscintamente abordados, recomenda-se que formas adimensionais sejam

construidas para melhor avaliagao dos efeitos de escala.
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3.2. Anadlise de existéncia e unicidade da solucao em um espaco de
dimensao infinita.

Seja a principio o problema matematico das equacdes de Navier-
Stokes incompressiveis (NSI) em sua formulagéo estacionaria com forgas

de corpo e suas devidas condi¢des de contorno:

pu(V-u) = —Vp + pAu +f, em Q (3.9.a)
V-u=0, em () (3.9.h)
Uy =0, em 9%} (3.9.¢)

O problema posto exige que o campo encontrado seja solenoidal com
condicoes de contorno de Dirchlet (homogéneas) em todo contorno do
dominio. Suponha que o dominio e sua fronteira sejam devidamente
regulares com todas as propriedades bem-postas como definido no
subtema anterior para que seja possivel afirmar que o problema todo seja
bem-posto. Suponha entao que, tal como escrito, o problema (3.9.a - 3.9.¢)
admite um par de solucéao (u,p) tal que u seja um campo vetorial € p um
escalar. As equacgdes (3.9.a — 3.9.c) expressam com clareza as exigéncias
na restricdo do espacgo vetorial de dimensao infinita onde se deve buscar
por u. Define-se:

ueV ={:|v|| <o,|[V-v| <oo,||[Av|| < 0,v5 =0,Vv €V} (3.10)

E logo u pode ser expandido de maneira unica como:

o0}

u(x) = ZC](l)] , (]51 € V,Cj ek (311)

j=1
O campo escalar p deve habitar um outro espaco de dimenséo infinita:
p(x) € Z = {y:|lyll <oo,||Vy|l <oo,Vy€ Z} (3.12)

E pode também ser expandido de maneira Unica:

co

p(x) = Z axi  X€Z,q; EK (3.13)

J=1
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3.2.1.Existéncia e unicidade do caso linearizado

Antes de generalizar a prova da existéncia para o caso néao linear,
propde-se que seja demonstrada a existéncia e unicidade de uma solugao
forte e de uma solucéo fraca para tempos limitados ou para o0 caso
estacionario. Considere o casoonde 3¢ € R,0 < ¢ K 1, tal que ||uV - uf| <

£ < V2u. As equacgOes de Navier-Stokes se tornam:

-Vp+ulu+f=0, em () (3.14.a)
V-u=0, em () (3.14.b)
Uzg =0, em 0Q (3.14.¢)

Rearranjando a equacéo (3.14.a) obtém-se:
uAhu =Vp+ f (3.15)

Onde o Laplaciano A € um operador linear auto-adjunto simétrico de
propriedades extensivamente conhecidas e ¢ € R, logo, propde se que o

seqguinte operador linear seja proposto:
ph= A: CF Q) —» L2(Q) (3.16)
Permitindo assim que (3.15) se reescreva:
Au=Vp+f (3.17)

Seja entdo um funcional F gerado a partir de (3.17) cuja solugéo
corresponde a solugdo fraca do problema (3.14.a — 3.14.c), formulado

como:
F(Aw) =F(Vp+f) (3.18)

Considere que f seja uma forga de corpo gerada por um campo
potencial, como o campo gravitacional por exemplo. Com isso, pode-se
dizer que f = VH e o lado direito da igualdade se reescreve F(Vp + VH) ou

F(V(p + H)) onde, H sendo um escalar, assume-se que p e H sejam de
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mesma classe, logo aditivos e, portanto, p + H = J, reescrevendo (3.18)

sob a forma:
F(4w) = F()) (3.19)

Seja uma solugao fraca ug habitando o espacgo vetorial de dimenséo
finita S ¢V e R" Da analise funcional, sabe-se que (3.19) pode ser

reescrita pelo teorema da representacao de Riesz como:
(Aug,v) = {J,v), Yug €S, veES, JEL*(Q) (3.20)

Sendo A um operador simétrico e auto-adjunto, o seu conjugado

formal pode ser transferido para o elemento v tal que:
(us, A*v) = (J,v) (3.21)

Onde A* nao transporta o elemento para um outro espago vetorial,
apenas o translada dentro do espaco original, sendo assim v € S, A*v —»

w € S, logo w = v arbitrariamente. Tem-se finalmente:
(us,v) = (J,v) (3.22)
Ou
a(ug,v) = (J,v) (3.23)

Onde (8.22) é um funcional linear oriundo da equacao linearizada de
NSI, podendo assim ser submetido ao teorema de Lax-Milgram e
comprovando finalmente a existéncia e unicidade e ug. A unicidade de J
também é garantida, logo por consequéncia, fe p também s&o unicamente
definidos. A solugédo ug habita um espaco ja conhecido e estudado neste

trabalho:
us € S = {u: llugll 2 < oo, [IDFusll 2 < 0, a < 1,ug,, =0} = W} (Q) (3.24)

Isto é, S € um espago de Sobolev de fungdbes compactas em Q.
(Georgescu, 1985)

Estendendo o raciocinio para o espaco de dimenséo infinita, prova-se
que o problema também possui solugéo forte. No mais, a extensdo pode
ser garantida também para casos de condi¢gdes de contorno essenciais
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(Dirichlet) ndo homogéneas, como por exemplo, uaq =g € L*(0Q)
(Rempfer, 2006)

3.2.2. Existéncia de uma solucao para o caso nao linear generalizado.

No caso nao linear generalizado, a prova de existéncia também pode
ser dada por Lax-Milgram pois, como explicado no anexo, a linearidade
exigida pelo teorema é em relacdo ao funcional e ndo ao elemento do
espaco no qual esta sendo aplicado o funcional. Isto €, na formulacdo de
Riesz a(u;v) classicamente encontrada na literatura, o ponto e virgula
separa a variavel linear da variavel linear e pode ser interpretado entdo
como um funcional cujo elemento tomado no espago seja ndo linear em
seus argumentos, mas que sua relacdo com o outro elemento é linear pois
€ um produto interno dentro de um espacgo de Hilbert. A prova do caso
generalizado ndo sera demonstrada de maneira extensa pois esta pode ser

encontrada nas referéncias deste. Seja o problema nao linear generalizado:

Ju
pa—l—pu(v-u) = —Vp +uAu+f, em Q (3.25.a)
V-u=0, emQ (3.25.b)
Uzo =0, em 0Q) (3.25.¢)
u(x,0) =u, (3.25.d)

Prop6e-se uma solucao forte dada por um funcional representativo de
(3.25.a). O método apresentado a seguir é comumente chamado de
solucao turbulenta de Leray. Um cuidado deve ser tomado na interpretagao
do nome do método pois este ndo trata de uma solucéao a prioriturbulenta,
mas sim de uma solugao valida para tempos finitos até o colapso do fluxo
laminar, ou seja, até a explosdo da solugdo deterministica (Georgescu,
1985) Tome um candidato a solugdo u € V de dimenséo infinita. Tome
agora um outro elemento ¢ € D(Q), logo, infinitamente diferenciavel e de

suporte compacto (mollifier). Nota-se que tanto u quanto ¢ devem agora
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também fazer parte do conjunto de fungdes pelo menos uma vez
diferenciaveis no tempo em um dado intervalo de tempo. Logo, uma

definicdo mais rigorosa diria que:

u € VAT(0; ©) (3.26.0)
@ €ED(Q)NT(0;t) (3.26.b)
pEZNT(0;t) (3.26.¢)
Obtém-se o funcional:
jo t {(wg—‘f) (V- W, ) + v, v2<p>} dt = —(ug, @(0)) (3.27)

Onde v = % € R. A existéncia do par de solugcédo (u,p) provada por

Leray diz que a solugdo do problema (3.27) satisfaz de maneira Unica a

equacao de energia:

t 2

1 Du
—|ul? +VJ
2 0

dt<1| |? D—a+ v (3.28)
Dt =7l u®- ) '

Dt Ot

E, provando-se que a solugdo encontrada habita o espago:
L2([0; t]; N1 () n L=([0; t]; N(€D)) (3.29)

Onde N'(Q) é um analogo ao espaco de Sobolev W3 (Q) porém de
dimenséo infinita assim como N(Q) é o analogo de W, (Q). A juncao de
(3.28) e (3.29), por extensos argumentos topologicos demonstram também

a unicidade da solugéo (Georgescu, 1985).

3.3. Formulacao variacional das equacées de Navier-Stokes
incompressivel e estacionaria.

Com os argumentos topoldgicos apresentados e a derivagdo das
equacbes de NSI, busca-se agora desenvolver um funcional que
represente o problema (3.14.a — 3.14.c), referente a formulagao
estacionaria das equac6oes de NSI. Define-se a presente o tensor dito cheio
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T=T,;+pl onde I é a matriz identidade. Sejam também definidas as

principais condi¢Oes de contorno que podem ser impostas em 9 ou partes
d0Q; c 09 (Li et. al, 2017; Carvalho e Valério, 2012; Rempfer, 2006):

i)

Condicéo de ndo-deslizamento, ou, parede sélida (parada): u =
0.

Condicao de nao-deslizamento, ou, parede solida (em

movimento): u = uyq.

Linha de simetria (tensdo de cisalhamento nula): n-u=0e t-
(n-T) =0 onde t é a componente tangencial do campo de

velocidades.
Condicao de entrada para fluxo desenvolvido: u = U(x).

Condicédo de saida ou pressao de saida: n-(V-u)=0e p =

Psaida-

Seja entao o problema (3.14.a — 3.14.c) definido em um dominio Q c

R" com fronteiras 9Q < R®™! devidamente Lipschitz-continuas com

condicbes de contorno bem postas (satisfazendo os teoremas de traco e

extensdo entre variedades de dimensdes diferentes). Suponha um par de

solugdes aproximadas habitando um subespaco de dimensdo finita
(us,po) tal que us€S=Ww;(Q) e py€Q =L*(2). Pelo Método dos

Residuos Ponderados (MRP) a equacéo da conservagéo de quantidade de

movimento torna-se o funcional:

f(puS-VuS—V~T)-1/)dQ=0 (3.30.2)
Q

E consequentemente a equagado de conservagédo de massa:

f(V ‘ug)w dQ =0 (3.30.b)
Q

Nota-se que as funcdes teste do MRP para (3.30.a) e (3.30.b) sdo

diferentes. Esperava-se este resultado pois a natureza das equacoes €

diferente. Um funcional, por definicdo, toma valores em um espagco vetorial
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e mapeia nos reais. Caso fosse utilizado uma funcgdo teste vetorial na
equacao (3.30.b) o funcional ndo estaria bem posto pois tomaria valores

em um espaco escalar e o mapearia em um espago vetorial.

3.3.1. Desenvolvimento do funcional da equacédo de quantidade de
movimento.

Expandindo (3.30.a) encontra-se:
Q Q

Onde o ultimo termo a esquerda da igualdade, do qual sabe-se que
originara o termo de segunda derivada, pode entédo ser integrado por partes
para transferir a exigéncia de regularidade para a fungéo teste. A integragcéo
por partes permite a seguinte identidade tensorial:

TV =V-(T-9)—(V-T) ¢ (3.32)

A equacéo (3.31) pode entao ser reescrita sob a forma:
fpus(uS-Vus)-wdnJro:vlp dq — fV-(T-l/J)dQ =0 (3.33)
Q Q Q

Onde o teorema da divergéncia permite que o ultimo termo a direita
da igualdade seja transformado em um termo integral avaliado na fronteira
oQ:

fpus(us -Vug) -y dQ + f T:Vy dQ — (T-yY) - ndQ =0 (3.34)
Q Q a0

Seja entdo (3.34) definida em Qc R",n=2 com fronteiras
devidamente suaves 90 c R™""1. Seja entao a fungdo teste Y € Wi (Q), ¢ =
{1 ,,}. Seja ug € W (Q), us = {u,v}. O integrando do primeiro termo da

equacao (3.34) se expande tal que:

pus(us - Vug) - Y = pug [¢1 <ug—1; + vg—z) + Y, (u& + v?—i)] (3.35.a)
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=52 (p v ) + e G+ )

a, Ju OJv oY, < 017)
+W[M <@+a)] +— 3y p+2u 3y (3.35.h)

E como o ultimo termo age no contorno e supostamente o contorno
possui valores conhecidos, admite-se fungbes arbitrarias g = {g, ,g,} tal

que:

(T-9)-n=(T -n)-Y=gh + gy, (3.35.¢)

3.3.2. A equacao de conservacao de massa

A equacdo escalar que garante que o problema de NSI seja resolvivel,
ou fechado, é a equacéo de conservagédo ou balan¢o de massa. Em sua

forma variacional (ou funcional) ela se apresenta como:
j(V ‘ug)w dQ =0 (3.36.a)
Q

Onde w é um n-tuplo de escalares, de mesma dimensao que o
problema posto. Isto é, w = {w,, Wy, ..wy,} tal que |w|=Yw; <. A
expanséo de (3.36.a) se escreve facilmente como:

du oOJv
j <—+ )a) dQ =0 (3.36.b)
o \0x  dy

Tomando agora as expansoes (3.37.a) e (3.37.b) para os campos de
velocidade e pressao, porém desta vez em um espacgo de dimenséo finita,
onde pode-se aproveitar as mesmas bases da expansdo em espago
infinito, pois ja foi demonstrado que desta maneira se garante que o espago
de dimensao finita sera necessariamente um subespaco do espagco de
dimensao infinita (Halmos, 2017):

N

ws() = ) Gy, ¢ €S =W)X (3.37.2)
=1
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M
Po(x) = Zajxj , XEQCcZ,q; EK (3.37.b)

j=1

Onde os teoremas de completude dos espagos de dimenséo finita
permitem garantir a convergéncia para uma solucao aproximada a partir
das expansoes (3.37.a) e (3.37.b).

O enfraquecimento das equagdes de NSI nao-estacionarias, isto €,
dependentes do tempo, segue o mesmo raciocinio apresentado até aqui.
Entretanto, quando o tempo é contemplado na equacdo, esta muda de
natureza, deixando de ser parabdlica e passando a ser hiperbélica. A
discretizagdo temporal € por sua vez tratada como um problema de
diferencas finitas, onde se opta pela formulacdo em esquema-0 para 8 =
1/2, um esquema implicito (Crank-Nicholson) incondicionalmente estavel
(Romanel, 2019; Simpson, 2017; Khennane, 2013; Heinrich e Pepper,
2017).
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4. Instabilidade hidrodinamica e elementos de fluxos nao
lineares em meios porosos

4.1. Estabilidade global e local, critério de energia e transicao.

O entendimento da estabilidade de fluxos laminares assim como o
processo de transicdo para turbuléncia possui grande importancia no
estudo de otimizacdo energética dos processos hidrodinamicos, mas
também ganhou valor na mecanica dos solos e meios porosos em geral a
partir do momento em que uma nova area de estudo foi implementada: a
dindmica dos fluidos em meios porosos. Em sistemas deste tipo, o fluxo,
em qualquer regime, causa distribuicbes de forcas e tensdes na matriz
sélida que o cerca. Entretanto, parece ser razoavel levantar a hipétese de
que uma variacao no fluxo, em relagdo ao campo de velocidades ou ao
campo de pressao, pode ter efeitos mecanicos consideraveis na estrutura
solida do meio.

Do ponto de vista matematico, a solucéo u(x,t) para as equacdes de
Navier-Stokes pode existir para qualquer valor de R,, mas o campo
encontrado sb corresponde ao real campo observado para solugdes cujo
valor de Reynolds € inferior a um nimero de Reynolds critico, dito R, ...
Para avaliar esse processo de transicao, decidiu-se que a instabilidade de
fluxo deveria ser analisada em escala micro e macro, de maneira rigorosa
com as equagdes diferenciais que governam fluxos de fluidos em geral.
Nesta sessdo, sera demonstrado o surgimento das equacdes de Orr-
Sommerfeld, suas caracteristicas assim como uma breve revisao dos tipos

de instabilidade.
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4.1.1. Estabilidade em escala micro

Seja 0 < R*® um subdominio aberto e simplesmente conectado no
qual ocorre um fluxo ndo compressivel de um fluido perfeitamente
newtoniano gerado por uma forga de corpo f(x,t). Seja também o campo
de velocidades u(x,t) e de pressao p(x,t) solucbes do problema de NS

posto tal que:

ou \Y = 1 Vv A 4.1
E+u( -u)——; p+vAu+f (4.1.a)
V-u=0 (4.1.b)
u(x,0) = up(x) (4.1.0)
Uyg =W (4.1.d)

Onde a equacgao Eqg.4.1.a é a equacao de NS e a equacdo Eq.4.1.b é
a equagéo da continuidade. Tem-se também as condi¢des iniciais dadas
pela Eq.4.1.c e as condicbes de contorno na fronteira do dominio pela
Eq.4.1.d. Assume-se por simplicidade que a unica variagao nas condigoes
do problema acima serd em sua condicao inicial, ou seja, uma perturbacao
inicial nos campos de pressao e velocidade (Georgescu, 1985). Seja uma
solucdo base (estavel) para as equacdes de NS dada pelo par de campos

(u,p) tal que:

a—:+ﬁ(V-ﬁ)=—%Vﬁ+vAﬁ+f (4.2.a)
V.= 0 (4.2.D)

u(x,0) = up(x) (4.2.0)

Usgg =W (4.2d)

Admite-se também que haja um par de perturbagdes do tipo (vg, q,)
tal que este par induza uma perturbacao para qualquer t > 0 e que isto gere

um campo de solucbes perturbadas tal que:

Uy = Uy + vy (43 a)
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u=u+v (4.3.b)
P=p+tgq (4.3.¢)

Define-se u um fluxo base estavel as condi¢bes iniciais como um
campo em que qualquer outro campo u em t = 0 é suficientemente préximo
a u, e gque posteriormente continua tdo proximo de u quanto desejamos.
No mais, se u se aproxima de u quando t — o diz-se que u €
assintéticamente estavel (no sentido descrito por Lyapunov). De outro lado,
um fluxo é dito instavel as condigdes iniciais se u se amplifica com t — oo.
Matematicamente, diz-se que uma solucéo u é dita estavel na escala micro

se para todo &€ >0 existe uma funcédo n(e) >0 tal que suplu(x,t) —
x,t

u(x,t)| < epara todo |uyg(x) — up(x)| < n(e). u é dita assintéticamente
estavel na escala micro se além de estavel (Lyapunov) a relagéo

gimlu(x, t) — ulx,t)| =0.

Substituindo (4.3.a — 4.3.c) em (4.2.a — 4.2.d), ou seja, a solugao
perturbada na equacdo de NS e considerando que Z—':+u(v~u) + Vp —
vV2u = 0, obtém-se a seguinte relac¢éo:

ov 1
E+(V-ﬁ)v+(v-v)ﬁ+(v-v)v= —EVq+vAv (4.4.a)

v(x,0) = v, (4.4.h)

As equacles 4.4.a e 4.4.b caracterizam um problema de valor inicial
na classe das fungbes solenoidais, V-v =0, que desaparecem
identicamente na fronteira do dominio (9f). A solugao trivial (nula) do
problema acima refere-se diretamente ao fluxo de base devido a
construgdo u = u + v. Matematicamente, a estabilidade do fluxo base é
garantida em uma perturbacao v, existe um & > 0 tal que exista também

n(e) >0 e suplv(x,t)] <e para qualquer |vg(x)| <n. No mais, se
Xt

gim v(x) = 0, entdo u é assintoticamente estavel.
—00

Percebe-se a presente que a teoria da estabilidade/instabilidade
hidrodindmica esta voltada para o comportamento assintético dos fluxos
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perturbados, isto é, ndo ha um real interesse em estudar a transicdo de

regimes ou a evolugcao no tempo das perturbacoes.
Em sua forma adimensional, as equacgdes de NS tornam-se:

du

1
T +u(V-u)= —Vp +R—6Au+f (4.5.a)

V-u=0 (4.5.b)

E o parametro conhecido como numero de Reynolds (R,) passa a
governar o comportamento da estabilidade do escoamento. O parametro
de Reynolds pode ser definido como R, =VL/v,onde V,Lev s&o
respectivamente a velocidade caracteristica, comprimento caracteristico e
a viscosidade dinamica do fluido. Para R, pequeno, o problema acima (Eq.
4.5.a e Eg. 4.5.b) admite uma solu¢éo u que € unica e estavel, ou seja, o
fluxo base garante os principios da unicidade e existéncia das solucdes de
equacgbes diferenciais parciais. Entretanto, existe um valor de R, para qual

o fluxo perde estabilidade. Este valor sera denominado R, .. Ap6s o valor
de R, . ser atingido, a instabilidade pode aparecer de duas formas distintas:

uma instabilidade pura ou uma instabilidade por etapas. No primeiro caso,
a instabilidade é amplificada quando t — oo enquanto para o segundo caso
o fluxo tende para um novo regime laminar em t — oo apesar de ter passado
por uma fase instavel transiente. Este segundo estado de fluxo laminar
apos a instabilidade é chamado de fluxo secundario e pode, por sua vez,
tornar-se instavel para uma nova energia de perturbacdo. Apesar de néo
ser o foco principal deste trabalho, refor¢ca-se que a instabilidade por etapas
corresponde ao problema de bifurcagao de solugdes das equacdes de NS,
pois, ao assumir que existe um fluxo de base para cada valor de R,.em R,
pode-se dizer que ha uma perda de unicidade da solugcdo. O estudo
rigoroso das instabilidades se resume a um estudo da existéncia global das
solucdes (Georgescu, 1985; Hopf, 1952).
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4.1.2.Estabilidade na escala macro (média)

De maneira geral, a existéncia de solugcdes correspondentes ao fluxo
basico nao pode ser provada na maneira ‘classica’, isto €, pela analise da
solugdo singular do problema. Para isso, busca-se estudar o
comportamento das solucdes generalizadas que pertencem a algum
espaco de Hilbert H, obtido por construcao (conclusdes) de alguns espagos
de fungdes continuas. Nestes casos, o tipo de estudo de estabilidade se
diz estabilidade na média, ou, estabilidade na escala macro. O estudo da
estabilidade na escala macro esta associado ao estudo na energia da
perturbacao que pode ser descrita por fﬂlvlzdx — 0 para t = 0. Ou pode-

se utilizar também a anadlise dos gradientes de velocidade da perturbagao

tal como fQIVvIde - 0 parat — oo.

Seja uma perturbagéo, por definicdo, a diferenga entre o campo de
velocidade perturbado e a velocidade do fluxo de base. Em sua forma

adimensional, busca-se resolver o problema:

g—i+v(v~ﬁ)+ uV-v)+v(V-v)= —Vgq +RiAv (4.6.a)
v(x,0) = vo(x) (4.6.b)

V-v=0 (4.6.¢)

Vyq = 0 (4.6.d)

Para encontrar a energia da perturbagcao, multiplica-se a equagéo
4.6.a inteira por v e em seguida integra-se em todo o dominio limitado.
Obtém-se:

d |v|?

—f —dx+f (V-ﬁ)v-vdx+f (V-v)ﬁ-vdx+f (V-v)v-vdx
dt Jo 2 Q Q Q

1
- qudx+—f Av-vdx
jﬂ Re Jq

7z

Sabendo que o campo de velocidades é solenoidal, admite-se a

relacao V- (wgp) = wVep + ¢V - w onde ¢V - w = 0 para ¢ escalar e w vetor

(4.7)
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solenoidal. Chega-se entéo & [, wV¢ dx = [, V- (wg)dx = [, wendS.
Rearranjando a equacao da energia do campo de velocidades da
perturbacdo utilizando-se das relagdbes de campos solenoidais
demonstradas acima, chega-se a equacéo de energia de Reynolds-Orr:

d [ |vf?

1
— - = — - U - - Av|? 4.
i), 2 dx L (V-v)u-vdx Refg_ |Av|* dx (4.8)

Sendo v(x,t) um campo de vetores solenoidais, tem-se a igualdade
V-v)u-v=V-[(u-v) v]—-(V:-v)v-u,que ao ser integrada no dominio

Q e aplicando o teorema da divergéncia:

f (V-v)ﬁ-vdxz—f (V-v)v-udx (4.9)
Q Q

Logo, uma forma alternativa de explicitar a equacéao de energia de
Reynolds-Orr aparece sob a forma:
d lv|?

1
— | —dx= V)V Udx —— 2 4.1
i), 2 dx JQ(V V)V -udx R jﬂ |Vv|~ dx (4.10)

Da equagao (4.10), pode-se extrair informagdes sobre a natureza
fisica de cada parcela. A parcela da esquerda é o aumento no tempo da
energia da perturbacdo que provém da transferéncia de energia do fluxo de
base. A parcela da direita € a parte dissipativa do sistema devido ao efeito
viscoso, que é sempre positiva. A positividade incondicional da parcela
dissipativa tem como consequéncia uma incondicional perda de energia.
Tal processo pode ser demonstrado como a seguir. Sejam as equacoes de
NS sem forga de corpo para apenas 0 campo da perturbagao:

ov Y
—=-v(V-v) ——p+vAv (4.11)
dat p

Multiplicando ambos os lados pelo campo v:

v—= —v-[(v-V)] —% (v-V)p+vv:Av (4.12)

Onde as parcelas a direita da igualdade podem ser reescritas como

(considerando V- v = 0):
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1 |v]?
v-[(v- V)] =§(v-V)|v|2 =V-<Tv> (4.13.2)
@-Vp=V - (ov) (4.13.b)
v Vo=V [(v - V)v] - |Vp|? (4.13.¢)

Logo, se a variagado de energia E do sistema for descrita pela variagdo

temporal de v dv/dt, em todo o dominio obtém-se:

6E_ f avd_
_pﬂv ot T

vZ
pf V- I—%v—pv+v(v-v)vl dx—pj v|Vp|? dx (4.14)
Q Q

Aplicando o teorema da divergéncia na primeira integracdo apos a
igualdade, obter-se-ia, em todos os termos que compde o integrando, o
produto do campo de velocidades com o vetor normal a fronteira do
dominio. Como v(x,t) € solenoidal, logo todo o referido termo desaparece

na fronteira restando apenas:

J0E
Fr —pvf |[Vv|?2dx = —,uf |Vv|2dx (4.15)
Q Q

N . 0E . ..
Como o parametro u > 0, conclui-se que —- < 0 incondicionalmente,

e logo, por corolario, a parcela de dissipacéo viscosa ha de ser sempre

positiva.

Seja uma funcéo K (t) que defina a energia média do sistema ao longo

do tempo. Tal funcdo pode ser explicitada como:

K(t)=f %Ivlzdx (4.16)
Q

Assim, pode-se dizer que um fluxo perturbado € estavel na média (em
escala macro) se K(t) se mantém limitada para qualquer campo v(x, t). No
mais, se K(t) - 0 quando t — oo, diz-se que u é assintéticamente estavel
na média. A equacdo da fungdo K(t) indica que K(t) =0 implica
necessariamente em v(x,t) = 0 em praticamente todo o dominio e que

entdo v(x,t) permanece limitada em quase todo o dominio. Com estas



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

60

afirmagbes, entende-se que a analise de estabilidade na escala micro é
mais forte do que na escala macro. Entretanto, por outro lado, a analise de
estabilidade na média com a funcéo K (t) permite que funcdes discontinuas
com normas de Lebesgue nulas sejam integradas pelo método de
Riemann, permitindo que perturbagbes de naturezas mais genéricas
possam ser avaliadas. E importe reforcar que, caso a perturbagdo v(x,t)
seja descontinua, a integracao por Riemann sé pode ser aplicada a fluxos
laminares. A restricao a fluxos laminares nasce da propria limitagao da
integracdo de Riemann dada a definicdo: Uma fungéo limitada em um
intervalo compacto é Riemann-integravel se e somente se ela for continua
em quase todo o dominio, isto é, tendo o conjunto dos pontos de
descontinuidade com medida Lebesgue nula definido. Logo, para que K (t)
seja limitada, a perturbagcdao deve necessariamente desaparecer

assintéticamente em tempo infinito.

A condigédo de estabilidade na escala macro pode ser entdo obtida
com a simples razdo entre os termos a direita e a esquerda do sinal de

igualdade na equacao de energia, assim sendo:

(v-VYu-vdx
Jo <1

1
Efn

(4.17)
|Vv|? dx

Da equacgao (4.17), pode-se determinar o valor de Re que torna o fluxo
instavel para um mesmo campo de velocidades perturbado. Seja o valor de
Re que torna o fluxo instavel denominado por Re, logo, o critério para

estabilidade global (média) sera:
Re < Re (4.18)

A analise da estabilidade de fluxos e transicdo para turbuléncia pode
ser feita sob a ¢tica da avaliacdo dos autovalores de uma EDP. Para o caso
extremo onde Re = Re, pode-se escrever que:

1 J, - V)u-vdx

7 = max (4.19.a)
2
e fﬂ |Vv|2 dx
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Onde, parametrizando a EDP no objetivo de tornar fﬂ |Vv|?dx = 1,

pode-se tratar o problema sob a forma:

é = max {f wv-Vu-v dx} (4.19.b)
Q

Re

Considerando um problema de otimizagéo, adotando 1/Re* como
multiplicadores de Lagrange e a funcao escalar lambda de Lagrange como

A(x,t), obtém-se o seguinte problema a ser otimizado:
1
SJ [(Vv)ﬁ v+ —|W|* - 2AVp| dx =0 (4.20)
a Re
Tal problema possui uma equacao de Euler-Lagrange do tipo:

1
w-Vu= -Vi+—-—Av (4.21)
Re

Que se assemelha fortemente a equacao de NS sem o termo inercial.
O problema variacional logo se torna um problema de autovalores, sendo
estes, 1/Re”*. Do teorema de Serrin (1959), afirma-se que: Se o problema
de variacional tal como descrito acima admite solugdo, entdo 1/Re é o
maior autovalor do problema de autovalores. O fluxo de base é entdo

estavel para todo R—le > 1/Re.

O problema acima (4.21) pode ter autovalores de natureza complexa,
isto €, composto por uma parte real e outra parte imaginaria. Este problema
pode ser interpretado de maneira grafica como a seguir, utilizando o plano

Z dos complexos (Z € Q).
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[Im]

« Reynolds 1

Evolucéo dos autovalores » Reynolds 2

S [Re]

Figura 3. Autovalores no plano complexo com Reynolds 1 <
Reynolds 2. (Autor, 2020)

Na Figura 3, nota-se que ao aumentar o valor da parte real dos

autovalores, estes se tornam positivos e desestabiliza o fluxo perturbado.

O teorema de Serrin (1959) indica por consequéncia de um problema
de autovalores, que existe um autovetor ¥ que satisfaz a equagao a ser
otimizada (4.21). O que era anteriormente apenas um problema de
autovalores ganha uma dificuldade maior pois passa a ser um problema de
existéncia de solucdes. Partindo do principio de que ¥ é, por construcéo, o
vetor diferenca entre o fluxo base e o fluxo perturbado, ao encontrar-se um
autovalor que desestabilize o fluxo, ndo necessariamente o autovetor
associado € uma perturbacdo. Em outras palavras, a solugdo puramente
matematica do problema de autovalor-autovetor ndo garante que a
natureza fisica do campo de velocidades v(x,t) seja compativel com uma
perturbacdo real. Esta condicdo implica que para Re < Re, o fluxo
perturbado é incondicionalmente estavel, mas que para alguns valores de
Re > Re onde ¥ ndo satisfaz a equacéo otimizada (semelhante a NS), o

fluxo perturbado pode continuar estavel. Entretanto, se Re > Re e ¥
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satisfaz o0 problema de estabilidade, Re passa entdo a ser chamado de
limite exato de estabilidade, tal que para qualquer Re > Re, a perturbacéo

se amplifica.

Ha dois tipos de limite de estabilidade (dos autovalores) que séo
frequentemente utilizados na literatura, Re e Re;. O primeiro limite é o
mesmo apresentado no paragrafo anterior, ou seja, o limite exato de
estabilidade. O segundo € conhecido como limite global de estabilidade. O
limite de estabilidade global (Re;) possui uma importante propriedade, tal
que se pode afirmar que toda perturbagdo com Re < Re; sera amortecida
e que para Re > Reg, pelo menos uma perturbacao serd amplificada. Logo,
o0 método de andlise por energia média do sistema (com andlise de K(t) e
o problema de autovalores) se torna adequado para fluxos perturbados que

admitem Re proximo a Re;.

4.1.3. Estabilidade Linear e a equacao de Orr-Sommerfeld.

Para pequenas perturbagdes no fluxo, as parcelas nao lineares da
equacdo de NS podem ser desprezadas pois em ordens maiores os valores
séo irrelevantes para o problema de estabilidade. Eliminando os termos n&o
lineares da equacéo 6.a, obtém-se o0 seguinte problema de valor inicial:

ov 1
Fkn +v(V-u)+ u(V-v)+v(V-v) = Vg + R—Av (4.22.a)
e

v(x,0) = v, (4.22.b)

O problema apresentado nas equagbes 4.22.a e 4.22.b podem ser
resolvidos adotando as propriedades e definicbes expostas anteriormente
sobre a estabilidade na escala micro. Entretanto, uma nova informacao é
dada ao problema, sobre a natureza da perturbacéo v(x, t). Da teoria linear
das funcgdes, assume-se que qualquer perturbacdo v(x,t) pode ser escrita
como a sobreposicéo de finitas fungdes (perturbagdes) do tipo vy (x)e ¢,

chamadas de modos-normais, onde o € o autovalor complexo e vy(x) uma
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autofuncdo associada. Substituindo o valor de v composto pelos modos-
normais dentro da equacao 4.22.a e 4.22.b, chega-se a:

1
—ovy + (V)vg + (Vvg)u = —Vqy + ﬁAvo (4.23.a)

Vo, =0 (4.23.D)

Onde v, € funcao solenoidal. A partir do problema posto pelas
equacdes 4.23.a e 4.23.b se define que um fluxo de base u é dito
linearmente e assintoticamente estavel se o problema ndo apresenta
qualquer autovalor complexo com parte real negativa (a exponencial fica
com argumento positivo e tende a uma imagem infinita e nao limitada),
assintoticamente instavel se pelo menos um autovalor possui parte real
negativa e neutro (ou marginalmente estavel) se pelo menos um autovalor
possui parte real nula e os outros autovalores possuem partes reais nulas
ou positivas. Os autovalores o; (i=1,..,n) sa&o, naturalmente,
dependentes de R,. Todo fluxo de base é estavel para numeros de
Reynolds suficientemente pequenos, e entdo, o menor valor do numero de
Reynolds para o qual existe pelo menos um autovalor com parte real
negativa € chamado de limite da estabilidade linear, denotado por Recz em
analogia a um numero de Reynolds critico. Matematicamente, pode-se
propor uma fungao que determine o valor da parte real dos autovalores tal
como ¢&,(Re) =infRe(o;), onde pode-se propor que ¢&,(Recgr) =0
(Georgescu, 1985).

No caso de dominios ndo limitados em qualquer umas das duas
dimensdes (semi-infinito) ou nas duas simultaneamente, a perturbacao

viajante pode ser expressa sob a forma dos modos normais como:
v(x,t) = vy(xy, x3) el®¥179¢ (4.24.a)
Ou
v(x,t) = vo(x3) el@¥atibxz—at (4.24.b)

Dependendo da diregcdo de propagacao e da direcido de oscilacdo da
informagao. Nas equacoes 4.24.a e 4.24.b, entende-se que o valor de o

dependera dos valores de numero de onda a e 8. Uma eficiente e poderosa
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ferramenta para avaliar a estabilidade do fluxo é estabelecer um plano
(a,Re) ou (a, 5, Re) onde os subdominios estavel e instavel sédo separados
por linhas neutras (ou superficies a depender da dimensédo do problema).
Tal ferramenta sera discutida posteriormente com a andlise do trabalho de
Heisenberg (1924).

Seja uma perturbacao a ser sobreposta ao campo de velocidades do

fluxo de base, determinada por sua forma em modos-normais tal que:
v(x,t) = vy (y) e*C=ct) (4.25.a)
vo(y) = {u), )} € R? (4.25.b)

Onde % =c =c, +ic;. Estas perturbacboes sao conhecidas na
literatura como ondas de Tollmien-Schlichting. Partindo das definicbes ja
dadas sobre autovalores estaveis e instaveis, afirma-se que para todo ¢; <
0, (j = 1,..n), ha estabilidade incondicional, para ao menos um ¢; > 0 ha
instabilidade e para ¢; = 0 tem-se o caso neutro (ou marginalmente estavel)
desde que as partes imaginarias de todos os outros autovalores complexos
sejam negativas ou nulas. Assim como anunciado na equacao 4.25.b, o
vetor de velocidades da perturbagéo possui uma parcela u(y) e outrav(y).
O campo de velocidades sendo solenoidal, ou seja, incompressivel por
consequéncia, admite que o campo de velocidade seja escrito com fungdes
potenciais gerando linhas de fluxo. Seja uma funcao potencial do tipo linha
de fluxo tal que:

Y(x,y;t) = p(y) elax—ct) (4.26)

Obtém-se entdo, pelas condi¢des de fungdes analiticas-holomorfas:

oW d(p ia(x—ct) ia(x—ct)
1) =—=— — = ¢ - 4.27.
u(x, y; t) Gy " dy © p'(y)e ( a)
ow .
v(x,y;t) = “x —iqgp el@tx=ct (4.27.b)

Substituindo as ondas de Tollmien-Schlichting, formuladas em fungéo
de potenciais em duas dimensdes, na equacao (4.27.a), admitindo um fluxo
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entre paredes paralelas ao eixo x e entre si, considerando também um

campo de pressdo dado por p(x, y; t) = p(y) e!**= obtém-se:
. ’ . ’ .y . 1 2 .1 "
—iapU’ —iacp’ + Uaip’ = —la'p+ﬁ(—a o +¢'"") (4.28.a)
Na direcéo x e:
2 2 / 1 - 3 . 1
—a‘co+aUp = —p +ﬁ(ux @ —iap') (4.28.b)

Na direcao y.

Somando as duas componentes e realizando a eliminacdo da

presséo, obtém-se:

1
U= ~a?p) = pU" = ——(¢"" = 22%¢" +a'p)  (429)

A equacgéo (4.29) € conhecida como equacdo de Orr-Sommerfeld,
onde U é uma funcdo arbitraria de y (U - U(y)). O problema de Orr-
Sommerfeld (4.29) é de mesma a natureza do que o problema apresentado
pela equacédo (4.21), isto €, um problema de autovalores. No caso
especifico da equacgao (4.29), o autovalor é representado por ¢ e ¢ sua

autofuncao associada.

No problema de fluxo estacionario em coordenadas cilindricas de
Hagen-Poiseuille, em um duto circular, sendo o eixo do duto representado
pela variavel ¢ e um perfil de velocidades (§,6,{) - (0,0,1—¢&2), o

problema de autovalores torna-se:

(L= —[0+ilRe(1—ENPUL-A)f =0; VEEO<E<T (430.q)

_af _ o _
f T 0;paraé =1 (4.30.b)

Onde L representa o operador Laplaciano em coordenadas
cilindricas, o é o autovalor associado ao tempo, 4 € o numero de onda e f
é a autofuncdo associada ao autovalor do problema. Heisenberg (1924),
estudou o problema de Hagen-Poiseuille no caso de fluxo plano
(coordenadas cartesianas), analisando a estabilidade na escala micro de

maneira assintotica e propos uma representacao grafica das linhas neutras
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de estabilidade relacionando Re, Recy € c¢;. Tal representagéo é conhecida

como a lingua de Heisenberyg.

1.2

11 -0.7 =04
1 DRFEHE 1.7 E“‘:—D'E
7| yosl 37
0.9 4 k\x\\& Cix 10’
G —"""'::"“-\N ‘M':“"‘"-._ 0
08 \\\{\:\“%Eh 7
| \ 4
0.7 N\ \%b ;gg‘:_f_
N ""'--.h?'ﬁ" .
0.6 = B-
B g
e e B
05 ] 21
| 0
0.4 '
13 20 25 30 35 40 45 50
Re'?

Figura 4. Representagéo grafica das linhas neutras de Heisenberg.
(Heisenberg, 1924).

Todas essas analises de estabilidade por autovalores séao
classificadas como estudo de estabilidade na escala micro, uma vez que é
estudada em um ponto do dominio e sua vizinhanca imediata, mesmo que

para tempos assintéticos.

A estabilidade de um fluxo perturbado também pode ser avaliada na
escala macro, como ja explicado, a partir da variacao da energia média do
sistema. Seja a equacgao de energia escrita em sua forma alternativa dada

pela equacao (4.16) e seja a energia média K (t). Logo:

dK —[ . (V- v)u-vdx 1
— = f |Vv|%dx Ja -—| <
dt Q Jo, V|2 dx Re

f|V12|2dx max_fQ(V.v)ﬁ'de ! :f 2 1 1]
Q a Re

Jo, 1Vv|2 dx Re
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Onde, pelo teorema de Serrin (1959), se Re < Re e considerado

Jo Vv|*dx = @ [, |v|*dx (demonstrével pelo critério universal de Serrin),

afirma-se que:

dK
E<O;Vt20 (432)

No mais, pode-se ainda afirmar que:

dK Vwldx ;1 1 2@(Re — R
—< f Ivlzdxfﬂ— :——]s —“(e—~e)1< (4.33)
dt Q [ |v|? dx 'Re Re ReRe
Q
Onde, por Serrin (1959):
_2d(Re—Re)
K(t) <K(0)e  ReRe (4.34)

Logo:

li K@©) _ 0 (4.35)

o K(0) '

Diz-se entao que o fluxo de base u € atrativo na média (referindo-se
ao comportamento de atratores matematicos) se a relagao exposta pela
equacado (4.35) for satisfeita. Percebe-se logo que um fluxo é
assintdticamente estavel se e somente se ele for estavel e atrativo, onde
estas duas propriedades ndo sao dependentes uma da outra. O fluxo de
base é dito incondicionalmente estavel (ou globalmente estavel) se a
relacdo da equacédo (4.35) for satisfeita para qualquer K(0); u € dito
condicionalmente estavel se a relacdo da equacao (4.35) for verdadeira
paraum K(0) < § > 0 e § tao pequeno quanto se queira. Portanto, o fluxo
linearmente estavel é necessariamente condicionalmente estavel. Ja que
Re.r dateoria linear representa um limite para o qual niumeros de Reynolds
acima deste valor possuem pequenas perturbacbes que serao
amplificadas, isto indica entdo que Re > Re-p € uma condi¢do suficiente
para a instabilidade global. Por outro lado, para Re < Re, as perturbacdes
para qualquer K (0) sdo amortecidas, portanto, Re < Re é uma condicéo
suficiente para a estabilidade global. Por definicdo Re < Re; < Recy, € para

o cenario onde um fluxo perturbado possui um numero de Reynolds tal que
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Re < Re < Reg, a energia das perturbacdes decai para zero em tempo
assintético t - oo, porém, para um tempo finito qualquer, a energia K(t)
pode primeiro aumentar antes de decair. No mais, para o cenario onde
Re; < Re < Recp existe uma perturbacéo v’ com energia final positiva e
tempo t - oo. Tais consideragdes sdo de relevancia para a discusséo
subsequente sobre a estabilidade do movimento médio de um regime em
transicao.

4.1.4. Estabilidade do movimento médio (escoamento médio) de um
regime em transicao.

O estudo da estabilidade de fluxos em transicdo de regime se faz por
métodos néo lineares. Reynolds propds que um escoamento em transicéo
de regime dado por um campo de velocidades wu(x,t), pode ser
decomposto em um escoamento médio u e uma flutuagdo v. Nesse tipo de
aproximagado do problema de estabilidade, as flutuagbes ao sdo mais
escritas como modos-normais, mas sim como série de poténcia em suas
amplitudes (Stuart, J. (1958, 1960, 1971), Watson, J. (1960) e Eckhaus, W.
(1965)). As séries de poténcia sao expandidas nas amplitudes que séo, por
sua vez, funcbes desconhecidas dependentes apenas do tempo como
proposto por Landau (1944). A forma espacial das flutuacdes é dada da
mesma maneira do que as perturbagcdes da teoria linear, isto €, estao

presentes nos argumentos das exponenciais. Nesta teoria, interessa o

.. dK(t) . , .
comportamento de fluxos com a caracteristica o =0, isto é, a energia

das perturbacées ndo decai (amortecendo as perturbacdes) e nem se
amplifica (instabilidade), mas fica na fronteira destes dois fenémenos. Esse
tipo de escoamento é classificado como escoamento de equilibrio e faz
parte dos fluxos flinearmente instaveis. As perturbagdes inicialmente
aumentam exponencialmente com o tempo, semelhante ao previsto pela
teoria linear. Apdés a amplificacdo, a amplitude atinge um patamar
consideravelmente alto assim como a transferéncia média de quantidade
de movimento pelo mecanismo conhecido como esfor¢o de Reynolds. Esta

alta transferéncia de quantidade de movimento distorce o escoamento
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médio, modificando assim a taxa de transferéncia de energia do
escoamento médio (fluxo de base) para as flutuacées e, por consequéncia,
a taxa de crescimento ou decaimento das amplitudes. A taxa de
amplificacéo das flutuagdes pode ser diminuida pelo escoamento médio e
assim, pode-se haver um fluxo estavel mesmo para uma configuragéo de
Re > Recp. Este fendmeno é conhecido como estabilidade supercritica e
seu inverso também é valido: fluxos instaveis para Re < Recg. O
equacionamento do equilibrio energético nao linear pode ser dado pela
relacao (Stuart, J. 1970):

d 1

R o ) -

at ), 2(u + v'¢) dxdy
f 77 2 gy - [ (222 g (4.36)
qQ wv dy ¥4 " Re q \0x dy g '

Onde o operador integral adota um significado de integracao dupla em
x e y. Na equacdo (4.36), o termo u'v’ representa o supracitado esforco de
Reynolds, ou tensao de Reynolds, e a barra sobreposta indica o conjugado
complexo. A tensdo de Reynolds possui divergéncia negativa, indicando
que tal parcela na equagao de energia representa uma transferéncia de
quantidade de movimento devido ao movimento randémico de pequenos
“‘pacotes” de fluido chamados comumente de ‘eddies’. No mais, a tensao
de Reynolds pode ser somada, admitindo sobreposicéo de efeitos na teoria
linear, ao tensor de tensdes de Cauchy. Tal caracteristica torna-se
importante pois, admitindo equilibrio de forcas entre a parede sélida dos
poros com o fluido em movimento, torna-se possivel calcular as tensdes
impostas pela turbuléncia na parede dos poros, modificando assim o
conceito de poropressao (negativa ou positiva) e como essa tensédo extra
afeta a estrutura sélida do meio poroso ou sélido qualquer que esteja em
contato com o escoamento. A descricdo do tensor total de tensdes se
encontra no trabalho de Levicky (2016). Como os pacotes de fluido se
deslocam dentro do fluxo médio, o local por onde ele passa tem sua energia
acrescida pela quantidade de movimento inerente ao eddy. Sabe-se que a
parcela associada ao numero de Reynolds (parcela viscosa) é responsavel

pela transferéncia de energia em escoamentos laminares, uma vez que a
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viscosidade emerge do atrito interno das moléculas do fluido, fazendo
assim que se movam em velocidades diferentes e transportando a energia
por conducdo. No regime turbulento, a tensdo de Reynolds transfere
energia por convecgdo. A utilizacdo do conceito dos ‘eddies’ €
simplesmente um artificio matematico para reescrever a equagdo de NS
perturbada (com velocidade média e as flutuagées) de maneira semelhante
ao fluxo laminar. No mais, nas proximidades de uma interface solido-fluido,
as flutuagoes tendem a zero e, por consequéncia, a tensao de Reynolds
também. Devido as caracteristicas citadas neste paragrafo sobre
transferéncia de energia, o fluxo turbulento e um duto cilindrico apresenta
um perfil mais achatado (ou plano) no ponto médio do perfil de escoamento,
poréem com geometria muito semelhante ao escoamento laminar nas
proximidades das paredes. Este comportamento € explicado pela
semelhanga com o fluxo laminar nas proximidades das paredes devido ao
desaparecimento das flutuagdes e, no plano médio do escoamento, hd um
nucleo de turbuléncia que constantemente mistura o fluido (Prandtl’s Mixing

Lenght) e torna a distribuicdo de energia naquele ponto mais uniforme.

— 3
= vy
_j turbulento Iamlnar

Figura 5. Comparagéao entre os perfis de velocidade em dutos

cilindricos para o caso laminar e turbulento. (adaptado de Levicky, 2016)

4.2. Solucéo geral linear para estabilidade de um campo de velocidade
€ pressao genérico.

Seja A : C°(Q) — L*(Q) um operador diferencial linear. A notagao C§°
indica que o operador age em elementos de um espago de fungdes
continuas com infinitas derivadas (C*) que intercepta o espaco das fungdes
de suporte compacto C,. Logo, C,° é o espaco de funcdes continuas de

infinitas derivadas e com suporte compacto. O contradominio L?> é um

espaco normado de Lebesgue com p = 2. O problema:
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1
Au = —; Vp+f (4.37.a)

V-u=0 (4.37.b)
Com condig&o de contorno homogénea
Uy =0 (4.38.¢)

Possui uma solugéo fracau € N*(£2) ( N* € um subespago do Sobolev

W?*?) que satisfaz a equacgéao
(u,A*v) = (f,v) (4.39)

Para qualquer v € R(Q), onde A* é o operador formalmente
conjugado (adjunto) a A. Sabe também que a notagcédo da equacao (154)
significa um produto escalar no espago normado Lebesgue L* ((u,w) = u -
w). Se o operador A e seu conjugado pertencem a um espaco Sobolev W2,
I sendo a ordem da maior derivada, logo a relagdo abaixo pode ser
satisfeita:

(Au,v) = (u, A"): (u,v € Wh?) (4.40)

A solugao forte (ou exata, analitica) do problema seria um par (u,p)
onde u € N'(Q) e Vp € G(Q). O par deve satisfazer a equacéo (4.37.a). Se
u for uma solugdo fraca que pertenca ao subespaco N!(Q2), logo, a partir

das equacgoes (4.39) e (4.40), tem-se:
(Au,v) = (f,v);(v e R) (4.41)

Afirma-se por consequéncia que Au — f é ortogonal ao subespaco R

de L?, e entdo, também perpendicular ao seu fecho (ou aderéncia, closure

em inglés) N. Existe também um elemento Vp € G(Q) talque Au — f = % Vp

( por construcéao a partir de 4.37.a), o que indica que o par (u,p) € solugao
forte do problema (4.37.a) e, logo, u também é solugao fraca deste
problema. Tal raciocinio vale para problemas com condigcbes de contorno
ndo homogéneas também. Georgescu (1985) provou que u é solugéo fraca

e forte do problema néo linear.
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4.3. A natureza da turbuléncia.
4.3.1.Uma visao qualitativa: a teoria de Kolmogorov.

Acredita-se que o ultimo estagio de transicdo seja o gatilho da
turbuléncia e que tal fenébmeno possa ser explicado de maneira rigorosa e
fenomenoldgica. Richardson (1922) propbs que o surgimento de grandes
vortices em fluxos instaveis gere vortices menores como em uma reacao
em cadeia. A teoria de Richardson prevé que os vértices menores
desaparecem rapidamente pois sua parcela viscosa passa a ser
suficientemente grande para que dissipe rapidamente a energia. De
maneira aproximada, Richardson (1922) propés:

1 A 1 éu (4.42)
Re u Re 612 )

Onde percebe-se que quanto menor o tamanho caracteristico do
vértice 61, maior se torna a parcela dissipativa. Esta parcela ganha
relevancia ao se propor que o fenémeno da vorticidade dissipa energia do

sistema.

Duas décadas foram necessarias para que, em cima dos trabalhos de
Richardson, Kolmogorov (1941) fizesse uma extensdo da teoria e
explicasse com algumas hipéteses a dindmica do balango energético dos
vértices gerados pela turbuléncia. A teoria de Kolmogorov (1941) propde a
seguinte de evolugédo da vorticidade, fazendo um paralelo com o tipo de

regime:
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Inviscido Inviscido Viscoso
Grande escala (Euler) Pequena escala
v ~0 ; v &0 i v+0
Fornecimento de +——— Intervalo inercial ——— ! (Navier-Stokes)

energia por forca

Dissipacdo de energia

Figura 6. Esquema de evolucdo dos vortices pela teoria de
Kolmogorov, (Autor, 2020).

A teoria de Kolmogorov admite trés fundamentais hipoteses:

- Hipdtese 1: No limite onde Re — o (v — 0), pode-se pensar em uma
solucdo estatistica que preserva a simetria das equagoes de NS, logo, a
solucao deve ser estacionaria, homogénea e isotrépica. Ha vorticidade pois

ha diferenga de velocidade entre pontos imediatamente vizinhos, logo:
Sw=v(r+1)—v() (4.43)

- Hipdtese 2: “Similaridade”. A diferenga de velocidade pode ser

deformada por um escalar mantendo as propriedades:
8v ~ ASv (4.44)

- Hipdtese 3 (Onsager 1953, 1975): A taxa de dissipacao de energia
pela parcela viscosa continua existindo e positiva mesmo que o numero de

Reynolds seja levado para o limite infinito:
e>0;Re > 0 (4.45)

A dimenséao da velocidade no S.I € m/s. Seja entdo a variacao de
energia por unidade de tempo e massa:

1 dE

&= [WE (4.46. a)
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E="2 J v2dx (4.46.D)
2 QO

A unidade de E é kg.m?/s2 Logo, a unidade de ¢ devera ser m?/s?.

Com as equacles (4.46.a) e (4.46.b), deduz-se entdo que o médulo

da diferenca de velocidade pode ser reescrito como:

11
< |6 v| >=ce3l3 (4.47)

Onde nota-se que a constante h na equacao (4.44) assume o valor de
1/3.

Substituindo a velocidade dada na equacéo (4.26) dentro da equagéo

de NS incompressivel, deduz-se que:

Ju o 53 4.48.
pt 8¢t ¢ (4.48.a)
Slu 1 5
vV2u~vl—2 ~ve3l3 (4.48.b)

Igualando (4.48.a) a (4.48.b) e supondo que ambas possuem

aproximadamente a mesma ordem de escala, conclui-se:

3

7
lytse =1~ (V;) (4.49)

Onde 7, segundo Kolmogorov, é o tamanho aproximado do vortice
para que os efeitos viscosos e dissipativos comecem a aparecer de forma
consideravel. O problema encontrado nessa formulagéo é que para o caso
limite onde a distancia entre os pontos tende a zero, a funcao passa a ser
ndo suave e se classifica como uma funcao 1/3 - continua de Hélder. A
hipotese é que esta solucdo seja uma solucdo Hdélder-continua para o
problema de Euler. Entretanto, ainda € um problema aberto.
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4.3.2. O modelo de Leray

O modelo de Leray (1933) foi o primeiro modelo fenomenologico que
descreveu o inicio da turbuléncia como uma perde de analiticidade da
solugcdo. Em uma abordagem pioneira, Leray propés que a velocidade do
fluido fosse modelada com um elemento de classe L*(Q2). Uma velocidade
de tal classe deixaria de satisfazer as equacdes de NS e, se tornada
suficientemente suave, satisfaria a equacao de NS para tempos pequenos.
Para um certo tempo finito, a solu¢éo explodiria e a turbuléncia poderia ser
descrita por um campo calculavel. Entretanto, a analiticidade da solugéo
turbulenta de Leray continua sendo um problema aberto. A teoria de Leray
diz que: Para uma energia inicial finita do sistema (||v,|| < =), existe uma
sequéncia contavel e finita (J,, ], .--) tal que o seu conjunto esteja contido
nos reais positivos (J; < R*), ou seja, {t e R|t =0}, J, = {t [t > a} para

um a qualquer, ], sendo entao um intervalo aberto para q positivo, disjunto

e R™\ Ugz0/q POSSUIi norma de Lebesgue nula. Logo, o campo v pode ser
modificado dentro de um conjunto de norma Lebesgue zero e sua restricao
para cada R® x ], torna-se suave e a norma da soma de todos os J com q

positivos elevada a 2 é finita.

O enunciado de Leray foi provado em forma de teorema por Scheffer
(1976), constatando que a conjectura de Leray é valida em um espaco
Hausdorff de dimenséo 5/2 e que a norma de R*\ U450/, €M um espago
Hausdorff de dimenséo 2 é nula. Foias e Temam (1979) provaram a
analiticidade e continuidade de v em um espago muito pequeno de tempo
desde que v habite um espaco Haussdorf de dimenséo 2. Em dimenséo 3,

a continuidade é restrita.
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4.3.3. A conjectura de Landau-Hopf

Estudando a turbuléncia na hidrodindmica a partir da o6tica das
equacgbes de NS, Hopf (1952) propés que a turbuléncia poderia ser
modelada como uma série infinita de bifurcacbes das solucdes das
equacdes de NS. Para que se calcule a proxima bifurcacao no modelo de
Hopf, deve-se conhecer a ultima solugdo, mesmo que numericamente. A
conjectura de Landau-Hopf ainda n&o foi provada. A conjectura foi
formulada com equacdes do tipo Burgers, semelhantes as equacdes de
NS. Segundo Hopf, para valores de u (viscosidade) muito altos (tendendo
a infinito), tem-se uma solucao Unica, estacionaria e estavel contra qualquer
perturbacao inicial. Considere que o escoamento perca estabilidade para
um valor u,. Para um valor de viscosidade pertencendo a intervalo (y; , i)
com u; < pg, O Sistema possui algumas solugdes (ndo unicas) que
constituem uma variedade M(u) de dimenséao finita N(u) no espago de
fases invariante a fase do fluxo. Quando o valor u; e ultrapassado em
sentido decrescente, ha um salto em N(u) e as solugcdes presentes em
M (u) perdem estabilidade mesmo sem perder sua analiticidade em p = ;.
Para este valor de viscosidade, uma nova variedade M;(u) emerge por
bifurcacdo da solucdo estacionaria anterior e torna-se posteriormente
estavel para o intervalo u, <u < p;. A natureza das solugdes que
compdem M; (1) depende de como os seus autovalores das derivadas de
Fréchet interceptam os eixos das partes imaginarias de u e ;. Assim como
mencionado anteriormente, a conjectura de Landau-Hopf admite que haja
uma infinidade de bifurcagdes a medida que u — 0, logo, por analise de
topologia diferencial, a dimensdo da variedade M(u), N(u) - o
(Georgescu, 1985).
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5. Conceitos gerais sobre fluxo em meios porosos, lei de
Darcy e consideragoes sobre o regime laminar.

Até o momento, toda a discussao foi em relagao a um fluido continuo
escoando em um espaco vazio. Entretanto, abordar o escoamento em
meios porosos referindo-se ao transporte de fluidos estritamente nos
espacgos vazios ndo é pratico e extremamente dificil devido a ignorancia
sobre a geometria detalhada do espago poroso e as interfaces fluido-sélido.
Neste caso, opta-se por uma aproximag¢do do fenémeno pela teoria do
continuo. Os valores médios utilizados daqui em diante sdo calculados a
partir de um volume representativo elementar (VRE) na vizinhanga do ponto
estudado. Para que essa abordagem pela teoria do continuo seja realizada,
algumas hipdteses devem ser assumidas. Admite-se que fluxo dentro do
volume estudado € restrito a uma rede de canais bem definidos. No mais,
devido a presenca de paredes impermeaveis, o fluxo ocorre
essencialmente na direcdo paralelas as paredes dos poros. O fluido é
assumido como quimicamente inativo, viscoso, newtoniano e invariante a
temperatura. O regime de fluxo (por enquanto) € assumido como laminar
(Bear e Bachmat, 1966, 1967).

Para formular as subsequentes equacdes que governam o fluxo e
meio poroso, deve-se primeiramente reforgar a teoria das coordenadas de
referéncia. Dois sistemas de coordenadas cartesianos serdo explorados. O
primeiro possui eixos x;, x,,x; fixos no espaco e compde o versor (vetor
unitario) x = x;. Em um ponto qualquer deste primeiro sistema de eixos
cartesiano existe um ponto M genérico. Neste ponto M se desenvolve um
segundo sistema de eixos, tal qual um sistema local, baseado na regra da
mao direita e que possui eixos representados pelos vetores unitarios 14
(paralelo a tangente da curva de trajetdéria que passa por M), 4,

perpendicular a trajetéria que passa por M e em uma orientacéo horizontal



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

79

a esta (chamado de normal principal) e, por fim, 43 perpendicular aos dois
ultimos vetores e de atitude vertical, chamado de binormal. Estes vetores

base do sistema de coordenada compode o vetor 4 — 4,.

Linha
de fluxo

Eixo do canal

s = comprimento do eixo
o = comprimento da linha de fluxo

le) Secéo transversal

Plano normal

, 7
h F
Ve
// (e}
Ix,

Figura 7. Modelo idealizado de canais de poro e sistema de

coordenadas. (adaptado de Bear, 1972).

Um ponto qualquer na vizinhanga de M, habitando algum dos planos
formados pelos vetores locais de M (4 — 4;), pode ter sua posi¢do descrita
por um vetor ¥ com posi¢ao inicial centrada no sistema de coordenadas

cartesianas x;, x,,x5. O vetor rpode entao ser descrito como:
r=R(s)+o (5.1)

Onde R é o vetor de posi¢cado com referéncia no eixo cartesiano global
x e que mapeia o ponto M e ¢ é o vetor radial de N no plano 4;4; qualquer.
R estd normalizado em s, logo, diz-se que R = R(s),x; = x;(5);0 < s < L.
Supbe-se que pelo ponto N passe uma unica linha de fluxo. Medindo o
comprimento da linha de fluxo desde a coordenada inicial (ondes =0eo =

0), as coordenadas do ponto N podem ser dadas por:

§- & = &lo(s)] (5.2)

Onde ¢ e s séo respectivamente o comprimento medido ao longo da

linha de fluxo e o comprimento medido ao longo do eixo do canal. A
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coordenada local de N, (¢;), esta relacionada com as coordenadas globais

x; pela relagao linear:

as; dx;(s) d?x;(s) d®x;(s)

= ta)— oty —5 (5.3.4)
_ p1dlzdo
a= > do ds (5.3.h)
P dA, do dp <d/13 da)]
p="|alo(s)] + (S22 + 3 [alen - o (S22)] 3.0
d1; do
y=p [Llo@1- o (S22)] (5.3.)
_ 1 5.3
p - dzR ( . 'e)
ds?

__1 (dR &R &R 531
Pr= p? \ds ds?  ds3 3.7

Os parametros p e p; sdo respectivamente os raios de curvatura e de

torsao do eixo no ponto considerado.

Para realizar uma andlise considerando um meio poroso como
continuo, é necessario que algumas de suas propriedades sejam
representadas por seus valores médios ao longo do dominio. Essas
propriedades em geral sdo intensivas e ndo necessariamente intrinsecas
ao meio poroso. Seja uma quantidade intensiva média g(P), tomada no
ponto P e sua vizinhanga imediata. Esta quantidade pode ser calculada a

partir de:

1

g(P) g(x) dQy (5.4)

Qvy Jay,1p

Onde Qy, e Qy |P séo respectivamente o volume de vazios do
dominio e o volume de vazios na vizinhangca do ponto P. O dominio de

integragcdo depende diretamente do referencial global, logo, Oy, = Qy,(x).

Seja agora uma variavel escalar existente dentro do volume de vazios de
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um meio poroso, representada por g(a). O valor médio desta quantidade

pode ser calculado por:

1
6 =50 | g0 a0 (55.0)

Ou, em sua forma extensa:

(g(s ”_T f (5 A3 15) dAydg (5.6.b)
w(s)

Onde w(s) é a secdo no ponto considerado e A; as coordenadas do
ponto nessa secdo. Se g(o) for diferenciavel dentro do volume de vazios,

afirma-se que:

W)= (2, + <%>/12 + <%> (57)
Utilizando-se da notagéo da equacao (5.7), o campo de velocidade do
fluido dentro do volume de vazios pode ser escrito como:
() = (Wsdd1 + (V3,)A2 + (v3,)43 (5.8)
Logo, o vetor de velocidade tangente a linha de fluxo se da por:

dé; dx;(s)
vo=v-A =|vle-4; =|v IT; c;s

(5.9)

Onde ¢ é o vetor unitario tangente a linha de fluxo. O mapeamento da
trajetoria real do fluido (linha de fluxo) em relacdo ao eixo do canal por onde
o fluido estd escoando, remete ao conceito de tortuosidade que sera
abordado com mais profundidade posteriormente. Para a presente
discussao, admite-se apenas que a tortuosidade é uma medida relativa
entre o real trajeto da particula de fluido e o trajeto retilineo que liga o inicio
ao final do canal. Considerando que a tortuosidade € muito pequena e

combinando as equagdes (5.9) e (5.5.a), obtém-se:

d
el (5.10)
do
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Se as variagbes na sec¢ao transversal do canal ao longo de todo o
canal considerado sao tais que |g — §| < g, logo (Bear e Bachmat, 1966-
1967):

d(g) _ 0g .
s - (&) +(g— (9N

Jw 1

35 o (5.11)

Se a secdao transversal for perfeitamente circular e uniforme, ou seja,

quando a média da fungao escalar g se aproxima da propria fungao g:
— = (=) (5.12)

A presente, se faz necessario entender com profundidade e rigor
matematico o conceito da tortuosidade e sua relacdo com o conceito de
permeabilidade de um meio poroso.

Seja um operador linear T — T;; tal que:

_ dg; d§;

T:Tij —Edo_ (51361)
E seja também
do\*
T =T, =T, <E> (5.13.b)

Onde, pela equacéo (5.13.b) nota-se que T* =T para Z—: =1.

Interpreta-se que T seja um operador linear adimensional que
transforma as componentes das forcas externas da equacdo de
conservagao de quantidade de movimento do fluido dentro dos poros em
componentes da projecéo das forgcas externas na dire¢ao da linha de fluxo
em um ponto. T entdo, existe pelo menos localmente, é definida positiva e
possui inversa. Seja, em um ponto, a direcao da linha de fluxo dada pelo
vetor o = |a|n. A forga F projetada na diregao da linha de fluxo pode ser

escrita como:

dé;
F, > Fid—il (5.14.q)

A projecao na direcao x; possui componentes:
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F cos(F, ) - F cos(F, 6) cos(a, x;) (5.14.b)

Em termos de x;:

dé; dé; di;
Fi% - Fl%% = Fi TL] = F}.O- (514 C)

Por definicdo, seja T um operador linear que transforma as
componentes medias das for¢cas externas em um ponto do meio poroso em
componentes médias das projec¢des ao longo de toda a linha de fluxo. Seja
B uma condutancia hidraulica média do meio poroso e que tenha dimensao

de [% Define-se entdo uma quantidade T;;n = k;; denominada
permeabilidade do meio poroso, onde n é a porosidade volumétrica do
sistema. Em um fluido homogéneo, se trabalha comumente com a
condutancia hidraulica dada por K = ky/ji ou, em notagéo indicial, K;; =
k;; y/fi. Finalmente, o pardmetro macroscépico (médio) T* pode ser
interpretado como a tortuosidade do meio poroso, e ndo somente a do
canal especifico em escala micro. Segundo Carman (1937), a tortuosidade
do meio afeta diretamente a velocidade e a forca externa imposta ao
sistema. Uma estimativa numérica do valor da tortuosidade do meio foi feita
ao longo dos anos por alguns pesquisadores. Entre os mais notaveis, se
encontram Bear, Irmay e Zaslavsky (1968) e Kozeny-Carman (1927). O
valor do coeficiente de permeabilidade (condutancia hidraulica) dado semi-
empiricamente por Kozeny-Carman € dado por:

coTn3 Tn3
0 = (5.15.a)

k= ME = T 2MEA = )2

Considerando a constante ¢, = 1/2. Na equacdo (5.15.a), T é a
tortuosidade em médulo (T =L/L,) onde L e L, sdo respectivamente o
tamanho do percurso do fluido medido em linha reta e o real (efetivo)
percurso realizado pelas linhas de fluxo, My é a superficie especifica por
unidade de volume sélido e n é a porosidade. Outros pesquisadores
propuseram valores de k baseados no tamanho dos graos e outros fatores:

Kk
K= 79 ., Nutting(1930) (5.15.b)
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Onde g € a aceleragdo da gravidade e v é a viscosidade cinética do
fluido.

k=0617.10"114a? Institut Francais du Pétrole (1943) (5.15.¢)

Onde d seria o didametro médio ou ‘efetivo’ dos graos em micrometros,

gerando kem cm2.

k=ll(1_n)2

a P \? -
— =3 <WZ%>1 , Fair e Hatch (1933) (5.15.d)

Onde m é o fator de empacotamento dos gréaos, a € um fator de forma
para corrigir a geometria dos graos de areia que nao sao esferas regulares,
P é a porcentagem de areia retida entre peneiras adjacentes e dm o
didmetro médio dos graos retidos entre essas peneiras adjacentes.

5.1. Experimento e lei de Darcy

Fazendo todas as consideragbes necessarias, assumindo fluxo
incompressivel e irrotacional, admitindo que a teoria dos potenciais satisfaz
o caso de fluxo em solos, maneiras mais simples de descrever a percolagcéao
de fluidos (principalmente agua) emergem da Lei de Darcy. Em 1856, o
matematico e engenheiro francés Henry Darcy, em seu trabalho sobre os
chafarizes da cidade de Dijon, chegou a conclusdo de que a equacédo de
movimento da agua através de elemento de solo poderia ser simplificada.
Darcy realizou experimentos variando a densidade do solo, a diferenga de
carga hidraulica total e a se¢&o transversal do solo. Dos seus experimentos,
Darcy (1856) concluiu: a) a vazao Q é proporcional a diferenca de carga
hidraulica, b) é proporcional a secao transversal da amostra de solo e ¢) €
inversamente proporcional ao tamanho L da amostra. Das constatagdes de

Darcy, vem a conhecida formula:

_ KAAH

I (5.16.a)

Onde
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H=L 14, (5.16.b)

Yw

Onde p,y,, € z séo respectivamente a pressdo do fluido, o peso
especifico do fluido e a cota do ponto analisado em relacdo a uma
referéncia arbitraria. Logo, fazendo um paralelo com a teoria dos
potenciais, AH/L pode ser interpretado como um gradiente hidraulico, com
propriedades semelhantes a um gradiente matematico de uma fungao
escalar, porém com certas ressalvas. Admitindo a hipétese de Bishop de
que a porosidade volumétrica é igual a porosidade de superficie para um
meio homogéneo, e admitindo também por ldégica que o fluido ndo percola
através dos grdos sélidos, mas apenas pela area livre para fluxo, a

velocidade média do fluido dentro do solo poderia ser calculada como:

v

@ _1 (5.17.a)
n

==

Indo ainda mais detalhadamente nesta andlise, em alguns meios
porosos, nem todos os poros sdao comunicantes. Os poros comunicantes
que permitem a percolacdo s6 compdem o que se denomina a porosidade
efetiva n,. Logo, a velocidade média de percolacao neste tipo de material

pode ser aproximada por:

v=— (5.17.b)

Uma generalizagdao da lei de Darcy pode ser proposta com
ferramentas matematicas mais rigorosas. Como mencionado, o gradiente
hidraulico ndo é equivalente ao gradiente matematico de uma funcéo
escalar. Entretanto, tal correlagéo pode ser feita ao se transformar a lei de
Darcy em uma lei vetorial como um potencial escalar que se enquadre na
classe das funcdes escalares que descrevem processos conservativos.
Seja g (Eq. 5.17.a e 5.17.b) nao mais uma velocidade (apesar das unidades
serem equivalentes) mas sim um vetor de descarga especifica com

componentes g; € R3. O vetor pode ser descrito como:

q=k = —K V¢ (5.18)
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d ad 0 . ~
Onde J, = —% Jy = —% eJ, = —a—f. Onde J em uma dimens&o

assume a forma J = (hy — h,)/L. Em um meio isotrépico, K é um escalar,
entretanto, para néo isotrépicos, K deve ser considerado uma matriz de
dimensdo compativel com o vetor de descarga especifica. Em algumas
referéncias na literatura, autores escrevem a lei de Darcy considerando um

potencial de velocidade tal que:
q= —-Vo , d(x,y,z) =Kg (5.19)
Tal notacao perde sentido fisico pois:
Vo = V(Kp) = KVp + VK (5.20)

A equacéo (5.20) é absurda pois indica que haveria fluxo mesmo que
nao houvesse diferenca de carga hidraulica, bastando que a condutividade
hidraulica variasse ao longo do meio poroso (Bear, 1985). Logo, fluxo
ocorreria sem que uma energia inicial fosse inserida no sistema. Se K for
um escalar (meio isotrépico) tém-se ¢ VK = 0, mas a equagao nao poderia
tratar de um meio nao isotropico, logo, ndo funcionaria como uma
generalizacao da Lei de Darcy. Seja uma fungao escalar definida a menos

de uma constante no R® tal que:

o(x,y,2) = p(x,y,2) + pG'(2) (5.21.q)

7z

Onde G’ é uma fungéo potencial escalar da gravidade tal que VG’ =
g, considerando-a como um campo conservativo e p € admito constante. O

gradiente desta funcao € um vetor que se define por:

dp dp OJp Lo

Para K considerado um escalar. Para um K de grandeza vetorial
dever-se-ia multiplicar o vetor & pela inversa de K. Adaptando-se o
teorema da conservacao de energia de Bernouilli para fluxos potenciais,
Hubbert (1940) propbs a hoje conhecida férmula da energia por unidade de

massa amplamente utilizada na geotecnia:

o' = % + gz (5.22.a)
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Onde a unidade de cada termo é m?/s* que intuitivamente se
interpreta como uma velocidade ao quadrado. Ao integrar-se a equagao
(5.22.a) em todo o dominio de possivel fluxo, ou seja, o volume de vazios,

[

Recuperando-se assim a equacao (4.16) que descreve a energia

obtém-se:

vzdﬁzf |v|2dx (5.22.b)
Q

Vo Vo Vo

média do sistema (a menos de uma constante '%2).

A prova de que ¢’ é uma funcéo potencial escalar se da pelo seguinte
raciocinio: Suponha que exista uma superficie S ¢ R3,S € R?, onde o valor
de ¢’ seja constante. Seja o vetor ds = ds(dx, dy,dz) tal que a superficie

mencionada seja dada por:
Vo' -ds=0 (5.23)

Define-se o vetor Vo' = F - F(Fx,Fy,Fz) = F;(x,y,z), sendo Fuma
funcao vetorial devidamente continua, integravel e suficientemente suave.
Suponha a existéncia de uma fungao escalar G = G(x,y, z), devidamente

continua, tal que:
avVG =F (5.24)

Onde a € uma constante arbitraria. Por construgdo simples, a
integracao da equacéo (5.24) resultaria em G(x,y, z) = constante, gerando
assim uma familia de curvas ao variar-se a constante. Tendo suposto F

devidamente continua e suave, admite-se que a seguinte relacéo exista:
F-VXF=0 (5.25)

Substituindo Eq.(5.24) na Eq.(5.25) e expandindo o resultado:
ac;[a( 6G> 6( OG)]+ 66{6( 6G> 0( aa>]+
“ax ady “az 0z “ay “ay 0z “ax dx “az
4 66{6( OG) 6( 66)}_0 (5.26)
“ 9z lox “ay dy Yox)l T '

Observa-se entdo que se existe uma fungcdo escalar G(x,y,z)

continua e com pelo menos primeira e segunda derivada continua, a
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expressao dada pela equacgao (5.25) se iguala identicamente a zero. Seja
uma funcao vetorial H =V X F. A equacao (5.25) pode entdo ser reescrita
como F - H = 0, onde H é entdo perpendicular a F em qualquer ponto do
dominio. Logo, torna-se possivel obter a equacao da superficie normal por
simples integracdo gerando G(x,y,z) = constante. A fungao G é entao
chamada de pseudo-potencial, pois @ pode assumir qualquer valor. Por
definicdo matematica, um potencial tem a forma VG = —F, logo, G torna-

se uma funcéo potencial escalar quando @ = —1. Fim da demonstragao.

A Lei de Darcy, por ser uma simplificacdo das equacbes de
movimento dos fluidos, admite limites quanto ao intervalo de valores dos
seus parametros, muitas vezes perdendo a coeréncia fisica pois 0s
experimentos atestam um comportamento nao linear enquanto a Lei de
Darcy é rigorosamente linear. Logo, deve-se definir quem s&o esses limites
fisicos que balizam o modelo mateméatico empirico de Darcy. Assim como
demonstrado nas equagbes de movimento rigorosas como as de NS
apresentada no inicio deste trabalho, o numero de Reynolds também é um
parametro fundamental para a distincao dos tipos de regime e para
identificacao do intervalo de transigao. Admitindo que por definicao Re, com
ja explorado, € a razao entre as forgas inerciais e viscosas, uma analogia
para fluxos em meios porosos pode ser feita. Obtém-se o seguinte
resultado (Bear, 1985):

d
Re — qT (5.27)

Onde g é o médulo da descarga especifica (velocidade), d é uma
dimensdo associada a um comprimento caracteristico qualquer do meio
poroso e v é a viscosidade cinética do fluido. O valor de d foi e ainda é
amplamente discutido na literatura, até mesmo pelo autor em sua
dissertacao de mestrado. Alguns outros autores propuseram valores de d
que séo aceitos na comunidade geotécnica tal como Collins (1961) e Ward
(1964). Admite-se também, para fins praticos que d seja substituido pelo

valor de d;, ou d5y. De maneira breve tem-se a seguinte lista:

d = le (528 a)
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d = ds, (5.28.b)
1
k\3

d= <E> , Collins (1961), (5.28.¢)
1

d=ki ,Ward (1964), (5.28.d)

Admite-se de maneira bem grosseira e imprecisa a maxima “a Lei de
Darcy é valida apenas se o valor de R,, calculado em funcdo do tamanho
médio dos graos, estiver entre 1 e 10”. Ainda se utilizando da teoria de
mecanica dos fluidos, pode-se fazer uma aproximagéo do valor do fator de
perda de carga hidraulica pela equagcédo de Darcy-Weisbach do fator de
atrito. A equacao pode ser escrita como:

2gd]

f (5.29)

A equagdo (5.29) tem como unidade m?/s?

e pode entdo ser
diretamente subtraida de ¢. Fanning (1896) propés uma equagao

alternativa para a perda de carga hidraulica de Darcy-Weisbach:

_2RJ

f= (5.30)

w2

Onde R é o raio do duto ou do canal onde ocorre o fluxo. Rose (1945)
demonstrou que a equacdo de Fanning, e por consequéncia a de Darcy-
Weisbach, ambas lineares, deixa de ser valida quando se relaciona o fator
de atrito com o numero de Reynolds, que supostamente deveria resultar
em uma relagéo linear do tipo f = a/Re, onde a € uma constante qualquer.

A perda de linearidade esta mostrada na Figura 8.
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Figura 8. Relacédo de Re com f. (adaptado de Rose, 1945).

As afirmagbes a seguir sdo feitas considerando valores constantes de
d e v, alterando somente g para que haja mudangas no valor de Re. Para
valores de Re baixos, 0 escoamento do fluido no meio poroso é considerado
laminar, onde as forgas viscosas predominam. Com o aumento gradual de
Re, observa-se uma zona de transicdo. Na parte inferior da zona de
transicdo, ha uma transicdo de um regime laminar para outro regime
também laminar (como mencionado no inicio deste trabalho). Entretanto,
na parte superior da zona de transicdo, ha uma migracao do fluxo laminar
para o turbulento. A literatura prevé que a transi¢cdo para a turbuléncia
ocorra para Re = 100. Ressalta-se aqui que mesmo na zona de transic¢ao,
a Lei de Darcy ainda é valida, perdendo sua validade somente quando ha
uma real transicao para o regime turbulento. Alguns pesquisadores citam
um limite inferior para a validade da Lei de Darcy, onde o fluxo acontece
em velocidades muito baixas. Esta analise nao faz parte do escopo deste
trabalho.

E possivel fazer um paralelismo entre a teoria de Darcy e as equagdes
rigorosas de escoamento em dutos cilindricos. Tal comparacao reafirma
que a Lei de Darcy pode ser derivada a partir de equacdes de movimento
mais complexas e fortes. Seja a equacéo de NSl em trés dimensdes, escrita

somente em sua componente horizontal e desprezando as for¢cas de corpo:
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0 ou 0 0%u 0%u 0%*u
¢ N u( > (5.31.a)

”%J“p”a__ax 6x2+6y2+622
Admite-se que o fluxo seja um escoamento desenvolvido, estacionario
(fluxo permanente) e que a velocidade inicial dada em um dos contornos
tenha perfil parabdlico e que n&o varie em x. Tem-se entéo:
19p [(0%u 0%u
—— ==t 5.31.b
pox (ayz Tz ( )
Assume-se que a diregao x coincida com o eixo do cilindro e, logo,
qualquer distancia radial dentro do intervalo [0; R], R sendo o raio maximo,

¢ dada por r = /y2 + z>. Transformando o Laplaciano de coordenadas

cartesianas para polares obtém-se:

10/ du 10p
Integrando-se duas vezes a equagao (5.31.c) em r:
r2 dp
u(x,r) =——+alog(r)+b (5.31.d)

4u ox

Onde a e b sdo constantes de integragao. Nota-se que, para que a
integracao fosse feita somente em r, admitiu-se que dp/dx fosse constante
em todo o dominio. Sabe-se que u € limitada em r =0, logo o termo

alog(0) ndo pode tender a valores assintéticos infinitos, entdo deduz-se

_nR2
que a = 0. Por simples substituicdo de valores, encontra-se b = %g—z.
solucdo entdo se escreve sob a forma (Maylibaev, 2019):
r2 —R%0p
,T) = -— 5.31.
u(or) = —p =g (53L.¢)

Nota-se uma clara semelhanca entre as equacdes (5.31.e) e a
equacao (5.18). Substituindo K = —(r? — R?)/4u a equacéo (5.31.e) torna-
se:

dp

u(x,r) = —Ka (5.31.f)
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Esta semelhanca entre a equacao de Darcy e a equagao (5.31.1),
conhecida como equacdo de Hagen-Poseuille, permite que se afirme que
o coeficiente de permeabilidade ndo € uma caracteristica intrinseca do
meio poroso (parte sélida), mas sim de uma interagdo entre propriedades
do fluido e geometria do canal formado pelo poro.

5.2. Solugodes classicas para fluxo turbulento em solos

As teorias discutidas nas secdes precedentes sobre fluxo potencial e
lei de Darcy se enquadram em um intervalo de valores de Re para qual h&
uma relagao linear, ou proporcional, entre a descarga especifica q € o
gradiente hidraulico J. Assim como visto na Figura 10, mesmo que para
uma grandeza diferente da descarga especifica, percebe-se que o aumento
do numero de Reynolds torna as equag¢des de movimento ndo lineares. A
Figura 11 ilustra a perda de linearidade no espago das velocidades pelo
gradiente hidraulico, espaco este que a tangente da inclinacao da reta

inicial em relacao ao eixo das abscissas equivale a 1/K.

/’T
~ )
Lei de Darcy

-—q

Figura 9. Relagao entre g e J para valores crescentes de Re. (Bear,
1985)

O primeiro trabalho conhecido na literatura a abordar fluxo n&o linear
em meios porosos é o realizado por Forchheimer (1901). Em uma
comparacao com fluxo turbulento em tubos rugosos, ele propds que, para

modelar o comportamento nao linear visto na Figura 9, se deveria
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considerar um gradiente hidraulico que nao fosse linear. Forchheimer

propbs entdo a seguinte relacdo entre Je g:
] =Wq+ bg? (5.32)

A relagcado de Forchheimer é unidimensional e por isso J e g estao
formulados em escalares. Entretanto, a comparacao entre fluxo ndo linear
em meios porosos e fluxo turbulento em dutos rugosos deve ser feita com
cautela pois algumas diferengas conceituais fazem com que o
comportamento fisico dos dois fendmenos tenha naturezas distintas. A
primeira diferenga entre fluxo n&o linear em meios porosos e fluxo
turbulento em dutos € que a transi¢do para a turbuléncia em dutos rugosos
acontece de maneira rapida, quase que instantdnea enquanto para meios
porosos a transicdo € suave e considerada lenta. A segunda diferenca
aparece no valor absoluto do numero de Reynolds para qual o fluxo fica
instavel. Em dutos este valor é da ordem de 2000 a 3000 enquanto para
meios porosos, principalmente solos granulares, foi medido em laboratério
por pesquisadores como Schneebeli (1955), Wright (1968) e Dudgeon
(1966) que este numero se encontra no intervalo entre 60 e 150. Logo, o
questionamento que aparece € sobre a natureza da nao linearidade do
fluxo em meios porosos que aparece para Re = 10, uma vez que este valor
€ em torno de dez vezes menor do que o valor necessario para que o fluxo
se torne turbulento. Com este argumento, pode-se propor que a nao
linearidade apresentada pelo modelo de Forchheimer (1901) nao
representa a transicéo para turbuléncia, mas sim outro fenémeno que torne
o fluxo nao linear. Alguns pesquisadores (Hubbert (1956), Scheidegger
(1960), Lindquist (1933)) propuseram que este engatilhamento da néo
linearidade se da pela apari¢gdo das forgas inerciais que eram inicialmente
desprezadas em fluxos de pequena velocidade pois a parcela viscosa
dominava o comportamento. Para fluxos com velocidades um pouco
maiores, a parcela inercial comega a ganhar importancia na equagao de
movimento e, como esta parcela é proporcional ao quadrado da velocidade,
a nao linearidade aparece naturalmente. Scheiddeger (1960) prova que o
modelo de Hagen-Poiseuille nao pode ser usado para dutos muito tortuosos
(representativo de meios porosos) pois nestes casos as forcas inerciais
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nunca desaparecem, como acontece matematicamente em dutos retos (Eq.
214.b). Apesar dos modelos encontrados na literatura para fluxos nao
lineares em meios porosos representarem com certa precisdo a relagao
entre as velocidades e os gradientes, até mesmo para valores muito altos
de Re ja em regime turbulento, nenhum modelo conseguiu prever a
transicdo entre os regimes e os parametros que governam esta transigao.
Os modelos mais conhecidos na literatura para fluxos nao lineares em

meios porosos sao:
] =Wq + bqg? W,b = constantes, Forchheimer (1901) (5.33.a)
J =Wgq + bqg? + cq3;W, b, c = constantes, Forchheimer (1901) (5.33.b)

J=Wq+bg™;1,6 <m <2, Forchheimer (1930) (5.33.¢)

0
] =Wgq + bg? + c—q , Polubarinova — Kochina (1952) (5.33.d)

ot
Ap 4 :
A aq™®, White (1935) (5.33.¢)
vT? T?
J=C, g_nq +C, qu, Scheidegger (1960) (5.33.1)
5a(1 —n)?vM? 1-n)M

= ( gn3) g+ AC 8gn3) ®¢3, Ergun e Orning (1949) (5.33.9)

Ky(1—mn
] = %q% Burke e Plummer (1928) (5.33.h)

aCqy |((1-n) q° . .
= 25k E ,  Rumer e Drinker (1966) (5.33.1)

v(1—n)? pl—-n) aq .
= “gdZ(n )3 2 + 9d(n —11g)° q i—n)dt Irmay (1964)(5.33.))

180(1 — n)?v vo1(1 —n)tt
=—Fq -

gz + 2,87 g q'°, Carman (1937) (5.33.k)

dqg K i
&q _2rg (1 - eT>, Lei et.al (2018) (5.33.0)
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_dp Ac

= 1—
d d
\ O EHa-1

Ji , Huanget.al (2013) (15.33.m)

Em todos esses modelos matematicos, empiricos e semi-empiricos,
busca-se relacionar propriedades do meio poroso, propriedades do fluido e
do fluxo propriamente dito, com o gradiente hidrdulico e a descarga
especifica. Alguns modelos mais simples como os de Forchheimer
relacionam apenas q com J, outros utilizam a porosidade n, a viscosidade
do fluido v, a superficie especifica Mg, diametro médio dos grédos d e
parametros de correcdo tais como A,5,a e K, que podem ter ou néo
significado fisico. Ressalta-se que todos os modelos mencionados acima
sdo validos para meios isotrépicos.
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6. Prova da convergéncia do problema de Stokes para
células unitarias com condi¢oes de contorno nao-Dirichlet.

Allaire (1991) provou a convergéncia do problema de Stokes em RY
para trés distintos limites, com fronteiras definidas apenas no obstaculo
sélido. Por motivos de limitagcbes numéricas, uma abordagem semelhante
devera ser feita em um aberto Q@ c R com escolhas adequadas de
condicOes de fronteira para que o problema final seja fisicamente coerente

e compativel com a teoria desenvolvida na literatura.
O problema na escala global.
Seja o problema de Stokes estudado por Allaire (1991), sendo este:
Encontre (ug,p.) € [H3(Q)]N x L2(Q,) solugbes do problema (P1)
Vp, — Au, = f, em Q.
V-u, =0, emQ, (P1)

Para €—-0. Para o problema com condicbes nao-Dirichlet
(deslizamento) em parte da fronteira e com condigdes de Dirichlet nas
demais, o espaco funcional H}(,) ndo € mais adequado. Deve-se buscar
solugcdes em [H1(Q)]Y x L?(€,). Seja a formulacéo variacional do mesmo

problema (P1):

fV'pgde— jAuS-vdV= ff-vdVVvEHl(Qg)N, em Q.
Qe Q. Q

Jq(v ‘ug)dV =0 V q € L2(Q,), em Q. (P2)
Qe
Tome v = ¢wk e q = ¢pq¥ onde ¢ € D(Q). As funcbes w) € H1(Q )N
e q € L*(Q,) sdo sequéncias cuja convergéncia sera provada a partir de

algumas hipoteses. Allaire (1991) assumiu o problema em RY, sem
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condicoes de fronteira do dominio a ndo ser na superficie dos graos (furos)
periodicamente distribuidos no dominio todo. Neste trabalho, assumiremos

que o problema esta restrito a um aberto Q tal que:

N(¢e)

0=0,+ UTf
i=1

n
OQ=UFJ-, NI =@parai #j
j=1

aﬂﬂaTl‘E:(D
Q=0+00

Integrando por partes (P2):

— jpg(V-v)dV+ f(psv)-nd5+ .[Vug-VvdV
Qe 80, Qe

= jf-vdVVveHl(Qg)N, em (),
Qe

Jq(V ‘ug)dV =0 V q € L2(Q)\R, em (Q, (P2)
Qg

Note que a condicdo de fronteira foi omitida em (P2) pois a expresséo
se refere somente ao funcional dentro do dominio e ndo em seu bordo.
Substituindo v e q por suas definicdes dadas previamente e expandindo
(P2):

— fpg(qbV cwk +wk-ve)dv + fVu‘S (PVWE + wEkVp)dV
Q¢ Qg

= jf-(ﬁwé‘ dv vv € H1(Q)V, em Q.
Qe

j(/)q";(v ‘ug)dV =0 V q € L>(Q)\R, em (), (P2)
Qe
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Sejam as seguintes seis hipoteses a respeito das funcbées wk e gk,

como base no trabalho de Allaire (1991):
(H1): wk e H*(QV , q¥ € [2(Q).
(H2): V- ws = 0em Q e wf = 0 dentro dos graos (T5).
(H3): wk — e, fracamente em H1(Q)" e g¥ — 0 fracamente em L?(Q).
(H4): 3y, € W2 (Q)V
(H5): Para toda sequéncia v, e para cada v tal que:
v, — v fracamente em H1(Q)V, v, = 0 em Tf
E para cada ¢ € D(Q), tem-se que:
(Vg — AWE, ¢ve)y-11(0) = (b PVIi—1 110
(H6): Existe um operador linear de extensao R, tal que:

( R, € LLHY(QN ; H*(Q)N)

! u€ H'(Q)YN = Rii=u, em{,
V-u=0emQ=V:(Ru) =0emQ,
LlleullHlms) < Cllullgr(q) C independe de ¢

As funcdes wk e q¥ , 1 < k < N s&o funcdes teste para o processo de
homogeneizacao pelo método das energias, proposto inicialmente para o
operador Laplaciano em Cioranescu e Murat (1982). No trabalho de Allaire
(1991) todos os espacgos de Hilbert citados nas hipoteses sao de funcdes a
suporte compacto em Q. O objetivo desta secdo € provar que a
convergéncia ocorre também para os espacos H! com fungbes que
garantem condi¢ées de contorno especificas que nao sejam do tipo
Dirichlet. Reescrevendo (P2) com respeito as seis hipdteses apresentadas,

tem-se:

— fpgwgk -VodV + JVu‘g -wkve dv + fqqug - Vwkdv
Qg Q¢ Qe

= jf(ﬁwgk dv, vv € HY(Q)V, em Q,
Qe
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f $qk(V-uddV =0, vqel2(Q),  emQ, P2)
Qg

O caso aqui estudado possui quatro fronteiras onde duas delas
recebem condi¢des de Dirichlet (para pressao) e as duas outras recebem
condicées de deslizamento (cisalhamento livre). As figuras Figura 10,
Figura 11 e Figura 12 ilustram o problema que se deseja passar ao limite.

[y

L

Figura 10. Dominio perfurado periédico

Figura 11. Célula unitaria
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Figura 12. Dominio homogeneizado

Sejam as seguintes condi¢cées de contorno para Q,:

( I = p.=p™
I, = —n- (—pd + u(Vu, +Vul)) -t =0
I3 = pe = pi
F4_ = FZ
FS = U = 0
Como entdo se comporta o funcional para cada fronteira?
Intuitivamente, espera-se que distintos funcionais atuem em cada tipo de

fronteira. Resta saber se ha compatibilidade entre eles.

Na fronteira I; pode-se escrever a pressdo de entrada a partir da

relacao de Bernouilli tal que:

1
Pey = De + Epluslz (6.1)

Onde p,, € a pressao de estagnagao imposta na fronteira e p € a
pressdo estatica na fronteira. E importante ressaltar neste ponto que nao
existem condicbes de contorno para pressdes nas equacoes de Stokes e
Navier-Stokes; para tal, assume-se a relacao de Bernouilli. Assumindo p =
1, a condicao de contorno de pressao se transforma em uma condicao de

Dirichlet para velocidades, tal que a velocidade imposta seja:
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|uE|F1 = ’2(2780 - ps) (6.2.a)

Assumindo que esta velocidade de entrada é puramente horizontal,
torna-se possivel construir o vetor de velocidades a partir de seu médulo

tal que:

Uep, = I 2(pe, — 'pg)l ex, ey = ((1)) (6.2.b)

Note que para que a igualdade em (6.2.b) seja verdadeira, o lado
direito deve também estar em H!. Sabe-se que p, € L?(Q,) e que, sendo
Pe, € L*(Q) entdo, pela linearidade do espaco, (pe, — p:) = P: € L*(Qe),
logo, toda sequéncia ou subsequéncia p; é continua em Q.. Da hipbtese
H6, o operador de extensdo garante que Vp, € H™1, que pela reflexividade
dos espacos de Hilbert, Vp, € H!. A partir disso, pode-se afirmar que Vg, €
H' também. Por Reillich, p, — p fortemente em L?. Logo, ao impor a
condicao (6.2.b) na fronteira, ndo havera problemas de tragco ou de

convergéncia a medida que € — 0.

Nas fronteiras I, e I, atua a condicao de deslizamento livre, onde a
tensao cisalhante é considerada nula. Esta condi¢gdo é oriunda da hip6tese
de Navier sobre a proporcionalidade entre a velocidade de deslizamento e
a tensdo cisalhante. Tem-se:

nl - QuD@)—pl)-t—Pu-t=0 (6.3.a)
Onde
D) = p(Vu + vul) (6.3.b)

Onde p é o coeficiente de atrito entre o fluido e a fronteira, logo, § = 0
indica deslizamento livre. E importante ressaltar que a imposicdo de uma
condicdo de contorno de deslizamento afeta a prépria formulagdo do
problema variacional, pois a condicao age no proprio tensor de tensoes,
logo necessitando de uma outra formulagao variacional para esta fronteira
especifica. Apesar disso, é possivel descrever seus efeitos na formulagéo
com o Laplaciano. Alllaire (1991), em outro trabalho sobre homogeneizagao

com condi¢des de deslizamento na fronteira do obstéaculo (furo), provou
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coercividade e convergéncia do sistema de Stokes para uma lei de tipo
Brinkman. Aqui, a condigédo de deslizamento livre € imposta na fronteira do
dominio e ndo na superficie do grao (que € mantida com Dirichlet), mas o

resultado se aplica igualmente. Pode-se propor que, por V - u, = 0, tem-se:
Au, = 2V - D(u) (6.4)

O termo correspondente ao Laplaciano no variacional torna-se:

jZV D) -vdV (6.5)

Qe
Cuja integracao por partes resulta em:
—ZJJD)(u)-VvdV+ 2 f]])(u)-v-n ds (6.6)
Qe I24

O primeiro termo, por simetria, pode ser reescrito tal que:

Vv VT
f D(u) - Vv dV = f]D)(u) ) dv + f]D(u) e dV = .[]D(u) -D(v)dV (6.7)
Q, Qg Q¢ Qg

Pois, por simetria, D(u)” = D(u). Sabendo que a equacio de Stokes

pode ser reescrita com o tensor explicito:
V- (pl —uDW) = f (6.8)

A formulagéao variacional pode entao ser reescrita como:

— jV-(—pI+u]D(u))~vdV= jf-vdV (6.9.a)

Q¢ Qg
— f(—VpE+ pv- D)) -vdV = ff-vdV (6.9.b)

Q¢ Qg
prg-vdV—,us-]D)(u)-vde ff-vdV (6.9.0)

Qe Qe Qe
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—fpgv-vdV+ jpgv-ndS+2,uf]D)(u£)-]D)(v)dV+ 2U f]D)(ug)-v-ndS

Q¢ I24 Q¢ T24

= Jf-vdV,engUFZUF4VvEH1(QS) (6.9.d)
Q¢

A expressao acima pode ainda ser condensada, juntando os termos

na fronteira, como:
- fpgv-vdV+2,u jm)(ug)-m)(v) av — f(—p£1+ 2uD(u,)) - vdS = ff-vdv (6.9.e)
Q. Q. T2 Q¢

Pela decomposicdo de v € H! na fronteira em suas componentes

normais e tangenciais:
v=v-n+ Zv-t, v € H1(Q )V (6.10)

O variacional torna-se:

- jpgv ~vdV +2u f]D)(uE) D) dV — fnT(—pSI + 2uD(u))nv - nds
Q¢ Qg Iz,

+ JnT(—ng + 2uD(u,))tv - t dS = ff cvdV (6.11)
Q¢

[24
Onde pela impenetrabilidade da fronteira, reduz-se o variacional para:

- fpgv cvdV + 2u j]D)(ug) D) dV + fnT(—pSI + 2uD(u))tv - t dS
Q¢ Q¢ T4

- Jf-vdV (6.12)

Qe
Sendo, por condi¢ao imposta na fronteira de f = 0:
j nT(—pel + 2uD(u,))tv - tdS =0 (6.13)
24

Logo,em I, UT, + Q,:
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— fpgv-vdV+2u f]D)(uE)-]D)(v) dV = ff~vdV (6.14)
Q; Q¢ Qe

Com isso, temos o (aparente) resultado de que tais condigbes no
bordo de Q simulam (a menos de alguns possiveis ajustes) a condi¢cdo de
Allaire (1991) em RY visto que as condigdes de Dirichlet sdo apenas
entradas de “velocidade no infinito” e as condicdes de deslizamento
recuperam a EDP de Stokes propriamente dita. Logo, o problema torna-se
apenas um fluxo de Stokes em torno do cilindro, amplamente conhecido da
literatura, de onde podemos doravante analisar o problema do tamanho do

grao e o surgimento dos “termos estranhos”.

O termo néo linear de convecgao em Navier-Stokes pode ser inserido
sem que haja modificagdo na estrutura final do variacional pois trata-se de

uma perturbacado compacta e sua convergéncia sera provada mais a frente.

Com o variacional definido para Q. , (por extensao a ser utilizada

posteriormente) e em suas fronteiras, assume-se a presente que:
— ik — 4k
v=wgd, q=4q:¢

Com hip6teses semelhantes as de Allaire (1991). Verifica-se a
presente que os variacionais gerados acima convergem para uma equagao

do tipo Brinkman, independentemente de ser na fronteira ou no dominio.

Para o variacional referente a Q,:

— j pwk - Voav + j Vu, - wkVe dV + f PVu, - Vwkdv
0, Q¢ Q.

= Jf'ff)Wé( av, VvveHY(Q)Y, emqQ,
Qg

f SqE(V-u)dV =0, VqeLZQN\R  emQ, P2)
Qg

Note que o terceiro termo a esquerda da igualdade possui a seguinte
identidade:
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f¢)Vu£-VW§dV+ fugv¢-vW§dV = - f¢uE~Aw§dV (6.15)
Q¢ Qg

Qe

A menos de um termo na fronteira que desaparece por ser um

funcional em Q.. Logo, 0 mesmo termo pode ser substituido por:

fqqug L VwkdV = — juqub-VngdV — f¢uE~Aw§dV (6.16)
Q. Q. O,

Integrando por partes a equagéao da continuidade (divergéncia livre):

J V(pgk) -u.dv =0, Vv q € >(Q)\R, em Q. (6.17)
Qe

Expandindo

J(qu!; ‘u, dV + Jqud) ‘u, =0, VqgeL*(Q)\R, emQ, (6.18)
Qg Qg
Por estarmos em um Hilbert real, a ordem de ¢ na primeira integral
nao altera o resultado, logo:
qué‘ ~pu, dV + jqé‘V(l) ‘u, =0, v q € L2(Q)\R, emQ, (6.19)

Qe Qe

A equacéo da continuidade faz parte do sistema de EDPs e logo, por
linearidade, pode ser somada a equacao de Stokes, gerando assim a EDP:

— j pewk - Vpav + j Vu, - wkvVe dV — f u Ve - vwkdv
Qg Q¢ Qg

— f([)ug-AWé‘dV

+ qu§-¢u£dV+ fq§V¢-u£dV
Qe 3,
= ff - pwk av, vv € H'(Q)V, em Q. (6.20)
Q¢

A EDP (6.20) estd apenas em Q.. Toma-se entdo a decisdo de usar o

operador linear de extensao para avaliar o comportamento da EDP em ().
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Pela sexta hipoétese, ao se aplicar o operador em todos os termos da EDP

(6.20), recupera-se:

— f P.(p.)wk - VopdV + f Vit - wikve dV — f u Ve - Ywkdv
Q Q Q

— f oU; - Awkdv
Q

+IVq§-¢a;dV+ fqé%-u’:dv
Q Q

=ff-¢W§dV, vv e H'(Q)Y, emQ (6.21)
Q

Reagrupando alguns termos, especificamente o quarto e o quinto
termo a esquerda da igualdade:

—.[Ps(pg)WSk-V(l)dV+ fva;-wfw av — fzzv¢>-vW§dV
Q Q Q

+f<Vq§—Aw§>-¢a:dV+ jq§V¢-u~st

Q Q
= jf -pwkdvV, VYveHYQN, emQ (6.22)
Q

Onde reconhece-se imediatamente o par de dualidade

f (Vg¥ — Awf) - pui; dV = (Vqf — Awf , Pt g1y w1 () (6.23)
9]

Sejam as seguintes convergéncias:
u; = u € H1(Q)N fracamente;
wk — e, € HY(Q)" fracamente;
gk — 0 € 12(Q) fracamente;
P.(p,) = p € L2(Q) fracamente.

Finalmente, o funcional em (. converge para um funcional em € sob

a forma:
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—f’pek-v¢>dv+ fVu-equb dv
Q Q

(ke » DU -1 Q)1 ()

= Jf - ey AV, vv € HI(Q)V, em Q (6.24)
)

Uma vez que Ve, = 0. Integrando por partes novamente a expressio

limite em Q:
jV'p-d)dV— fAu-qde
Q Q
+(Puy ,U)H—l(g),yl(g)
= Jf ~pedV, VPeD ), emQ (6.25)
Q
Logo:

Vp—Au+Mu=f, em ()
V-u=0, em Q) (EDP)

Onde M independe de u. Os valores que M pode assumir serdo

discutidos posteriormente no problema de célula.

A mesma deducao deve ser feita para os outros funcionais que atuam
nas fronteiras. Para as fronteiras onde atuam as condi¢cbes de Dirichlet, a
solugéo ja € conhecida e ndo ha necessidade de resolver a EDP. Basta,
neste caso, provar que nao ha problema de traco (compatibilidade) entre a
solucdo e a condicdo de contorno na vizinhanca de QuUdQ. Essa
compatibilidade ja foi discutida e o leitor sera poupado da discussao

tediosa.

Debruca-se agora sobre as fronteiras de deslizamento livre, onde as
tensdes cisalhantes s&do nulas. Como j& visto, esta condigdo ndo impde um
valor de solucé&o na fronteira, mas sim gera um outro funcional que deve
ser resolvido nesta variedade. Seja entdo a formulacdo variacional na

fronteira:
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— fpgv-vdV+2u f]D)(uE) -D(v) dV = ff~vdV (6.26)
Q, Qs Q.

Substituindo v por sua definicdo previamente estabelecida:

= [pev- @wirar + 21 [ D) - D@wE v = [ 1-gwEar (627)

Qg Qg Qg

O primeiro termo a esquerda da igualdade ja foi discutido previamente
para o funcional em (.. Deve-se a presente analisar o0 segundo termo a
esquerda da igualdade, referente ao tensor de tensdes, especificamente
sua parte desviadora. Neste ponto, parece dificil extrair qualquer
propriedade do funcional acima que possa se assemelhar com os
resultados obtidos até entdo. Entretanto, basta recuar alguns passos no
desenvolvimento da formulagéo variacional para que se possa usufruir da
incompressibilidade do campo da fungéo teste e do campo de velocidades

propriamente dito.
Sabe-se que:
2D(u,) - D(pwk) = 2D(u,) - D(v) = D(w,) - Vv (6.28)

Disso, a integragao por partes a seguir segue naturalmente:

1 1
fD(u£)~VvdV= —EJV-(VuE+Vu:£)-vdV+E j (Vu, + Vul) - v-ndS (6.29)

Q¢ Q¢ 0Q:=T34

Onde o ultimo termo a direita da igualdade se anula pois v-n =0 em

I; 4. Emrelacdo ao primeiro termo a direita da igualdade, sabe-se que:

V- Vu, = Au, (6.30.a)
V-Vul =v(V-u,)=0 (6.30.b)
Logo:
j]D)(ug) VodV = — JAu‘s vdV = — jAu‘g - pwk av (6.31)
QS Qg 9-8

Sendo entdo a formulag&o variacional reescrita tal que:
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— fpgv (pwkav —u fAug -pwk dv = ff - pwk dv (6.32)
Q¢ Qe Qe

Onde se recupera Stokes para toda funcéo teste v = ¢wk. O ponto

ainda mais interessante € que, uma vez com o sistema de Stokes em maos,

para fungdes teste v = pw)k, chega-se a mesma equagéo homogeneizada:
Vp—Au+Mu=f, u=1 (EDP)

Desta vez, desenvolvida na fronteira e com mesma matriz M. Este
resultado é o cerne da questao sobre a compatibilidade dos variacionais na
fronteira e no dominio, para condigdes de contorno ndo-Dirichlet.

Os resultados obtidos sdo referentes ao problema no aberto Q
composto por Q. e furos Tf. Do procedimento estabelecido por Allaire
(1991), o problema de célula deve ser uma representacédo em microescala
do problema global, isto €, ha de se resolver o problema de Stokes em um
dominio cujas condi¢cées nos bordos reflita (ou simule) as condigdes no
problema macroscopico. Quando o problema global estd em RY é mais fAcil
gerar o problema de célula pois diretamente trata-se de um problema de
Poisson com valor minimo na fronteira do furo e valor maximo atingido para
r — oo (ou longe o suficiente do furo). Mas quando o dominio é limitado por
um bordo, como deve ser formulado o problema de célula? Este assunto
sera tratado na préxima sessao e, com ele, resultados sobre os limites de

M em relagao ao tamanho do grao.

6.1. O problema de célula

Parafraseando Allaire (1991), “as fungdes w¥ € H'(Q,) e qF¥ € 1?(Q,)
parecem misteriosas a principio. Mas estas possuem sentido fisico”. De
fato, estas necessitam ter sentido fisico e esta condi¢do sera tratada nesta
sessao. Diferente de um problema variacional genérico, a fungao teste em
um problema de homogeneizacao pelo método das energias € uma fungao
especifica, escolhida minuciosamente para satisfazer critérios matematicos

(regularidade) e fisicos (coeréncia com o modelo).
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A geometria da célula unitaria

Nesta subsecao discute-se a propria geometria do problema de célula
para dois casos distintos, sendo estes:

i) O caso com um unico grao (furo) no dominio.

i) Com mais de um grao (furo) no dominio; aqui o exemplo sera

com quatro circulos.

Mais adiante neste trabalho, as condi¢des para que se determine se
a célula unitaria possuira um ou mais grdos serd discutida. Por hora,
analisa-se apenas a geometria dos dois casos. Para o primeiro caso, as
medidas s&o trivialmente encontradas. O circulo B¥ possuiraio R = ¢/2 e

0 grio TX possui raio a,, isto é, o raio depende do valor de . A zona

2
denominada Df possui areaigualae? —m G) =e2(1— %).

O segundo caso € um pouco mais delicado. Sabe-se diretamente que
a célula tem dimensdes ¢ x € = €Y para N = 2, mas nada pode ser dito de
forma simples sobre as dimensdes dos subdominios. O problema

geométrico a ser resolvido € o seguinte:

Seja a figura geométrica representada na Figura 13, composta por um
quadrado de lado ¢ e quatro circulos idénticos de raio R. Determine o raio
dos circulos sabendo que estes tangenciam os lados do quadrado em seus
pontos médios.
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Figura 13. Célula unitaria com quatro graos.

Figura 14. Relagdes geométricas na célula unitéria.

O quadrado CDEF conecta os centros dos quatro circulos. Sabe-se a

priori que:
a) CE = CDV2 = 2RVZ;
b) CE=AB —2R =¢— 2R
Com as duas informacdes acima, tem-se:
£ —2R = 2RV2

e =2RV2 +2R = 2R(1 +2)



-
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6.2. A EDP na célula unitaria e sua solucao.

Para que haja solugéo analitica do problema de Stokes, sabe-se que
fortes restricdes devem ser impostas sobre a geometria do dominio sobre
as condicbes de fronteira que nele atuam. Apesar da natureza numérica
deste trabalho, a analise da convergéncia do problema de Stokes para um
dos seus trés limites possiveis — Stokes, Brinkman ou Darcy — deve ser
feita a partir da solucdo analitica. Esta subsecao sera entdo dedicada a
apresentar as hipéteses que permitirdo a resolucao do sistema de Stokes
na célula unitaria, inspirada nas hip6teses apresentadas por Allaire (1991)
e Cionarescu & Murat (1985).

Ressalta-se aqui que o problema sera resolvido para a hipétese de
Stokes, isto &, com Re — 0. E amplamente difundido na literatura que nédo
existe solucdo estacionaria para este problema em N = 2, devido ao
paradoxo de Stokes. Entretanto, pelo problema de célula existir apenas em
um dominio limitado muito pequeno, autoriza-se a utilizacdo da
aproximagao de Stokes. Um problema de célula resolvido com a
formulacao de Oseen possa, talvez, representar com maior acuracia o
problema de escoamento ao redor de um cilindro (ou circulo) em N = 2.
Mais ainda, tal aproximagao pode justificar a utilizagcdo do termo inercial de
Navier-Stokes, sob a otica deste ser uma perturbacdo compacta que

converge amigavelmente em um espaco adequado.
Seja o0 seguinte problema diferencial:
Encontre (w¥, q¥) solugbes do sistema
Vq‘lsc _ AW&- =0, em ngmitéria
V-wk,  emQunitiria (6.34.a)
Com as seguintes condicoes
Vgk — Aawk =0, em Bk
wk=0, emTk

wk=U,, em DF
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wk =U,, em gQunitaria (6.34.b)

Considera-se aqui que U, € puramente horizontal. Isto é, uma
hipétese implicita na formulagcédo acima € que parar = R, as linhas de fluxo
ja estariam horizontalizadas e, assim, o campo de velocidade nas fronteiras
horizontais coincidiria com o caso em que estas estariam sob imposicao de

um deslizamento livre.

Para que seja matematicamente coerente a escolha das condi¢bes de

. Ag ;
contorno acima, assume-se que, de certa forma, —= 0, alternativamente,

0 maximo tamanho de B garante que a solucdo seja semelhante a
condic&o no infinito, como em um problema em RY. Considere a presente
que u.(r,0) em coordenadas esféricas. A solucdo, assumindo um fluxo da

direita para a esquerda (para que haja compatibilidade com o sinal de 9) é:

wk = wk + wf (Solugio velocidade)
wk = Ugcos8 [1 + ;i — 32(::2]
wk = —U,send [1 - ;i - 3;:;8]
E para o campo de presséo:
af = q% + 3711 Z:o (%)2 cos6@ (Solucio pressio)

Resultado classico que indica dois pontos de estagnacdo da
velocidade e logo, valores de maximo para o campo de pressao.

Recapitula-se aqui alguns dos provaveis e interessantes limites. Uma
vez que a matriz M é oriunda da integracdo do campo de velocidades,

M~ [ Vw;: Vw;dV, tem-se que
Vp—Au+Mu=f (EDP)
Vai para

Vp—Au=f, M - 0 (Stokes) (Lim1)
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Vp + Mu = f, M — oo (Darcy) (Lim 2)
Reescrevendo
u=M1(-Vp+f), (Darcy) (Lim 2)
Ou entéo
Vp —Au+ Mu = f, 0 <M < oo (Brinkman) (Lim 3)

Provar que M pode ir para infinito € tarefa facil. Mas como fazer M ir
para zero? Somente pelas velocidades a tarefa parece impossivel devido a
propria estrutura da solu¢do de Stokes.

Defina a presente a matriz M tal que:

M= (6.35)

o2

Tal que My = [ Vw;: Vw;dV,. O fator o € uma forma de medir a razéo
entre o tamanho dos graos e o tamanho da célula unitaria. Sera o limite de
o que definira para qual EDP o sistema ira convergir. Apesar de o ser
amplamente debatido por Allaire (1991) e Cionarescu (1985), uma outra

forma de medir a convergéncia da razao entre o tamanho dos graos e o

tamanho da célula sera proposta neste trabalho.

Para entender como Allaire evita o paradoxo de Stokes, é preciso ndo
somente ler seu artigo de 1991, mas também voltar em sua tese de
doutorado de 1990. Neste documento, Allaire (1990) assume que a
velocidade néo tende para U,, em r — oo mas sim para r — ¢. Este artificio
é bastante semelhante ao utilizado neste trabalho. Com isso, Allaire se
utiliza da classica solu¢cdo de Stokes em N = 2 periddica com periodo ¢
podendo ser representada sob a forma de uma série de inteiros e um termo
logaritmico para que a solugédo decaia. E esta aproximacdo que faz surgir
a dependéncia do tamanho critico dos buracos em uma forma logaritmica.

Aqui, para propor uma nova forma de quantificar o tamanho critico dos
graos, se propde uma nova forma de resolver o problema de célula. Esta

forma é, certamente, menos impressionante e rebuscada do que a solugéo
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de Allaire, mas garante a convergéncia da EDP e a constru¢do de uma

matriz M adequada para fins numeéricos.
Seja o0 seguinte problema diferencial:
Encontre (wk, q¥) solucbes do sistema
Vgk —Awk =0,  em Qunitiria (Pb célula)
v-wk, em anitéria

Com as seguintes condigcdes

Vgk —AwF =0, emB¥
wk=0, emTFk
wk=U,, em DF

k _ U aﬂunitéria
wk=U,, em 00

Porém aqui, considere o problema em coordenadas polares (radial) e
que o campo de pressao tem um “comportamento” previamente conhecido:

sera adotado um campo de pressao periddico tal que:
P
ak= ) e’ =f() (6:36)
k=1

Simétrico (ndo depende de ¢ ou ) e k é a frequéncia espacial da
solugcdo. Logo, o problema a ser resolvido torna-se um problema de
Poisson no anel, tal que a solugéo satisfaca:

Awk = f(r), emBk

wk=0, emTk
wk=U,, emDF
k — U agunitéria
wk=U,, emaQ¥

O problema pode ainda ser reescrito como:
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o*wk  1owk

oz Yo =), emB: (6.37.a)
wf=0, em Tk
w¥=U,, emDf
wk=U,, emoaQunitiria
Alternativamente
0 ng 16W‘g )
oz "7 or Z qze® em B; (6.37.h)
wf=0, em Tk
wl=U,, emDf
wk=U,, em QQunitaria

O lado direito da EDP pode ser reescrito de acordo com a féormula de

Voss-Weyl tal que:

10 ow
?E( 8) qu ,  emBk (6.38)

A solugéo geral torna-se mais facil de ser encontrada a partir desta

abordagem, sendo assim:

0= ().

2 rikr
> E; ( - ) + C; log(r) + C, (6.39.a)

Onde E;(r) é a funcéao integral-exponencial que pode ser expressa

pela série convergente de Ramanujan (para r pequeno):

_ nl
Ei(r) = y+1n(r)+ezz( )2“ 22k+1 (6.39.b)

Com y sendo a constante de Euler-Mascheroni.

Note que aplicando as condigdes de contornoemr =a,er =R = ¢,

considerando que:
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r ( 1)71. 1 n » r
e2 T Z kT 1 — arPe2 (6.40)
n=

Para n, k grandes, espera-se um resultado da forma:

0 gL< +l <'kr>+ D ZC_r)_I_gZ( o (ikr>+ e léf_r
[ — E —_— _— &
w0 = ' e () aikrrese) + 5 (r () + aikrree) )

k=1 +C, log(r) + C,

Simplificando:

[o'e)
i €

ik ikr
wk(r,6) = Z <_E + kz) <y + In <%) + aikrpe7> + C; log(r) + C, (6.42)

k=1

Gera-se algo como:

2 14 P ikBac
© (—%+ ZZ) (]/ + In <l ﬁzag) + aik <&> e 2&* )
wk(r,0) = z £ e € (6.43)
k=1 +C,; 10g< :) + G,

Para f € R. Onde nota-se que a limitagao da solugao dependera

explicitamente da relacdo entre os raios (do grao e da célula unitaria) e que
esta razdo sera controlada pelo produto de r pelo logaritmo da razéo.
Resultado este bem semelhante ao encontrado por Allaire (1990,1991).
Aqui, precisamente, pode-se estimar a convergéncia para os limites 0, +oo

ou0 < (Cy < +oocom:

1

£ |ln (%)F ,p €R* (6.44)

Fato importante é notar que tomando p — o a expressao (6.44) tende

a 1. Ou seja, a matriz homogeneizada nao € corrigida por fator algum.
Matematicamente, tem-se que:

E_)})ir;l_)ooll%llp = [|0ello = max{o.} =1 (6.45)

Logo,
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(6.46)
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7. A curva granulométrica e o decaimento do tamanho dos
graos.

Na engenharia geotécnica é comum classificar os solos a partir de sua
distribuicdo granulométrica, isto é, analisar a composicao do solo em
funcdo do tamanho (didmetro) dos gréos que o compde. Tendo em vista
que esta tese foca em solos fundamentalmente granulares, os ensaios de

peneira sao suficientes para esta classificagao.

O ensaio de peneira avalia quanto da massa total do solo passa, ou é
retido, por cada peneira com furos de tamanhos distintos. A Figura 17 é um
exemplo deste tipo de ensaio. Nota-se que a curva granulométrica, apesar
de ndo ser, pode ser representada por uma curva continua. Esta

propriedade sera explorada nessa sec¢ao do trabalho.

Peneiras
63 um 212 um 600 um 2 mm 6.3 mm 20 mm 62 mm
100 —4 ! = !
90 // L / /// /
v e
yd d G /

® 80 1A (I ({
[ 11| E / / H
2 70 A A
i L~ /
g L4 / I
£ 60 / b
E 5o / S=a
o) "1
8 40 / Pl
9 - A/
3] 30 pr Va
@] ____.—-‘” /
a 20 i

10

0

0.001 0.01 0.1 1 10 100

Tamanho da particula (mm)

Figura 17. Distribuicdo granulométrica dos solos (adaptado de Craig,
2012).
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Alguns parametros podem ser extraidos deste tipo de analise, como
o coeficiente de uniformidade (C,) e o coeficiente de curvatura (C.),

calculados como:

Dqg
C, =— 7.1.
v D (7.1.a)
D3,
C.=——— 7.1.b
© Dgo X Dy ( )

Onde Dgy , Dig € D3y indicam que 60%, 10% e 30% dos graos
possuem didmetro menor do que X mm. A titulo de exemplo, na curva F da
Figura 17, 60% dos graos possuem didmetro menor do que 0,03 mm, logo,
Dgo = 0,03 mm. Ambos os parametros C, e C, caracterizam o quanto um
solo é uniforme, isto é, o quao bem distribuida € sua granulometria. A
ABNT-NBR-6502/95 prop6e que um solo é considerado uniforme se C, <
5. Ja a ASTM-D2487-17 propde que um solo é uniforme se C. > 3. Com
estas definicbes em maos, propde-se o seguinte ansatz que sera justificado

posteriormente:

Ansatz (decaimento do tamanho dos graos): a funcao a(e) utilizada

na teoria da homogeneizagéo pode ser representada como

_Cu
a(e) = e &t (7.2)
Onde ¢ deve ser compreendido como o tamanho do volume elementar
representativo. Note que em (50), se €. — +oo, a curva torna-se uma reta

vertical com patamares em 0 e 1, como mostrado na Figura 18.
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a(e)

0.4

Figura 18. a(e) com C, = +oo.

E, analogamente, para valores moderados de C,:

a(e)

Figura 19. (¢) com C. = 5.

A semelhanga geométrica entre esta curva e a curva granulométrica
€ Obvia aos olhos. Entretanto, as semelhancas sdo somente em termos da

forma e nao das informacdes que estas curvas transmitem. Para gerar um
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paralelismo entre as informagdes, outros elementos da teoria devem ser

incrementados na analise.

Aplicando a equagéo (7.2) diretamente na equagéo do tamanho critico
dos graos (6.44), utilizando p =2 como sugerido por Allaire (1991),

tomando ¢ — 0, tem-se que:

62 -0, C. < 2 (Darcy) (7.3.a)
6% >+,  C, > 2 (Navier-Stokes) (7.3.b)
02 -50<Cy <+, C, = 2 (Brinkman) (7.3.0)

Cabe agora provar que estes limites fazem algum sentido fisico nesta
nova abordagem proposta. Antes de provar, pode-se fazer o seguinte
analogo geotécnico:

- Situacgdo 1: C. < 2 implica um solo bem graduado, tornando possivel
a observacgao de graos para qualquer tamanho de amostra. Logo, os vazios
dos graos maiores sdo ocupados por graos menores, aumentando a
superficie especifica total, por consequéncia aumentando o atrito do fluido
nos solidos e impossibilitando o desenvolvimento de néo linearidades por
altas velocidades. Forma-se entdo a lei de Darcy.

- Situacdo 2: C. > 2 implica um solo uniforme, mal graduado, fazendo
com que a partir de um certo tamanho de ¢ suficientemente pequeno, ndo
se observe mais graos e sim fluido livre. Os poros tornam-se maiores e a
superficie especifica total ndo atinge valores altos. O fluido percola quase
que de forma livre, semelhante ao fluxo governado diretamente por Navier-
Stokes. O termo “semelhante” aqui se torna necessario pois posteriormente
se provara que a presenga de graos ira gerar uma viscosidade aparente
para o fluxo.

- Situagdo 3: C. = 2 implica um solo medianamente uniforme. E a
distribui¢édo critica para que nao seja nem um fluxo livre, nem um fluxo por
difusao tal qual previsto por Darcy. Tem-se um fluxo do tipo Navier-Stokes,

mas com a presenga de um termo de arrasto, multiplicando a velocidade,
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como uma forma de amortecimento gerado pela presenca de alguns graos.

Entretanto, os termos nao lineares continuam relevantes.

E relevante comentar que, fisicamente, ndo se toma uma amostra com
tamanho ¢ — 0, por menor que seja. Este problema também aparecera
quando o problema for tratado numericamente, ja que existe um limite
computacional que nao permite levar o tamanho do grao para zero. Logo,
trataremos os limites apresentados acima como “candidatos a Darcy”,
‘candidatos a Navier-Stokes” e “candidatos a Brinkman”. Veremos que a
depender do tamanho do REV (¢) a diferenca entre os limites pode ser
tornar imperceptivel. Por outro lado, para alguns tamanhos a diferenca
pode ser fundamental para o entendimento do fenémeno de percolagdo.

Seja entdo a equagéo (46) reescrita como:

1
2

Qe

o(e)=c¢ |1n (?)

(7.4)

Os diferentes limites de (7.4) estao representados na Figura 20. Tome
por exemplo uma reta vertical passando por € = 0,4. Para valores abaixo
deste tamanho de amostra, as curvas granulométricas de Navier Stokes e
Brinkman nao apresentam mais graos com tamanho néo nulo. J4 a curva
granulométrica de Darcy ainda possui graos. Esta interpretacdo corrobora
com os situal¢des especificas listados acima.
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olg)

05

ofe) -
ole} -
ofe) -
- a[g) -
als) -

ale) -

Darcy
Brinkman
Mavier Stokes
Darcy

Brinkman

Mavier Stokes

03

0.4

025

02

0.15

01

0.05

ale)

Figura 20. Representacao dos diferentes limites para a(e) e a(¢)
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8. Convergéncia numérica do problema de homogeneizagao
das equacoes de Navier Stokes em duas dimensées.

Nesta segao discute-se como as convergéncias, pautadas e provadas
nas duas primeiras secbes, se aplicam em um contexto numérico,
especificamente com o método dos elementos finitos. Primeiro, deve-se
apresentar os parametros e configuracdes numéricas utilizadas para as
simulacdes. ApoGs esta etapa, um roteiro das simulacdes sera explicado e
finalmente, os resultados tedricos serdo apresentados. Adianta-se nesta
breve introducdo que, por motivos de limitacdo numérica, a teoria da
homogeneizacdo de Allaire teve que ser modificada em aspectos
fundamentais, afetando as hipéteses sobre as fungdes teste que nédo
poderdo mais adotar certos limites. Todas as modificagbes serao

explicadas e provadas ao longo desta parte.

8.1. Os primeiros passos e primeiros obstaculos.

Seja o0 seguinte problema a ser homogeneizado numericamente pelo

método dos elementos finitos convencional (Bubnov-Galerkin):

Encontre (ug,p:) € [HE Q)Y X L2(Q,) solugdes do problema (P1-
Num)

pue(ue - V) + Vp, — Au, = f, em (g

V-u, =0, em (Q,
Pe = Pentrada » em I
Pe = Psaida » em I

u, =0, emTl,eTl, (P1— Num)
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De forma que quando € = 0, (u.,p:) = (u,p) fracamente, de alguma
forma que faca sentido. O dominio (. é representado pelas figuras Figura
10, Figura 11 e Figura 12. Ou seja, trata-se de um dominio perfurado
periodicamente, cujo tamanho dos furos (ou graos) diminuem de forma a
manter a mesma relagdo entre a area perfurada e a area total. Em termos
geotécnicos, diminui-se o tamanho relativo dos grédos em relagéo a amostra
(isso induz que a amostra pode ser maior e ndo necessariamente o grao
ficando menor) e mantém-se a porosidade. Na teoria da andlise em
espacos abstratos, era possivel levar o tamanho do grao, ou do furo, para
zero. Isso ndo causaria a aparicao de nenhum artificio estranho ou algum
fendbmeno fisico que invalidasse a teoria. Entretanto, ao lidar com o

problema numérico, o tamanho do grao nao pode ser levado para zero.

Sabe-se que um fluido perde energia ao percolar através de um meio
poroso por atrito com as paredes sélidas. Logo, é sabido que quando maior
a superficie especifica do grao, maior sera o atrito com o fluido e maior sera
a dissipacdo de energia ao longo da percolagcdo. Uma maior perda de
energia, induz na teoria geotécnica, um menor coeficiente de
permeabilidade, se assumir Darcy como lei. A consequéncia numérica é
relevante: uma vez que n&ao se pode desaparecer com 0s graos no limite
e¢—>0, a cada simulacgo com @grados menores, aumenta-se
consideravelmente a superficie especifica por mais que a porosidade seja
mantida. Logo, haverd uma redugao da permeabilidade mesmo mantendo

a mesma razao entre a area dos furos e a area total do dominio.

Na teoria de Allaire (1991), propde-se um problema de célula com um
unico obstaculo, de forma a representar em uma célula unitaria, a mesma
porosidade do dominio total, uma vez que este € apenas uma repeti¢cao
infinita e periddica destas células. No tratamento numérico aqui realizado,
foi necessario encontrar uma forma de introduzir a superficie especifica dos
graos e a porosidade na célula unitaria. Sabe-se que ambas as
propriedades séo relativas ao raio do furo (ou do grao), mas néo se pode
determinar um tamanho de grao que cumpra os dois quesitos. Entdo, como

fazer?
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O problema de célula multigréao

Com o impasse matematico levantado no paragrafo precedente,
tornou-se necessario propor uma nova forma de representar a célula
unitaria, contemplando a porosidade e a superficie especifica dos graos. A
proposta € utilizar mais de um gréao na célula unitaria e que a distribuicao
destes graos seja, por sua vez, periddica e simétrica. Para isso, basta
resolver o seguinte sistema nao linear de duas equacdes algébricas:

1—nar?=4¢ (8.1.a)

2n .
— = Munit (8.1.b)
Onde (8.1.a) é a porosidade para um dominio quadrado de lados
unitarios e (8.1.b) representa a superficie especifica unitaria do grao. Esta
segunda equacao necessita uma mais detalhada explicacéo.

Suponha que se deseja gerar uma célula unitaria com apenas um grao
que cumpra os quesitos de porosidade e superficie especifica. Suponha
também que este problema tenha solugao para um certo raio r do grao.
Logo, a superficie especifica deste grao se calcula, em duas dimensdes,

como.:
(8.2)

Mas foi dito anteriormente que € improvavel, a menos de uma
coincidéncia, que um raio r cumpra os quesitos de porosidade e superficie
especifica. Logo, torna-se natural questionar se € possivel dividir este grao
em graos de raio menor tal que uma maior quantidade de graos cumpra os
dois quesitos citados. Isto €, quantos n graos de raio r sdo necessarios
para que 0s parametros ¢ e M¥"¢ sejam obtidos? O sistema acima possui
solucado Unica para r > 0, 0 que € uma excelente noticia. Pode se pensar
que o problema se tornou um problema em pelo menos trés escalas, onde
um dominio maior Q. € composto por células periddicas de tamanho ¢ e

que estas células periddicas sejam por sua vez composta por células ainda



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

129

menores. Ha entdo uma certa relagdo com a teoria da homogeneizagcéo

baseada na expansdo assintotica em poténcias de ¢.

Uma vez o sistema de equacgdes (8.1.a) e (8.1.b) resolvido, gera-se
uma célula com mais de um gréo, tal qual representada pela Figura 21.

Figura 21. Representacao da célula unitdria com mais de um gréao.
Na célula unitaria, resolve-se o seguinte problema:
Encontre (w, q) solugdes do problema (P1-Num)

pww-V)+Vg—Aw = f, em Qynie

V-w=0, em Qynit
w=w,, emT;
w=w,, eml;
nl - QuDw)—qgl) - t—pw-t =0, eml,erl, (Pge; — Num)

Em algum espaco funcional adequado ao espaco dos elementos
finitos construido. A discussdo sobre esses espacos esta feita em outra
secdo (4.2.1). E notavel que (w, q) sdo analogos aos campos de velocidade

e pressao mencionados na escala global Q.. O dominio no qual se deseja
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resolver o problema (P;,; — Num) estd graficamente representado na

Figura 22. Recapitula-se aqui, que Mo = [,

Vw: Vw dQ, ¢, Segundo
Alaire (1991). A presente, sera discutido como resolver (Pc,; — Num) a
partir do método dos elementos finitos, identificar os espacgos funcionais
onde vivem estas solugdes e trazer a tona os problemas que surgem ao

lidar com limites infinitos e nulos numericamente.

Iy

)

Figura 22. Dominio do problema Pg.,; — Num.

8.2. A homogeneizacao via simulacao numérica direta (DNS).

O objetivo desta subsegéo é investigar a convergéncia, em qualquer
que seja seu sentido, de um processo de homogeneizagao por simulagao
numeérica direta, isto €, diminuindo gradativamente o tamanho dos gréaos
em relagdo ao dominio, aumentando sua quantidade para manter a
porosidade e respeitando uma funcdo especifica de decaimento do
tamanho dos graos. Tome por exemplo o caso de Darcy. O tamanho dos
graos ird diminuir mais lentamente do que o tamanho do préprio dominio.

Com isso, havera um momento em que o dominio ndo podera mais diminuir
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pois ndo comportara todos 0s Qraos necessarios para manter 0s
parametros de porosidade determinados previamente. O mesmo sera
realizado para grdos que decaem muito mais rapido do que o dominio
(limite em Navier-Stokes) e graos que decaem de forma critica (limite em

Brinkman).

8.2.1. Construindo o espaco dos elementos finitos.

Seja o problema (P1-Num) o que se deseja resolver pelo método dos
elementos finitos convencionais. As equacfes de conservagao de

quantidade de movimento podem ser escritas de forma variacional tal que:

qus(ug~V)-<pdﬂe+ vas'(pdﬂs_ juAus-<pdﬂg= jf%pdﬂg (8.3.a)
'Q-S .Qg -Qg 'Q'S

Onde, integrando por partes:

jpus(us V) ¢ dQ, — Jpev @ dQ, + j#vug Vo dQ,
Q¢ Qg Qe

+ fpg<p-nd5+ JuVu8-<p-ndS= ff-(pdﬂg (8.3.b)
20, o0, Qg

Observa-se que o campo de velocidades necessita apenas ser
integravel uma vez, no sentido fraco, e que o campo de pressao seja
apenas integravel para que (8.3.b) faca sentido. Em outras palavras, u, €
H(Q,) e p, € L?(Q,), pelo menos. Seja V c H(Q,) um subespaco linear
que herda as propriedades de completude e estabilidade do Hilbert no qual
esta incluso. Tendo V dimenséo finita, usufruindo das propriedades de
projecéo ortogonal em espacgos de Hilbert j& mencionadas nesse trabalho,
propde-se um elemento de V:

14

Uy = U,®, , N < 4o0 (8.4)

NEE

n=0

Com U, e RY e &, € V c H1(Q,). Similarmente, ha um elemento de
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Pl = Z Pd,, M<N (8.5)

Com P, € R™. Pela ortogonalidade de V em relagdo a H*(Q,), sabe-

se que:
llue — ucllz + llpe — Pell < 1z — uelly + [lw — pell (8.6)
VzweVlV
Isto &, u; e p. minimizam o erro da aproximagao da solucao.

Na 6tica da formulagédo convencional dos elementos finitos, utiliza-se

funcdes polinomiais para @,,.

Ja a equacado da continuidade pode ser formulada em sua forma

variacional como:

J (V-u)¥dQ, =0 (8.7)
Qe

Onde ¥ € E, sendo E c L?(Q,).

Para a simulagdao numérica direta, utilizou-se entdo uma funcao
polinomial (polinbmio de Lagrange) de primeira ordem para ¢, e uma
funcao constante, meramente continua, para ¥,,. Em termos da teoria dos
elementos finitos, escolheu-se elementos triangulares do tipo T2, com as
velocidades e derivadas calculadas nos vértices, e pontos centrais em cada
lado das arestas para célculo das pressodes. A representacdo grafica deste
elemento esta na Figura 24.

A formulagéo assumiu que o tamanho caracteristico dos elementos
fosse 1% do tamanho do dominio, gerando cerca de 10* elementos em um
dominio quadrado de lados unitarios. Nas proximidades dos furos a malha
foi refinada para 1% do perimetro do furo (Figura 23). A nao linearidade do
termo convectivo foi tratada com o método iterativo de Newton-Raphson e
nenhum esquema numérico em diferencas finitas foi utilizado para a

passagem do tempo visto que a analise se fez de forma estacionaria.
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Figura 23. Discretizacdo do espago em elementos finitos triangulares

tipo T2.
ug , Vug
P Pe
T2
ug, Vug ¢ DL Uz Vite

Figura 24. Elemento do tipo T2

Estimativa de erro e a influéncia da nao-linearidade convectiva: uma

perturbacdo compacita.

Para estimar o erro devido a aproximacao da solugdo, necessita-se

de um teorema (Brenner & Scott, 2008):

AT,

v

4
o
]
I
)

oo
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Teorema (estimativa do erro): Suponha que a relagdo em (8.6) seja
verdadeira. Seja u € H*(Q) e também u € H5(Q). Seja também m < s < k.
Entdo Yu € H*(Q):

lu — upllgmqy < CAS ™ ullgsq)
Onde u, € M c H™(Q).

A prova deste teorema pode ser obtida em (Brenner & Scott, 2008). O
teorema se aplica também a espagos de Sobolev e permite que se obtenha:

lu — uh”wﬁ(m =o(hs™1) (8.8)
Aplicando ao problema a ser resolvido neste trabalho, obtém-se:
lue = uellura,y = o(h*™) (8.9.a)

Visto que u, € H?(Q,). Assumindo um dominio quadrado de lados
unitarios e uma malha com tamanho caracteristico de 1% do tamanho do

dominio:
llue — ugllyr o, = 0(0,01Y) (8.9.b)

Ou seja, as velocidades calculadas possuem um erro limitado por

cima em 1% do valor real.

Notou-se ap6s a execucdo de simulacdes numéricas diretas com e
sem o termo nao linear convectivo que a diferenca entre os campos de
velocidades encontrados com e sem este termo séo irrelevantes para fins
desta analise. Apesar de ser mantido nas simulacdes posteriores pois se
deseja observar as nao linearidades na lei de Darcy, existe uma justificativa
tedrica para ignorar o termo convectivo em algumas situagées, como por

exemplo, no problema de célula.

O termo convectivo € classificado como uma perturbacdo compacta.
Em outros termos, o operador:

Tu', = fu’g(u’g V) - ®dQ, (8.10)
Q¢
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E dito compacto pois pertence ao espaco dos operadores lineares de
V c Hi(Q,). O espaco V € compacto e logo todo operador linear em seu
dual também é compacto. Em termos praticos, para campos de baixas

velocidades, o termo em questao ndo afeta a estrutura da solucdo numérica

em seus valores (u.*~ 0) tampouco sua topologia.

8.3. Roteiro das simulacoes

Como mencionado anteriormente, as simulacées numéricas diretas
consistem em resolver (P1-Num) para dominios perfurados
periodicamente, cujo tamanho dos furos (graos) diminui segundo alguma
funcao de decaimento, buscando um limite entre os trés possiveis: Darcy,

Brinkman ou Navier-Stokes.

Primeiramente, constréi-se um dominio quadrado de dimensdes
unitarias de 1m x 1m. Escolhe-se em seguida qual sera a funcéo de
decaimento do tamanho dos graos. Adote, por exemplo a equagéo dada
pelo ansatz (7.2), tal que (6.44) tenda a zero para € - 0, com p = 2. Tome
um valor inicial de € <1 (menor que o dominio todo) e calcule o tamanho
dos grdos. Em seguida, escolha uma porosidade ¢ e usando a relagao
(8.1.a), determine quantos grdos serdo necessarios para cumprir a
porosidade desejada. Note que, nesta abordagem, a superficie especifica
total ndo é controlada.

Gera-se uma malha com tamanho caracteristico de 1% do tamanho
do dominio, assim como discretiza-se o perimetro do furo com 1% de seu
tamanho para refinar a malha na vizinhanga do furo. Determina-se os
parametros p = 1000 kg/m*® e u = 0,001 Pa-s. Utilizando a Figura 10

como referéncia, impde-se as seguintes condi¢des de fronteira:
u.=0,emlel}
pe = 0 Pa, em I3

Pe =p0£’ em Fl
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Onde aumenta-se gradativamente o valor de p,, para se investigar a
evolucao do campo de velocidades com a variagéo do gradiente hidraulico.
Como a velocidade varia pontualmente, determinou-se que se utilizaria a

velocidade média no dominio como referéncia, isto é:

1
T =i fug dQ, (8.11)
Qe

Onde, para o caso bidimensional, |©2] é simplesmente a area do
dominio sem excluir os furos. Assumindo que o fluxo sera
fundamentalmente horizontal, o gradiente hidraulico é escrito de forma

simplificada como:

1 Po
i =Vpe =7 pe=—"=po, (8.12)
Logo, busca-se algo da forma:
U, = Ki (8.13)

A simulacéo é feita, calcula-se (8.11) e (8.12), em seguida determina-
se o valor de K a partir de (8.13). Aumenta-se o valor de p,, e refaz-se o
processo até que se construa uma curva da relagao entre a velocidade
média e o gradiente hidraulico. Um exemplo deste processo é dado pela
Tabela 2 e o gréfico gerado esta representado na Figura 25. Para este
exemplo, foi escolhida uma porosidade de ¢ = X e o tamanho dos graos
decai com razdo a, = 0,25v¢. Assumiu-se um valor inicial de &, = 1/3. Em
seguida, refez-se a mesma série de operagdes para € = g,/2 € & /4. A

Tabela 2 apresenta os resultados para € = &.
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Tabela 2. Relagéo entre velocidade e gradiente hidraulico para € =

1/3
p0 (Pa) | dp (Pa/m)|L (m)| i(Pa/m) | u(m/s) (k (m%*Pa,s)
1.00E-15| 1,00E-15 1 |1,00E-15|831E-16| 0,83086
5.00E-15] 5,00E-15 1 |500E-15|415E-15| 0,83086
1.00E-14| 1,00E-14 1 |1,00E-14|831E-15| 0,83086
5.00E-14| 500E-14 1 |500E-14 | 415E-14| 0,83086
1.00E-13| 1,00E-13 1 |1,00E-13|831E-14| 0,83086
5.,00E-13| 5,00E-13 1 |500E-13|415E13| 0,83086
1.00E-12| 1,00E-12 1 |1,00E-12|831E-13]| 083086
5.,00E-12| 5,00E-12 1 |5,00E-12|415E-12| 0,83086
1,00E-11| 1.00E-11 1 |1,00E-11|831E-12| 0,83086
5.00E-11]| 500E-11 1 |500E-11|415E-11| 083086
1.00E-10( 1,00E-10 1 |1,00E-10|831E-11| 083086
1,.00E-09] 1,00E-09 1 |1,00E-09|831E-10| 083086
1.00E-08| 1,00E-08 1 |1,00E-08|831E-09]| 083086
1.00E-07| 1,00E-07 1 |1,00E-07|831E-08| 083085
1.00E-06| 0,000001 1 1E-06 |831E-07| 083079
1.00E-05| 0,00001 1 | 0,00001 |8 25E-06| 082492
1,00E-04| 0.,0001 1 0.0001 |659E-05| 065919
1.00E-03| 0,001 1 0,001 | 000033 | 032842
1.00E-02 0.01 1 0.01 000877 | 087651

Apoés realizar as simulagbes para os demais tamanhos de graos,

obteve-se o grafico representado pela Figura 25.

1.00E+00
1.00E-01
1.00E-02

1.00E-03

1E-0r9 0.0000001
_ fPa
(5

Figura 25. Representacdo gréafica da relacao entre velocidade e

0.00001

gradiente hidraulico.

0.001
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Note que a distancia entre as curvas tende a diminuir a medida que o
tamanho dos graos diminui, indicando uma possivel convergéncia para um
valor estavel de K. A Figura 26 representa a variacdo de K em fungao de

¢. A variagdo mostrou-se ser de carater exponencial, com R? = 0,9985.

¢ =0,6

® Darcy (DNS)

= —— Exponencial (Darcy .
0.4 (DMS)) R*=10.9985

0.073 0.125 0.175 0.225 0.275 0.325

Figura 26. Variacdo de K em funcéo de ¢ para ¢ = 0,6.

As analises se limitaram a estes trés tamanhos de grao por motivos
de capacidade numérica. Uma quantidade maior de grdos, com
refinamento de malha em seu perimetro, geraria uma malha com uma
quantidade de elementos além do toleravel pela maquina. No mais, os erros
implicitos de arredondamento do MatLab (por floating point) comecgariam a
se tornar tao relevantes quanto os erros da aproximagdo numérica por si
mesmo. Na proxima secdo deste trabalho, serdo apresentados os
resultados obtidos para diversas porosidades e fung¢des de decaimento do
tamanho dos gréos.

8.3.1. Resultados das DNS

Para estas simulagbes, n&o foi utilizada uma funcdo de decaimento
do tipo (50) pois a quantidade de graos necesséria para cumprir 0 quesito

da porosidade aumentaria exponencialmente, atingindo rapidamente
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valores que estdo fora da capacidade numérica da maquina disponivel.
Para tal, as exponenciais foram aproximadas por polinémios de Taylor de
segunda ordem. Entretanto, para fins de observagdo tebrica da
convergéncia, basta que as fungbes possuam uma taxa de decaimento
menor ou maior do que a diminuigdo do tamanho de ¢, ja que efetivamente

n&o se levara o limite para zero.

A Figura 27 apresenta os resultados de trés simulagées com ¢ = 0,3
e funcao de decaimento dos graos com limite em Navier-Stokes. O valor
médio de K obtido para cada tamanho de grdo parece evoluir de forma
exponencial até um limite estavel. E importe ressaltar que o limite apenas
seria encontrado de fato caso fosse possivel levar 0 tamanho do dominio

para zero.

R*=0.9996 |

L4
= o | &/2

'3 ef4

Figura 27. a(¢) - 4+ ,¢ =0,3

Ja no caso da Figura 28, com mesma porosidade de ¢ = 0,3 porém
com tamanho de graos evoluindo para um limite em Darcy, a velocidade de
convergéncia da permeabilidade estd entre o linear e o quadratico.
Entretanto, um ajuste de curva exponencial foi imposto para que se
compare com os demais casos. De toda forma, nota-se uma evolugao

monotdnica até um suposto limite, assim como no caso anterior.
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. o o Darcy [DNS)

] . - = Exponencial

—— 8 ] ' (Darey {ONS)) | gt = 0,325
£y e e — [F=0355]

Figura28.0(¢) - 0,¢ =0,3

A Figura 29 mostra a evolugao do coeficiente de permeabilidade para
uma funcdo com limite em Navier-Stokes e com porosidade ¢ = 0,4. A
aproximagao exponencial para a velocidade de convergéncia de K(¢) €

praticamente exata, com R? = 0,9999.

O caso apresentado pela Figura 30 é interessante. Perceba que a
curva da relagdo entre velocidade média e gradiente hidraulico para o
menor tamanho de grao encontra-se entre duas curvas cujo tamanho dos
graos era maior. No grafico da convergéncia de K € possivel observar esta
tendéncia com maior clareza. Note que o valor de K nao converge
monoténicamente para um valor limite, mas sim, oscila em torno do suposto
valor limite. A primeira vista, tal comportamento pode parecer inusitado ou
até mesmo errado. Mas cabe aqui lembrar que na teoria da
homogeneizacdo, nos primeiros trabalhos de Tartar e Allaire, as fung¢des
teste eram ditas “funcgdes oscilatorias”, uma vez que estas variavam
rapidamente e qualquer modificagdo nos parametros de base poderiam
gerar resultados consideravelmente diferentes. Posteriormente, se
discutira se o limite tedrico previsto pela teoria da homogeneizagéo
confirma a hipétese de oscilagao em torno do limite ou néo.

Da Figura 31 a Figura 38, para diversas porosidades, nota-se o
mesmo comportamento de convergéncia para uma permeabilidade limite,
com velocidade exponencial e com R? > 0,95. Apenas as Figura 30, Figura
32 e Figura 38 mostram novamente um suposto comportamento oscilatorio

na convergéncia para uma permeabilidade limite. O préximo passo €
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natural: investigar se estes limites condizem com os limites te6ricos

previstos pela teoria da homogeneizacao de Allaire (1991) com pequenas
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modificagdes na abordagem numérica do problema.
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. & Darcy [DNS)

Figura 38.d(¢) - 0,¢ = 0,8

8.4. A homogeneizacao utilizando o problema de célula multigrao: o
caso de Darcy.

A comparacao do limite previsto por teoria e o limite encontrado por
simulagcdo numérica direta deve comecar pelo caso do limite em Darcy. Nao
por este ser mais simples, pois néo é, mas por ser o limite natural esperado
no estudo de fluxo através de meios porosos. Assuma uma fungao de
decaimento dos tamanhos dos graos a(e) que faga o(e) —» 0 para € = 0.
Como reforgcado previamente, por motivos de limitagdo numérica, ndo se
pode levar ¢ para seu limite em zero. Entdo, como tratar o problema? Para
fins de exemplo e para tornar o que serd comentado aqui menos abstrato,

assuma o caso apresentado pela Figura 34, isto é, ¢ = 0,6 e a(¢) — 0.

Primeiramente, deve-se calcular a quantidade de graos o raio destes
para que seja criada a célula unitaria multigrdos. Assumindo que as

simulagbes numéricas diretas conseguiram ir até € = 0,0833m e que a

funcdo que define o tamanho dos grdos seja a(e) = 0,2Ve e o(e) =

I (2)

1
2

, tem-se:

a(e) = a(0,0833) = 0,0577m

Sabendo que ¢ = 0,6, entdo o sistema nao linear a ser resolvido se

torna:
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1—nnr?=0,6 (8.1.a)"

2n 2

r 00577

(8.1.b)

Resultando em n = 3,369 e r = 0,1944. Como n&o se pode obter um
numero nao inteiro de graos, assume-se o valor do inteiro mais préximo,
logo, n = 3. Constréi-se entdo uma célula unitaria com trés gréos de
0,1944m de raio, onde se resolve o problema especificado pelas equagoes
de (Pce; — Num) e suas devidas condi¢des de fronteira. Uma vez com a

solucédo do campo de velocidades em méaos, calcula-se o M,, dado por:

My = J Vw: Vw dQynir (8.14)
Qunit
Onde o produto tensorial do integrando, em duas dimensodes, se

escreve forma extensa como:

M, = f @)% + (0,u)” + (0)? + (3y) dQunse (8.15)

Qunit
Onde M, € R. Lembra-se aqui que o produto tensorial A:B para dim(A)
=me dim(B) = n possui dimensao dim(A : B) =m+ n - 4. Logo, para o caso

bidimensional, M, é um escalar.

O valor encontrado foi de M, = 46,40. Sabe-se que:

K = ("U_AZO>_1 (8.16)

Logo, ja se conhece uM, = 0,001 x 46,40 = 0,04640. Basta entao
encontrar o valor de o(¢) retirado diretamente da curva:

1
2

= 0,05045

a(0,0833)
o(e) =0(0,0833) =0,0833 |In| ———

0,0833

Logo
0% =0,05045% = 0,00254

Entao, aplicando em (66):

*
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~ <0,04640

-1
0,00254) = 0,0549

O valor médio encontrado pela simulagdo numérica direta foi de
0,0604. Colocando o K encontrado pela teoria da homogeneizagao
modificada como limite, percebe-se que a convergéncia para um limite
observada anteriormente se confirma e que, felizmente, este limite é
previsto pela teoria modificada de Allaire (1991) para fins numéricos. A
representagao grafica deste resultado se encontra na Figura 39.

- % Darcy (DRG]
P S
- - = -« DPCY (MMt

- "' ——— Exponencial {Darcy
o .8 . g o= (ONS))

LI o4 " g2

” z/d

== == H-Darcy-MULTI

Figura 39. Convergéncia em relacao a teoria da homogeneizacao
para ¢ = 0,6 , a(e) = 0,2v/.

Outros demais resultados para limites em Darcy foram encontrados
para diversas porosidades. Estes resultados estao apresentados nas
figuras abaixo que vao da Figura 40 a Figura 44.

e Darcy (DNS)

H-Darcy
— — H-Darcy-MULTI

£f2

s cfa
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Figura 40. Convergéncia para Darcy com ¢ = 0,3 e M¥*™t = 21,10.
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Figura 41. Convergéncia para Darcy com ¢ = 0,4 e M}™ = 34,66.
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Figura 42. Convergéncia para Darcy com ¢ = 0,5 e M;"™" = 34,66.
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Figura 43. Convergéncia para Darcy com ¢ = 0,7 e M¥™t = 34,66.
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Figura 44. Convergéncia para Darcy com ¢ = 0,7 e M¥™t = 34,66.

8.5. Ahomogeneizacao para limites diferentes de Darcy: a viscosidade
aparente de Navier-Stokes e o problema de Brinkman.

Assim como mencionado diversas vezes ao longo deste trabalho,
sabe-se da existéncia de dois outros limites para a EDP além de Darcy.
Também ja foi mencionado que os limites encontrados por Allaire (1991)
nao podem ser obtidos de forma numérica por limitacdo das maquinas
utilizadas. Para que limites equivalentes sejam alcancados, modificacdes
na teoria serdo propostas aqui. Estas modificagdes atuam no cerne da
deducao de Allaire, fazendo com que termos que outrora em seu trabalho
desapareciam, ganhem importancia nao negligenciavel na solugédo das

equacbes diferenciais parciais aqui apresentadas.

Seja o coeficiente M = uM, onde M, esta representado na equagao
(8.14):

M, = f Vw: Yw dQynir (8.14)*

Qunit
Onde w € H1(Qun;) € sabe-se que v = w¢ € H1(Q,)V¢p € D(Q). Pela

teoria da representacéo de Riesz, 3!z € H1(Q,) tal que:

fﬁz ‘U, dQ, = Au, (8.17)
Qg
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Para f € R. O resultado acima também se verificar para a extensao

em (1 pela linearidade dos espacos de Hilbert. Perceba agora que:

L j VW VW d€y, = 2 € HY Q) (8.18)

0-2
Qunit
Sendo Q,,;: um homeomorfismo de Q,, e a EDP na célula unitaria
sendo idéntica a EDP no dominio perfurado, a menos das constantes de
viscosidade e densidade que sao, obviamente, limitadas. Com isso, deduz-

se que:

UM
0—2"u = BAu (8.19)

Tornando a EDP homogeneizada geral (EDP):
pu-(u-V)+Vp—-Ww+pAu=f (8.20)

Perceba que para o limite em Navier Stokes encontrado por Allaire
(1991), B - 0 para o? - +. A equacdo (8.20) pode ser interpretada como
um sistema de Navier-Stokes com uma viscosidade aparente, sendo esta

maior do que a viscosidade real do fluido:
pu-(W-V)+Vp—uAu=f (8.21)

Esta viscosidade aparente sé existe no problema numérico pois 0s
graos ndo atingem o limite de zero e logo M; passa a ter um efeito de
arrasto e atrito grande o suficiente na solu¢ao para que seja desprezada.
Olhando a solucédo de forma macroscdpica, a presenca de grédos no
dominio de fluxo realiza um efeito aparente de viscosidade do fluido em
questao. Esta viscosidade pode ter valores moderados, ainda permitindo
que a parcela inercial tenha importancia no fluxo, ou pode ter valores
extremamente altos gerando apenas um fluxo por difusdo, que sera visto
posteriormente como um fluxo potencial, caracteristico da teoria de Darcy.
O problema ficard um pouco mais abstrato e de dificil compreensao quando
se buscar entender o0 que acontece no tamanho critico dos gréos para que
se obtenha a EDP de Brinkman.
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Suponha a existéncia de uma solugéo para o campo de velocidades
em que as velocidades ndo variem muito dentro do dominio e que estas
variagdes também ndo sejam abruptas. Matematicamente, esta hipotética
solucdo possui primeira e segunda derivadas moderadas e com mesma
ordem de grandeza. Suponha que se deseje fazer uma aproximagao por
polinémio de Taylor dessa funcéo solugcéo da EDP e que esta fungao seja

apenas unidimensional para fins praticos. Tem-se:

du d*u
— _ _ 82 3
u(x+38) =ulx) + P 6+ T2 6+ 0(6°) (8.22.a)
Rearranjando:
du d?u
u(x+6) —ulx) ——686 =—6%+0(63) (8.22.b)
dx dx?

Truncando na ordem do erro e dividindo os dois lados por §2:

u(x+8)—ulx) dul d*u
52 dx§  dx?

(8.22.¢)

Note que, por u(x + §)~u(x), 6 K 1 e % = u(x) pela moderacéao da

fungao, entao:

u(x+6) —ulx) S dul

52 T3 (8.23)
E logo
d?u

Este simples argumento permite entender que, para campos de
velocidade nos quais as velocidades n&o variam de forma abrupta, como a
presenca de oscilagdes, a funcdo pode ser substituida por um termo
proporcional a sua segunda derivada. Tal manipulacao em (EDP) resultaria
na aparicao da viscosidade aparente do fluido pois um novo termo surgiria
junto ao Laplaciano, aumentando a viscosidade real do fluido.

Para fluxos onde o campo de velocidade varia abruptamente (rapida
queda de energia cinética), os termos:
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ulx +6) —u(x)
52

dul
dx 6
Possuem valores muito maiores do que a fungéo propriamente dita.
Todavia, sdo valores limitados por cima, pois u € W1(Q). Logo:

d?u

Onde |N| > 1, Nu > u(u-V) e Nu > pAu Tal condicdo aproximaria

a EDP de um limite em Darcy.

Para exemplificar o procedimento e torna-lo menos abstrato,

0,8

considere o caso de um solo com porosidade ¢ = 0,5 € a(e) = e 1, isto
e, com limite em Navier-Stokes. A simulagdo numérica direta conseguiu
chegar até ao valor de ¢ = 0,5m. Com isso, o valor de a(e) = a(0,5) =
0,033.

2

A célula unitaria deve ser construida para ¢ = 0,5 e M¥™t = =

60,60. A solucdo do sistema de equacdes algébricas nado lineares para
definir a configuracédo da célula unitéria resultou em n = 5,267 e r = 0,174.
O valor de M, calculado na célula unitaria foi de 11931,06. No mais,
encontrou-se o = 0,99, logo:

uM, 0,001 x 11931,06
g2 0,992

*

M:

= 11,93 (8.26)

Utilizando 11,93 como viscosidade aparente e calculando a
velocidade média dentro do dominio, com gradiente hidraulico variando de
1x10"Pa/m?a1 x 1072 Pa/m?, encontrou-se um valor de coeficiente de
permeabilidade médio de 0,007892. As simulagdes numéricas diretas
mostraram um coeficiente de permeabilidade que tendia para um limite em

0,01. A convergéncia esta representada graficamente na Figura 45.
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Figura 45. Exemplo de convergéncia para Navier Stokes.

Na préxima secdo, outros resultados de convergéncia para Navier
Stokes serdo apresentados, variando-se as porosidades e superficies
especificas. Note, entretanto, que ainda nao foram apresentados
resultados sobre a convergéncia para o limite em Brinkman. Para este
limite, uma subsecéo sera dedicada.

8.6. Resultados de convergéncia para o problema tedrico da
convergéncia em Navier Stokes.

As figuras Figura 46, Figura 47, Figura 48, Figura 49, Figura 50 e
Figura 51 apresentam resultados de convergéncia para o limite em Navier
Stokes para porosidades variando de 0,3 a 0,8. Percebe-se que, em todos
0S casos se identifica uma convergéncia estavel ou, pelo menos, uma

tendéncia exponencial de convergéncia para um limite estavel.

Q0E-03 _- : —
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NS {H-Multi]|
4 -
0 Iy " 5
— > - 6.00E-03 Exponencial | e——
. .- meronsy | [F=0.9996)
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s o 2 : = - -
= 5 ‘. - £
. H S e /2
- -
: ] .z = /4
ol Wl
. it - = HNSMULT
.
1E-13 1F 0,000
_fPa
il—
m

Figura 46. Convergéncia para Navier Stokes com ¢ = 0,3 e MYt =
51,15.
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Figura 47. Convergéncia para Navier Stokes com ¢ = 0,4 e MJ™* =
54,94.
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Figura 48. Convergéncia para Navier Stokes com ¢ = 0,5 e M{™ =
60,06.
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Figura 49. Convergéncia para Navier Stokes com ¢

67,61.

= 0,6 e M}t =
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Figura 50. Convergéncia para Navier Stokes com ¢ = 0,7 e MYt =
76,80.
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Expo nencial
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R =09833

Figura 51. Convergéncia para Navier Stokes com ¢ = 0,8 e M4t =
96,15.

8.7. O limite em Brinkman: uma zona cinzenta entre Darcy e Navier
Stokes.

Até o momento somente a convergéncia numérica para Darcy e
Navier-Stokes foi apresentada. Estes dois limites sao os dois extremos para
0S quais as equacoes de Navier Stokes podem convergir quando tratadas
pelo processo de homogeneizacédo pelo método das energias de Allaire
(1991). Entretanto, assim como levantado inicialmente por Allaire (1991) e
estudado com maior afinco por Cionarescu e Murat (1997), existe um limite
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para Brinkman quando ¢ — 0 < C, < +00. Como entéo identificar este limite

na abordagem numérica aqui proposta?

Apegando-se diretamente a teoria de Allaire (1991), a Unica maneira

de conseguir convergéncia para Brinkman seria com uma fun¢ao do tipo

a(e) = e_% (8.27)
Onde «a pode ser qualquer real positivo, mas o expoente de € deve ser
necessariamente 2. Isso se deve ao fato que o (¢) € escrita sob a forma de
um logaritmo natural elevado a poténcia 1/2. Ao tentar trazer este conceito
para uma perspectiva mais aplicada, apenas solos cuja variacdo do
tamanho dos graos variasse exatamente com a expressao (8.27) seriam
tratados com a formulagdo de Brinkman. Como ja foi mencionado aqui
anteriormente, a propria abordagem numérica ndo consegue levar € = 0,
logo, seria até mesmo perigoso afirmar que o limite em Brinkman apenas
surgiria sob a condi¢cao necessaria de a(e) ser exatamente a apresentada
em (8.27).

A hipdtese que se levanta é que para alguns solos, a depender do
tamanho do volume representativo, uma funcao a(e) igual a (8.27) ou com
expoentes proximos a 2, gerariam aproximadamente o mesmo valor de ¢2.
Isso induziria a que solos com limites tedricos em Navier Stokes, poderiam
ser representados por Brinkman. Mas o que fisicamente representa um solo

cujo limite acontece em Brinkman?

O limite em Brinkman acusa que o tamanho dos graos nao varia
rapido o suficiente para que haja espacos intersticiais largos o suficiente
para o fluxo obedecer as equagbes de Navier-Stokes com viscosidade
aumentada, mas também ndo possuem graos menores o suficiente nos
intersticios para que seja valida a aproximacao pela lei de Darcy. Logo, €
um fluxo governado por Navier Stokes (com viscosidade real) porém com
um termo de arrasto que causa um efeito de amortecimento. A palavra
amortecimento ndo é escolhida aqui por acaso: o termo de Brinkman é uma

constante que multiplica a velocidade do fluxo, gerando assim uma
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componente de forgca idéntica ao amortecimento viscoso previsto na teoria

classica de vibragdes de soélidos elasticos.

Utilizando a mesma fungao a(e) escolhida para o exemplo da sec¢éo
8.7, pode-se demonstrar por via de simulagbes numéricas que a
permeabilidade encontrada com o limite de Brinkman é préximo o suficiente
da permeabilidade encontrada com Navier Stokes com viscosidade
aumentada. Assumindo (EDP) com M =11,93 encontra-se uma
permeabilidade média de K = 8,2 x 1072, ou, 0,082. Ou seja, apesar de
diferente do valor encontrado pelo limite em Navier Stokes, a ordem de
grandeza da permeabilidade ainda é a mesma.

O que se sugere neste trabalho é que o limite em Brinkman, na
abordagem numérica, seja apenas um regime de transicdo entre Navier

Stokes e Darcy, atuando como uma sobreposicdo entre estes dois limites.



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

157

9. Comparagao com resultados de laboratério.

Nao se deve perder de vista que este trabalho é uma tese de
doutorado em engenharia geotécnica. Resultados tedricos sao bons, mas
resultados que condizem com a realidade sdo ainda melhores. Neste
sentido, esta secdo ir4 se dedicar a construcdo de um simples modelo
matematico de previsdo de condutividade hidraulica, baseado nos
resultados da teoria da homogeneizacéo de Allaire, utilizando parametros
conhecidos da engenharia geotécnica. O modelo também se propde a
prever qual conjunto de equagbes representa melhor o solo estudado:
Darcy, Brinkman ou Navier Stokes. Por que este modelo é importante?

O objetivo primario desta tese é identificar os casos em que ha uma
possivel nao linearidade na relagdo entre gradiente hidraulico e vazao
especifica (velocidade de fluxo). Esta ndo linearidade nao € possivel de ser
atingida (ou muito dificil de ser atingida) quando a equagao utilizada é a lei
de Darcy. Mas para os dois outros limites, a nao linearidade pode aparecer
para gradientes hidraulicos moderados.

9.1. Um modelo de condutividade hidraulica baseado em D5, C; e Co.

Sejam as definicées de C., C, e a(¢) dadas em (7.1.a), (7.1.b) e (7.2).
O modelo que se propde a partir daqui dependera apenas destes
parametros e de um tamanho caracteristico das particulas de solo,

representado pelo Dsxy.

Pretende-se prever a condutividade hidraulica de um solo homogéneo
e isotrépico a partir da seguinte sequéncia de etapas:

i) A partir da curva granulomeétrica do solo em questdo, identificar
os valores de Dy, D3q, D5y € Dgy para que se calcule os valores
de C, e C..
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i) A curva tipica de decaimento do tamanho dos graos em fungao
do tamanho do elemento representativo elementar seré dada por
(7.2), isto é:

a(e) = e_% (7.2)

iii) O valor de ¢ que representa a amostra escolhida sera arbitrado
como seis vezes o valor de Dsg, isto €, &5 = 6Ds,. Esta
aproximagao nao € ad-hoc. O trabalho de Hattamleh et. al (2009)
aponta que esta relacao é viavel para solos granulares quando

se deseja encontrar um tamanho minimo para o qual
propriedades do solo cessem de oscilar em fungcdo do tamanho

da amostra.

iv) O valor de ag(¢) seré ajustado por uma fungdo A que depende

apenas da razdo de C,,/C.. De outra forma, tem-se:
Cy
o(e)*=A <—> o(e) (9.1)
Ce

V) Sabendo-se a porosidade do solo e calculando a superficie

especifica unitaria como:

Mt = 2 9.2)
DSO

Resolve-se o sistema nao linear de equacoes proposto em (8.1.a) e
(8.1.b) para se encontrar o raio e a quantidade de grédos utilizados na célula

unitaria multigraos.

Vi) Na célula unitaria multigraos se resolve o problema (Pge; — Num)

com w, = 1 e calcula-se o valor de M, dado por (8.14).

vii) O valor da condutividade hidraulica média do solo, diretamente

em cm/s, é dado por:

_a(®)

K =
pM,

(9.3)
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Sendo ¢ a viscosidade do fluido que satura o solo estudado, em Pa.s.

Lembra-se aqui que a relagao entre permeabilidade e condutividade

hidraulica é dada por K = %pg onde K, k, u, p € g sao respectivamente a

condutividade hidraulica, a permeabilidade intrinseca, a viscosidade do
fluido, a densidade do fluido e a constante gravitacional. Quando se calcula
diretamente a relacédo entre velocidade média e gradiente hidraulico pela

teoria da homogeneizacéo, o que se obtém é k/u.

Note que este procedimento fornece um valor de condutividade
hidraulica médio, isto €, independente da equacao limite. Caso se deseje

conhecer o ponto de n&o linearidade, deve-se simular o problema (EDP)

UuMo
o*?

assumindo u* = como viscosidade aumentada para Navier Stokes ou

M . L .
M= % para o termo de arrasto (amortecimento) no limite em Brinkman.

A equagéo 4 Q) foi ajustada para 36 ensaios de permeabilidade
Ce

diferentes (como mostra a Tabela 3), com solos de distintas porosidades e
curvas granulométricas. O ajusto se fez verificando para qual valor de 4, o
valor de K correspondia ao encontrado em laboratorio. Em seguida, tragou-
se graficos de A em relacao a superficie especifica dos graos, porosidade
e tamanho médio dos grdos. Nenhuma destas relagcdes ofereceu um
resultado de ajusto com R? préximo o suficiente de 1 para que se
estabelecesse uma correlacao. Entretanto, quando se comparou A com
C,/C. obteve-se uma curva em lei de poténcia com R? acima de 0,46
mesmo com 0S ensaios cujos valores destoavam drasticamente do
esperado para o material ensaiado. Desprezando os valores que destoam,

o valor de R? atingiu 0,86. A fungéo encontrada para A foi:

-1,754

A (%) — 0,0428 (%) (9.4)
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e [} D50{mm) Cc Cu A R{mm) Ms  |K-Lab {cm/s)

0.525| 0.344262 0.5 0.75 3 0.0055 0.25 3000 1.84E-03

— 0.525( 0.344262 1 1.03 5.6 0.002 0.5 4000 3.83E-03
L 0.525| 0.344262 2 1.45 11 0.0015 1 2000 3.68E-03
E__ 0.559| 0.358563 2 0.75 5.6 0.0017 1 2000 1.23E-03
%D 0.559| 0.358563 0.5 1.03 11 0.001 0.25 3000 3.35E-03
ol 0.559| 0.358563 1 1.45 3 0.0011 0.5 4000 2.99E-03
0.572| 0.363868 1 0.75 11 0.002 0.5 4000 1.36E-03

0.572| 0.363868 2 1.03 3 0.0006 1 2000 3.18E-02]

0.572| 0.363868 0.5 1.45 5.6 0.0002 0.25 2000 9.44E-04

e [ D50{mm) Cc Cu A R{mm) Ms  |K-Lab {cmys)

0.664| 0.399038 1.27 2.14 7.1 0.001 0.633( 3149.600 1.89E-01]

E 0.796| 0.443207 1.63 0.89 1.35 0.075 0.815| 2453.988 1.26E-+H0D0)|
& 0.892| 0.471459 0.84 0.93 1.41 0.05 0.42] 4761.905 4. 18E-01]
%h 0.641| 0.390613 1.27 2.14 7.1 0.007 0.633( 3149.600 1.73E-01
E 0.788| 0.440716 1.63 0.29 1.35 0.073 0.815( 2453.988 1.23E+H00)|
a 0.843| 0.457406 0.84 0.93 1.41 0.05 0.42] 4761.905 3.75E-01]
= 0.495| 0.331104 1.27 2.14 7.1 0.001 0.633( 3149.600 1.39E-01]
; 0.645| 0.392057 1.63 0.29 1.35 0.07 0.815( 2453.988 1.07E+HDO|
a 0.707| 0.414177 0.84 0.93 1.41 0.05 0.42] 4761.905 3.96E-01]
i 0.966| 0.491353 1.27 2.14 7.1 0.001 0.635| 3149.606 2.69E-01]
1.059( 0.514327 1.63 0.29 1.35 0.09 0.815( 2453.988 1.46E+0D0|

1.153| 0.535532 0.84 0.93 1.41 0.07 0.42] 4761.905 5.97E-01

e ] D50{mm) Cc Cu A R{mm) Ms  |K-Lab (cm/s)

0.86| 0.462366 3.1 0.93 1.5 0.03 1.55| 1290.323 1.61

0.82| 0.450549 1.63 0.29 1.35 0.036 0.815| 2453.988 0.35

0.77| 0.435028 0.84 0.93 1.41 0.034 0.42| 4761.905 0.13

T 0.72| 0.418605 0.5 1 1.19 0.02 0.25 2000 0.05
5' 0.6 0.375 0.35 0.98 1.16 0.018 0.175| 11428.57 0.03
4N_-“ 0.87| 0.465241 1 0.73 4.39 0.011 0.5 4000 0.03
% 0.32| 0.450549 0.69 1.01 3.63 0.006 0.345| 5797.101 0.02|
% 0.79| 0.441341 0.5 1.44 3.47 0.011 0.25 2000 0.02|
it 0.7| 0.411765 0.39 1.74 3.27 0.0004 0.195| 10256.41 0.02|
_t-c: 0.63| 0.286503 0.32 1.29 3.09 0.0015 0.16 12500 0.01
8 0.56| 0.358974 0.16 0.92 2.07 0.012 0.08 25000 0.01]
- 0.74| 0.425287 2.2 0.98 2.6 0.015 1.1| 1818.182 0.26|
0.67| 0.401198 1.18 0.28 1.93 0.022 0.59| 3389.831 0.12

0.52| 0.342105 2 1.22 3.28 0.0083 1 2000 0.14

0.7| 0.411765 0.99 0.8 241 0.025 0.495| 4040.404 0.06|

0.55| 0.354839 0.7 0.93 1.71 0.016 0.35| 53714.286 0.04

A relacao entre o parametro A e o valor da razao entre C, e C. esta

representada graficamente na Figura 52. Nota-se que o valor de A tende a

, . C
uma assintota vertical para C—” - 3/2.
c
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Figura 52. Relacéo entre A e C, /C,.

14

16

A Figura 53 mostra dois conjuntos de dados diferentes. Os pontos

azuis sdo os valores das condutividades hidraulicas medidas em laboratorio

para 36 diferentes ensaios. Estes mesmos dados foram utilizados para

alimentar o modelo. Ja os pontos laranjas representam a previsdo destas

permeabilidades pelo préprio modelo. O ajuste de curva em lei de poténcia

para ambos 0s casos ressalta o comportamento similar entre os dados de

laboratério e os previstos pelo modelo proposto. Note também que para

altos valores de C,/C. tem-se 0s menores erros do modelo. Isto significa

que para solos com tendéncia de convergéncia para Darcy, 0 modelo tem

maior precisao.
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Figura 53. Comparagéao dos valores de laboratério com resultados

do modelo para K (%)

c

Para uma melhor visualizagdo dos limites de convergéncia para os
limites de Darcy, Brinkman ou Navier-Stokes, foi proposto o seguinte

exercicio:

Suponha que o solo a ser estudado possui uma porosidade ¢ € um
Dsy que, a partir do sistema de equacdes (8.1.a) (8.1.b) gere uma solucéo
n =49 er = 0,054m. Sabe-se que, caso o modelo limite para este solo seja
Navier-Stokes, a viscosidade aumentada seria calculada por u* = uM, /o2,
Admitindo que o fluido real que permeia o solo seja agua com u = 0,001
Pa.s e que na simulagdo da célula unitaria tenha-se encontrado M, =
12848,4. Ao arbitrar-se valores de p* pode-se calcular qual deveria ser o
valor de ¢*? para que este valor de viscosidade aumentada fosse atingido.
Esta operacédo encontra os valores apresentados na coluna % — ajuste

da Error! Reference source not found..

Assume-se agora que a curva de decaimento do tamanho dos graos
seja governada por (50), fixando-se o valor de C, =1. Em seguida,

. - «2 (C .
assume-se que A varia com a expressio (81) e que ¢** (C—”) seja calculado
c
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como o quadrado da expressao (78). A partir deste ponto, varia-se 0s

. <2 (C . -
valores de C, até que os valores da coluna ¢*> (C—“) se aproxime o suficiente
c

da coluna ¢** — ajuste. Caso o valor de C. > 2, sabe-se que a equacéo
limite para este solo é Navier-Stokes com a viscosidade aumentada. Caso

C. = 2 o limite seria Brinkman e para C, < 2 o limite seria a lei de Darcy.

Tabela 4. Relagao entre a viscosidade aumentada e o limite da EDP

Pt Mo Cc ale) (mm) | £{mm) A o o*-ajuste | Modelo Limite
0,001 12848.4 27,3 1 il 14,14077 [ 912,1269 | 908,6068789 N5

0,01 128484 14,2 1 5] 4,493218 | 289,8276 | 285,9509524 NSl

0,1 128484 7.3 0,999997913 5] 1,39866 | 90,21832 | 91,86223482 MN5I

1 12848.4 3,8 0,998896467 il 0,445025 | 28,72327 | 28,87120264 N5

10 128484 1,95 0,970075661 5] 0,138091 | 9,058346 | 9,304319069 Brinkman
100 128484 1 0,846481725 5] 0,0428 | 3,0017543 3,00196278 Darcy
1000 128484 0.5 0,664313791 il 0,012685  1,004995 | 1,012539363 Darcy
10000 128484 0,25 0,527850012 5] 0,003762 | 0,329204 | 0,341521877 Darcy

A Figura 54 mostra os resultados de simulagbes numéricas diretas
das equacgdes de Navier-Stokes com viscosidade variando, simulando
assim os diversos cenarios de viscosidade aumentada. Percebe-se que
nao linearidade aparecem rapidamente para valores baixos de viscosidade
e que, para solos com viscosidade aumentada acima de 100, a relagao
entre o gradiente hidraulico e a velocidade de fluxo é perfeitamente linear
para gradientes de até 1000 Pa/m.
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Figura 54. Perda da linearidade na relagcéao gradiente hidraulico —
velocidade média para diferentes viscosidades aumentadas.

Identificou-se na Figura 54 para quais valores de gradiente a nao
linearidade comeca a ser observada. Ao relacionar estes valores com seus
respectivos valores de C,/C. identifica-se um comportamento em lei de
poténcia com R? = 1. A mesma relag&o ocorre entre o gradiente critico e a
condutividade hidraulica do solo. Estas relagées estdo representadas na
Figura 55 e na Figura 56.
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Figura 55. Relacao entre a razao Cu/Cc com o gradiente critico de
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Figura 56. Relac&o entre a condutividade hidraulica estimada e o

gradiente critico.

Utilizando a formulagao apresentada em Bear (1985) para o nimero

de Reynolds em meios porosos, calculou-se para quais valores de

Reynolds a linearidade da lei de Darcy deixa de se aplicar. Em Bear (1985),

diz-se que ao se considerar
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_uDsy  uDsp
= =— (9.5)

e

DI=

Valores de Reynolds 1 < R, < 10 indicam transi¢cao do regime linear
para o nao linear, isto é, a lei de Darcy deixaria de se aplicar. Ao comparar
esta faixa de intervalo limite com os encontrados nas simulagées numéricas
e listados na Tabela 5, percebe-se que estes valores de Reynolds séao os
calculados para o ultimo limite em Navier-Stokes e o limite em Brinkman.
No experimento numeérico, os solos que perdiam a linearidade da relagao
entre gradiente hidraulico e velocidade de fluxo possuiam uma relacdo

[of . . , .
0,26 < C—” < 0,52. A pergunta que surge imediatamente é: este intervalo de
c
C,/C. para o qual ha transicdao do regime linear para o nao linear
encontrado teoricamente em simula¢cdes numéricas, é factivel com os

valores comuns de C,/C. encontrados na natureza? Em outras palavras,

solos com C,,/C,. nesta faixa de valores sdo comuns?

Tabela 5. Reynolds critico em func¢do de Cu/Cc

Cc Cu CufCc | i-critico p* K {cm{s) | u-critico (m/fs)| Re |Modelo Limite
27.3 1 0,03663 | 1,00E-05 0,001 | 70,71751 7,07E-07 7.07E-04 MN5I
14,2 1 0,070423 | 1,00E-04 0,01 22,253576 2,23E-06 2,23E-03 MN5I
7.3 1 0,136986 | 1,00E-03 0,1 7,149702 7. 15E-06 7. 15E-03 MN5I
3,8 1 0,263158 | 1,00E+00 1 2,247066 2,25E-03 2,25E+00 MN5I
1,95 1 0,512821 | 1,00E+02 10 0,724162 7,24E-02 7. 24E+01 Brinkman
1 1 1 1,00E+04 100 0,233645 2, 34E+00 2,34E+H03 Darcy
0.5 1 2 1,00E+06 1000 0073807 7.88E+01 7. BBE+04 Darcy

A Figura 57 auxilia na resposta a esta pergunta. Dos 36 solos
ensaiados no laboratério utilizados para alimentar o modelo, 30 estdo na

C .
zona 1 <C—”s 4. Os outros 6 solos possuem valores de C,/C. ainda

c

maiores. A média dos valores de €, /C. dos 36 solos ensaiados foi de 3,29
e 0 desvio parao de 2,82. Isso significa que, nos valores mais extremos,
poderia-se obter C,/C, na ordem de 0,4, mas que seria estatisticamente
improvavel encontrar valores menores do que isso. O valor de 0,4 condiz
com o encontrado nos ensaios numéricos listados na Tabela 5 para os
valores cuja nao linearidade aparece para gradientes hidraulicos previstos

na literatura. Logo, comparando com a Tabela 5, nota-se que estes valores
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Figura 57. Distribuicao de densidade de probabilidade dos ensaios
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A Figura 58 foi gerada para que se compare com 0 exemplo dado na

Parte | deste trabalho, na Figura 9. A nao linearidade da lei de Darcy torna-

. . C
se mais evidente para solos que possuem C—“ <0,5.
c

——* = 1e-3
u*=1e-2
p*=1e-1
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=
£

pu*=1el

nning

u*=1e2

——ut =13

uuuuu

Atrito de Fa

1,00E+02 ' "\

1,00E+01 \\ '

L00E+00 o i,

1,00E-01 N\ Ny

1,00E-02

1,00E-03
100E-12  1,00E-10 10008 100E-06 100E-04 100E-02 100E+00 100E+02  1,00E+04

Re

Figura 59. Relac¢&o entre numero de Reynolds e atrito de Fanning
para diferentes viscosidades aumentadas.

A Figura 59 apresenta a perda de linearidade na relagéo entre o
numero de Reynolds e o atrito de Fanning. Esta perda de linearidade ja foi
mencionada na Parte | desta tese e se refere a uma possivel transicdo de
um regime laminar para um regime turbulento. Os ensaios de laboratério
apresentados em Bear (1985) sugerem que a perda de linearidade
aconteca para R, = 10 e F = 10%. Para esta mesma faixa de valores, a
perda de ndo linearidade entre Re e F acontece para os solos com
viscosidade aumentada de 1 < u* <10, coincidindo com os solos que
possuem como equagao limite as equagdes de Brinkman e Navier-Stokes.
Mais ainda, esta zona proposta na literatura (Bear, 1985) condiz com os
solos cuja razao de C,/C. esta entre 4 e V2. Pode-se propor, a principio,
que para estes tipos de solo, haja nao linearidade na relagdo entre
gradiente hidraulico e vazao especifica (velocidade média) por motivos de
turbuléncia através das escalas. Todavia, esta afirmacdo necessita de

provas mais robustas.
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10. Conclusao

Diversas hipoteses, analises e resultados foram apresentados ao
longo deste extenso trabalho. Nesta se¢ao, busca-se sintetizar os principais
resultados assim como trazé-los em uma forma menos complexa, com um
jargdo menos especifico da matematica e mais voltado para a audiéncia

geotécnica.

O primeiro relevante resultado € a comprovacao teorica de que fluxo
de agua em solos saturados podem apresentar uma relacdo néo linear
entre o gradiente hidraulico e a vaz&o especifica, ou velocidade média de
fluxo. Isto ocorre pois, como visto ao longo desta tese, para alguns solos, o

modelo linear de Darcy nao é o mais recomendado.

O segundo resultado € consequéncia do primeiro e responde a
seguinte questao: para quais solos e situagdes a lei de Darcy deixa de ser
valida? Notou-se que o que governa o tipo de modelo matematico a ser
utilizado para fluxo é a distribuicdo granulométrica do solo. Por distribuicdo
granulométrica, entende-se dois principais artefatos: a uniformidade do solo
(o quéo rapido decai a funcéo de distribuicdo de particulas) e o tamanho
médio dos gréos.

Ainda sobre o segundo resultado, notou-se que solos para os quais a
razao C,/C. é inferior a 0,5 possuem tendéncia a desenvolver fluxos com
relacdo n&o linear entre o gradiente hidraulico e a vazdo especifica. E
importante sublinhar que estes gradientes ndao sao de amplitude
improvaveis na natureza, isto é, diferencas de pressdao que sao muito
maiores do que o esperado. Os fluxos podem se tornar nao lineares para
gradientes hidraulicos moderados. No mais, quando maior for Dg, isto é, 0

tamanho médio dos graos, mais rapido o fluxo se torna nao linear. Ou seja,
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o gradiente hidraulico critico para o qual a relagdo passa a ser nao linear,

torna-se menor a medida que se aumenta Ds,.

O terceiro resultado néo é inédito, mas sofreu modificagées ao longo
da tese. Trata-se dos diferentes limites para os quais pode tender o
processo de homogeneizagdo das equagdes de Navier-Stokes para fluidos
incompressiveis. Se a lei de Darcy se torna menos desejavel e
recomendavel para alguns tipos de solo, independente do gradiente
hidraulico atuante, entdo quais outros modelos devem ser adotados para

resultados mais acurados e precisos?

Allaire em 1991 ja havia demonstrado que as equacdes de Stokes
poderiam migrar para dois distintos limites: Darcy ou Stokes. Aproveitando-
se dos resultados de Cionarescu e Murat em 1985, apresentados no
famoso artigo “Um termo estranho vindo do nada”, Allaire propds um
terceiro limite: as equagdes de Brinkman. Cabe ressaltar que Brinkman ja
havia proposto sua equacao quarentas anos antes, mas sua dedugado nao
era rigorosa. O que entao foi proposto de novo nesta tese de doutorado?

Allaire n&o havia previsto que os limites que ele mesmo demonstrou
em 1991 poderiam ser atingidos para condigcbes de contorno mais
complexas. E normal que isso ndo tenha ocorrido, uma vez que Allaire
demonstrou os limites para casos em que se podia resolver analiticamente
as equacOes de Stokes em dominios periodicamente perfurados. Nesta
tese de doutorado, foi demonstrado que os limites propostos por Allaire
podem ser atingidos para condi¢des de contorno mais complexas, como
entrada de presséo, condigdes de deslizamento livre em algumas fronteiras
e condicdes de Dirichlet nas demais. No mais, o trabalho de Allaire foi todo
desenvolvido para dominios periédicos infinitos. Aqui, propde-se um
processo de homogeneizacdo em um dominio limitado. E neste ponto,
apresenta-se o terceiro resultado relevante desta tese.

Um processo de homogeneizacao numérico foi proposto, baseado no
método dos elementos finitos, em sua formulacdo padrdo (Bubnov-
Galerkin). A homogeneizagdo em um dominio limitado teve sua existéncia

impulsionada pela necessidade de se impor condi¢cdes nas fronteiras de um
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espaco de elementos finitos. Este processo consiste na simulagao
numérica direta (DNS) de uma célula unitaria multigraos, que leva em conta
duas principais variaveis que afetam a permeabilidade do solo: a
porosidade e a superficie especifica dos grdaos. O problema da célula
unitaria de Allaire admitia apenas um gréo. A partir da resolugdo de um
sistema de equacdes algébricas, determina-se quantos graos devem ser
colocados de forma simétrica na célula unitaria e qual € o raio destes graos.
Na célula unitaria, simula-se um fluxo horizontal com condi¢cdes de contorno
especificas justificadas ao longo da tese. Com o campo de velocidades
calculado, determina-se o tensor (que para N = 2 torna-se um coeficiente)
M, que é relacionado a tortuosidade do meio, sua porosidade e a superficie

especifica do esqueleto sélido.

Na teoria de Allaire, o tensor M é dividido por um fator ¢ que é uma
forma de medida da razdo entre o tamanho dos grdos e o tamanho do
dominio. O valor de ¢ depende da curva de decaimento dos graos e pode
ter seu limite indo para +o,0 ou 0 < Cy < +o. No primeiro caso, a EDP
convergiria para Navier-Stokes, no segundo para Darcy e no terceiro para
Brinkman. Porém, estes limites seriam alcangados para € — 0, ou seja,
levanto a relag@o entre o tamanho dos graos e o tamanho do dominio para
zero. Numericamente torna-se inviavel, se ndo impossivel, levar o tamanho
dos graos para zero, e com isso, o valor de o jamais atingiria seu limite. Ja
que 0s graos podem se tornar muito pequenos, porém ndo nulos, a
superficie especifica nas simulacées numeéricas assume valores grandes,
nao despreziveis. Lembre-se que o fluido perde energia por atrito com as
paredes sélidas, e a superficie especifica € uma medida desta area
disponivel para atrito entre o fluido e os graos. O que se propds entdo nesta
tese foi:

i) Modificar a medida o (&) por um pré-fator A (i—“)

c

i) Definir um tamanho para o volume elementar representativo a
partir do tamanho médio dos graos, mais especificamente ¢ =
6 X Dsy.
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iii) Calcular a(e) = 0(6Ds,) € dividir o valor de M encontrado pelo

valor de a?.

iv) A depender do valor de C,, definir se o valor de M/a? sera
utilizado como viscosidade aumentada para Navier-Stokes,
coeficiente de arrasto de Brinkman ou o inverso da condutividade
hidraulica em Darcy.

A ultima conclusao que, honestamente, apresenta-se mais como uma
sugestao e hipoétese é que os fluxos néo lineares refletem um possivel fluxo
turbulento no solo. Sabe-se, da literatura, que fluxos turbulentos ocorrem
na microescala. Mas sabe-se também que este estado turbulento de fluxo
nao consegue migrar para uma escala maior, e isso se justificaria pela

teoria de Kolmogorov.

Entretanto, o que se levanta aqui como futura investigacdo € a prova
da seguinte conjectura: Para alguns tipos de solos granulares, com certa
granulometria, a turbuléncia na escala micro consegue migrar e sobreviver
na escala macroscoépica, gerando o que se conhece como fluxo nao linear

de Darcy.

Admite-se que pode haver fluxo nao linear sem turbuléncia, sendo
apenas fruto da parcela de conveccédo que é de natureza nao linear. Mas
nao se descarta aqui a possibilidade de que em alguns casos, a néo

linearidade seja sintoma de um fluxo turbulento através de escalas.
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Anexo

Elementos da analise funcional e topologia geral.
O espaco métrico

O conceito de espago métrico e topologia geral € de suma importancia
no desenvolvimento e implementagao de métodos numéricos voltados para
a solucdo de equacgdes diferenciais. Por mais que seja uma ciéncia a priori
abstrata, alguns fortes teoremas podem ser invocados durante a
implementagédo de um algoritmo baseado no método dos elementos finitos

por exemplo.

Espacos normados, definicées e entendimento fisico.

Por ser um campo abstrato da matematica, aplicar os conceitos da
topologia em um trabalho de engenharia nao é trivial. Por esse motivo,
propde-se primeiro uma definicao informal dos espacos métricos e espacos
normados, para que posteriormente estes sejam tratados com mais rigor.
Tome como exemplo 0s conjuntos numéricos. Um espaco métrico € um
conjunto no qual consegue-se medir a distancia entre seus pontos com uma
régua especifica e bem definida. Estes pontos, ditos também elementos do
conjunto, podem ser numeros reais, complexos, fungbes, vetores ou

qualquer objeto matematico que possa ser classificado em um conjunto.

Esta “regua bem definida”, para que assim seja, deve satisfazer

algumas propriedades como:

i) A distancia entre dois pontos sé é nula quando os pontos se
confundem ou quando se mede a distancia entre um ponto e ele

mesmao.

i) A distancia de a para b deve ser exatamente a mesma que de b

para a.

iii) A distancia entre dois pontos satisfaz a desigualdade triangular,
conhecida por ser aplicada em diversos teoremas como o de
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Pitagoras sobre a relacao entre os catetos menores a hipotenusa

de um tridngulo retangulo.

Pode-se entédo propor uma definigéo formal de um espago métrico.

Definicao (Métrica ou medida): Seja M um conjunto qualquer. Uma
métrica, ou medida, em M é uma funcdao que toma valores em M e

transforma em nUmeros reais. Diz-se entao:
d=MxM-R (1)

Tal que, para quaisquer trés elementos em M definidos como x,y e z:

dx,y)20,d(x,y) =0 &x=y, Vx,yeEM (2.a)
d(x,y) =d(y,x), Vx,yE€M (2.b)
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,z€M (2.0)

Definicao (Espaco meétrico): Seja M um conjunto qualquer e d a

métrica e ele associada, o par (M, d) é chamado de espago métrico.

Dentro do escopo deste trabalho, se faz suficiente manter-se nos
espacos métricos lineares. Estes sdo espacos nos quais as relacoes entre
seus elementos sao fundamentalmente lineares. Isto nao impoe,
entretanto, que os elementos do conjunto, caso sejam fungdes por
exemplo, sejam lineares. Tome como exemplo o espago P dos polinémios.
Pode-se estabelecer um espaco métrico linear de polinbmios mesmo que

este contenha o elemento y,,(x) = x que € nao linear em x.

Definicao (Espaco métrico linear): Um espago métrico € dito linear se

ele satisfaz as seguintes propriedades entre seus elementos:
i) Comutativo: Vx,y e M, x+y =y +x
ii) Associativo: Vx,y,z€M, x+ (y+2z) =(x+y)+z

iii) Grupo:30€e Mtalque0+x =xe3—x € Mtalque —x +

x=0



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

176

As propriedades se aplicam também na interacdo entre escalares e
elementos de M tal que:

iv) Associativo: (af)x = a(Bx), Vx € M,Va € K
V) Distributivo: (@ + f)x = ax + Bx, Vx € M,Va € K
Deve também existir o elemento neutro do conjunto:

Vi) dJleK talquelx =x,VxeMe K=RouC.

Espacos maiores podem conter espagcos menores em seus interiores
e fronteiras. Estes espacos imersos totalmente ou parcialmente em
espacos maiores sao chamados de subespacos e podem ser lineares ou
nao. Este trabalho direciona-se com mais foco para os subespacos
lineares, cabendo assim a necessidade de uma defini¢cdo formal.

Definicao (Subespacos lineares): Seja M um espacgo definido em um
campo K. O espaco N € M é um subespaco linear se Vx,ye N,Va €
K, (ax +y) € N.

E natural pensar que dentro de um espaco maior possa haver mais
de um subespaco linear. Os varios subespacgos lineares formam uma

familia de subespagos lineares. Tem-se logo uma nova definigéo:

Definicao (Familia de subespacos lineares): Seja M um espaco
definido em um campo K. Uma familia de subespacos € definida pelo

conjunto:
{Ng: 0 € I} 3)

Onde cada Ny € um subespaco linear de M. Pode-se afirmar entao

ﬂzvg - N 4)

E N é entdo um subespaco linear de M.

que:
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Um objeto matematico importante na teoria dos espacos lineares é o
span, ou também conhecido em portugués como o espago gerado. Este
objeto se mostrara importante posteriormente no voltado a teoria moderna
das equacgbes diferenciais parciais e métodos numéricos. No momento,
sem maior necessidade de aprofundar-se no conceito, basta que este seja

definido formalmente.

Definicao (Span ou espaco gerado): Assuma um subespago S € M.
Assuma também que S seja um subespaco linear. O span de S, ou o
espaco gerado por S é definido como:

LinearSpan(S) = LS(S) = ﬂ Ny (5)

el
LS(S) é entdo também um subespaco linear. Em outras palavras, o
espaco gerado por S é a intersecao de todos os subespacos lineares Ny
que contém S. Tal espaco néo € vazio pois M contém S. Sabe-se também

que LS(S) é o menor subespago linear que contém S.

Uma forte consequéncia da existéncia de LS(S) € que este mesmo
pode ser definido como uma combinagao linear dos elementos de S. Assim,
tem-se que:

n
LS(S) =1 apy g €K,y eSynz1y=2 (6)
j=1

Caso S seja um espaco vetorial, dentro do LS(S) havera vetores que
sao independentes. Neste caso, diz-se que estes vetores sdo as bases do

espaco vetorial S.
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Mapas lineares e convexidade do espaco.

Mapas sao fungdes que tomam um elemento em um dado espaco e
o transportam para um outro espaco ou transformam-no em um outro
elemento do mesmo espacgo. Ainda que o assunto seja mais aprofundado
somente nos s subsequentes, mapas lineares sdo comumente encontrados
em diversas areas da matematica: transformacdes afins, derivadas,
fungbes afins, polinbmios em geral etc. Sejam dois espacos lineares M e
M’ postos sobre um corpo (ou campo) K. Considere também a existéncia

de um mapa qualquer T:M - M*.
Definicao (Mapa linear): Um mapa T é dito linear se:
i) Tx+y)=Tx)+T(y), Vx,yeM
ii) T(ax) = aT(x), Vx €M, Va € K

Definicao (/somorfismo): M e M" sao ditos isomorfos se existe um

mapa linear T: M — M* que seja uma bijecao.

Sem precisar de demonstragoes, torna-se evidente que se N € um
subespaco linear de M, T € um mapa linear, logo, T(N) é um subespaco
linear. Logo, se M é um espaco linear e T um mapa linear, logo M" é um
espaco linear.

W e
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Figura 60. Mapa linear em espacos isomorfos (autor, 2020).

Um questionamento importante do mapeamento linear dos elementos
de um espaco ou subespaco linear € se a combinacao linear realizada
resulta em um elemento do préprio espago. Um espacgo, ou subespago, por
mais que linear, nao necessariamente permite que toda e qualquer
combinagao linear de seus elementos resulte em um elemento dentro do
espaco original (Kihlkamp, 2016; Landim, 2020). Ao espaco onde isso é
sempre verdade atribui-se o nome de espaco convexo.

Definicao (Espaco linear convexo): Seja M um espaco linear posto
sobre R. Seja K um subespaco linear de M. K é dito convexo se Vx,y €
K,Va € [0,1],ax+ (1 —a)y € K.

T

‘a\

<]

Figura 61. Exemplos de espagos convexos € um nao convexo (autor,
2020).

A Figura 15 ilustra este conceito abstrato. Qualquer ponto dentro de
um espaco circular pode ser descrito pela combinagao linear de outro ponto
qualquer. O mesmo é verdade para um espaco triangular. Esta afirmacéao
nao € valida para a figura em formato de estrela. Diz-se, de maneira
informal, que um espago esta em formato de estrela quando de pelo menos
um ponto deste espago, alguém ndo conseguiria enxergar todas as arestas
do espaco.

Por analogia a definicdo, diz-se que uma combinagéo linear € uma

combinaggo convexa quando Y a; = 1. Suponha um espago linear nao
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totalmente convexo. Suponha também conjuntos menos deste espaco
cujos pontos foram um conjunto convexo. A intersecdo destes conjuntos
forma o envelope convexo do espacgo (Kihlkamp, 2016; Landim, 2020).
Logo, dado um certo espaco no qual se deseja trabalhar com a combinagéo
linear de seus elementos, é desejavel que se trabalhe apenas com os
subespacgos ou subconjuntos que estejam dentro do envelope convexo do
espaco. A reciproca é Obvia: se um espaco € totalmente convexo entéo seu
envelope convexo € idéntico ao espaco propriamente dito. Estas nogoes de
convexidade do espacgo sao fundamentais na elaboracdo dos dominios

materiais na teoria dos elementos finitos.

Normas

Elementos de um espaco métrico sédo relacionados entre eles por uma
forma de medida. Na matematica aplicada e nafisica em geral, esta medida
esta fortemente ligada com o conceito de distancia fisica. Entretanto, ainda
nesta se¢ao do trabalho, tenta-se manter a definicdo mais geral e abstrata
dessa medida de distancia entre elementos de um conjunto ou espaco
métrico. Esta métrica, ou medida, € comumente chamada de norma. Uma

norma deve satisfazer algumas propriedades fundamentais.

Definicao (Norma): Uma norma num espago vetorial V é uma fungéo

| -]:V — R tal que para quaisquer u,v € V e 4 € K:
i) lv|=0e|lv|]=0 v=0
if) |Av] = |A]|v]
iii) lu+v| < |lu| + |v|

Na definicdo de norma, utilizou-se um novo conceito de um espaco

especifico, o espago vetorial. Sua definicao segue:

Definicao (Espaco vetorial): Um espacgo vetorial € um conjunto (ou
espaco) de elementos chamados vetores que satisfazem o0s seguintes

axiomas:
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i) Para cada par u e v, vetores de V, existe um vetor u + v

chamado de soma de u e v tal que:
a) A adicdo sejacomutativa:u+v=v+u

b) A adicado é associativa: u+@w+w)=w+v)+w,

Yu,v,w eV

c) Existe em V um unico vetor 0, denominado como origem,

talqueu+0=u,Vu €.

d) Para cada vetoru em V, existe um correspondente e Gnico

vetor -u tal que u + (—u) = 0.

i) Para cada par, « e u, onde ¢ € K e u € V, existe um vetor

correspondente au € V chamado produto de a e u, tal que:

a) A multiplicacdo por escalares é associativa: a(fu) =
(aB)u, Vaf €K, Vu e V.

b) lu=u, Vuev

c) A multiplicag&o por escalares € distributiva com respeito a
soma de vetores: a(u+v) =au+av , Vu,vEV, Va €
K.

d) A multiplicacdo de vetores por escalares € distributiva em
relagdo a soma de escalares: (a+ f)u=au+ fu,
Va,F €K, VueV.

Os axiomas acima ndo sdo independentes entre si, isto €, alguns
podem ser consequéncia da associa¢ao de outros e vice-versa. Entretanto,
sao fundamentos tedricos necessarios para o estudo destes objetos
matematicos que serdao explorados ao longo de todo este trabalho. Em
respeito a notagao, quando um espacgo vetorial esta associado por estes
axiomas a um espaco escalar, diz-se que 0 espago V existe sobre o corpo
ou campo de escalares K.

O que se percebe com as definicbes acima é que obviamente néo

existe apenas uma norma, mas sim varias que obedecem aos axiomas
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imposto (Landim, 2020; Volker, 2013; Halmos, 2017). Mais ainda, pode-se
construir normas adequadas ao espago no qual se deseja trabalhar. A
construgéo de espacos e normas adequados é fundamental para analise
de alguns problemas fisico-matematicos. Seja uma outra fungéo que tome
valores em um espacgo vetorial V e devolva valores nos reais R, chamada

de produto interno.

Definicao (Produto Interno): O produto interno em um espaco vetorial
é umafuncdo (,): VxV - R,vVu,v,w € V e V1 € R, tal que:

) W= 0e(wn=0ov=0
i) (W)= (vu)

i) (Aw,v) = Au,v)

V) (u+vw)= (ww)+ (v, w)

Percebe-se que o produto interno por si sé ndo configura ser uma
norma. E importante que se saiba previamente que uma norma n&o
necessariamente € uma métrica. Uma métrica pode ser obtida a partir de
uma norma. A partir de um produto interno uma norma pode ser facilmente

construida. Propbe-se:

lv] = (v, v) (7)

Nota-se que o produto interno nos reais é uma forma bilinear
simétrica, propriedade amplamente explorada nos métodos numéricos para

solucao de equacgdes diferenciais.

O objeto indicado pela equacéo (7) € uma norma construida a partir
de um produto interno. Nota-se facilmente que tal construcdo obedece a
todos os requisitos da definicdo de norma previamente explicada. Normas
construidas com produtos internos sdo essenciais para o entendimento das
relacdes dentro de espacos de Hilbert e Sobolev, espacgos fundamentais na
compreensao e resolugcdo das equagbOes de transporte que serao
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abordadas neste trabalho. Assim como existem diversas normas, pode-se
munir um espaco vetorial com diversas normas, gerando assim um espaco
métrico diferente para cada tipo de norma a ele associado. Entretanto,
apenas uma norma por vez pode ser fornecida a um espaco. Diz-se entdo
que devido a pluralidade de normas que podem ser associadas a um dado
espago, estas normas podem ser correlacionadas. A relagédo entre normas
permite que os extremos € limites de alguns espacos sejam determinados,
mesmo que nem todas as normas a ele associado sejam correlacionaveis
entre si. A correlagao entre normas seré explorada com maior detalhe nas

proximas segdes.

Sequéncias de Cauchy, espacos abertos, fechados e completos.

A caracterizagdo dos espagos métricos € fundamental para a
avaliacdo da continuidade e limitagdo dos elementos que nele habitam.
Espacos métricos ditos fechados, abertos ou completos possuem
informacdes diferentes sobre as relagbes entre seus elementos. A
avaliacao dessas condicbes de fechamento dos espacgos parte do estudo
do comportamento das sequéncias formadas por elementos deste mesmo
espaco. Entre as sequéncias estudadas, tem-se a conhecida sequéncia de
Cauchy.

Definicao (Sequéncia de Cauchy): Uma sequéncia de Cauchy, ou
sucessao de Cauchy, é uma sequéncia de elementos de um dado conjunto
arbitrario (reais, espago vetorial, racionais etc) que converge para um limite
bem definido, isto é, a distancia entre os termos se torna arbitrariamente

pequena. Formalmente, diz-se que se em uma sucessao x;,j =0, ...,n,

de>0,3m,n >0 tal que |x,, — x,| < ¢, entdo esta sequéncia é Cauchy.

Quando aplicada em espagos métricos, as sequéncias de Cauchy
determinam o tipo de espago no qual o problema se define. A avaliacdo das
sequéncias de Cauchy dos elementos de um dado espaco determina a
completude deste ultimo.
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Definicao (Espagco métrico completo): Um espaco métrico M é dito
completo em sua norma quando toda sequéncia de Cauchy de seus

elementos converge para um elemento de M. Logo, afirma-se que V x; €

M,x; - x €M.

Além de completo, um espaco pode fechado ou aberto. Propde-se
entdo as seguintes definigdes.

Definicao (Espacos abertos e fechados): Um espago M ¢é
considerado aberto se, em relagéo a sua métrica, vx,y € M,3¢ > 0 tal que
d(x,y) < €. Define-se também um espaco aberto se todo elemento de M é
o centro de uma bola aberta de raio ¢ tal que a bola aberta pertenca a M.

Os espacos fechados se definem pela reciproca.
Da definigdo acima seguem corolarios fundamentais tal como:

i) Qualquer unido de subconjuntos ou subespacgos abertos de M

gera um espago aberto.

i) Qualquer intersecao finita de subespacos ou subconjuntos de M

gera um espago aberto.

iii) Se em um espago maior M existe 0 subespag¢o dos conjuntos
vazios e M esté contido na familia de subespacos que o compde,
entdo M é aberto.

Todas as definicbes apresentadas até agora permitem que uma
grande classe matematica seja definida, que sera levada a partir deste
subtema como base para a elaborac¢ao dos outros subtemas.

Definicao ( Topologia): No ramo da matematica voltado para o estudo
dos espagos métricos e conjuntos, as relagées espaciais entre 0 espago
métrico maior, suas familias de subespacos métricos e suas respectivas
métricas é chamado de topologia. Para ser considerado rigorosamente uma
topologia, deve-se satisfazer:

i) Seja N o conjunto de familias de subespagos de M, espaco vazio

® e M ele mesmo séo elementos de N.

i) Qualquer unido de elementos de N pertence a N.
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iii) Qualquer intersecao finita de elementos de N pertence a N.

O par (M,N) é chamado entdo de espaco topologico. Em alguns
textos da literatura, encontra-se a notagédo My para se referir a um espaco

M munido da topologia N.

Espacos Lebesgue e espacos de Banach.

Dentro da topologia aplicada a resolucdo de problemas de
matematica aplicada, fisica e engenharia, se destacam alguns espacos
métricos fundamentais, cujas propriedades topol6gicas sdo amplamente
estudadas e revisadas frequentemente. Os espacgos de Lebesgue e Banach
talvez sejam os blocos fundamentais da construgéo da teoria moderna das
equacbes diferenciais e serve como espacgo de base para a construcao de
espagos mais ricos e complexos de grande importancia para a analise
numérica de diversos problemas (Brenner e Scott, 2008; Volker, 2013).
Deseja-se entao fazer uma breve introducao aos seus conceitos.

O espago de Lebesgue recebe seu nome do matematico francés
Henri Léon Lebesgue, conhecido por suas importantes contribuicbes na

teoria da integracdo. Uma funcgéo é dita Lebesgue-integravel se:
jf(x)dx <w, VreQ ®)
Q

Um espaco métrico € chamado de espaco de Lebesgue se seus
elementos forem fungdes Lebesgue-integraveis e que este espaco seja
munido da norma de Lebesgue. Para esta ultima, traz-se uma definigao

formal.

Definicao (Norma de Lebesgue): Seja um escalar ptal que 1 <p <

co. A norma de Lebesgue se define por:
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|

1fllr = ( f If(x)lde>p ©)
Q

Um subespacgo do espago de fungbes Q posto sobre um corpo de
escalares K e munido da norma (9) € chamado de espaco de Lebesgue e

€ simbolizado pela notagédo L?(Q).

|~

LP(Q) = { F(x): (Llf(x)lpdx>p <o0,x€Q (10)

Para o caso especial onde p = o, tal norma ganha o nome de

supremo, ou supremum, e pode ser escrita como:

Iflle = sup{lf(x)] : x € 2} (11

Para que seja desfeita a ambiguidade, sugere-se distinguir supremo
de maximo da funcédo. O supremo é o maior valor alcancado pela fungdo
no dado subespago . O seu maximo é o maior valor alcangado em todo o
espagco maior. Se 0 maximo da funcdo for atingido dentro do subespaco
definido, entdo o supremo se torna idéntico ao maximo. Por esta definigdo,
nota-se que em todo espaco fechado munido de uma fung¢éo continua, o

maximo coincide com o supremo.

O espago de Banach, que recebe seu nome do matematico polonés
Stefan Banach, possui uma definicdo mais simples, entretanto ndo menos

importante.

Definicao (Espaco de Banach): Seja um espago vetorial munido de
uma norma. Se toda sequéncia de Cauchy converge, em respeito a norma,
para um elemento deste mesmo espaco, entdo este espaco é completo e

€ chamado de espaco de Banach.
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As defini¢cdes representadas em (8-11) foram dadas em relacao a uma
funcdo f (x). E importante reforcar que estas definigdes se aplicam também
aos espacos vetoriais uma vez que cada elemento dos espacos vetoriais
podem ser fung¢des. Nota-se também que a fungéo utilizada é avaliada em
uma variavel x, dita como variavel de integracdo. De maneira mais geral,
em topologia, as normas podem ser tomadas em relagdo a qualquer
propriedade dos elementos dos espacos métricos. Sem aprofundar-se mais
ainda na abstracado matematica que exige tal teoria, diz-se que um espaco
maior M, uma familia de subespacos N e uma variavel de medida u,
chamada somente de medida muitas vezes, formam o trio (M,N,u) e as
relacbes matematicas entre os elementos de N e o espaco maior M séo

denominadas o-algebra de Borel.

Espacos de Hilbert e Sobolev

Com os espacos de Banach e Lebesgue apresentados formalmente,
alguns espacgos mais ricos devem ser agora abordados. Nesta parte, os
espacos de Hilbert, que recebe o nome do matematico alemao David
Hilbert, e Sobolev, que recebe o nome do matematico russo Sergei
Sobolev, serdo brevemente introduzidos em definicbes suscintas. Estes
espacos fundamentam os teoremas de existéncia e unicidade das solug¢des
rigorosas e aproximadas de equacgdes diferenciais de natureza diversa. As
consequéncias da existéncia de tais espacgos serdo abordadas ao longo do
trabalho quando for necessario que sejam pontuadas.

Definicao (Espaco de Hilbert): Seja M um espaco vetorial ou espaco
de fungdes. Seja uma norma || - ||y construida a partir de um produto
interno tal qual a norma apresentada em (7). Munindo o espaco vetorial M
com a norma || - ||y, obtém-se um espaco completo denominado espaco
de Hilbert.

A norma || - ||y pode ser expressa por:

N

V) = llully = (fu : udx) (12)
Q



PUC-RIo - Certifica¢do Digital N° 1912646/CA

188

Analogamente ao espaco de Hilbert, 0 espago de Sobolev se define:

Definicao (Espaco de Sobolev): Seja M um espaco vetorial ou espaco
de fungdes. Seja os elementos deste espaco Lebesgue-integraveis, ou ao
menos localmente Lebesgue-integraveis e de até a-ésima derivada fraca
existente e Lebesgue-integravel. Seja este espaco munido de uma norma

I/l tal que:

1
p

1f e = (Z IIDV"éfII’Zp(m> (13)
|la|<k

Onde e el,a>0,1<p<o, k<o e wsimboliza que se trata de
uma derivada fraca (weak derivative). Em (13), p € o grau de Lebesgue, «

€ o contador do grau da derivada e k é o maior grau da derivada fraca.

O conceito de derivada fraca sera explicado com mais detalhes no
segundo subtema deste trabalho. No momento, pode-se definir uma
derivada fraca de uma funcédo como uma derivada que nao necessita existir
em todos os pontos do dominio, mas que possa existir em quase todo o
dominio, com excecao de pontos muito bem definidos. Um espaco de
Sobolev entdo, de maneira informal, € um espaco de Lebesgue, completo,
cujas fungdes sdo p-Lebesgue-integraveis em relacdo a norma e suas

derivadas também.

Desigualdades notaveis das normas

Os espacos definidos até aqui sdo munidos de normas definidas pelas
propriedades dadas na sec¢do 1.3. Entendendo essas normas como uma
forma abstrata de medir os elementos e distancia entre os elementos de
um espago métrico, faz com que aparegam desigualdades notaveis e
importantes de serem compreendidas. As desigualdades nao serdo
demonstradas nesta secdo, porém suas demonstracbes aparecem de

maneira clara em Brenner (2008) e Kiihlkamp (2016).
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i) Desigualdade de Minkowski: Paral <p <o e f,g € LP(Q) tem-

se que:

If + glley < lflle) + lgllLey

i) Desigualdade de Hdlder: Para 1 < p,q < oo tal que p € g sejam

conjugados pelaformal = % + % sef eLP(Q)eg € L(Q), entao

f,g €L () e:
If gl < Iflleca) l1gllaca)

iii) Desigualdade de Schwarz: E equivalente a desigualdade de
Hoélder para o caso especial onde p = g = 2, logo se f, g € L*(Q)
entdo fg € L} (Q) e:

f F@g@ldx < IIfllz N9llizo,
Q

Estas séries de desigualdades sao ferramentas poderosas para
estimar valores médios, maximos ou minimos de solug¢des para problemas

integro-deferenciais.

Imersoes de Sobolev

Os espacos de Sobolev sdo ricos em informacdes e a partir de
restricbes sobre a natureza dos seus elementos, outros espagos imersos

no Sobolev podem ser identificados. Subespagos embebidos (ou imersos)
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em espagos de Sobolev de ordem maior podem trazer informagdes
importantes sobre o comportamento e regularidade das fun¢des que nele
habitam (Brenner e Scott, 2008). A primeira proposicdo torna-se 6bvia
quando se entende que quanto mais informacdes sdo impostas em um

espago, menor ele se torna. Propde-se entio:

Proposicao (Espacos de Sobolev ordenados pela derivada): Seja Q
um dominio qualquer dentro de um espaco posto sobre um corpo de
escalares. Seja também k,m € tal que km>0 e k<m. Seja p um

ndmero real, p € R que satisfaga 1 < p < . Afirma-se entéo que W,™(Q) c

WE(Q).

A proposi¢ao, de maneira mais informal, pode ser entendida como:
Um espaco em que seus elementos sejam funcdes Lebesgue-integraveis e
pelo menos segunda derivada seja Lebesgue-integravel, é
necessariamente um subespago de um espaco maior cujas fungdes devem
ter pelo menos a primeira derivada Lebesgue-integravel, no caso de m =
2,k=1.

Proposicao (Espacos de Sobolev ordenados pelo grau de
Lebesgue): Seja um dominio limitado (, tal que este seja espaco ou
subespaco posto sobre um corpo de escalares. Seja pe gtalque 1 <p <
q <wekel, k>0.Afirma-se entdo que W; () c Wy (Q).

A proposigao acima traz um importante resultado das imersdes de
Sobolev. Caso () seja um dominio limitado, um espago de fungées com pelo
menos a k-ésima derivada g-Lebesgue-integravel é necessariamente
subespagco do espago maior das fungdes com pelo menos a k-ésima
derivada p-Lebesgue-integravel.

Estas proposicdes permitem encontrar relagdes entre espacos de
Sobolev de um mesmo dominio Q, entretanto, ndo permitem ainda que
relacoes sejam estabelecidas com qualquer outro espaco de Sobolev em
todo R™. Para que o argumento ganhe informacdes necessérias para que
tais tipo de relacao sejam estabelecidas, define-se o conceito de espacos

com fronteiras (contornos) Lipschitz-continuas.
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Definicao (Fronteiras Lipschitz-continuas): Um dominio Q possui uma
fronteira 00 dita Lipschitz-continua se e somente se existe uma cole¢éo (ou
familia) de conjuntos abertos 0;, 3¢ >0,N € I,M < oo tal que Vx € dQ a
bola de raio € centrada em x é contida em algum dos 0;, ndo mais do que
N conjuntos da familia dos O; se interceptam nao trivialmente, e cada
dominio gerado por 0; N Q =0;NQ; tal que Q; seja um dominio cuja

fronteira seja uma fungao Lipschitz ¢; tal que [|; |l ,ipscnicz(rn-1) < M.

De definicdo de uma fronteira Lipschitz-continua, emerge o teorema

de extensio:

Teorema (Extensdo em espagos de Sobolev): Seja um dominio
limitado Q. com fronteira 9Q) Lipschitz-continua. Existe entdo uma extenséo
E: Wy (Q) - W (R™) definida Vk €1,k >0 e Vp tal que 1<p <o que
satisfaz arelacao E(v)|qo = v, Vv € Wp"(ﬂ) e que se limita na desigualdade

||E(v)||Wz§<(Rn) < CIIvllwg(m , onde C é independente de v.

O teorema da extensdo em espacgos de Sobolev € o caso especial do
teorema da extensdo de Hanh-Banach sobre a extensao de funcionais em
um subespago para o0 espago maior Finalmente, pode-se introduzir o
principal teorema das imersdes e relacbes em geral dos espacos de
Sobolev, conhecido como o teorema da desigualdade de Sobolev.

Teorema (Desigualdade de Sobolev): Seja Q um dominio n-
dimensional com fronteira Lipschitz-continua. Sejak €1,k >0 e sejap €

R tal que 1 < p < g tal que:
i) k>nquandop =1
ii) k>n/pquandop >1
Afirma-se entao que existe uma constante C tal que Yu € Wp"(ﬂ):
elliocy < Cliullyicay (14)

A equagdo (14) é a definicdo bésica de uma fungéo limitada. O
resultado resumido pela equacdo (14) é importante pois afirma que

qualquer funcdo com desejavel regularidade em suas derivadas fracas
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pode ser vista como uma fungéo limitada e continua. Com este resultado,
aproximacdes como a expansado em polindmios ou séries de poténcia em

geral podem ser, com certo cuidado, obtidas.

Funcional linear, teorema da representacao de Riesz e teorema de
Lax-Milgram.

Esta dltima parte do subtema traz definicbes formais e suscintas de
objetos matematicos e teoremas neles aplicados que sédo importantes para

o entendimento da validade matematica dos métodos numéricos modernos.

Definicao (Funcional linear): Toda funcao cujo dominio &€ um espago
vetorial € o contradominio é o corpo dos escalares é chamada de funcional.

Logo, tem-se a forma geral L: Q - R.

Apesar da curta definigao, um funcional (podendo assim omitir o termo
linear) é entendido com uma fungéo que toma valores de fungdes em um
espaco de vetorial e a transforma em um namero. Neste trabalho, trata-se

apenas de funcionais lineares.

Teorema (Representacdo de Riesz): Todo funcional L linear, continuo
e limitado aplicado em um espaco de Hilbert H pode ser representado de

maneira unica por:

L(v) = (u,v) (15)

Para um fixo u € H. Afirma-se também que ||L||y- = |lully, isto é, a
norma do funcional do espago dual ao Hilbert H é igual a norma de u no

espaco de Hilbert original.

Devido a importancia deste teorema em todo o desenvolver deste
trabalho, decide-se que sua prova seja apresentada.
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Prova: A prova deve ser realizada em duas etapas. A primeira etapa
provara a unicidade de uma suposta representacdo dada pela equagéo
(15). A segunda etapa provara sua existéncia.

A unicidade da representagado (15) emerge da ndo-degeneragdo do
produto interno, isto é, da propriedade do produto interno em ser uma
aplicacao isomorfa. Verifica-se entédo:

L(u; —uy) —L(uy —uy) =0 (16.a)

Logo, se (15) for verdade:

(ug,ug —up) — (U, uy —uy) =0 (16.b)

Gerando finalmente:

(g — Uz, —up) =0 (16.¢)

Onde (16.c) implica que u; =u, € prova-se a unicidade da

representacao de Riesz.

Seja M o espago M :={v € H : L(v) =0}, isto & um hiperplano do
espaco de Hilbert H tal que o valor do funcional seja nulo. Este espaco
também pode ser chamado de espacgo nulo ou nucleo de H. Seja também

0 seguinte lema:

Lema (Decomposicdo em projecdo ortogonal): Seja M um subespacgo
do espaco de Hibert H e v € H. Afirma-se que existe uma Unica
decomposicéo v = Pyv + P,.v, onde Py: H > M e P,,.: H > M*+.Qualquer

elemento de H pode entao ser escrito como a soma direta de um elemento
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de M e um elemento do espago perpendicular a M, dito M+, logo, H =
M @& M*.

Sabe-se entdo que H=M ®&M*. O caso em que O espaco
perpendicular € composto apenas pelo elemento {0} corresponde a solugéo
trivial L = 0. Admita entdo o caso em que o espaco perpendicular a M nao
seja somente o elemento {0}. Fixe um z € M* tal que z # 0. Tome um v €
H e admita um escalar g € K tal que g = L(v)/L(z). Pela linearidade do

funcional:
L(v—Bz) =L(w) —L(Bz) =L(w) — BL(z) =0 (17)

O que diretamente implica que (v —pfz)€ M. Decompde-se 0
elemento v — [z pelo lema da decomposicao em projecao ortogonal tal que
Pyv =v — Bz e P,.v = Bz. No caso particular onde v € M+, obtém-se v —
pz =0 e entdo v = Bz, provando que M+ é um espaco, ou hiperplano,

unidimensional. Tome um elemento u tal que:

_L®

= Z
1zI1%

(18)

Onde u € M. Pela proposta do teorema da representagéo de Riesz,

pode-se escrever:

(u’) 17) = (ur (17 - ﬁZ) + ﬁZ)
(u, 'U) = (u,v - ﬁZ) + (u,ﬁz)

Como sabe-se que u € M+ e que (v — Bz) € M:

(w,v) = (u,Bz)
Pela prépria definicao de u:

(u,v) = ﬁﬁ(z, z)

lzII%

(w,v) = BL(z)
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Finalmente, pela prépria definicao de £:

(u,v) = L(v) (19)

Pela definicdo de uma norma em um espaco dual e utilizando-se da
desigualdade de Schwarz, demonstra-se facilmente a equivaléncia entre as

normas propostas no teorema. =

Neste ponto, um outro teorema fundamental da topologia e analise
funcional aplicada a resolucdo de problemas fisicos é o teorema de Lax-
Milgram. O teorema é forte o suficiente para provar que funcionais
determinados pela representacdo de Riesz, simétricos e assimétricos, caso
bem postos, possuem uma unica solugéo (Landim, 2020; Brenner e Scoot,
2008).

Teorema (Lax-Milgram): Seja um espago de Hilbert V. Seja também
uma forma bilinear a(.,.) coerciva e continua e um funcional linear continuo
F € V*. Afirma-se entao que exista um Unico u € V tal que: a(u,v) = F(v),
Vv eV,

Prova: A prova deste teorema pode ser feita de maneira suscinta uma
vez que varias propriedades necessarias para a prova ja foram
determinadas ao longo desta secdo. Se a forma bilinear € coerciva e

continua, entdo ela pode ser escrita como:
la(u, v)| < Cllull vl (20.a)

Pela representacéo de Riesz, pode-se dizer que exista uma relagéo
a(u,v) = Au(v), e logicamente a(u,v) = Au(v) € V*. Assuma agora que
exista um mapa um-pra-um, t, que toma valores do espaco de Hilbert V e
devolva valores em seu dual, V*. Ainda pelo teorema da representacéo de
Riesz, sabe se que V¢ € V*,3 ¢ € V tal que t¢ seja Unico e que ¢(v) =

(¢, v),Vv € V. Logo, existe um Unico u tal que:

Au=F, emV~* (20.b)
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Ou, pelo mapa:
tAu = 1F, emV (20.¢)

Devido a propriedade de ser um mapa um-pra-um, a equac¢ao (20.c)
se resolve utilizando-se o lema dos mapas de contragdo, explicado com
clareza no livro de Brenner e Scott (2008) e Ramanujan (1997). Pelo
principio dos mapas de contracao, sabe-se que existe um unico u € V tal

que:
Tu=u—pTAu—1tF)=u (20.4)
Ou seja, p(tAu — tF) = 0, onde se sabe que um p existe e € Unico. =

Com isso, conclui-se a exposi¢cao sobre a base tedrica necesséria
sobre topologia e espagos métricos que fundamentardo os proximos

subtemas.
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